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APRESENTACAO

“Fundamentos de Matemdtica Elementar’” é uma cole¢io em dez volumes
elaborada com a pretensdo de dar ao estudante uma visdo global da Matemadtica,
ao nivel da escola de 2° grau. Desenvolvendo os programas em geral adotados para
o curso colegial, 0s “’Fundamentos’ visam aos alunos em preparativos para exames
vestibulares, aos universitdrios que necessitam rever a Matemdatica Elementar e
também, como é &ébvio, agueles alunos de colegial mais interessados na “rainha
das ciéncias’’.

No desenvoivimento dos iniimeros caprtulos dos livros de *Fundamentos’
procuramos seguir uma ordem logica na apresentacdo de conceitos e propriedades.
Salvo algumas excecSes bem conhecidas da Matematica Elementar, as proposi¢des
e teoremas estdo sempre acompanhados das respectivas demoenstragdes.

Na estruturacdo das séries de exercicios, buscamos sempre uma ordenacio
crescente de dificuldade. Partimos de problemas simples e tentamos chegar a questdes
que envolvem outros assuntos ja vistos, obrigando o estudante a uma revisio. A
seqliéncia do texto sugere uma dosagem para teoria e exercicios. Os exercicios
resolvidos, apresentados em meio aos propostos, pretendem sempre dar explicagdo
sobre alguma novidade que aparece. No final do volume o aluno pode encontrar
a resposta para cada problema proposto e assim, ter seu reforgo positivo ou partir
a procura do erro cometido.

A (ltima parte de cada volume é constituida por testes de vestibulares até
1.977 selecionados e resolvidos o que pode ser usado para uma revisio da matéria
estudada.

Queremos consignar aqui nossos agradecimentos sinceros ao Prof. Dr. Fernando
Furquim de Almeida cujo apoio foi imprescindivel para que pudéssemos homenagear
nesta colecdo alguns dos grandes matemdticos, relatando fatos notdveis de suas
vidas e suas obras.

Finalmente, como h4 sempre uma enorme distincia entre o anseio dos autores
e o valor de sua abra, gostarfamos de receber dos colegas professores uma apre-
ciagdo sobre este trabalho, notadamente os comentirios criticos, os quais agra-
decemos.

Os autores
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Napoledao demite ministro do interior

Pierre-Simon de Laplace francés, de descendéncia humilde, estudou na

Academia Militar por influéncia de amigos.

Sem grandes convicgdes politicas, pouco participou de atividades revoiu-
ciondrias embora tenha sido nomeado por Napoledo para o cargo de Ministro do
Interior do qual foi despojado logo mais pois, como dizia o préprio Napoledo,
"‘ele transportava o espirito do infinitamente pequeno 3 direcdo dos negocios de
sua pasta’’. Mesmo assim, acabada a Revolucdo Francesa, recebeu o titulo de
marqués e em suas obras procurava sempre incluir elogios fervorosos ao grupo

que estivesse no poder, procurando assim fazer as pazes com cada regime que
aparecesse.

Laplace foi professor na Escola Normal e na Escola Politécnica, participando
também do Comité de Pesos e Medidas.

Seus principais resuftados foram em Teoria das Probabilidades, publicando
uma obra admirdvel que é a “Teoria Analitica das Probabilidades”” em 1812, onde
mostra ter conhecimentos avancados de Analise.

Em “Ensaio filosofico das probabilidades’” escreveu que “'no fundo a Teoria
das probabilidades é apenas o senso comum expresso em nimeros’’.

Em “Teoria Analitica” encontramos entre outros resultados, o célculo de
7 através dos problemas das agulhas de Buffon, esquecido ha muitos anos, e um
estudo da probabilidade inversa iniciado por Bayes.

Em “Exposicdo do Sistema do Mundo™, de 1796, e em “Mecdnica Celeste”,
de 1799, apresentou sua hipotese de que o sistema solar se originou de um gas
incandescente girando em torno de um eixo que, ao esfriar, se contraiu causando
rotagdo cada vez mais rdpida até que da camada externa se desprenderam sucessivos
anéis que formaram os planetas. O centro restante da massa de gds, em rotacio,
constituiv o sol. Esta publicagcdo marcou o auge da teoria de Newton, explicando
todas as perturbacGes do sistema solar, sua estabilidade e seu movimento que é
secular, ndo lhe parecendo mais necessario admitir a intervencdo divina em certas
ocasides.

Para Laplace a natureza era a esséncia e a Matematica apenas uma cole¢do
de instrumentos, que ele sabia manejar com muita habilidade sempre mantendo
um sentimento de honestidade intelectual com as Ciéncias.

CAPITULO I

SEQUENCIAS

I. NOGOES INICIAIS

1.  Definigao
Chama-se seqtiéncia finita ou n-upla 1 .
toda aplica¢do f do conjunto 1
2 ap
N} ={1,2,3,....,n}emR. 3 a3
Ny : R
Assim, em toda sequéncia finita, a : N
cada nGmero natural i {1 < i < n) estd g
associado um nimero real a;
n an
f = {(1,a), (2, a3), (3, a3), ..., (n,an)}.
2.  Defini¢do 1 ay
P a
Chama-se seqiiéncia infinita toda ; a2
aplicacdo f de N* emR. L s .
A e ege s N* : .
Em toda segléncia infinita, a cada :

i € N™ estd associado um a; € IR,
f= {(1, 31), (2, az), (3, 33), ey (|, ai), .. }

Vamos, daqui em diante, indicar uma seqiiencia f anotando apenas a ima-
gem de f:

f = (al,az,ag,...,ai,...)

onde aparecem entre parénteses ordenadamente, da esquerda para a direita, as ima-
gens dos naturais 1,2, 3, ..., 0, ...
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Exemplos

P e ara mais, acesse: //fuvestibular.com.br/
Quando queremos indicar uma sequiéncia f qualquer, escrevemos P22 Mais, acesse: hitp:/fuy

f = (a)ig

e lemos “‘seqiiéncia f dos termos a; onde o conjunto de indices é ",

3. Exemplos

19) (1, 2,3 4,6, 12) éa seqliéncia (finita) dos divisores inteiros positivos
de 12 dispostos em ordem crescente.
29)(2,4,6,8,...,2

i...) é aseqléncia (infinita) dos multiplos inteiros
positivos de 2,

39)(2,3,5,7,11,...)éa seqliéncia {infinita) dos nimeros primos positivos.

Observando o 2¢ exemplo, notamos que est3o indicadas entre parénteses as
imagensde 1,2,3,...,i,...na aplicacdo f: N* - IR dada por {i) = 2i.

Il. IGUALDADE

4. Sabemos que duas aplicages f e g sdo iguais quando tém dominios iguais e
f(x) = g{x) para todo x do dominio. Assim, duas seqiiéncias infinitas f = {ajlien* e

g = (bi)ien~ sdo iguais quando f(i) = gti), isto é, aj = bj para todoi € N*. Em
simbolos:

f=g¢g< a =>b; Vi €N*

lil. LEl DE FORMACAO

Interessam & Matematica as seqiiéncias em que os termos se sucedem obe-

decendo a certa regra, isto &, aguelas que tém uma lei de formacédo. Esta pode ser
apresentada de trés maneiras:

5. Por formula de recorréncia

S3o dadas duas regras: uma para identificar o primeiro termo (a;) e outra
para calcutar cada termo {a,) a partir do antecedente (ap-1).

19) Escrever a seqiigncia finita f cujos termos obedecem a seguinte formula de
recorréncia: a; =2 € ap = an-1 + 3, ¥n € {2, 3, 4,5, 6}.

Temos:

n=2 =a2=a1+3=2+3=5
n=3 =>a=-a+3=5+3=28
n=4 =g,=a +3=8+3-=
n=5 =2a; =a+3=11+3=14
n=6 =>a=a+3=14+3=17
entdof = (2,5,8, 11,14, 17).

29} Escrever os cinco termos iniciais da seqiéncia infinita g dada pela segu>m;e
férmula de recorréncia: b; =1 e by =3-bp, ¥ NEN e n =2,

Temos:

n:2 =>b2=3'b1:3.1:3
n=3 =by=3+by=3-3=29
n=4 =>by=3-by=3-9=27
n=5 =bhs=3cbg=3:27 = 81

entdog = (1,3,9,27,81,...).

Expressando cada termo em func¢io de sua posi¢ao

€ dada uma férmula que expressa a, em funcdo de n.

Exemplos

19) Escrever a seqiéncia finita f cujos termos obedecem 3 lei ap = 2",
ne{1,23 4}
Temos:
a,=2'=2,a,=-2-4,2;,=2°=8ea,=2"- 16 entdo f = (2, 4, 8, 16).
20) Escrever os cinco termaos iniciais da sequéncia infinita g em que os termos
verificam a relagio b = 3n + 1, ¥ n € N7,
Temos:

= = =3-3+1=10,
by=3+1+1=4 b;=3-2+1=7, b;=3-.
by =3-441=13 & bg=3+5+1=16 entio g- (4,7,10,13,16, ...).

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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7. Por propriedade dos termos

E dada uma propriedade que os termos da sequéncia devem apresentar.
Exemplos
19) Escrever a seqiiéncia finita f de seis termos em que cada termo é igual ao

namero de divisores inteiros do respectivo indice.
Temos:
D1} ={1,-1} = a, =2
D(2) ={1,-1,2,-2} = a,
D(3) = {1,-1,3,-3} = a4
D(4) = {1,-1,2,-2,4,-4} = a, = 6
D{5) = {1,-1,5,-56} = a5 = 4
D{6) = {1,-1,2,-2,3,-3,6,-6} = ag = 8
entdo f = (2,4, 4,6, 4, 8).

I"

4
4

29) Escrever os cinco termos iniciais da seqiiéncia infinita g formada pelos
nimeros primos positivos colocados em ordem crescente.

Temos g = {2,3,5,7,11,...).

Notemos que esta seqiiéncia ndo pode ser dada por formula de recorréncia
bem como nde existe formula para calcular o n-ézimo nimero primo positivo a
partir de n.

EXERCICIOS

D.1 Escrever os seis termos iniciais das seqiiéncias dadas pelas sequintes formulas de re-

corréncia:

a) ag=5ea, =apng + 2, ¥n>=2
bl by =3eby=2+by;, ¥nz
cl ¢y = 2ecp= leny)? ¥n>2
dhdy = 4edy= (-1)0edy_p.¥n >

2
e) ey = -2 eeq = leqg )", ¥n>2

D.2  Escrever os seis termos iniciais das seqléncias dadas pelas seguintes leis:

al ap = 3n-2, ¥n>1 b) by = 2+3%, ¥n =1
c) cn = nin+1),¥n 21 d) d, = -2, ¥n21
el ey =nd, . ¥n>=1,

D.3  Descrever por meio de uma férmula de recorréncia cada uma das sequiiéncias abaixo:

a) (3,6,9,12,15,18,...)
c (1,-1,1,~1,1,-1,...)
e) {0,1,2,345,...)

4-p

bl {1,2,4,8,16,32,...)
d (5,6,7,8910,...)

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

CAPITULO II

PROGRESSAO
ARITMETICA

I. DEFINIGAO

8. Chama-se progressio aritmética (P.A.) uma seqiiéncia dada pela seguinte
formula de recorréncia:

a = a
a, = ay +LY¥nEN n=>2

onde a e r sdo nimeros reais dados.

Assim, uma P.A. é uma seqiiéncia em gque cada termo, a partir do segundo, é a
soma do anterior com uma constante r dada.

Eis alguns exemplos de progressdes aritmeéticas:

f, = 1,3,5,7,9,...) onde a; = 1er=2

f, = (0,-2,-4,-6,-8,...) onde a; = O er = -2

f, = (4,4,4,4,4,...) onde a, = 4 er="0
1 36 79 1

= {= - — =, —=,... onde a; = = er =1
f4 (2: 21 21 21 ’ ) 1 2

i1 10 8 1

f5=(4,—3—,?,3,§,...) ondea1=4er=—§

1l. CLASSIFICACAO

As progressdes aritméticas podem ser classificadas em trés categorias:

18) crescentes sdo as P.A. em gue cada termo é maior que o anterior. E
imediato que isto ocorre somente se r > 0, pois:

ay > 8p.1 = 3p-dnq > 0 =71 >0

Exemplos: f, e f4.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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28) constantes sdo as P.A. em que cada termo é igual ao anterior, E facil ver
T acesse:

gue isto s6 ocorre quando r = 0, pois:

dn = @py = Az -an = 0= r =10
Exemplo: f5

a ~ ,
3‘.) decrescentes sio as P.A. em que cada termo é menor que o anterior, lsto
ocorre somente se r < 0, pois:

n < ap. = ap-an < 0 = r < 0,

Exemplos: f, e fs.

1. NOTACOES ESPECIAIS

Quando procuramos obter uma P.A. com 3 ou 4 ou 5 termas & muito pratica
a notagdo seguinte:

13) para 3 termos: {x, x +r, x + 2r) ou (x - r,Xx, x+r)
23) para 4 termos: (x, x +r, x+2r, x+3r} ou (x-3y, x-y, X ty, x+3y)
onde y = —

39) para 5 termos: (x, x +r, x +2r, x +3r, x + 4¢) ou
(x-2r, x=r, x, x+r, x+ 20,

EXERCICIOS

D.4  Determinar x de modo que {x,2x +1,5x +7) sejauma P.A,
Solugia
Devemos ter ay - a; = a3 - a;, entdo:

@x+1)-x=(Bx+7) - (2x+1) =x+1=3x+6 Dx= -2
o

D.5  Determinar a de modo que (a2, (a + 1)2, (a + 5)2) seje uma P.A

http://fuvestibular.conX/ (1) obtemos x = 8, substituindo em @

B-r)+8+(8+r) - 440 ¥=> 64-12=55 «=> 12 -9 <> r-13
Assim, a P.A, procurada é:

(5,8, 11) para x =8 e r=3 ou (11,8, 5) parax =8er = -3,

D.7 Obter uma P.A. crescente formada por nimeros inteiros e consecutivos de modo que a
soma de seus cubos seja igual ao quadrado da sua soma.

23
0.8 Obter 3 nimeros em P.A, sabendo que sua soma & 18 e a soma de seus inversos é 20"

D.9 UmaP. A é&formada por 3 termos com as seguintes propriedades:

1) seu produto & igual aoc quadrado de sua soma;
11) a soma dos dois primeiros € igual ao terceiro.

Obtera P.A.
D.10 Obter 3nameros em P.A. de modo que sua soma seja 3 e asoma de seus quadrados seja 11.

0.11 Obter uma P.A. de 4 termos inteiros em que a soma dos termos é 32 e o produto & 3 465,

Solugao
Empregando a notagdo especial {x - 3y, x -y, x + y, x + 3y), temos:

@ {x-3y) +i{x-y) + (x+y} + (x+3y) =
(2 (x-3y) x-y) (x+y} (x+3y) = 3.465

De @ vem 4x = 32, isto &, x = 8.

Substituindo em @ o valor de x, temos:

{(8-3y)-(B-y)-18 + y)-{8 + 3y) = 3465 = (64 - 9y2) - (B4 - y2} = 3465

+ +
9y4-640y2+631 = 0 =>y=1% 640 18386884 -+ /6401_8622

entioy = 1 ouy = -1 ou y =

Como a P.A. deve ter elementos inteiros, so convém-as duas primeiras. Assim, temos:

x=8ey 1 =15,7,9,11)
x=8ey=-1=1(119775}

D.12 (FFCLUSP-1965) A soma de quatro termos consecutivos de uma progressdo aritmética °
é -6, o produto do primeiro defes pelo quarto € -54. Determinar esses termos.

D.13 Obter uma P.A. crescenie de 4 termos tais que o produtp dos extremos seja 45 e o dos
meios seja 77.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

D.6  Obter uma P.A. de trés termos tais que sua soma seja 24 e seu produto seja 440.
Solugdo
Empregando a notago especial (x -r, x, x + r) paraaP. A,, temos:
@(x-r)+x+(x+r)
o]
@ (x-r)exeix + ) = 440
6-D

7-D



D.14

0.15

D.16

D.18

D.19

D.20

D.21

'D.22

D.23

8D

Obter 4 niimeros reais em P.A. sabendo que sua soma & 22 e a soma de seus quadrados
& 166. ara ma’ls, acesse:

Obter uma PR, de 5 termos sabendo que sua soma é 25 e a soma de seus cubos é 3 025,

Solugdo
Utilizando a notagdo {x - 2r, x =1, x, x + r, x + 2r), temos:
(D tx=20 + (x=rb + x + (x + 1) + {x + 2r) = 25

@ x-2r)3 + Ix-r3 4+ x3 + {x +r)3 + (x + 2r)3 = 3025
De @ vem: 5x = 25,isto é, x = 5.

De @ vem:

(x3-6x2r + 12xr2 - 8r3) + (x3-3x2r + 3xr2-r3) + x3 + (x3 + 3x2r + 3xr? +
+r3) + (x3 + 6x2r + 12xr2 + 8r3) = 3025

isto &: 5x3 + 30xr? = 3025.

Lembrando q'uex = 5, temos:
5+53 + 30+5+r2 = 3025 -2 1502 = 2400 = 2 = 16 = = +4.

Portantoa P.A. & (-3,1,5,9,13) ou (13,9,5, 1, -3).
Obter uma P.A, decrescente com 5 termos cuja soma é-10 e a soma dos quadrados é 60.

Obter 5 nimeros reais em P.A,, sabendo que suasoma é 5 e a soma de seus inversos é%.

-Achar 5 nimeros reais em P.A. sabendo que sua soma é 10e 2 soma dos cubos dos dois

primeiros & igual 3 soma dos cubos dos dois Gitimos.
Mostrar que se {a, b, ¢} é urma P.A,, entdo (a?bc, ab2¢, abc2) também 6.

Solugio
Temos, por hipbtese, b—a = ¢-b = r. Entdo:

abZ¢ - aZbc = abelb - al = aber = abelc - b) = abc? - ab2c,

1 1

, V éuma P.A,, entdo (22, x2, y2) também &,
y+z z +x

P
rovar que se { X¥y

Provar que se (a, b, c) é uma P.A,, entdo (a?(b + c), b2(a + ¢}, c2(a + b)) também é,

Sabendo que {a, b, c} e (%, ic' %) sdo P.A., mostrar que 2ad = cla + c}.

Sabendo que (@, 3,7, 8) & P.A,, provar que:
G+ 38 65-230 + la+ 37 (a-37) = 2(ad-98y).

Para mais, acesse:

IV. FORMULA DO TERMO GERAL

http:/fuvestibular.com.br/

9, Utilizando a formula de recorréncia pela qual se define uma P.A. e admitindo
dados o primeiro termo {a, ), a razdo (r) e o indice (n) de um termo desejado, temos:

82=a|+r

a3=ag+r
ag = az tr
ay = 8pq * T

Somando essas n -1 igualdades, temos:

a; tazyta,+...+a, = 31:32+83+...+an;l+(n—1)'r

—

I cancelam-se J

e, entdo, 3, = a, + {n-1) - r, o que sugere o seguinte

10. Teorema

Na P.A. em que o primeiro termo é a; e a razdo é r, o n-€zimo termo é

Demonstracdo pelo principio da indugéo finita
1) Paran = 1, temos:a; =a, + (1- 1)« r (sentenca verdadeira)

Il) Admitamos a validade da formulaparan = p: ap = a; + {p- 1) - r (hipotese
de indu¢do) e provemos que vale paran = p + 1:
dps1 = ap tr=lag +(p-1-r)+r =2 +[lp+1)-1]-r
Entdo a, = a; + (n-1)+r,¥n € N*,
EXERCICIOS

D.24 Caicular o 179 termo da P.A. cujo primeiro termo & 3 e cuja razdo é 5.

Solucio
Notando que a; = 3 e r = b, apliquemos a formula do termo geral:

a17=al+16r:3+‘|6-5:83.

http://fuvestibular.com.br/
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D.25 Obter 0 129, 027% e 0 1009 termos da P.A. 2,5,8,11,...).

D.26

D.27
D.28
D.29

D.30

D:31
D.32

D.33

p.34

%35

D;}G/

10-D

\

Obter a razdo da P.A. em que o primeiro termo & -8 e o vigésimo é 30. »
Solugdo

820 = @ + 19r = 30 = -8+ 19r = = 2,

Obter a razdio da P.A. em que a3 = 9 e ajy = 45.

Obter o primeiro termo da P.A. de raz3o 4 cujo 239 termo & 88,

Qual € 6 terma igual a 60 na P.A. em que 0 29 termo & 24 e a razdo & 27

ObteraP.A.emqueag = 7 e a;; =-8.

Solucdo
Para escrever a P.A. & necessario determinar ay er.

Temos: -
310:7 =>a1+9rn7 @

ay; = -8 =>a|+11r=—8@

Resolvendo o sistema acima, temos;

2 - () =2 =-5—=,-_15
2

15 149

@ =aroPr-r=,, 10

e, portanto, a P A, é (L‘g 134 119 ).

2 2 2
Determinar a P.A. em que 0 6% termo € 7 e 0 109 & 15.
Qual éaP.A emque o 19 termo € 20 e o 99 termo é 44?7
Determinar a P.A. em que se verificam as relagdes:
817 + az; = 302 e ay3 + agg = 446.
Na P.A, em que ap =& e ag = B com p # q, calcular o termo ap+q.

{IME-1965) Determine a relagio que deve existir entre os ndmeros m, n, p e q, para que
se verifique a seguinte igualdade entre os termos da mesma progressao aritmética:

am t ap = ap + ag.

Qual é o primeiro termo negativo da P.A. (60, 53, 46, . . . )?

Para mais, acesse:

. lucdo
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com: vakd 50

Temos:a, <0 =a; + {n-1r <0 =860+ (n-11(-7) <0 =>n-1 >7=>
=n >%1':"9,5.

Concluimos que ag < O paran = 10, 11,12, ..., portanto, o primeiro termo negativo
da P.A. & 310

D.37 Provar que se {ay, a7, 83,..., an) € P.A,, comn > 2, entdo

2
(ag—af, a-a al-a’

22
3" 8y, 3,85, ..., 80 -ay ) também é

D.38 Provar que se uma P.A. apresenta a, = X, an = y e ap = z, entdo verifica-se a relag3o:
fn-plex +{p-ml-y + {m-n}ez =0

D.39 Provar gue os termas de uma P.A. qualquer onde 0 ndo participa verificam a relagdo:

LI RN S NN

ajay @83 a3d4  @8p-13p  Aajdn

V. INTERPOLAGCAO ARITMETICA

Em toda seqiiéncia finita {a;, a,..., an-1, a,), 0s termos a; e a, sdo
chamados extremos e os demais sdo chamados meios. Assim, na P.A. (0, 3, 6, 9,
12, 15} os extremos sdo 0 e 15 enquanto os meios s30 3, 6, 9 e 12,

Interpolar, inserir ou intercalar k meios aritméticos entre os nimeros ae b
significa obter uma P.A. de extremos a; = aea, = b, comn = k + 2 termos,
Para determinar os meios dessa P.A. é necessario calcular a razdo, o que é feito assim:

ap =a; +t{n-1Yer =>b=a+(k+1).r =r=k;+1.

Exemplo

Interpolar 5 meios aritméticos entre 1 e 2.
Vamos formar uma P.A. com 7 termos onde a; = 1 e a; = 2. Temos:

a;-a 2-1 1
ag =a  + 6-r =r:%=—r6_=_6"

7 8

—, = —=, 2
6' 6’ )

10 1
6 6"

w . 9
entdo a P.A. & (1, 5

http://fuvestibular.com.br/



EXERCICIOS

D.40

D.41

Para mais, acesse: http//fuvestibular.com®pr/+ 2 + 3 + .., + p =

Intercalar 5 meios aritméticos entre -2 e 40,

Solugdo

Devemos obter a razdo da P.A. com 7 termos (2 extremos ¢ 5 meios) em que
8) = -2 e ay = 40. Temos: a3 =a; + 6r =40 = -2 + 6r =r = 7

entdo a P.A. & (-2, 5, 12, 19, 26, 33, 40)
meios
Quantos meios aritméticos devem ser interpolados entre 12 e 34 para que a razao da
interpolagdo seja %— ?
Inserir 12 meios aritméticos entre 100 e 200.
Quantos nGmeros inteiras e positivos, formados com 3 algarismos, s8o maltiplos de 137

De 100 a 1000 quantos sdo os miltiplos de 2;39 3?

Quantos nimeros inteiros e positivos, formados de dois ou trés algarismos, ndo sdo
divisiveis por 77

(iITA-66) Quantos nOmeros inteiros existem, de 1000 a 10000, ndo divisiveis nem por
5 e nem por 77

D.47 (MAPOFEI-75) Inscrevendo-se nove meios aritméticos entre 15 e 45, qual é o sexto
termo da P.A.?
V1. SOMA
' Vamos deduzir uma formula para calcular a soma S dos n termos iniciais
de uma P.A.
11. Teorema 1
Lo , — o ., nin + 1)
A soma dos n primeiros nimeros inteiros positivos e -

i

)

Demonstracdo por inducdo finita

_ i+ 1)

5 {sentenca verdadeira)

Paran = 1, temos: 1

Admitamos a validade da formula paran = p:

plp + 1)
2

e provemos paran = p + 1:

1+2+3+,,_+p+(p+1)=M+(p+1)=

2
_plp+1) +2(p+1) (p+t1)(p+2)
2 B 2 ’
w nin + 1)
Entdo 1 + 2+ 3+ ...+ n=———, ¥n € N*.

2
Exemplo

A sorma dos b0 termos iniciais da seqiiéncia dos inteiros positivos é:

50(50 + 1}

1+2+3+,.,+50= 2

= 25 X 51 = 1275,

Utilizando a formula do termo geral, podemos calcular a soma S,, dos n

termos iniciais da P.A. (a;, a,,...,a,,...).

12, Teorema 2

+ n(n-T).r

Em toda P.A. tem-se: S, = na, 2

Demonstracéo
a; = a4

a; = a, +r
as = a, + 2r

an=a; + (n~-1).r

a ta, +a;+...+ap= (al+al+...+a|) + (r+2r+...+(n-1)r):
|
n parcelas
=na, +{1+2+ ...+ n-1}-r.

(n-1)n

Peloteorema1: 1 + 2 +...4{n-1) = 3

, entdo:

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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(n-1}-n Para mais, acesse: http://fuvestibu dIEL)L()ﬁl%‘T:/ICIOS
+ +...+ta, = nay +——-+ .
ntm = " 1 2 D.48 Calcular a soma dos 25 termos iniciais da P.A. (1, 7, 13, ... ).
isto é: Solugao

+'n(_n- 1 .

Sn = nay 2
13, Teorema 3
Em toda P.A. tem-se:
nla, + ap)
S = g

Demonstracéo

nin-1) 2na; + n{n-1)r nl2a; + {n- 1] _
i r =

S,,:na|+ 2 2 2

nla, + a, + (n-1r]  nla; + ap)
2 N 2 ’

Exemplos

19) A soma dos 15 termos iniciais da P.A. (-2, 1,4, 7,...) é:

Sis = 15(-2) + 15—2£ 3 =-30 + 315 = 28b.

20) A soma dos multiplos inteiros de 2 desde 4 até 100 pode ser calculada
notando-se que (4, 6, 8,..., 100) é uma P.A. de 49 termos em que a; = 4e

ase = 100:°

49(4 + 100) _
Sep = 5= 49 X B2 = 2548,

D.as

D.50

D.51

~U52

D.b3

D.b4

D.55

Sendoa; = 1 e r = B, temos:

ays = a1 +24+r =1+ 24 X 6 = 145

25(a; + ags) B 25{t + 145)
2 - 2

S5 = = 1 825,

Obter a soma dos 200 primeiros termos da seqliéncia dos ndmeros impares positivos,
Calcular 1ambém a sorma dos n termos iniciais da mesma seqliéncia,

Solugao

A seqiiéncia (1, 3,5,... ) éuma P.A. em quea; = 1 er = 2, entdo:

app = @) * 199 +r = 1 + 199 X 2 = 399

200(a; + azg)  200(1 + 399
S200 = (312 200_ . 5 ) a0 000

an =a; +n-Tr =1+ (n-1)+2 = 2n-1

nlay + an) _ nl1 + 2n-1) B

Sph = 5 >

nZ,

Qual é a soma dos nameros inteiros de 1 a 3507
Qual & a soma dos 120 primeiros nGmeros pares positivos? E a soma dos n primeiros?
Obter a soma dos 12 primeiros termos da P. A, 6,14,22,...).

Obter a soma dos n elementos iniciais da seqiiéncia:

(1=n 2-n 3-n0

n n n

Determinar a P.A, em que o vigésimo termo € 2 e a soma dos 50 termos iniciais é 650.

Solugao

Determinar uma P.A. é obter a; e r Temos:

azp = 2 = a; + 19r = 2 @

50(2a; + 49r)
E Shiiintet A4

5 = 650 =2a + 49 - 26 (2)

Sso = 650

Resolvendo o sistema @ e @ obtemos a, =-36 e r=2, portanto, a P.A. pro-
curada é {-36, -34, -32, ., . ).

Qual é 0 239 elemento da P.A. de razfo 3 em que a soma dos 30 termos iniciais ¢ 2557

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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D.56

D.57

D.58

059

D.60

D.61

D.62

D.63

D.64

D.65

D.66

16-D

Quantos termos devem ser somados na P.A. (-5, -1, 3,...) a partir do 19 terma;paras acesse: http JfovestibuB 82 fEESCUSP-66) Se numa P.A. a soma dos m primeiros termos é igual & soma dos n

que a soma seja 1 5907

45 19

Qual é o namero minimo de termos que se deve somar na P.A. (13, 27

)a

partir do 19 termo, para que a soma seja negativar?

{(MAPOFEI-76) Ao se efetuar a soma de 50 parcelas em P.A., 202, 206, 210, ..., por
distracdo nio foi somada a 359 parcela. Qual foi a soma encontrada?

Determinar uma P.A. de 60 termos em que a soma dos 59 primeiros & 12 e a soma dos
59 altimos é 130.

Determinar uma P.A. em que a soma dos 10 termos iniciais & 130 e a soma dos 50
iniciais & 3 650.

Calcular o quociente entre a soma dos termos de indice fmpar e a soma dos termos de
indice par da P.A, finita (4,7, 10,...,517).

Qual & a soma dos m{ltiplos positivos de b formados por 3 algarismos?

Solugdo

Os maltiplos positivos de 5 formados por 3 algarismas constituem a P.A. (100, 105,
110,..., 995}, em que a, = 100, r = 5 e a, = 995. O nGmerc de elementos dessa
P.A. & n tal que:

ap = a; + n-1r =995 = 100 + (n-1)5 =n = 180.
A soma dos termos da P.A. é:

180{a; + aygp) _ 180{100 + 995}

Sigo = 5 5 = 08 B50.

Qual é a soma dos maltiplos de 11 compreendidos entre 100 e 10 0007

{MAPQFEI-74) Qual & a soma dos miltiplos positivos de 7, com dois, trés ou quatro
algarismos?

Obter uma P.A. em que a soma dos n primeiros termos é n2 + 2n para todo n natural.
Solugdo
Como S, = n? + 2n,%¥n € N*, temos:

Sy =12+2+1=3 a5 =3
S =22+2:2=8 >a;+a =8 2a=5

tt

eaP.A . 6(3,579,...)

(MAPOFEI-74) Calcular o 19 termo e a razio de uma P.A. cuja soma dos n primeiros
termos é n2 + 4n para todo n natural.

D.68

D.69

D.70

D.71

D.72

primeiros termos, m % n, mostre que a soma dos m + n primeiros termos é igual a zero.

Demonstrar que em toda P.A. com namero impar de termas, o termo médio & igual a
diferencga entre a soma dos termos de ordem impar e a soma dos termos de ordem par.

(FAUUSP-66) Quais as progressbes aritméticas nas quais a soma de dois termos
quaisquer faz parte da progressao?

{EE. LINS-67) Determinar uma progress3o aritmética de razdo 1, sabendo-se que o
namero de termos é divisivel por 3, que a soma dos termos é 33 e que o termo de

dem 2 ¢ 4.
or 3

{FFCLUSP-65) A soma de quatro termos consecutivos de uma progressdo aritmética é
-6, 0 produto do primeiro deles pelo quarto é ~64. Determinar esses termos.

(ITA-58) Provar que se uma P.A. é tal que a soma dos seus n primeiros termos & igual
a n+1 vezes a metade do enézimo termo entdo r - a;.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Para mais, acesse: http://fuvestibular gom.%)r/

CAPITULO III

PROGRESSAO
GEOMETRICA

I. DEFINICAO

14. Chama-se progressdo geométrica (P.G.) uma seqUéncia dada pela seguinte
- formula de recorréncia:

al:a
an:an—l'qunENun>2

onde 3 e g sdo nGmeros reais dados.

Assim, uma P.G. é uma seqliéncia em que cada termo, a partir do segundo, é
o produto do anterior por uma constante ¢ dada.

Eis alguns exemplos de progressdes geométricas:

f, =(1,2,4,8,16,...) onde a;, = 1 eq = 2
fy = {-1,-2,-4,-8,-16,...) onde a; = -1 eqg=2
fy = (1%%;—7%) ondea; = 1eq =%
f4 = (-54, -18, -8, -2,—3,...) onde a; = -564 e q = 1
3 3
s =(7,7,7,7,7,...) onde a; = 7e qg=1
fe = (b,-5,5,-5,5,...) onde a, =beq= -1
f, = (3,0,0,0,0,...) ondea, = 3eqg=20

Il. CLASSIFICACAQ

As progressbes geométricas podem ser classificadas em cinco categorias:

18 crescentes sdo as P.G. em que cada termo & maior que o anterior. Note-
mos que isto pode ocorrer de duas maneiras:

P.G. com termos positivos

an

a, > an_; =
an-

> 1 &= q > 1

b) P.G. com termos negativos

}
a > apy <= 0 <0

<le=0<g<1

an-1

Exemplos: f; e f,

23) constantes sdo as P.G. em que cada termo é igual ao anterior. Observe-
mos que isto ocorre em duas situacdes:

a} P.G. com termos todos nulos
a; = 0 e g qualquer

b) P.G. com termos iguais e ndo nulos

Exemplo: fs

39} decrescentes s3o as P.G. em que cada termo ¢ menor que o anterior. No-
temos que isto pode ocorrer de duas maneiras:

a) P.G. com termos positivos

M <l 0<g<

an<an_1¢‘r0<

an_y
b) P.G. com termos negativos

a
an < apq = -

> 1 <e=q>1

n-1
Exemplos: f, e f;
43} alternantes sdo as P.G. em que cada termo tem sinal contrario ao do
termo anterior. Isto ocorre quando q < 0.
Exemplo: fg
53) estaciondrias sio as P.G, em que a; # 0 e a = ay =a4 = ... = 0.
Isto ocerre quando q = 0.

Exemplo: f;

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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NOTAGCOES ESPECIAIS

Para a obtencdo de uma P.G. com 3 ou 4 ou 5 termos é muito pritica a

notagdo seguinte:

12) para 3 termos: (x, xq, xq%) ou (%, X, xq)
2 3 X X
23) para 4 termos: (x, xq, xq*, xq°) ou (y—, —v—, xy, xy3)

33) para 5 termos: (x, xq, Xq2, xq°>, xq*) ou (qi ) % X, Xq, Xq?)

EXERCICIOS

D.73

D.74

D.76

D.76

D.77

D.78

20-D

Qual é o nimero que deve ser somado a 1, 9 e 15 para que se tenha, nessa ordem, trés
nimeros em P.G.?
Solugio

Paraque {x + 1, x + 9, x + 15) seja P.G., devemos ter

x+9 x+15

x+1 x+9

e, entdo:

x+9)2 = (x+1) (x + 15} => xZ+ 18x + 81 = )€+ 16x+ 15 => 2x = -66 =
= x = -33.

(MAPOFEI-74) Qual é o nimero x que deve ser somado aos nimeros a-2,a e a+ 3
para que a-2+x,a+x e a+3+x formem uma P.G.?

(FAM-65) Sabendo-se que x, x +9 e x + 45 estdo em P.G., determinar o valor de x.
A seqiuéncia (x + 1, x+ 3, x+4,...) éumaP.G. . Calcular 0 seu quarto termo.

{EPUSP-59) Que tipo de progressdo constitue a seqiéncia:

sen x, sen{x + T}, seni{x + 27), ..., sen{x + n7) com sen x F0?

Classifique as sentencas abaixo em verdadeira (V) ou falsa (F):

a) na P.G.emquea; >> 0 e g >> 0, todos os termos s30 positivos.

b} naP.G.emqguea; < 0 e q > 0, todos os termos sio negativos.

c) naP.G.emquea; ~> 0 e q < 0, todos os termos sdo negativos.

d) naP.G.emquea; < 0 e q < 0, todos 0s termos s3o negativos.

e} na P.G. de nimeros reais em que q << 0 e a; ¥ 0, os sinais dos termos sio aiter-
nados, isto é, a P.G. & alternante.

f} na P.G. alternante, todos os termos de [ndice {mpar tém o sinal de a; e os de
indice par tém sinal contrério ac de aj.

}
Para mais, acesse: http://fuvestibular gom%r/

D.79

D.80

D.81

D.B2

D.83

D.B4

D.85

D.86

0.87

D.gs8

D.89

D.90

D.91

D.92

se uma P.G. formada com ndmeros reais apresenta dois termos com sinais contrérios,
entdo a P.G. é alternante,

h) existe uma P.G. de niimeros reaisem que a; > 0 e ay; < 0.

i) existe umaWP.G. de nitmeros reaisem quea; > 0 e azp < 0.

j) seq >> 0, aP.G. écrescente.

k} sea; > 0 e q > 0,aP.G. & crescente,

I} seq > 1,aP.G. écrescente

. L. . .
Determinar trés nimeros reais em P.G. de modo que sua soma seja - e a soma de seus

. 189
quadrados seja 64

Obter a P.G. de quatro elementos em que a soma dos dois primeiros € 12 e a soma dos
dois Gltimes & 300.

121
Determinar cinco nimeros inteiros em P.G. sabendo que sua soma & — e seu pro-
duto & 243. 3

(FAUUSP-66) Numa progressio geométrica de seis termos a soma dos termos de
ordem impar & 182 e a dos de ardem par & 546. Determinar a progressio.

Obter quatro nimeros a, b, ¢, d sabendo que:

Na+d= 32 1) (a, b, c) &P.G,
ity)b + ¢ 24 IV} (b, ¢, d} &éP.A.

il

(IME-66) A soma de trés nimeros que formam uma P.A. crescente é 36. Determine
esses numeros, sabendo que se somarmos 6 unidades ao Gltimo, eles passam a cons-
tituir uma P.G,

Provar que se x, y, z estdo em P.G. nesta ordem, vale a relagdo:

x+y+2)(x-y+2)=x2+y2+ 22
Se a, b, ¢, d estdo em P.G. nesta ordem, entdo {b - ¢)2 = ac + bd - 2ad.
Provar que se a, b, ¢ formam nesta ordem uma P.A . eumaP.G, entdoa=b=c.

Provar que se os nameros a, b, ¢, d formam nesta ordem uma P.G. entdo vale a relagdo
b-c)2 + {c-al? + {d-b)2 = (a-d)2.

Os lados de um retangulo apresentam medidas em P.G. . Calcular a razdo da P.G. .
Os lados de um tridngulo formam uma P.G. crescente. Determinar a razdo da P.G. .

As medidas dos lados de um tridngulo sdo expressas por nimeros inteiros em P.G, e seu
produto é 1 728. Calcular as medidas dos lados.

(MAPOFEI~76) Calcular todos os angulos x, em radianos, de modo gue os ndmeros
sen x

2

, sen x, tg x formem uma progresséo geométrica.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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V. FORMULA DO TERMO GERAL

18. Utilizando a formula de recorréncia pela qual se define uma P.G. e admitindo
dados o primeiro termo {a, # 0), a razdo (g # 0) e o indice (n) de um termo
desejado, temos:

d4; = ay*q
a3 = a2 +*qQ
a4 = a3+ q

Multiplicando essas n - 1 igualdades, temos:

dy+d3°@84*...°8y = @1*@°a83*33°..."ap-1'49
v
-

cancelam-se

n

e, entdo, a, = a;+ q" ', o que sugere o seguinte

16. Teorema

Na P.G, em que o primeiro termo é a; e a razdo & q, o n-ézimo termo é

a, = a;+q

Demanstracdo

Demonstra-se pelo principio da inducdo finita.

EXERCICIOS

D.93 Obter 0 109 e o 159 termos da P.G. (1, 2, 4,.8, . . ).
Solugdo
d10 = al'q9 = 1'29 = b12
ajs = al-qm =1:2% - 4006

D.94 Obter o 1009 termo da P.G. {2, 8, 18, ... ).

D.95 Calcular 0 219 termo da seqléncia (1, 0, 3, 0,9, 0, ... ).

{ITA-59) Dada uma P.G. finita (ay, ag, @3, ..., ajp) de modo que a; = 2 e a; = 6,

. D96
Para mais, acesse: http //fuvest\bedgf com.br/

pergunta-se se é correta a igualdade
1

- 1
(aro)® = 3+ (2)

o=

D.97 (MAPOFEI-76) Uma empresa produziu, no ano de 1975, 100 000 unidades de um

produto.
Quantas unidades produzirad no ano de 1980, se 0 aumento anual de producdo & de 20%?

p.98 Qbter a P.G. cujos elementos verificam as relagdes:

a t ag + ag = 10
az3 + az + ag = 30

D.99 Caicular o nimero de termos da P.G. que tem razdo %, 19 termo 6 144 e (ltimo termo 3.

D.100 Provar que se a, b, ¢ s8o os elementos de ordem p, q, r, respectivamente, da mesma
P.G., entdo:

a-T . br-P.cP-q = 1

D.101 Pr10var que se (ay, ap, a3,...) @ uma P.G., com termos todos diferentes de zero, entio
—s —+ —,...) também é P.G,
ay a ay

D.102 Provar que se (a;, a3, ag, ...) é uma P.G., emdo (a;, a3, a5, ...} e (az, ag, ag) também
sdo P.G.

V. INTERPOLAGCAO GEOMETRICA

Interpolar k meios geométricos entre os nimeros a e b significa obter uma
P.G. de extremos a; = a e a5 = b, com n = k + 2 termos. Para determinar os
meios dessa P.G. é necessario calcular a razdo. Assim, temos:

k+1 /g
Exemplo

Interpolar 8 meios geométricos (reais) entre 5 e 2 560.

Formemos uma P.G. com 10 termos onde a, = 5 e a;p = 2 560. Temos:

9/
810=al‘q9 =q=9/%]£..=9/ 2260= 512 = 2
1

entdo a P.G. é (5, 10, 20, 40, 80, 160, 320, 640, 1 280, 2 660).

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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EXERCICIOS
D.103 Inserir 6 meios geométricos reais entre 640 ¢ 5.
D.104 Quantos meios se deve intercalar entre 78 125 ¢ 128 para obter uma P.G. de razé’o%?

D.106 Qual é o nimero minimo de meios geométricos que se deve interpolar entre 1 458 e

2 para a razdo de interpolagdo ficar menar que %?

D.106 (EESCUSP-58) Sendo a e b nameros dados, achar outros dois x e y tais que a, x, y, b
formem uma P.G.

VI, PRODUTQ

Vamos deduzir uma férmula para calcular o produto P,, dos n termos inicpis
de uma P.G.

17. Teorema
nin-1)

Em toda P.G. tem-se: P, = a"l‘ . q

Demonstracio
a =
@ = a;*q

X a3=al.q2

n-1
an = 81+ Q
di*@-vazg*...*38, = (31'31'31'---'81)(q-q2-..-'qn_1) =
(- J
v
n fatores
n{n-1)
= o, 4142+ .+ n 2
= al'q = aluq
isto é: ,
nin-1}
2

EXERCICIOS

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

D.167 Em cada uma das P.G. abaixo calcule o produto dos n termos iniciais:

a) (1,2,4,8,..})en=10

b) (-2, -6, -18, -54, ...) en= 20

c) (3,-6,12,-24,...)en=25

d) {(-2)0, (-2)1, (-2)2,.(-2)3, .} e n= 66
e) ((-3)25, (-3)24, (-3)2, ..} en=51

f) (al, -a2, a3, -a%, ...) en = 100

D.108 (MAPOFEI-71)

a) Calcular a soma S = logya + logy2a + lagyda + ... + logy2a
b) Qual o valordease S=n + 17

D.109 Calcular o produto dos 101 termos iniciais da P.G. alternante em que as; = -_1.

D.110 Uma sequéncia € tal que;

1} ostermos de ordem par sdo ordenadamente as poténcias de 2 cujo expoente & igual ao
indice do terma, isto é, a;n = 22N para todo n Z1.

11} os termos de ordem impar sdo ordenadamente as poténcias de -3 cujo expoenteé
igual ao indice do termo, isto é, ayn = (-3)2M! para todon 21,
Calcular o produto dos 55 termos iniciais dessa segiiéncia.

VIl. SOMA DOS TERMOS DE P.G. FINITA

18. Sendo dada uma P.G., isto &, conhecendo-se os valores de a; e g, procuremos
uma férmula para calcular a soma S, dos n termos iniciais da seqUéncia.

Temos: S, =a, +a;q+ aqr +...+aq"? +aq"! @

Multiplicando ambos os membros por g, obtemos:

aSp=a1q + a1q” + a;q° + ... +a,q"" + a,q" @

Comparando os segundos membros de@e@, podemos observar que a par-
cela a sO6 aparece em@, a parcela a;q" sO aparece em@e todas as outras par-
celas sdo comuns as duas igualdades, entdo, subtraindo, temos:

®_® =aSn-Sp=aq" -a = S, .(g-1)=aq" - a
Supondo q # 1, resulta:

n
ag - a4

5p = q

Este resultado sugere o seguinte teorema:

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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19. Teorema

A soma dos n termos iniciais de uma P.G. &

: a -qn:_- I
Sps A2 L
STy |lOF)

Demonstracao

Demonstra-se aplicando o principio da inducio finita:

20. Corolirio

A soma dos n primeiros termos de uma P.G. &

.':s“ =20 - 3 g#1

Demonstragio
n _
s, =49 - a_ (9" g - a _anq - a
q-1 qg-1 g-1

21. Exemplos

19} Caicular a soma dos 10 termos iniciais da P.G. (1, 3, 9,27,..)

10_ . 10
S = 9”2 _1:3°-1 59049- 1

q-1 31 2

= 20524

o .. C
29) Calcular a soma das poténcias de 5 com expoentes inteiros consecutivos,

desde 5% até 5%,
Trata-se da P.G. (5%, 6%, 5%, .., §%),

EXERCICIOS

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/ 111

D.111 Calcular a soma das 10 parcelas iniciais da série 1 +5+ Y + E+

D.112 Calcular a soma dos 20 termos iniciais da série 1 +3 + 9 + 27 + _..

D.113 (MAPOFEI-76) Se a e q sio nGmeros reais ndo nulos, calcular a soma dos n primeiros
termos da P.G.: a, ag2, ag4, agP, ....

D.114 (ITA-53) Partindo de um quadrado Q;, cujo lado mede a metros, consideremos os
quadrados Qz, Q3, Qq4, ..., Qp tais que os vértices de cada quadrado sejam os pontos
médios dos {ados do quadrado anterior. Calcular, entdo, a soma das dreas dos quadrados

Q;, Qy, Qs, ..., Q.

D.115 Quantos termos da P.G. (1, 3, 9, 27, ...} devem ser somados para que a soma dé 3 280.
n .
D.116 Determinar n tal que Z 2! = 4088.
i=3
D.117 A soma de seis elementos em P.G. de razdo 2 é 1 197. Qual é o 19 termo da P.G.?

D.118 Provar que em toda P.G. S + S%n = 8n * (San + S3ph

D.119 Determinar onze numeros em P.G. sabendo que a soma dos dez primeiros ¢ 3069 e a
soma dos dez Ultimas é 6 138,

D.120 Uma P.G. finita tem n termos. Sendo 8 a soma dos termos, $' a soma de seus inversos e

S
P o produto dos elemientos, provar que p2 = T

VIIl. LIMITE DE UMA SEQUENCIA

1
22, Consideremos a seqiiéncia (5, %,%, ey —21,,, ..) e representemos seus 4

termaos iniciais sobre a reta real

4
4
4 S
T T

-+ M[—'
Q

L
0 16
—

4 o~

Notemos que os termos da seqliéncia v3o se aproximando de zero, isto &,

. a1 PP
para n bastante “grande’ o enézimo termo da seqiéncia ? estara tdo proximo de

Temos: 1
Zero quanto quizermos. Assim, desejando que a distancia entre on e 0 seja menor
Szarﬂl‘t’ix:52‘5-5-52_52"'_52 1
q-1 5-1 a que ;o0 .+ impomos: 1 0|< 1
P 1000
26-D Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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1 Para mais, acesse: http //fuvesmﬁ(ﬂ ggwA DOS TERMOS DE P. G INFINITA

. 1 .
entdo: g < 000 — 2" > 1000 = n>9 (pois 2° = 512 < 1000).

Quer dizer que a partir do 102 termo, os termos da seqiiéncia estardo proxi

. . 1
mos de 0, com aproximacdo menor que .
1000
Em geral, sendo dada uma aproximacdo ¢ > 0, é possivel encontrar um ni-
mero natural ny tal que

1
-n -0

2 < € quando n > n,

1
Dizemos, entdo, que o limite de o - quando n tende a infinito, é zero e

anotamos:

lim i:0

n>+oo 29

23. Definigcdo

Uma seqiiéncia (a;, a,, aj, ..., an, -.) tem um limite £ se, dado € > 0, ¢
possivel obter um nmero natural no tal que la, - £ | < e quando n > ny. Neste

caso, indica-se Jim

ap = & e diz-se que a seqiiéncia converge para L
n>+ oo

24. Exemplo Importante

Para nosso proxnrno assunto é importante saber que toda seqiiéncia da forma
1, q, %, 9°, ..., q", ..}, com -1 < g <1, converge para zero.

Assim, tém limite nulo as seqiiéncias:

(1 0,7; 0,49; 0,343; ...; (0,7)", ...)

28-D

25. Exemplo Preliminar
o 11 1 1 |
Consideremos a P.G. infinita (5, 2 g o gh ok
Formemos a seqliéncia (S;, S;, S, ..., Sp, ...) onde:
1
S = 2
1.1 3
=t — = —
227743
1T 1 1 7
==+ —+ —=—
S$5=7' 488
L 1 2" -1 1
Sn=§+z+-§+ +F= o =1_2n
Esta Gltima seqUéncia converge para 1 pois
i = li (1——1—)=1-|im Jilo0-
!_‘IT+°° Sn = Y oo 2n n>+oo 27
Quer dizer, que, quanto maior o nimero de termos somados na P.G.
(l 1 1— ), mais nos aproximamos de 1. Dizemos, entdo, que a soma dos infini-
2 r 41 8' AN >

tos termos dessa P.G. é 1.

26.

se, formada a seqncia (S, S;, Sa, ..., Sp, ...) onde:

Defini¢do

Dadaruma P.G. infinita {a,, a5, a3, -, an, ...), dizemos que a; +az +... =§

S; =a; ta
53=31+a2+a3

4+ o0

Sta se%uenma converge para S, isto §, Itm Sp = S.
Para mais, acesse: http //fuvegubu ar.com
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27. TEOREMA

Se (ay, a,, a3, ..., ap, ...) € uma P.G. com razio g tal que -1 < g <1, entdo

S=a +a, taz+..+ta, +..= —L

Demonstracao

Vamos provar que o limite da seqiiéncia (S,, S;. 83, ..., S,, ...) das somas

parciais dos termos da P.G. 6 1 .
1-q
Temos: §, - a_ _a -39 _La 4 n
1-q 1-q 1-q 1-4q q

Lembrando que a; e g sdo constantes, notamas que - 3 il é constante; lem-

brando que, para -1 i n
que, p < g <1, temos L|_r>n+°° 4 = 0. Resulta, portanto, o seguinte:

lim (Sp - 2Ly - a1 n a4 .
oM e Sn 1—q) lim _T—q.q :___q.uin+mqn:_1a; . 020
-q
isto é:
S=1lim S 2l
n~>+.oos" -

28. Observagoes

a _ . .
14') Se a; = 0, a condicdo -1 < q < 1 é desnecessaria para a convergéncia da
sjequenma (Sy, 83, S3, ...). Neste caso, é dbvio que aP.G. &(0,0,0, ..)esua soma
e zero, qualquer que seja q. o
a
. 29) Se‘a'l #0 fs q <-1ougq>1,aseqiéncia (S,, S,, Sj, ...) ndo converge.
este caso, ¢ impossivel calcular a soma dos termos da P.G.

29. Exemplos

19} Calcular a soma dos termos da P.G. (1 11
*3'9°27°

Comoq=-1—-e—1 <l<1 decor
3 3 , re 5:1

30-D

Para mais, acesse: /estibula - :
ara mais, acesse: http://fuvestibular Lﬂi_j-)br(::alcular_a soma dos termos da P.G. (2, -1, 12-, - %, )
C°m°q:'le-1<—l<ldecorre-S— 81 2 2 4
2 2 R 1" 3 3"
a 441 =
2 2
| 6 12 24
39) Calcular S = 3+ —+ o=+ —
) Caleular 5 25 125
. . 2
Como as parcelas formam uma P.G. infinita com razaoc q = 5 e
2 a 3 3
A <Lt <ct, vem: 8= e —— ===5
: et 273"
b &
EXERCICIOS
D.121 Caleular a soma dos termos das seguintes sequéncias:
2 2 2 1 1 )
= =, = : b) (-3, -1, -=. - =, .-);
a) (2.5 55+ 135+ ) 3°°9
L - J42 11
c) (5,—1,3,-*2—5-,...), d) 55 "5 10 o)

D.122 Calcular a soma da série infinita:

D.125 Qual é a geratriz das dizimas periodicas abaixo?

b) 5,12121212...;

a) 0,417417417...;
d) 9,3858585....

¢) 0,17090909...;

D.126 (MAPOFEI-75) Determinar a fragdo geratriz do nOmero decimal peribdico N
= 12%,434343... .

D.127 Qual o erro cometido quando, em vez de somar os 1000 elementos iniciais, calcula-se
a soma dos infinitos elementos da P.G_ abaixo?
1 1 1

(1,5.5. 77 )

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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D.128 (FEI-1967) Mostre que existe a P.G. cujos trés primeiros termos sdo é ,%aéa@%a(esw

determine o limite da soma dos n primeiros termos, quando n —> oo,

D.129 (FAUSP-67) A soma dos termos de ordem impar de uma P.G. infinita é 20 ¢ a soma
dos termos de ordem par é 10. Obter o primeiro termo,

D.130 A soma dos termos de ordem impar de uma P.G, infinita«é 17 e a soma dos termos de

17
ordem par é ? . Calcular o primeiro termo da progressao.

2 2 2
D.131 (ENE-69) Numa P.G. &y = — 2522 o , 2@+ 1% 00 n e
4(a2 + 1) 5a

a) estabelecer o conjunto de valores de a para os quais a P.G. é decrescente.
bl calcular o limite da soma dos termos para Q=a-~- —,

D.132 (EPUSP-67) Divide-se um segmento de comprimento m em trés partes iguais e retira-se
@ parte central; para cada um dos segmentos repetese o processo, retirando-se suas
partes centrais e assim sucessivamente. Calcular a soma dos comprimentos retirados.

D.133 {EPUSP-65} E dado um tridngulo de perimetro p. Com vértices nos pontos médios
dos seus lados, constréi-se um 29 tridngulo. Com vértices nos pontos médios dos lados

do 29 constréi-se um 3% tridngulo e assim por diante. Qual § o limite da soma dos
perimetros dos tridngulos construidos?-

D.134 (FAUUSP-67} E dada uma seqiéncia infinita de quadrildteros, cada um, a partir do
segundo, tendo por vértices os pontos médios dos lados do anterior, Obter a soma das
éreas dos quadriliteros em funcdo da 4drea A do primeiro.

D.135 Num tridngulo eqiilatero de lado a se inscreve uma circunferéncia de raio r,
Nesta circunferéncia, se inscreve um tridngulo eqiiitatero de lado a' e neste inscreve-se
uma circunferéncia de raio r', Repete-se indefinidamente gz operagic de inscricao

A—- O A
Pede-se calcular:

a) o limite da soma dos lados dos triangulos;

b) o limite da soma dos raios das circunferéncias;
¢) o limite da soma das areas dos triangulos;

d} o limite da soma das greas dos circulos.

D.136 Num quadrado de lado a inscreve-se um cfrculo; neste circulo se inscreve um novo qua-
drado e neste um novo circulo. Repetindo-se a operagio indefinidamente, pede-se:
a) a soma dos perimetros de todos os quadrados;
b) a soma dos perimetros de todos os circulos;
c) a soma das éreas de todos os quadrados;
d) a soma das dreas de todos os circulos.

-
http://fuvestibular.com.br/

0S MAIORAIS EM ALGEBRA

Solicitado a relacionar os vinte maiores algebristas de todos os tempos,k9
grande matemdtico francés André Veil, um dos componentes do grupe Bourbaki,
alinhou os seguintes nomes:

Fermat (1601 — 1665)
Euler (1707 — 1783}
Lagrange (1736 — 1813)
Legendre {1752 — 1833)
Gauss (1777 — 1855)
Dirichlet {1805 — 1859)
Kummer (1810 — 1893)
Hermite {1822 — 1901}
Eisenstein (1823 — 1852)
Kronecker (1823 — 1891)
Riemann (1823 — 1891)
Dedekind (1831 — 1921}
H. Weber {1842 — 1913)
Hensel {1861 — 1941)
Hilbert (1862 — 1943)
Takagi (1875 — 1960)
Hecke (1887 — 1947)
Artin (1898 — 1962)
Hasse (1898 — )
Chevalley (1909 — )

. . es-
Esta lista €, no entanto, considerada incompleta uma vez que, por uma qu

. - ; : verdade.
Para mais, acesse: http/fuvestioutdocderelegancia, Veil ndo se incluiu na relaggo, faltando com a
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Para mais, acesse: http://fuvestibular combr/

CAPITULO IV

MATRIZES

I. NOCAO DE MATRIZ

Dados dois ndmeros m e n naturais e ndo nulos, chama-se matriz m por n
lindicase m X n) toda tabela M formada por nimeros reais distribuidos em m
linhas e n colunas.

30. Exemplos

3 5 -1
1) é matriz 2 X 3

2) % 2| 6 mariz 3 x 2

12 '
b) 7 é matriz 2 X 2

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/



31.  Em uma matriz qualquer M, cada elemento & indicado por ajj. O indiced indicascesse:

a linha e o indice j a coluna &s quais o elemento pertence. Com a convengdo de que
as linhas sejam numeradas de cima para baixo (de 1 até m) e as colunas, da esquerda’
para a direita (de 1 até n), uma matriz m x n é representada por:

(o an in an arp ain
M= [ay a2 ayn {OUM=f a, a3 asn ou
am1 @ma2 a,—,-m‘J ami am2 amn
an a2 ain
M=l a; axy asn
am1 dm2 9mn

Uma matriz M do tipo m X n também pode ser indicada por: M = (a;)
i €{1, 2, 3,

., mjej€{1,2 3 ..,n}ou simplesmente M = (ag)m x
Il. MATRIZES ESPECIALIS

Ha matrizes que, por apresentarem uma utilidade maior nesta teoria, recebem
um nome especial:

32. &) matriz - linha é toda matriz do tipo 1 X n, isto é, & uma matriz que tem
_uma tnica linha (exemplo 3 da pagina 35).
b) matriz - coluna é toda matriz do tipo m X 1, isto é, é uma matriz que tem
uma Unica coluna (exemplo 4 da pagina 35).
¢} matriz - nula é toda matriz que tem todos os elementos iguais a zero.
Exemplos
0 0 0o
19) é a matriz nula do tipo 2 X 3
0 0 ¢
-
0 . . .
29) é a matriz-nula do tipo 2 X 2.

http://fuvestin@3 wa%rmatriz-quédrada de ordem n é toda matriz do tipo n x n, isto €, é uma
ttp://fuvi § . ¢

matriz que tem igual nimero de linhas e colunas:

an 32 a3 .- ﬂln-}
az az d23 azn
a3 CEY] a33 A3n
an) anz anj dnn

Chama-se- diagonal principal de uma matriz quadrada de ordem n o conjunto

dos elementaos que tém os dois indices iguais, isto e:
{aij|i= i} = {aw. a2, 333, - ann}

Chama-se diagonal secunddria de uma matriz quadrada de ordem n o conjunto
dos elementos que tém soma dos indices igual an + 1, isto é:

{aijIi +j=n+1} = {an, a3,n1, 83,0-2/ ons a1}

Exemplos

19} A matriz M = é quadrada de ordem 3. Sua diagonal

principal é {8, 4, 3} €

29) A matrizM = é quadrada de ordem 4. Sua

diagonal princi:aai 610,65, -1,-6}e sua diagonal secundéria é {3, 6, 9, -3}

34. e) matriz-diagonal é toda matriz quadrada em que 0s elernentos gue nao per-
tencem a diagonal principal sdo iguais a zero.

- Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Exemplos
3 v} 0
Ve . 20 -2 o 3
0 o -3
0
0
4) 5) 3
0
0

o

Para mais, acesse: http //fuvestibugxgnc'kfmos

D.137 Indicar explicitamente os elementos da matriz A = (ajjl3 3 tal que aj; =i - j.

Solugdo

Temos por defini¢do:

311:1—1=0, 312=1-2=—1, 313=1-3=-2
a1 =2-1=1, ap =2-2=0 aj3=2-3=-1
aj1=3-1=2, ap =3-2=1 ag3=3-3=0
0 -1 -2
Assim, @ matriz é A=11 0 -1
2 1 (o]

35. f} matriz-unidade de ordem n {indica-se In) é toda matriz-diagonal em que os

elementos da diagonal principal sdo iguais a 1.

Exemplos
1 0

L - 0

2 - 0 ’ |3 =10 1 , |4 -
o 0 1

Ill. IGUALDADE

36. Definigdo

Duas matrizes A = (aj)mxn ¢ B = (bijlm x n sd0 iguais quando a; = byj para

-—

o O o

c O - O

(=~ -]

- O O O

. D.138 Construir as seguintes matrizes:

1,sei=]j
i A= (aij)axs tal que ajj =

i

0, se i F]j

1,sei+j=4

B = {bjj) tal que bj; =
7ax3 g 0,sei+jF*a
D.139 Determinar x e y de modo gue se tenha | 2x 3y x + 1 2y
- 3 a| | 3 vyv+a
Solugdo

Temos, por defini¢do, que satisfazer o sistema:

2x = x + 1
3y = 2y e,entdo, x =1ey=20
4=y+4

D.140 Determinar x, v, Z e t de modo que se tenha

jtodc‘c itie{1,2, 3_, -~ m})letodoj (jE(1, 23, ..., n}). Isto significa que para serem x2 2y x x 3
Iguais duas matrizes devem ser do mesmo tipo e apresentar todos os elementos 4 5 z Bt ot

correspondentes {elementos com indices iguais) iguais.
Exemplos

[+ 3] [1 -3

R 7 _a ] = 7 a4 POis a1y = byy, a3 = byy, 331 = byy e ayy = b,
NI
) 7 -4 J #* -3 -4 POIs a;4 * b12 e a3 +* b21

IV. ADICAO

37. Defini¢ao

Dadas duas matrizes A = (ajj)mxn € B = (bjmx n. chama-se soma A + B a
matriz C = (¢jj)mxn tal que cjj = a; + byj, para todo ie todo j. Isto significa que a
soma de duas matrizes A e B do tipo m X n ¢ uma matriz C do mesmo tipo em que

cada eler)wento é a soma dos elementos correspondentes em A e B.
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br,
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38. Exemplos
1 3 - 1 1+4  2-1 3+1 aij + aj = 0 == aj = -3
19} + =
4 5 6 -4 0 -6 4-4 b+0 6-6
1
0 5 0 40. Defini¢do
7 8 0o 1 j7+0 8+1 7 9
29) + = = s
9 9 2 3J 9+2 9+3 11 12 talque A+ A’ =0.
[ 5 1 [ 5+1 6 Exemplos
%11 o+ -2 =n-21=1]29 1
3 3 3 15 19) A =
= 24+13 =2
| 4 | 4 4 _3
9
39. Teorema 29) A -
V2
A adi¢ao de matrizes do tipo m X n goza das seguintes propriedades:
(1) & associativa: (A + B) + C = A + { B + C) quaisquer que sejam A, B e C
41. Definigao

do tipo m X n.

Para mais, acesse: http //fuvestibum)@om?mpondo A+ A" =M =0, resulta:

Dada a matriz A = (ajj)y x n, chama-se oposta de A (indica-se - A) a matriz A’

(2)  é comutativa: A + B = B + A quaisquer que sejam A e B, do tipom X n.
{3)  tem elemento neutro: 3 MIA + M = A qualquer que seja A do tipom X n.
(4}  todo elemento tem simétrico: para todo A do tipo m X n: 3 A'lA + A'= M.
Demonstracdo Exemplo
(1} Fazendo (A + B} +C=Xe A+ (B +C)=Y, temos: 1 9 8
Xij = (@ + by} + cij = ajj + {bjj T Gij) = vjj 9 4 7
para todo i e todo |.
11 9
{2) Fazendo A+ B=Xe B+ A=Y, temos: =
-1 4
Xij = ajj + bij = bjj + ajj = vjj
EXERCICI0S
(3) Impondo A + M = A, resulta:

aij+mij=aij$mij=0=>M:0

isto &, o elemento neutro é a matriz nula do tipo m x n.
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D.141 Dadas A =

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

¥i, Vi

= isto &, a simétrica da matriz A para a adicdo € a matriz A’ de mesmo tipo que
A, na qual cada elemento é simétrico do correspondente em A.

2 -1 -2
=>‘-A:
4 a
5 3 -5
7 A lr -9 -8 . -7
=_— - =
0 1 V2 0 -1

Dadas duas matrizes A = (ajj)mxn € B = (bjjlmxn, chama-se diferenca A - B
a matriz soma de A com a oposta de B.

o 1 1
4 8 -1

1 V] c -1 11

+ =
1 -4 -7 -8B 1 -5
6 o -1

e B= , calcular A+ Be A-B
2 5 4



1 5 7 2 4 6
D.142 Dadas A = , B = | e C =

3 9 1 8 10 12 14 7

.

calcular A+ B+C,A-B+C,A-B-Ce -A+B-C.
D.143 Calcular a soma C = {cjj}3 3 das matrizes A = (aij)3><3 e B = (bjjlaxs tais que
ajj = 2+ 2 e by = 2ij.
0 1 2 6 7 8

D.144 Seja C = (cjj)2 x 3 a soma das matrizes A = eB-=

3 4 5 g 10 1
Calcular a soma cy + ¢33 + c3.

D.145 Determinar, &, 3, ¥ e & de modo gue se tenha:

a 1 2 B 3 2
+ _ .
12 0o -1 Y 6
D.146 Determinar x e y de modo que sé tenha:

y3  3x -y  x2 -1 1 5 1
+ + =
y2  4x 2y x2 2 2 10 -1

D.147 Dadas as matrizes:

1 2 [ -1 7
A= , B= e C =
2 3 7 6 5 -2

determinar a matriz X tal que X + A= B - C

Solugdo 1
x v X v 1 0 -1 7
Fazendo X = , temos: + = -
z z t 2 8 5 -2
x +1 y +2 1 -2
= _
z +2 t+3 2 8
= (x4+1=1y+2=-2,24+2=2et+3=28) =
-4
== {x=0,y=-42z=0et=25), entio X = 5
Solugdo 2

Utilizando as propriedades da adicdo, temos:
X+A=B-C=—>X+A-A=B-C-A=——X=B-C-A

0 [ -1 7 1 2 0 -4
do: X = - - =
entio - 5 -2 2 3 0 5

0 -1 -5 faramais, acesse: http:/fuvestibu D-148Resolver a equagdo matricial X - A - B = C, sendo dadas:

1 0 1 5 -1 -2
A= , B e C =
7 2 2 4 3

1 5 1
x+|al=|72]+]-
7 2 -2

V. PRODUTO DE NUMERO POR MATRIZ

42, Defini¢do

Dado um nimero k e uma matriz A = (aj;)m xn chama-se produto kA a ma-
triz B = (bjjlm xn tal que bjj = k a;j para todo i e todo j. Isto significa que multipli-
car uma matriz A por um numero k é construir uma matriz B formada pelos ele-
mentos de A todos multiplicados por k.

43. Exemplos
[ 1 7 2 3 2 6
%) 3: =
|5 -1 -2 15 -3 -8
4
4
6

0 1.
v 8 6

5 6 -3

44, Teorema

O produto de um niimero por uma matriz goza das seguintes propriedades:
{(1Va-(b-A)={(ab) A
{(2)a-{A+B)=a-A+a-B
Bl{fatbl-A=a-A+b-A
4 1-A=A

onde A e B sdo matrizes quaisquer do tipo m X n e ae b sdo nimeros reais quaisquer.
Deixamos a demonstracdo deste teorema como exercicio para o leitor.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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_ EXERCICIOS Para mais, acesse: http://fuvestibu Vl?”ﬁRODUTO DE MATRIZES

D.150 Caicular as matrizes 2A, %B, e % (A +B), sendo dadas

1 1 o 6
A = e B = .
5 7 g 3
1 7 2 1 0 2
D.151Se A = . B = e C= .
2 6 4 3 2 0

determinar X eém cada uma das equagdes abaixo:

a) 2X +A=3B+C ) X +A=8B-X

1 1 V-
bl X +A=~z(B-C) d) 5 (X-A-Bl=z(X-0

D.152 Resolver o sistema:
X 4+Y=3A 2 0 1 5
onde A = e B =
X-Y=2B 0 4 3 0

Solugido

Somando membro a membro as duas equagoes, resulta:

3

! {3A + 2B)

X+Y+X-Y=3A+28 = 2X-=3A+ 28 =>x=5
Subtraindo membro a membro as duas equacdes, resulta:

X+Y-X+Y=3A-28 = 2Y = 3A - 2B =Y=;—(3A—28}

Al 2
o (B | RET R M

D.153 Determinar as matrizes X e Y que satisfazem o sistema
{X +Y¥Y=A

X-y-g sendodadas A=[1 4 7] e B=[2 1 5]

D.154 Obter X e Y a partir do sistema:

2

2X +3Y = A +B
onde A =13 eB=1|56

IX+4Yy = A -B
9 0

45, Defini¢do

Dadas duas matrizes A = (ajjlym xn @ B = (bjk)n xp, chama-se produto AB a

matriz C = (Cjk}m xp tal que
n

ik = aj1 * by * 2 * by +aa - bag ..+ 8+ by = Z ajj bjk
i=1
para todo i € {1, 2, .., m} e tode k € {1, 2, ..., p}

46. Observagoes

13) A definicdo dada garante a existéncia do produto AB somente se o nimero
de colunas de A for igual ao nimero de linhas de B, pois A é do tipom x ne Bé do

tipon x p.

29) A defini¢do dada afirma que o produto AB é uma matriz que tem o n(ime-
ro de linhas de A e o nimero de colunas de B, pois C = AB & do tipom X p.

33) Ainda pela definigdo, um elemento cj da matriz AB deve ser obtido pelc
procedimento seguinte: ‘

(I} toma-se a linha i da matriz A.

{n elementos)

(I} toma-se a coluna k da matriz B:

{n elementos)

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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(111} coloca-se a linha i de A na “vertical’” ao lado da coluna kadenBs acesse:

(conforme esquema}

Y - bk
Cap bk

aj3- by |

o || b

(IV} calculam-se os n produtos dos elementos que ficaram lado a lado
{conforme esquema)

Ca Xoby
a3 X by
~8i3 X bak

3in X bak

(V) somam-se esses n produtos, obtendo cjy.

47. Exemplos \

19) Dadas -

0L
&

1 2 3
, calcular AB.
4 6 6

Sendo A do tipo2 X 3 e Bdotipo3 X1, decorre_que existe AB e é do tipo
2 X 1. Fazendo AB = C, devemos calcular ¢j; e Cyy:

A =

ci (13 L. de A X 13 C. de B)

€21 (22 L. de A X 12 C. de B)

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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http://fuvestibular.com.br/p E

1 X 7

2X8

3X9 (7 + 16 + 27) 50

4 X7 (28 + 40 + 54)| | 122

5X 8

6 X9
1 2 5 6

29) Dadas A = eB= , calcular AB.

3 4 7 8

Sendo A do tipo 2 X 2 e B do tipo 2 X 2, decorre que existe AB e é do tipo
2 X 2. Fazendo AB = C, temos:

€11 Cia (12 L. de A X 12 C. de B} {12 L.de A X 22 C. de B)
C: = - : =
€y C2 (22 L.de A X 19C. de B) (22 L. de AX 29 C. de B}
- .
(1X5> (1xs)
2X 7 2 X8 5+ 14
i i B8 19 22
3X5 3X 6 15+ 28 18+ 32 43 50
4 X7 4 X 8

EXERCICIOS

D.155 Calcular os seguintes produtos:

i
0 1 a 7 1
a) b |2 [3 110 2]
1 0 2 3 5
i 1
1 5 2 1 -1 (1 -1 5 o !
o) 2 3 a) 2 1
3
14 7 3 0 2 3 7 1 !
11
(v ) e L, [0 1 1] [1 4 7
2 ,
e) 2 4 o5 nl2 2 o 0 0 1
3 4 J 0 3 a 1 2 0
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1
D.156 Sendo A = [
o}

Soalugdo

11
A = AA =

0 1

12

At = A3A

B

3
1

HRR
o]

I

1
0

1
0

1
1

1
1

]
J

] "
[l |
(= (=R

!

1
1] , calcular AZ, A3, A% e A" (nENen=21) 1T

Para mais, acesse: http://fuvestibuDs469-Eslcular os seguintes produtos:

11 1 1 2
a)

[+ 2] |+ 3 5

[+ o] [2 3] [-
b)

o 1) |5 7]

D.160 Resolver a equagdo matricial:

a b 3 11 5
b A B

Observamos que em cada multiplicagdo por A os elementos ay. @g), € ay3 NA0 se alteram
e o elemento aj, sofre acréscimo de 1. Provarfamos por inducdo finita sobre n que:

An1n
“lo

D.157 Calcular AB, BA, A2 e B2, sabendo que

S BEIECE

D.158 Calcular o produtc ABC, sendo dadas:

Solugao

A equacdo dada equivale a:

3a - 2b

3¢ - 2d
entdo

3a - 2b =

a+2h=

3c - 2d =

c+2d =

a + 2b
c + 2d

5
7

-5
9

|

== a

= C

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

1]
(A8

1]
pary

2 -1 D.161 Resolver as seguintes equagdes:
Solugdo TX1 § 1x1 01 % a 3] b]Z[
12 111 2X3 1 2xX2 | 2x1 1-2 2] | d -
AB = e TS I U I - 1
5 1] {3 2 EX1 | 5x1 | §x1 a b ¢] [1 1 1
! 1
1X3 4 1%X2 | 5X1 bt {d e ¥ o 1 1
7 5 3 ERLE 0 1
s 7 10
[ 7X307x%x 1 48. Teorema
5X116x 0 i
Toe : > ! 3 X213 X-1 32 4 Se A = (3jj)mxn, entdo Al, =
(ABIC = 1 of -2t Lol _
8 7 10 -1 8x3:8x 1 51 -2 Demonstracdo
X117 %
7170 I} Sendo Iy = (8} nxn © B
10 X 2 110 x _1J

e d
7
9
1 0
= |1 1
2 1
Ae lnA=A.

= Aly = (bjjlmxn. Temos:

2

3 2
e a resposta é
1 4
4
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bij = aj 8y + ai28zj + aiab3j + .. + Wb + ..+ Ay =

=ay-0+ap-0+a;-0+. . +taz-1+..+an-0= g

para todos i e j, entdo A -i, = A,

11} Analogamente

49. Teorema

A multiplicagdo de matrizes goza das propriedades seguintes:

{1} é associativa: (AB)C = A(BC)

gquaisquer que sejam as matrizes A = {aij}mxn, B = (bjklnxp € C = (CkQ)pxr

(2) é distributiva 3 direita em relacdo a adicdo: (A + B)C = AC + BC

Para mais, acesse: http://fuvestibular gom(%r)/

(3)

(4)

quaisquer que sejam as matrizes A = (aj)mxn, B = (bijlmxn € C= (gk)nxp

(3) € distributiva 3 esquerda: C{(A + B) = CA + CB

guaisquer que sejam as matrizes A = (aijlmxn., B = {bijdmxn € C=(cki)pxm

(4) (kA)B = A(kB) = k{AB)

uaisquer j (i i — {a: _
quaisq que sejam o nGmero ke as matrizes A = (a,,)m)<n e B = {bjaxp

Demonstracéo

(1) Fazendo D = AB = (dix)mxp, E = (AB) C =(ejglmx e F = BC -

= (fig)an.

temos:
B p n

&R = Z dic - ek = Z Z aj * by | cxp =
k=1 k=1 \ j=1

p
:Z Z ajj * Djk = Cky =Zn: ajj - Zp: bjx - ckg

entdo, (AB)C = A(BC)

50-D

50. Observagoes

©19)

n
clj . lk = Z (k . a”) * b]k
=1

Fazendo D = (A + B) C = (dik)mxpr temos

n n
dg = Z (aj + by« o = z (ajj « gk + bjj« o) =
=1

j=1

n n
= Z ajj - Gx T Z bjj + Cj entdo,
j=1 j=1

{A +B)C = AC + BC
Andloga a (2)

Fazendo C = kA = {¢jj)mxn, D= kB = {dix)nxp e E=AB= {eidmxps

n

k Z ajj * bik
j=1
n

k Z aij * bjk
=1

n
jk = Z aij . (k- b]k)

j=1

entdo, (kA)B = A(kB} = k{AB)

E muito importante notar que a multiplicagdo de matrizes ndo é

comutativa, isto &, para duas matrizes quaisquer A e B é falso que AB = BA

necessariamente.

Exemplos

19) Ha casos em que existe AB e ndo existe BA. Isto acorre quando A é

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

mxn Bénx pem¥p:

e B == 3 AB
—

e A —= A BA
"
m X n

51-D



20) Ha casos em que existem AB e BA, porém sdo matrizes de tipos dlfeprentes

rg mals,
e, portanto, AB # BA. Isto ocorre qguando Aém x n, B énxmemFn

A e B — 3 AB
mX n nXm m X m
B e A —_— E| BA
—— " "
nXm m X n. nXn

39) Mesmo nos casos em que AB e BA sdo do mesmo tipo (0 que ocorre
quando A e B sdo quadradas e de mesma ordem), temos guase sempre
AB # BA. ASSIm por exemplo:

1 0 . |4 s 4 5]
A = e B = => AB = e
2 3 6 0 [ 26 10
14 15 ]
BA =
23}  Quando A e B sdo tais que AB = BA, dizemos que A e B comutam.

Notemos que uma condigdo necessiria para A e B comutarem é que sejam
quadradas e de mesma ordem.

Exemplos

a  b] 1 0]
19} comuta com

K d | | 0 1]

[ a b | AO 0_}
29) comuta com

¢ d] [0 o]

a b d -b
39§ comuta com

c d -c a

acesse: http/fuvestibularcom 33} E importante observar também que a implicacdo:

AB=0 = A =

0 ou B

=0

ndo € vdlida para matrizes, isto é, é possivel encontrar duas matrizes ndo nulas

cujo produto é a matriz nula.

Exemplo
1 0 0 0
0 O o 1]

EXERCICIOS

0
0

4

1 -1
D.162 Sendo A = [0 :1, qual das matrizes abaixo comuta com A?
2

— S — )
1 3. 2 o0 o
B = \{ = el =
| 3 4/ 5 1] 1. 0
D.163 Determinar x e y de modo que as matizes
1 2 0 1]
A = e B = comutem.
1 0 X y |

D.164 Obter todas as matrizes B que comutam com A = |:

Solugdo

E

1 -1
3

Notemos iniciaimente que uma condigio necessiria para que A e B sejam comutdveis
é que A e B sejam quadradas e de mesma ordem. Assim, fazendo

s »

0

b
d

B = =

[+

A P

De@ E@vemc

=-3b
De®e®vemd=a+b
a b -
Resposta: B = com a, b € R.
-3b a+b

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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|

a b

d

Ik

a-c=a+3b

C

-1
isto &
0

®

b-d=- )
3a-c+3d (3
3b = - (s
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D.165 Calcular, em cada caso, as matrizes que comumm com A, Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br2? possibilidade: b # 0

2 1 0 1 1.0 0
a)A:[ } b)A:[ ] o A (@ =a+d-0=—d--a
0 11

1 2
T 1 o @e@bc:—azmc=_a—
o 1 1 b
. . . . . Resposta:
D.166 Provar que se A e B sdo matrizes comutaveis, entdo vale a iguaidade:
{A + B) (A - B) - A? - B? 0 0 a b
X = comcEIR ou X-= a? ] coma, b, c €IR
Solugio c 0 -5 @

Lembrando que AB = BA < BA - AB = 0, temos:
(A+B)(A-B =A(A-B) +B(A -B) =A% -AB +BA -8B =

A2+ (BA -AB) -B2 - A2 + 0 - B2 < A2 - B2 D.170 Calcular todas as matrizes X, quadradas de ordem 2, tais que x? = l3.

" . X . . . D.171 Caleular todas as matrizes X, quadradas de ordem 2, tais que x? = x.
D.167 Provar que se A e B sio matrizes comutdveis, entdo valem as seguintes iguaidades:

a) (A + B)? = A? + 2aB + B?

b) (A - B} = A2 - 2AB + B?

o (A + B)? - A? + 3A2B + 3AB? + B? Vil. MATRIZ TRANSPOSTA
d) (A - B3 - A? - 3a2B + 34aB2 - B3

e} (AB)" = A"g"

51. Defini¢gdo

19 0 -8
D.168 Sendo A =[2 1:‘ e B= [3 ‘1:|,calcular: Dada uma matriz A = (ajj}yxn, Chama-se transposta de A a matriz
t ’ ' . . T
. . , A" = (@%jilnxm tal que af; = a;;, para todo i e todo . Isto significa que, por
a) {A + B) c) A% - 21,bA + |, exemplo, aj,, a5, a%, ..., ap;, $50 respectivamente iguais a a,;, @y, @ ain:
b) (A + B) {A - B) d A® - i} ) rtindo o raciocinio,

vale dizer que a 12 coluna de A' ¢ igual 4 12 linha de A. Repetindo o raciocinio,

che 1 | . .
D.169 Calcular todas as matrizes X, quadradas de ordem 2, tais que x? - 0. garfamos a conclusdo de que as colunas de A' sio ordenadamente iguais as

linhas de A.
Solugido
a b a b a b 0 o
Fazendo X = e g . resulta: c d c dl 1o o 52. Exemplos
a® +bc ab + bd 0 o 19) A = @ b Al i
= entdo ’ - - -
ca +dc cb + d? o o0 ¢ d b d
a dﬂ
a2 +bc =0 a b ¢
@ , ) A= = A' b e
bla+d -0 (2 d e f
chrd-0 (3) ° .
be +d> =0 (a) 1]
19 nossibilidack 3
possibilidade: h = 0 39)A=[1 3 5 7]:=,. Al -
®=a2=0=>a=0 5
@ = ot =a+d-=0= (3)¢ satisfeita ¥ c € R
=>d=0=4d-=0 7

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

54-D 55-D



{1

{2)
(3)
(4)

{n

(2)

(3)

(4)

56-D

Teorema

A matriz transposta goza das seguintes propriedades:
(AY)
Se A = (@) mxn € B = (b)) mxn, entio (A + B}t = A' + B
Se A = (ajjlmxn & k € IR, entio {kA)! = k A"

Se A=(a)  eB=I(b) _ entdo (AB)' = B'A'

il

A para toda matriz A = (ajj)mxn

Demonstracdo

Fazendo (AY)' = (ajj) mxn. resulta:

aij'"= af; = aj; para todos i, ].

Fazendo A + B = C = {gjjlpyxn & (A + B)! =
i = cjj = @ + by = aj; + bj; para todos i, |.
Fazendo (kA)' = (af}nxm, resulta:

ajj = kaj; = kaj para todos i, j.

Fazendo AB = C = (ci)mxp & (AB)' = C' = (cii)pxm, resulta:

n

Cki = Cik = Z

n n
aij bjc = )" by a3 = ) bij 3]
=1 =1 i=1
Aplicagdo

Verificar diretamente a validade do teorema anterior com
a b e f
A= ,B=1
c d g h
a b a c
) A= — Al — Ayt
c d b d c
ate
b+f

f
(2) A+B=[ b+

ate

d+h

A
t
f h‘=At+B

:|=> (A +B) -

ctg

ct - (cfi) nxm, temos:

c+g
d+h

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/ 2a 2b 1 2c
2.A= = (2A) = =
@ 2 2d 2 2d
a Cc
=2 = 2A!
b d
aet+bg af +bh ' ae +bg ce+dg
(4} AB = — {AB} = =
e +dg cf +dh af +bh  cf +dh
_ e g a c _ Bt Al
f h b d
85. Definigao

Chama-se matriz simétrica toda matriz quadrada A, de ordem n, tal que
Al = A,
Decorre da definigdo que se A = (ai;) é uma matriz simétrica, temos:
aij = aii; Vi, V'j € {1, 2, 3, ceey n}
isto é, os elementos simetricamente dispostos em relagdo & diagonal principal
s30 iguais.
Exemplo

S3o simétricas as matrizes:

a b ¢ d
a b c
a b b e f g
b d e} .
b d c f h i
c e f _
d g V

56. Definigdo

Chama-se matriz anti-simétrica toda matriz quadrada A, de ordem n, tal que
At=-A

b:‘
= A
d

Decorre da definicdo que se A = (a;;) € uma matriz anti-simétrica, temos:

]

¥i, ¥j€{1,2 3, .. n}

3jj = -aj

Isto é, os elementos simétricamente dispostos em relagdo a diagonal principal
sdo opostos.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Exemplo

Sdo anti-simétricas as matrizes:

0 b c
0 a b
0 a -a 0 d e
| -a 0 ¢ {§.
-a 0 -b  -d 0o f
-b -¢ O
-c -e -f 0

EXERCICIOS

D.172 Determinar, em cada caso, a matriz X:
1 2 s
a X =
-1 7 2
1 1 1!
¢) 2X =
2 3 4

D.173 Determinar x, y, z para que a matriz

t 2 o ot
b} X + =
51 2 3J‘
) 11 1 a4
d) 3xt = -
2 7 7 2

1 X 5
A=|2 7 -4 1 seja simétrica.

y z -3

L

D.174 Determinar X, y € z de modo que a matriz

[0 -2 2
A=l x 0 1-2 seja anti-simétrica
Y 22 0

D.175 Provar que se A e B sdo matrizes simétricas de ordem n, entdo A + B também é simétrica.

VIN. MATRIZES INVERSIVEIS

57. Definigdo

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que A & matriz inversivel
se existir uma matriz B tal que AB = BA = I;,. Se A ndo é inversivel, dizemos que
A é uma matriz singular,

Para mais, acesse: http://fuvestibu 58., Teorema

Se A é inversivel, entdo é Gnica a matriz B tal que AB = BA = |,.

Demonstragéo

Admitamos que exista uma matriz C tal que AC = CA = |,.

C=1,C =(BA}C = B(AC) = BI, = B.

59. Definicdo

Temos:

Dada uma matriz inversivel A, chama-se inversa de A a matriz A™! (que

é Gnica) tal que AA™ = AT1A = I

E evidente que A1 deve ser também quadrada de ordem n, pois A™! comuta

com A.

Exemplos

1
1°) A matriz A = |: )

3 P ’ -1
é inversivel e A
7

, 7 -3 103 o]
A_ A - = =
21 2 7 0 1 :
7 1 31
20) A matriz A =| O 1 V& inversivel e A"t = 0O 2
0 2 -5
pois:
1 2 7 1 31 -19 0
AA! - 1 o 2 -1 |-
L0 2| o -5 3 0 0 1
[+ 31 19| [1 2 7 1 0 0
AlA =] 0 2 - 0 3 1|=l0 1 0
i 5 3|0 5 2 0 0 1

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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1 2
40} A matriz
4 8

60-D

3
3%} Qual é a inversa da matriz A = [5 .

a b
Fazendo A™! = , temos:

¢ d

a b 3 7 1 0
A—-IA = |2 - = _

¢ d 5 11 0 1

3a+bb 7a+1ib 1 0

= =
3c + 5d Jc+11d o 1

Pela definicdc de igualdade de matrizes, temos:

1

+ =
mesbo1 g 1
7a + 11b = 0 2 2
e
3c+5bd=20 s d__i
= C = 2 e = 2
Jc + 11d =1
i Z
T2 2 .
isto 8, A7l = pois temos também:
5 _3
2 2

3 7
AATY o
5 M

1
1
Ml:
NI
1t
o —
- o
-
1]

0w

5
2
a b
é singular {ndo & inversivel) pois se Al 4
¢
1 2 a b 1 0
= —_—
4 8 c d o 1

at?2c b+ 2d 1 0
4a+8 4b+8d | | 0 1

decorre:

| L ey —

7 ] Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
?

e entdo:

a+t2c=1,4a+8=0,b+2d=0edb+8d=1
. — AR J
impossivel impossivel

portanto, ndo existem a, b, ¢, d

59) Qual é a inversa da matriz A =
[ 1
a b [
Fazendo A"'=| d e f
g h i
0 a b cﬁ
A'A=1l,=|d e f
g h i
at+t2b+4c a+3b+ 8¢
— d+ 2e + 4f d+ 3e + 9f
g+ 2h+4i g+3h+0i
Devermos ter: [ 5 + 2p + 4¢ = 1

a+3b+8c=0

a+b+c=0
d+ 2 +4f = 0
d+ 3e + 9f = 1
d+e+f=0

gt2h+4i=0
g+3h+9 =0

gth+i=1
portanto vem-
-3
A_.l = 1 -
3 —

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

satisfazendo a definigdo.

1 1 1

2 3 1172

4 9 1

, resulta:

1 1 1 1 0
2 3 1 1= 0 1 —
4 9 1 0 0 1

atb +c 0

d+e +f = 0 1 0

g + h + i 0 0 1

3
— d = 1 = = — =
] 2,1‘

5 1
—=g=3h=-,i=5

Nl N[ s
N= N
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60. Observagido

Do exposto observamos gue, para determinar a inversa de uma matriz
quadrada de ordem n, temos de obter n? incognitas, resolvendo n sistemas de
n equagdes a n incognitas cada um. Isto ndo é nada pratico. No final do capitulo
sobre determinantes expomos um outro método para obter a inversa de uma
matriz.

Uma aplicacdo pratica da inversa de uma matriz é exposta no inicio do

capitulo sobre sistemas lineares.

EXERCICIOS
D.176 Determinar a inversa de cada matriz abaixo:

s 6 2 5 1 0 1
A = B - C - D=
4 5 13 o 2 101

D.177 Determinar a inversa de cada matriz abaixo:

11 0 1 1 t 9 5
A=l1 0 1§ B=|1 C - 2
Lo 1 1 1 4 6 4 4

BN

Solugdo 1
34 - 5 & AX =B
Fazendo =Ae = B, vemos que a equagdo dada & =B.
2 3 -1
Temos:

JAX, Aé2%X2eXémXn=—m=2
AX =B e Bé&2X1=n=1

a
Fazendo X = [ :| , vem:
b

3a + 4b = -1
2a + 3b = -1

1_
e, entdo, a = 1 e b = -1, portanto, X :|: J

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.(§olu¢do 2

Notando que se A é matriz inversivel, entdo AX = B &= X = Al B, temos:

1 3
X=A"B-=
-2

HiE

D.179 Resolver as equagdes matriciais abaixo:

a1 )]

b) X

1 o} 0
a) 2 1 0
2 3 1

13
18

cosa
c}
-sen a

o 1
a0 )
1 0

sen a

cosa

|x

cos 2a

sen 2a

]

D.181 Expressar X em fungdo de A, B e C, sabendo que A, B e C sdo matrizes quadradas
de ordem n inversiveis e AXB = C

Solugao

Vamos multiplicar ambos os membros da igualdade AXB = C por F

Al AxB - ATlc == 1,xB = ATlc = xB = A”IC

Vamos multiplicar ambos os membros da igualdade XB = Ale por B :

xBB™! = A7lcB™! = XI, = ATlcB! = x = A”lcB™!

Temos, portanto: X = A tes?

»

1

D.182 Sendo A e B matrizes inversfveis de ordem n, isolar X a partir de cada equagdo abaixo:

a) AX=8B
b} AXB = I,
o taxi™!=8

D.183 Determinar X tal que:

AR RN
o2t

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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el

d) BAX = A
et (Ax)t=B
fl (A+x)'-B
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D.184 Provar que se A e B sSo matrizes inversfveis de ordem n, entdo (aB)~! aﬁ;ﬁglnﬁ?gages5e; http://fuvestibular.com.br/

Solugio

Para provarmos que C = B7'A™! & a matiz inversa de AB, basta mostrar que
C (AB) = (AB) C = I,. De fato:

ciaB) = (B7'Aa7Y) (aBl =87V (A 'A)B =B lIB =BIB - I,
(AB) C = (AB} B~'A™y = aBB™H ATt - AILAT - AR = 1y

~lp=-1,-1

D.185 Provar que se A, B e C s8o matrizes inversiveis de ordem n, entdo (I‘\BC)'l =C "B A

D.186 Verificar diretamente que se A é uma matriz inversivel de ordem 2, entio (At)_l = (A'l)t.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

64-D



Ingleses ofendidos por aleméo

Carl Gustav Jacob Jacobi nasceu na Alemanha. Seu pai era um prospero
banqueiro, nunca tendo lhe faltado nada. Obteve boa instrugdo na Universidade
de Berlim, concentrando-se em Filosofia e Matemitica 3 qual acabou por dedicar-se
inteiramente. Era professor nato e gostava de transmitir suas idéias.

Na mesma época que Gauss e Abel, Jacobi desenvolveu a teoria sobre as
fungQes eliticas. Tendo conhecimento de que Abel havia entregue a Cauchy alguns
artigos sobre o assunto, Jacobi escreveu ao mestre franceés perguntando por eles,
na esperanca de obter informacdes que confirmassem sua descoberta. Cauchy,
entretanto, tinha perdido os escritos de Abel.

Seu tratado cldssico “Fundamentos da Nova Teoria das Funcies Eliticas™
apareceu em 1829, ano da morte de Abel, e mereceu elogios até de Legendre.

Em 1834 provou que se uma funcdo univoca de uma variavel & duplamente
periédica, a razdo entre os periodos ndo pode ser real e & impossivel que ela tenha
mais de dois perfodos distintos. A ele também devemos o estudo das “fungdes
theta de Jacobi’’, funges inteiras das quais as elfticas s3o quocientes.

Até essa época, a teoria dos determinantes aparecia nos trabalhos de alguns
matemdticos como Leibniz, Cramer e Lagrange, mas com idéias esporadicas. O
desenvolvimento continuo dessa teoria teve lugar somente no século XIX e
seu principal colaborador foi Jacobi, além de *Cauchy, construindo algorit-
mos, dando regras prdticas com grande preocupacdo pelas notacGes de deter-
minantes e em 1829 usou pela primeira vez os "jacobianos”, determinantes espe-
ciais analogos para funcdes de virias varia-
veis, do quociente diferencial de uma funcio
de uma varidvel. Através deles conseguiu
provar o teorema dos quatro quadrados de
Fermat-Lagrange e também com a utili-
zacdo dos jacobianos conseguiu saber quan-
do uma colegdo de funcdes é independente.

Os artigos de Jacobi, bem como os
de Abel e Dirichlet apareceram freqiiente-
mente no Journal de Crelle.

Em 1842, quando Jacobi visitou
Paris, perguntaram-lhe quem era o maior
matemadtico inglés vivo e ele, impressionado
com tantas descobertas francesas importan-

= i tes, respondeu: “Ndo ha nenhum’, o gue
Carl G. J. Jacobi foi considerado muito deselegante e cruel
{1804 — 1851) de sua parte.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

CAPITULOV

DETERMINANTES

1. INTRODUGAO

A teoria dos determinantes teve origem em meados do século XVII,

quando eram estudados processos para resolucdo de sistemas Imearef de equacoes.
Hoje em dia, embora ndo sejam um instrumento pratico para resolugdo de sistemas,

i i oe
os determinantes s3o utilizados, por exemplo, para sintetizar certas expressoes

matemdticas complicadas.

1. DEFINICAO DE DETERMINANTE (n < 3)

Consideremos o conjunto das matrizes gquadradas de elementos real's.
Seja M uma matriz de ordem n desse conjunto. Chamamos determinante da matriz
M (e indicamos por det M) o nimero que podemos obter operando com o0s

elementos de M da seguinte forma:

61. 19) Se M é de ordem n = 1, entdo det M & o Gnico elemento de M.
M = [a;,] = detM = a,,
Exemplo -
M = 6] = detM = 6.

Podemos também indicar ¢ determinante de M pelo simbolo la,,l, isto &,
colocando uma barra vertical de cada lado de M.

62. 2°} Se M & de ordem n = 2, o produto dos elementos da diagonal prin-
cipal menos o produto dos elementos da diagonal secundéria.

a a3
o A el = ayjay; — A58y

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Exemplos

3 -1
=3-2-4(-1) =10
4 2
cos X  senx
=-COSX+COSY - Sen X - seny = cos {x + y)
seny  cosy

63. 3%) Se M é de ordem n = 3, isto &,

an A2 33
a;; a3 |, definimos:

31 8n  ay,
detM = ajy - ay - a3 tap-dy-a +a3- a3+ Apn-ay+ dyy+ Ay -
=8yt 8330 333~ dy;* A3
Podemos memorizar esta defini¢do da seguinte forma:

a) Repetimos ao lado da matriz, as duas primeiras colunas.

b) Os termos precedidos pelo sinal@sé‘o obtidos multiplicando-se os
elementos segundo as flechas situadas na dire¢do da diagonal principal:

dy1* 83 A33; A1+ A3 Ay, 313+ 831 ¢ d33.

c) Os termos precedidos pelo sinal () sdo obtidos multiplicando-se os
elementos segundo as flechas situadas na direcdo da diagonal secundaria:

=813 @3¢ 33, -85y * A3 Ay, -3y ¢ 8z ¢ A33.

Este dispositivo pratico é conhecido como regra de Sarrus ;;ara o]

cilculo
de determinantes de ordem 3.

Exemplo
1 3 4
6 2 -3 |=4-9+80-8+12-30-=49
1. 4 2

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

Uma outra forma de memorizar

-

-8

a definicdo, é a indicada ao lado:

Os termos precedidos pelo sinal
@ sdo obtidos multiplicando-se os
elementos segundo as frajetorias indica-

das.

Os termos precedidos pelo sinal
(-) sfo obtidos muitiplicando-se os
elementos segundo as trajetorias indica-

das.

EXERCICIOS

D.187 Calcular os determinantes:

al -3

2

D.188 Calcular os determinantes:

a) sen x

seny

D.189 Calcular os determinantes:

a) log a
1

2

D.190 Determinar x tal que:

a) 2x
1

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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-1 b)
1
2
-cos X b}
cos y
log b b)
1
a
3x +2

x

13
11 5
sen X -CosX
cos X sen x
2m? 2m*-m
m m? - 1
b) 2x x -2
4x + 5 3x -1

c)

c)

3i 1

2 » sen x

1-2+cosx

|=11

3rcosx

3+senx+2
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D.191 Calcular os determinantes pela regra de Sarrus:

al o 1 o b) -1 0 -2 ¢ 2 1 -3
11 2 5 1 5 4 2

D.192 Calcular 0s determinantes pela regra de Sarrus:

g9 7 11 0 a c 2 -1 0
a) -2 1 13 b} -c 0 b c) m n
5 3 6 a b 0 3 51

D.193 Determinar x tal que

1 X X 1 x 1 1 X 2
a) 2 2x 1 |=0 b) 1 -1 x =0 ¢ -2 X -4 |=0
3 x+1 1 1 -X 1 1 -3 -x

D.194 Determinar x tal que

x -1 2
3x 2x
0 1 -1 |=
4 -x
3x x + 1 2x

*III. MENOR COMPLEMENTAR E COMPLEMENTO ALGEBRICO

64. Definigdo

Consideremos uma matriz M de ordem n = 2; seja ajj um elemento de M.
Definimos menor complementar do elemento a7, & indicamos por Dy, como
sendo o determinante da matriz que se obtém, suprimindo a linha i e coluna j de M.

65. Exemplos

4 3
19)SejaM=({ 2 1 5 e calculemos Dy, Dy, D;;.
3 3

[ N
" 3—4
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/ 1 5
1 1 0 1 3 2 -3 1 7 2 ‘
1
3
4

Temos: 1 5 | entdo Dy, = =-13
3 2
L3 3 2]
i 3 4
3 4 5
-1—5- entdo D, = = -
entao 21 3 2
3 3 2
4 3 a4l

3 4
2 1 b entdo D31 = 1 =11

5 6
20) Seja M = e calculemos Dy, Dys.
7 8 |
_5_®7
Temos: entfo Dy, = 17| = 7
7 8
- I -
_ |-
5 6
entdo D, = 16| = 5.
-7-(8)]

66. Definicio

Consideremos uma matriz de ordem n > 2; seja a; um elemento de M.
Definimos complemento algébrico do elemento a;; (ou cofator de aj;), e indicamos
por A, como sendo o nGmero {-1)'" . D;;.

Exemplo
2 —

SejaM=| 1 4 8 | ecalculemos Ay, Ap, A
7 3

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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[~ 3 _ g ] 67. Exemplos
7] Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
Temos: 1 4 8 |entio A, = (-1} = -28 19) 2 3

| : =asAptc-Ay=a«{-1):Idl+c- (-1)*- Ibl=ad - be
| 7 5 3 | s
r n que coincide com a defini¢do particular dada em |,
~24@ -2 ]

b c
1 4 8 [entdo Ay, = (-1)!*2 = 53
| n 12 = (-1) e f l=a A +d-Ay+g-Ay=

| 7 6 3 | h i
—2—3@ 4 =a.(-1)2. td+{-1)3. C [ ta--1t. e

1 4 8 |entdo Ay = (-1)1*2 ’= -23 ! ' ¢

- :lg = alei - hf) - d(bi - ch) +g(bf - ce) = aei + dhc + gbf - gce - dhi - ahf

l‘ IV DEFINICAO DE DETERMINANTE POR RECORRENCIA

que coincide com a definico dada em @ (ver regra de Sarrus).

{Caso Geral)
M

Jd vimos em @ a definicdo de determinante para matrizes de ordem
1, 2 e 3. Vamos agora, com o auxilio de conceitc do cofator (complemento
algébrico) dar a definicio de determinante, vélida para matrizes de ordem

n qualguer.

Seja M uma matriz de ordem n. Definimos determinante da matriz M

¢ indicamos por det M, da seguinte forma:
19) Se M € de ordem 1, entio M = [a;,] e det M = ay,

20) Se M ¢ de ordem n > 2, entdo

dyy aja 8in
M=| a ap 3;n | e definimos detM =
any  ap ann

n
=a;;* A tag s Ay tag - Ayt tang s App = 2 ajy Ay
i=1

Isto é, o determinante de uma matriz de ordem n = 2 é a soma dos pro-

dutos dos elementos da 12 coluna, pelos respectives cofatores.

72-D

¥[|3] 1 2 -2
02 o 4
=3-A;+0-Ay,+0-Ay5+0. Ay =
o 4 1 -2 M N
0 1 3 3 0 1] [\]
0 4
, =3-A;=3.(-1)2. -2 |=3-62=186.
3 3
)| [1] 2 1 1
= I S 1 A2 Ay +3 Ay tae Ay =
ain 3|0 o
an |= als 2 -
o 1 4 3 1 2 1 1
=| o 2 |-2 0 2 |+3. 3
3 2 -5 -5 3 -5
2 1
4.1 4 3 {=20-2(-2) +3.(-48) - 4.(14) = -1786.
0

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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68. Observacdo

Notemos que (exemplo 49), quando a 12 coluna ndo possui zeros, o célculo

do determinante torna-se trabalhoso. Isto pode ser atenuado, de certo modo,

com o tegrema gue veremos a seqguir,

EXERCICIOS
D.195 Sgja
2 4 3
M= 5 2 1
-3 7 -1

Calcular D21, Dzz, D23.

D.196 Encontrar o cofator de 3 na matiz.

2 4 1
6 -2 5
M =
-1 7 2
Lo 3 -
D.197 Seja
[+ 1 o
-2
M =
4
D.198 Seja
1 0
1 -3 4
M =
5 2 -1
-2 0

—_

0
3
2

A O N

74-D

0

7

4

-10

, calcuiar Dy3, Doy, Dy, Da3

4]
0
Nt calcular Dyy, D2, D33, Dag
3

-1 3 2 4 2
4 2 Q 1 1
b} M =
5 1 1 2
0 0 3 1

o W o b

V., TEOREMA FUNDAMENTAL (DE LAPLACE) *

Para mais, acesse: http://fuvestil

O determinante de uma matriz M, de ordem n 2 2, é a soma dos produtos dos
elementos de uma fita qualquer {linha ou coluna) pelos respectivos cofatores.

Isto é,

a) Se escolhermos a coluna j da matriz M

an  an .. ayj A1

as -7 az,- dan
M =

8n;  8ny e anj 8nn

entdo detM = anAii + agj e A;j oot g Anj

b) Se escolhermos a linha i da matriz M

dig a1z aln -]
a5 aqg ‘o 32n
aj; A 8in
An;  dmy 8nn

entao det M = aj; - Ai1 + ajy Aiz + ... +a, - Ain
Portanto, para calcularmos um determinante, ndo precisamos necessariamente
dos etfementos da 12 coluna e seus cofatores; qualquer outra coluna {ou linha) com

seus cofatores permitem seu célculo.

Para calcularmos o determinante,

1T 2 1 1
2 1 4 3
3 0 0 2
4 3 2 5

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Se escolhermos a 3 finha para seu célculo, teremos: Para mais, acesse: http://fuvestibu deJmErROPRIEDADES DOS DETERMINANTES

det M = 3 . A31 + 0 * A32 + 0 . A33 + 2 . A34 = 3 - A31 + 2 - A34

v > e . . ,
0 A definigdo de determinante e 0 teorema de Laplace permitem-nos o célcu-
lo de qualquer determinante, contudo, é possivel simplificar o cdlculo com o empre-
go de certas propriedades. Vejamos quais sdo elas.

0

e s& teremos que calcular dois cofatores, em vez de quatro se usdssemos a defi-
nicao, ‘

Conctuimos entdo que, quanto mais zeros houver em uma fila, mais fécil

serd o cdlculo do determinante se usar esta fila, icular, se triz .
. ) determ s¢ usarmos ’sta Em part » € 3 ma )F 69. (P,) Matriz transposta
tiver uma fila de zeros, seu determinante sera zero.

Se M é a matriz de ordem n e M' sua transposta, entdo det M = det M.

Demonstracio
Ver apéndice no final do capitulo. Demonstra¢5o
s Vamos usar o principio da indugdo finita.
EXERCICIOS
12 Parte
D.200 Calcuiar :)s determinantes das matrizes abaixo utilizando o teorema de Laplace Para n = 1, a propriedade é imediata.
3 4 2 0 a b 1 1 3
! 20 28 Parte
5 0 -1 -2 0 1 0 o 3 + 0 2 . . .
al M - b} M = ¢} M= Suponhamos a propriedade vélida para matrizes de ordem {n - 1) e provemos
0 0 4 ] a a 0 b 2 3 0 1 . a: . .
que ela também serd vdlida para determinantes de ordem n.Temos:
_—1 0 3 3 1 b a 0 0o 2 1 3 - - —
7 i 7 an apz a3 .. @ by b b . b]nw
v 2 3 4 s x 0 0 0 0 0 ! in b b b .
0 a -1 3 1 a vy 0 0 0 0 821 8 83 ... @ . 21 2 23 e n
diM=|0 o b 2 3 ' M ¢ p 2 0 0 0 M = a3y EEY) a33 e dap M = b31 b32 b33 e b3n
e =
0 0 0 2 m n p x 0 0| e e L e e
0 0 0 0 d b C d e Y 0 anl am an3 P ann J bnl bl’ﬂ bn3 bnn
- - L - _
a b ¢ d e 2 . .
- . onde bj = a; Vi€ {1,2, .,nt e ¥j€ {1,2 ., n}

D.201 (MAPOFEI-75) Desenvolver o determinante abaixo, pelos elementos da 29 coluna.
detM = ap ¢ An + agy ¢ Agl + ag; * A31 + .. +ag Anl (pela i coluna)

1 0

0 a
D - b1 detM" = by; - Al + by + Az + b3 + Al ¥ .. + by - Alq (pela 12 linha)

2 c 0 -1 .

o d 1 0 Mas, por definigdo de matriz transposta, temos:
1 2 3 4 2 2 = bp, 821 = by, @31 = bz, .., 8n1 = byy
o 1 0 0 o e pela hipotese da indugao, temos:

D.202 (MAPOFEI-76) Calcular o valor do determinante 0 4 0 2 A = Ay, Ay = A, A = Al ., App = Al

0 -6 5 1 4 ;
0 1 0 -1 2 Logo det M' = det M.

.

Portanto, a propriedade é vélida para matrizes de ordem n, ¥n = 1.
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Exemplos

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br?

1 4 1 2
= = -3
2 5 4 5
10 1T 3 4
T 3|1=/0 1 56]=29
4 5 3 2

A importdncia dessa propriedade reside no fato de que toda proprieda-
de vélida para as linhas de uma matriz também ¢é vélida para as colunas e vice-
versa.

70. (P;) Fila nula

Se os elementos de uma fila qualquer (linha ou coiuna) de uma matriz M
de ordem n forem todos nulos, entdo detM = 0.

Demonstracdo

Suponhamos que a j'ésima coluna de M tenha todos os elementos nulos,
isto ¢

ay = ) = A3 = ... = anj = 0
Desenvelvendo o determinante por esta fila, temos:

detM=0'A1j+0'A2j+-.-+0'Anj=0

Exemplos
1 4 1 5 x 0
a b ¢ 4 2 z ol
2 3 t 0

71.  {P;) Multiplicagdo de uma fila por uma constante

Se multipiicarmos uma fila qualquer de uma matriz M de ordem n por um
nimero K, o determinante da nova matriz M’ obtida serd o produto de K pelo
determinante de M, isto é det M’ = K - det M.

Demonstracédo
Seja
B 7] ( ay ChY] o dpp
a2 .. A
a2 a2 w82
a1  anp d2n
M = e M’ —
81 @ . din lK “ap  Kap K. am]
a1 @n2 ann an1 an2 ann |
L 1 L

Notemos que os cofatores dos elementos da i -ésima linha de M s30 os mes-
mos que os da i -ésima linha de M’,

Desenvolvendo det M e det M’ pela i-ésima linha temos:

detM = ai; . A|1 +ai2 . Ai') + ...+ ain . Am (”
det M’ = K - ajp - Ay + K - aj At K- - Ay (1)

de (1) e (11} conclufmos que det M* = K + det M.

A demonstracdo seria analoga se tomassemos uma coluna de M.

Exemplos
o) | [7_1a_a)
) 7 14 49 1 2 7
3 5 2 =713 b 2
2 7 o 2 7
29) 7 2 1 7
28 8|l=5-|2128 =
7 186 31 7 16
1 1 1
1 1 2
=5.7.|2 24 8l=6.7.2 2 4 4
3 16
3 1 8

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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11 1
=5-7-2.2-[1 2 2|=140-|1 2
3 1 8 3 1
39)
1 2 3 1
K:|4 5 6{=|4 5 6 |=|4
8 b 7 8 5 7

49) Se A é matriz de ordem n, entio

det (@ - A) = a" - det A.

‘72, (P4} Troca de filas paralelas

v

Seja M uma matriz de ordem n = 2. Se trocarmos de posicio duas filas
paralelas (duas linhas ou duas colunas) obteremos uma nova matriz M’ tal que
det M’ = -det M.

Demonstragio
Vamos usar o principio da indugdo finita.
72 Parte

Provemos que a propriedade vale para n = 2

] an  ap
Seja M = L detM = ay; a3y - ay; - ay
a

21 Ay

Trocando de posicdo as linhas, obtemos:

az; Ay ] .
M = ( = det M’ = dyy * d@pp = dyy * dyy = ~det M.

an  ap

Trocando de posi¢do as colunas, obtemos:

—au allw )

M = == detM' =23 - 321 - @y * a3 = —detM.
Lazz a1 |

2 Parte

Admitamos que a propriedade seja valida para matrizes de ordem (n ~ 1)
e provemos que ela também serd véalida para matrizes de ordem n.

1 1 1 Para mais, acesse: http:/fuvestibular.coth @emos a linha i, admitindo que ela ndo seja nenhuma das duas que tenham

sido trocadas de lugar. Desenvolvendo det M-e det M’ por esta linha, temos:

n n
detM = Z aj - Aj e detM = Z a; « A'y.
j=t j=1
Como cada cofator A{j ¢ obtido de Aj; trocando de posicdo duas linhas e,

por hipdtese de indugdo, Djj = -Dy,¥j € {1, 2, .., n}, seque que, Aj = -A
Vi€ {1, 2, .., n} e, portanto, det M’ = -det M.

ijr

A demonstragdo seria andloga se trocdssemos de posicdo duas colunas.

Exemplos
193 4 7 2
= -22, = 22
3 4
22901 4 -1 -1 4 1
1 2| = -37, 2 1 3]|=37.
0 3 2 3 0

&73. (P;) Filas paralelas iguais

Se uma matriz M de ordem n = 2 tem duas filas paralelas (duas linhas ou
duas colunas) formadas por elementos respectivamente iguais, entdao det M = 0.

Demonstracéo

Suponhamos. gue as linhas de indices i e k sejam formadas por elementos
respectivamente iguais, isto €, a;; = ay;, Vi€ {1, 2, ..., n}.

De acordo com a propriedade P4, se trocarmos de posigio estas duas linhas,
obteremos uma nova matriz M’ tal que det M’ = -det M ({|).

Por outro lado, M = M’ (pois as filas paralelas trocadas sdo iguais). Logo
det M’ = detM (II).
De (1) e (I} concluimos que

det M = ~det M == 2detM = 0 == detM = 0.

Analogamente se demonstra para o caso de duas colunas iguais.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Exemplos

31 2 3]
1 4 7 0, 1 8 |t[] =0
7| 2 |7

74. (P,) Teorema de Cauchy

A soma dos produtos dos elementos de uma fila quéalguer de uma matriz M,
ordenadamente, pelos cofatores dos elementos de uma fila paralela, é igual a zero.

Demaonstracdo

Seja
an  an An
CEIN-Y ayn
. ap arn

M =

31 ap asn
an1 @n2 Ann

ap ap a1
a1 A dan
ar ar Arn
M =
Ay dpg o arp -+ linha s
8n1  An2 ann_J

Para mais, acesse: http://fuvestibular.corPela Pg, det M’ = 0.

Desenvolvendo det M’ pela s'ésima linha,
detM' = a,, - Ay + 85 * A + .o T an » Ay = 0

Observemos que os cofatores dos elementos da s'ésima linha de M, sdo os
mesmos que os da s'ésima linha de M’,

A demonstracdo é analoga se tomarmos em M duas colunas.

‘

Exemplo
3 4 2
M= 1 3 b
5 6 7
¥ linha (3 4 2 3 linha {5 6 7

ay a1z a3 -» elementos A31 A, A33 ~> cofatores

A ‘2 14, A 302 13 A 34 5
= = s = - = - e = =
31 3 5 32 1 5 33 1 3

a;p + Ajp tap s Ap tapsAp=3-14+4.(-13)+2-5=0

'( 75. (P4) Filas paralelas proporcionais

Se uma matriz M de ordem n > 2 tem duas filas paralelas (duas linhas

ou duas colunas) formadas por elementos respectivamente proporcionais entio
detM = 0,

Demonstracdo

Suponhamos que as linhas de indices i e p de M sejam formadas por ele-
mentos proporcionais, isto é

aj =K -ay Vi€ {1,2 .., nl.

Entdo

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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an
linha i an
det M =

ap1
linha p’ an

- Keapy [ py

K .

a1 a
a7 a2
ap, apz
.aF.“....a.‘F;z.
am an2

Ps 0

A demonstragdo seria andloga se tivéssemos duas colunas proporcionais.

Exempio

i 2x
3 2z

EXERCICIOS

X

Y

P4

=0

(28 e 32 colunas proporcionais}.

D.203 Calcular os determinantes, utilizando as propriedades anteriores:

a) |ax 2a
X
3x
c) 2 7
-2 1a
a4 24
49

a?
1
2

6
9
15
30

11
22
55
121

b)

d)

x2
Xy

x2

3

21

xy? x
Yy

y2  x

5 0 4 7
13 0 19 17
27 0 25 35
51 0 42 47
73 0 54 49

[

D.204 Provar que os determinantes abaixo sdo multiplos de 12, sem desenvolvé-los.
11
13
17

1 12
Di- |5 24
7 36

84-D

D; =

2 1
4 8
10 5
14 7

3
12
9
-3

"
8 D; =
13
15

1
3
5

7
11
13

5
15
25

D.205 Sem desenvolver, dizer porgue i i 8
) o valor dos determinant
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/ ’ 4 es abaixo ¢ zero.

a) 4 3 5 9 bl |a ab
12 11 18 27 b bc
20 12 25 51 ¢ cd
28 23 35 64 d ad

D.206 Sem desenvolver nenhum dos determinantes,

D=
z 22 23 4
t 2 3 4
bec
D.207 Sem desenvolver provar que: ac
ab
Solugdo

8x
4y
4z
4t

_2x2
—y2
.22

—t2

Multiplicames a 12 linha por a, a 23 por b e a 39 por ¢

be a a2 abe a2
ac b b2| - - abc b2
ab ¢ c? abe
abc ¢2
¥
D.208 Sem desenvolver pravar gue: Xz
Xy

76. (P3) Adigdo de determinantes

Seja M uma matriz de ord|em n, onde os elementos da

tais que:

a]j = blj + C_|_J'
Ay = sz + Cy
asj = b3j + C3j isto é M =

anj = bpj + cp;

entdo, teremos:

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

a3

p3 | =
cd

Fan

ayy

a3

abc

abc

az
a2

dsn

1

- =

a?
b2

c2

x2
yZ
22

c) [ x xy
Yy vz
z  xz

2x3  ~2x4
y3 oyt
23 -z4
3 -4
a3
b3
c3
a3 1
b3 | = {1
c? 1
X
Y
z

(by + cyj)
{byj + )

(bgj + Caj)

provar que D' = 8 + D, sabendo que:

a? a3
bZ p3
e (3

j'ésima coluna sdo

ain
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78. Combinagédo linear de filas paralelas
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

det M = det M’ + det M"”

onde M’ é a matriz que se obtém de M, substituindo-se 0s elementos ajj da Seja M = |a;| uma matriz de ordem n e sejam p quaisquer de suas co-

j’ésima coluna, pelos elementos b (1<i<n)eM’éa matriz que se obtém
de M, substituindo-se os elementos aj; da j'ésima coluna pelos elementos Cjj
(1 <i<n).

Isto é:
e ap . fbyj + o) -~ AIn an a in
an ap . | {gjtegyl . e R an
an1  anz lbg; + tn) ann ant A nn
P
Demonstracédo

Notemos que os cofatores dos elementos da j'ésima coluna de M sio os
mesmos que 0s da j'ésima coluna de M" ¢ M"',

Desenvolvendo o determinante de M, pela j'ésima coluna, temos:
detM = (bll + clj)Alj + (b2! + CZj)A2j + ..+ (bnj + Cn]) An]

detM = @A;j + ijAzj + ..+ bnjAnj) + (LClelj + C2jA2j + ...+ anAni)J
det M’

~
det M’
det M = det M’ + det M"".
77. Observacdo

A propriedade é vélida também se tivermos uma /inha cujos elementos se
decompdem em soma.

Exemplos . T \\
T T T

1| x atb] m X a m X m

y ct+td| nl=|y c nl+|y d n

z e+ f| p z e o] z f p
2) 3 4 2 3 4 2 3 4 2
x+y a+h m+p] = [x a ml + |ly b p
0 3 4 0 3 4 ¢ 3 4

lunas (ou linhas) de indices s;, s;, s3, ..., Sp. Multipliquemos, respectivamente,
estas p colunas pelos nimeros ¢, c,, ¢, -1 "Cp & construamos as somas:

Q) = Cy - alsl +t ¢y - 3152 + ..t CD . alsp
@ =Cp > dyy T Cpocody, to by - CET
Q3 = Cp » 83, FCy v oAy, * ..ty 33,

Op = Cp = Apsy * € ¢ 8pg, .t gy - ans,,
Diremos que o conjunto {ay, oy, ..., &} é uma combinagdo linear das p
colunas.

Se substituirmos a coluna de indice q, diferente das p colunas considera-
das, pelos numeros:
g t Oy, Ay *t oy, ay

+oa;, .., an, + oap

a q

diremos que se adicionou & coluna de ndice q uma combinacdo linear das outras
colunas,

Exemplo

Vamos construir uma combinagdo linear da 28 ¢ 39 coltinas da matriz:

7 1
M=12 8 5 .
3 1 6
3-7+4.1=25
o ) 3.8+4-5=44
usando os multiplicadores 3 e 4 respectivamente: 3.144.6- 927
t o1
2@ 3?  combinagdo
coluna  coluna linear

Vamos somar esta combinacio linear a 19 coluna; obteremos a matriz:

2 7 1
M =] 46 8 5
30 1 &6

De forma anéloga, definimos combinacdo linear de p linhas e adi¢do dessa
combinacdo linear a uma outra linha diferente das consideradas.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Demonstracédo

79.  (Pg) Teorema da combinacdo linear Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

Se uma matriz quadrada M = [aij], de ordem n, tem uma linha {ou coluna)
que é combinagdo linear de outras linhas {ou colunas), entdo det M = Q.

Demonstragdo

Suponhamos que a g2 coluna seja combinagdo linear de p outras colunas,
de indices s, S3, S3, ., Sp-

Desenvolvendo o determinante de M pela q? coluna, temos:

n Ps

n
det M = Z aig Aiq = Z [c) - ais, ¥ €y v @, * .. T oy aisp] . Aiq =
i=1 i=1

n n
- Ps
= Cy Z aisl . Aiq + ¢y Z ais: . Aiq + ..+ Cp Z aisp . Aiq =

i=1 i=1 i=1

Exemplos

S3o nulos os determinantes

1912 3

pois 32 coluna = 1 X 12 coluna + 1 X 22 coluna.

29| 2 3 4|
pois 32 linha = 2 X 12 linha + 3 X 22 linha,

80. (Py) Teorema de Jacobi

Adicionando-se a uma fila de uma matriz M, de ordem n, uma outra fila
paralela, previamente multiplicada por uma constante, obteremos uma nova ma-
triz M’, tal que det M’ = det M.

Seja

Adicionemos & j'ésima coluna & p’ésima multiplicada pela constante K.

Obtemos a matriz:

an dy2 e alp i (all' + K - alp) 21n
dq dap azp (all' + K - a2p) dan
M = EES d3z a]p (av;j + K - 339) d3pn
anl  an2 anp (anj + K - anp) ann
De acordo com Pg, temos:
d): 212 alp alj din
dai daa a2p aZi dn
det M = R diz o 33p a3" s d3n +
ant  an2 2np anj 8nn
dj dya a,p Kalp a1n
day ay9 a2p Kazp dan
+ | as as; a3p K33p a3n | =det M
8n1  8n2 anp Kanp dnn
L v
YT
0 (pq

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Exemplos

Para mais, acesse: http /fuvestibUBrdbln Bgmonstrar a identidade :

a b ¢ a b+2« ¢
19) 1 3 5 1 0 b x y z|l=|x y+2z =z
4 2 71=14 -10 7 m n p m nt2p p
4 L -6 4 -1 -6 D.212 {(FAM-B84-MACK-68) Quais as condi¢Bes necessarias e suficientes para que um deter-
Adicionamos & 22 coluna, a 1? multiplicada por (-3). minante se anule?
20) 1 2 3 4 1 0 0 0 D.213 (FEI-64) Verificar a identidade seguinte, aplicando as propriedades dos determinantes:
3 -2 5 7 3 8 4 -5 cos2a cos?a sen?a
2 1T 4 6 - 2 -3 -2 -2 cos 2b  cos’b  sen’b| = O
1 3 5 1 1 0 1 cos2c cos?c  senlc

22 coluna, a 12 multiplicada por {-2).
33 coluna, a 1% muitiplicada por {-3).
42 coluna, a 18 multiplicada por {-4).

Adicionamos
Adicionamos
Adicionamos

-

Q.

81, Observacido

A importincia desta propriedade, reside no fato de que podemos “intro-
duzir zeros” numa fila de uma matriz, sem alterar seu determinante; com isto,
podemos facilitar bastante seu cdlculo através do teorema de Laplace.

EXERCICIOS
D.209 {IE-ITAJUBA-85} Completar o que falta

at+b+tc 1 2 '
a-bt+tc 3 4]|-= : + s +
a-b-¢ 5 6 .

D.210 {IME~65} Calcular o valor de

[.214 Demonstrar sem desenvolver o determinante que:

a-bh m-n x-y
b-~c n-p y~z2]|=20

c-a p-m z-x

D.215 (EESCUSP} Enunciar as propriedades que permitem escrever sucessivamente:

1T 2 3 1 3 4 11 2 4 1 2
4 5 6|=|4 9 10|=6+{4 3 5|=6-]12 3 5|=0
g 9 7 15 16 7 8 20 8

D.216 Provar que o determinante € mdaltiplo de 17, sem desenvolvé-lo. Dado:

11 9
D=1 8 7

1 5 3
Solugédo

Observemos que se os elementos de uma matriz sdo ndmeros inteiros, entdo o deter-
minante da matriz também € nUmero inteiro, portanto, provar que D é divisivel por
17 é provar que: D = 17 « D'

onde D’ é o determinante de uma matriz de elementcs inteiros. Temos, por exemplo

100 10 9 100 10 119
1 1 1
4 2 3 4 5 C 2 o4 s D= 0 0 100 80 7 |= 1000 100 8c 187
6 7 8 g 10 100 50 3 100 50 153
0 1 0 ©
11 12 13 14 15|+ 1 1 119 1 1 7
1 3 0 1
16 17 18 19 20 =1 8 1821=17+-]1 8 1
1 4 2 1
21 22 23 24 2% 1 5 183 1 5 9
—
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/ DEZ
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. - - lvé-lo: . .
D.217 Provar que o determinante é mitiplo de 13, sem" desenvolvé-lo Para mais, acesse: hitp://fuvestibu ﬁ&mbﬂ?n) Matriz triangular

1 3 0
1 1 7 Chamamos matriz triangular aquela cujos elementos situados ‘‘de um mes-
1 5 6 mo lado” da diagonal principal sdo iguais a zero, isto € M = (g;) é triangular se
D.218 Demonstrar que o determinante D é divisivel por x + 3a sem desenvolvé-lo. Dado: a = 0 parai<j
X a a a ou . -
a % a 8 aj =0 parai>]j
D= a a x a8 O determinante de uma matriz triangular é o produto dos elementos da
a a a x diagonal principal.

D.219 Provar gue

Demonstragcao
atx b+x ¢+ x }

Consideremos a matriz triangular onde a;; = O para | < j (0 caso a; = 0
para i>> | é andlogo}.

a+y b+y cHy =(b—c)ic—a)(a—b)(x—y)

a2 b2 ¢

an 0 0 0

D.220 Demonstrar a identidade

a-b-c 2a 2a ay a3 O 0
2b b-¢-a 2b =fa+b+c)? M=|as a3 aix
2: 2c c - a B b ------------------------
D.221 Mostrar que (a + b + c) é fator de: 8q1  8p2  Ans annA
b + c)? b2 c? - . au .
3 { )2 2 Aplicando sucessivamente o teorema de Laplace, através da 12 linha, € ime-
+c c .
2 2 diato que:
a2 b2 (a + b)2
n
D.222 Sem desenvoiver, demonstrar que: detM=a;; -a; * .. anpn = 1 (aj;)
cos 0 cos a cos 2a i=1
cos a cos2a cos3a| =0
cos2a cos3a cosda Exemplos
D.223 Mostrar que o determinante da matriz
- (o}
cos (x +al senix +a) 1 120 (3 0
cos(x +b) sen(x + b} 1 2 b 0(=3+-5.1=15
|_cos {x +c) seni{x +c) 1 4 1
é independente de x. o
22)13 2 3 5
D.224 Provar que: 0o 1 4 7
a2 (a+22 (a+a) 0 0 2 2 =3-1-2-6=236
fa+2)2 (a+4)2 f{a+6)2|--29
0 0 0 o

la+4)12 f{a+6)2 (a+8)2

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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83. (P;;) Teorema de Binet

Se A e B sdo matrizes quadradas de ordem n, entdo

det (A - B) = (det A} - {detB).

i e a il -
Para mais, acesse: http://fuvestibular com pipdicionemos a 27 coluna, a 1% multiplicada por -a;;.

Adicionemos & 32 coluna, a 12 multiplicada por -a;s.
p 13

Adicionemos & n'ésima coluna, a 13 multiplicada por -aj,.

Exemplos
| D2 [ s e
Sejam as matrizes A = e =
3 4 0
2 13 -a13
A.B= 6 o9 det (AB) = 68 - 78 = -20 l
detA =4 -6=-2 [+ &, ap ay |
detB = 10 - 0 - 10 == (det A) + {det B} = -20 = det (AB) n
dz1  dx A 20
. 331 ax A d3n
Consequiéncia
1
Decorre do teorema que det (A™') = detA | 1 2 3 3nn |
De fato, se 3 A}, entdo: Obteremos a matriz M', tal que det M" = det M
AcAT =) == det.{A+ AT =det |, === det {A) - det (AT") =1 == 1 0 0 0
== det (A) # 0 e det A = a IA' 821 92 -~ @y v 8y 8 — 8yt a3 .. dp T8y 8
e
det M =| @z @3 - @3 - ap A3 - A3 * 33 ... dzp A3 ¢ A1
VIil. ABA]XAMENTQ DE ORDEM DE UM DETERMINANTE - 8t 8na " 8pp t @1z 8p3 ~ 8nt v 83 . 3nn - An1 A1

REGRA DE CHIO

Como consequéncia do tecrema de Jacobi (P,,), veremos agora um proces-

Pelo teorema de Laplace, temos:
a3 — @y * 812 @3 — @ * A3 .. A T 8y * 8p

L . . . azp — a3 - a d33 - a3z - 8 v A3y ~ @3 * @
so Gtil, bastante prético, para reduzirmos de uma unidade a ordem de um deter- detm = | 72 3 12 33 31 13 3n 3 In
minante de ordem n 2 2, sem alterd-lo, e conseqiientemente facilitar seu cdlculo. ] e
Consideremos uma matriz M de ordem n =2 2, tal que a;; = 1, isto é 8n2 - @n1 * 812 @3 ~ dp1 * 813 ... 8np T Ap1 * @in
T a; ap a1n onde det M’ é de ordem {n - 1).
azy d8; a3 azn Isto pode ser resumido através da regra, conhecida como regra de Chio:
M=|as a3 asn asn 19) Desde que M tenha a;, = 1, suprimimas a 12 linha e 13 coluna de M.
29} De cada elemento restante na matriz, subtraimos o produto dos elem-
Y tos que se encontram nas “‘extremidades das perpendiculares’ tragadas
[ 8m dn2 3n3 8nn | do elemento considerado, & 12 linha e 12 coluna.

94-D
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39) Com as diferencas obtidas, construimos uma matriz de ordem én 1) EXERCICIOS

o d . L. | de M ara-md\s, acesse: http:/fuvestibular.com.br/
u nan Iqua e . .
cujo determinante ¢ ig a0 D.225 Calcular os determinantes

Exempio
) a) | 1 2 0 4 b)|4 1 2 0 adlb1 v+ v 1
@Lz___i__z__ @i o 2 3 5 1 3 1 0 2 1 2 3 2
3«(75 5 6 7-6 5-12 6-6 ——-E——T———- T 6 3 A 5 2 2 1 5 4 2
t I
! = - -4 - - _ ! - 3 2 1 4 1 2 1 1 1 3 7
R 10-2 -4-4 65-2|-|8 3
E B-6 2-12 3-6 2 :_10 3 D.226 Calcular os determinantes, com o auxilio da regra de Chid.
! '
3.8 2 3 a) | 1 1 b} a b c c) | 1 11
-8 + b6 3-0 48 3 X y z al b2 c? ‘ a b c
) 0+14 -3-0 | a 3 = -144 - 12 = -156. yz Xz Xy btc c+a atb ad B3 3
D.227 Provar que
84. Observagdes L1

1) Se na matriz M, a;; = 1 e existir algum outro elemento igual a 1, po- T2 _ 0
demos através de troca de filas paralelas, transformar M numa outra matriz que L I GO
tenha apy = 1. 1 ¢34 5

Exemplo D.ZZB Demonstrar gue

([2 E 2[> %’m of | 3 5 0 s e . |
a b b b
5 3 (1) 0] 2] 4 [3| 2 3 4 2 2 —alb ~ allG - bMd -~ ¢)
== = a b ¢ ¢
2 2 2 3 2| 2 2 3 2 2 2 3
a b ¢ d
4 0 7 2 \_44 0 17 2 7 0 4 2 Solugio
[

2) Se ndo existir em M nenhum elemento igual a 1, podemos, usando o a 8 & @ _1_:__‘3__3__3_ b-2 b-a b-a
teorema de Jacobi, obter uma nova matriz M‘, que tenha um elemento igual a LS N ! S I I el
1. a b ¢ ¢ 1,b ¢ ¢ o J

Exemplo a b ¢ d] 1 : b ¢ d -a c-a -a

1! hb- -
3 2 4 3 @ 2 4 3 lpbra_b-d c-a) -fb-a) (c-a) - (b-a)
=alb-a)- 1:c—a c-a| =afb-a)- fc-a) - (b-a) (doal - b-ay |
-a) - (b-a -a) - (b-a
5 7 2 4 2 7 2 4 le-a dea
2 4 5 3 -2 4 5 3 c-b c-b 1 c-b
=as+{b-a)- =afib-a)lc-b)
2 3 0 7 -1 3 0 7 c-b d-b 1 d-b

5

afb-al {c-b){d-c)
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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D.229 (ESQOC-67) Resolver a equagdo

x a a a

x y z ot
- y a b

-x -y z c

D.231 Demonstrar que:
1 1 1 . 1

1 1+a| 1 B 1

1 1 1+a2 . 1
=ap*ag* . *an

1 1 1 . 1+ag

D.232 (EPUSP-62) Subsiste sempre a igualdade

1 1 1
sen x sen y senz | =sen{x-y) +senly-z) + sen (z-x)?
cos X  cosy cos z

D.233 Se a, b, ¢ sdo reais mostrar que
1 sen a cos.a

b-C sen 225 L gen
1 senb cosb| = 4-sen 2 5 3

1 sen ¢ Cos ¢

D.234 Mostrar que
1 cos 2a sen a

1 cos2b senb 2. {sen b - sen ¢) {sen ¢ - sen a)- (sen a - sen b}

1 cos 2¢ sen ¢

D.235 Sendo S, a soma dos n primeiros nimeros naturais , demonstrar que:

S S Sy S Sq

Sy S, Ss Ss S,

51‘ Sp_ 33 33 S3 = ﬂi
H H : £ i

St S S3 .. Sn-1Sn-1

S; Sz S3 Sn_‘T Sn
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MATRIZ DE VANDERMONDE (OU DAS POTENCIAS)

Para mais, acesse: http://fuvestibular Mrlmlk!r/
85. Defini¢do

Chamamos matriz de Vandermonde, ou das poténcias, toda matriz de
ordem n = 2, do tipo.

1 1 1 1
_____________________ ;
ral dy 83 s an ¢
S |
a? a2 a3 . al
al™t  aft afrt! ah~!

Isto é, as colunas de M sdo formadas por poténcias de mesma base, com
expoente inteiro, variando desde 0 até n-1 (os elementos de cada coluna
formam uma progressdo geométrica cujo primeiro elemento é 1).

Os elementos da 29 finha sdo chamados elementos caracteristicos da matriz.
Indiquemos o determinante de uma matriz de Vandermonde por

V (a;, az, a3, .., )

86. Propriedade

“Q determinante V (a,, a,, as, ..., a4} € igual ao produto de todas as di-
ferencas possiveis entre 0s elementos caracteristicos, com a condicio de que,
nas diferencas, o minuendo tenha indice maior gue o subtraendo. Isto é

Vv (31,62,33,...,an) = (62 - 31) --A(an -1 (33 - 82) (an - 82) e (an - an-l) =

= I (aj - a) i€{1,2 ..,n} j€{1,2 .., n}
i>>j

Demonstragdo

Vamos usar 0 principio da inducgdo finita.

12 Parte

Provemos que a propriedade € vdlida para n = 2.
1 1

Temas M = = detM = a; - a, = V{ap, az} = a; - 1.

a az
Portanto a propriedade é vdlida para p/= 2.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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28 Parte

Suponhamos a propriedade vélida para matrizes de ordem (n - 1) e provemos

sua validade para matrizes de ordem n.

1 1 1

a; a, as

a2 a3 al
V =

ar11~2 a121—2 ar3‘|—2

1] fay
UNSONY
& 2
........ : g
~ | 8

Adicionemos & linha de indice n, a de indice 7 - 7 multiplicada por -a,.

Adicionemos a linha de indice n - 7, a de indice n - 2 multiplicada por -a;.

Adu:lonemos a linha de indice 3, a de indice 2 multiplicada por -a;.
Adicionemos a linha de indice 2, a de indice 1 multiplicada por -a,.

Obteremos o determinante equivalente

Pelo teorema de Laplace e por temos:

1 1 1. 1
a; a ap
=(az-a)-85-a;) - ...  {a, -a;) | a? at . ak
82"2 ag\-z ag—z
~— -
V’

= (az_al).

100-D

(33 - ap) - {a,q

http://fuvestibular.com.
hipatese de inducdo

Para mais, acesse:

—al)'...' (an 'al)'

vV = I (Ei - aj)
i
Portanto

i

e .2
i €12,

V=1 (ai_aj)

3, ..., n}

3, .., n}t
ie 1, 2
e i1,

n}
ey N}

Vas V' é um determinante de Vandermonde de ordem n - 1, logo, por

E, assim, a propriedade é vilida para matrizes de ordem n, ¥ n > 2.

87. Exemplos

1% 11 1 1

73 @ -w-3-6-2
4 9 16
29) 1 1 1 1
2 1 -3 5]
4 1 9 25 =8-4.3-.
1 -27 125
EXERCICIOS
D.236 Caicular os determinantes:
a) 1 1 1 1 b} -3
2 5 7 -1
4 9 25 49 -1
8 27 125 343
D.237 Calcular o determinante
1 1 1 1 1
a b c d e
a2 b2 c2 d? e’
a3 b3 C3 d3 e3
a4 b':l ¢t d4 et

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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4) -

(-

. (3-2) =

5) -

(-1) = -1920.

3

5]

(2 1 -
N~
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D.238 Caicular o determinante

D.244 Demonstrar gue se os elementos de uma matriz gquadrada M, sdo nGmeros inteiros,

. » 3 Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.bentdo o determinante de M é um nimero inteiro.
x x
1 y V2 v’ D.245 Calcular o determinante
2 3 +1 +2
vz T2 1 S
1 t 2 t3
) . p+1 p+2 pt+3
D.239 (EPUSP-57) Dado o polindmio 1 ( 1 [ 2 ) ( 3 }
1 1 1 1
+ + +4
12 3 LSS NN LA IS
Plx) = 2 dizer quais sfo as rafzes de P(x}.
x 1 4 ]
3 p+3 p+d pt+hb
1
X 1 8 27 { 1 b 5 ) 3 }

D.240 (EE LINS-66) Calcular o determinante

1T 11 111
2 3 4 1 5 &

22 3t 4 1 5 8t
22 3?2 8 6
2 3t 1 5 6
2 3 4 1 5 6

D.241 (IME-66) Determinar o valor numérico do determinante abaixo
1 1 1 1

log 7 log 70 log 700 log 7000
log7)*  (log 70> (log 70082 (log 7000)*
{log 73 {log 70)3 {log 700)3 {log 7000)3

D.242 Resolver a equagdo

111 1
1 2 X -5

2 =0
1 4 X 25
18 »* _125

EXERCICIOS SUPLEMENTARES

D.243 (EPUSP--61) Supondo positivos todos os elementos literais da matriz quadrada

ag a2 &n
b1 bz by O
rp, O .. G© 0

e sendo n maltiplo de 4, qual ¢ o sinal do determinante correspondente?

Sugestdo: Relagdo de Stifel,

D.246 Demanstrar a identidade
a b c d

b c d a 2 2
= -fa+btctd a-b+c-d-ct?+b-di?]
[ d a b

d a b c

D.247 Demonstrar que num determinante de uma matriz simétrica, os complementos
algébricos de dois elementos situados simetricamente em relagdo a diagonal principal
s30 iguais.

D.248 Em uma matriz quadrada de ordem n 2 3, os elementos de cada linha estdo em P.G..
Mostrar que o determinante de M se anula, quando e somente quando, duas progressoes
tém a mesma razdo.

D.249 Mostrar que

1 2 2

2 2 2

2 2 3 21 ==-2{n -2}
2 2 2 n

D.250 Provar que

A B C
cotg 3 cotg E cotg -2—
a b c =0
1 1 1

sendo A, B, C, dngulos de um tridngulo e a, b, ¢ os lados respectivamente, opostos aos
mesmos angulos.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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D.251 (FEIUC-58) Quantos termos se obtém no desenvolvimento do determinante de uma ) APENDICE |
R . Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
matriz quadrada de 6 filas?

D.252 (ESAN-PUC-64) Determinar o valor de m que verifica a igualdade DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE LAPLACE
Am,z Am,1 Am,o Vamos usar o principio da indugdo finita.
Cm,2 m 31 =-10m
18 Parte
m!
m{m - 1) (m - 1 0 Provemos que o teorema é vaiido para matrizes de ordem 2
D.253 Demonstrar que toda matriz anti-simétrica de ordem fmpar e elementos reais tém
determinante nulo. a a1 an
Desenvolvendo pela 29 coluna: M =
d21 a2z

apcAptan-Ap=a;- (-1 layl +aylayl=ay ¢ az-ay; - ag; =det M.

. a a
Desenvolvendeo pela 12 linha: M = 1 1

dzy A2
ap s AptancAp=ay-lagl+tan. (1) ¢ layl=ay » gy -ayp - 4y, = detM.

an a2

dzp v AZI tapeAp= 32](‘1) . |a]2i tas- |au| =ay1* 83 - a12° 85; = det M.

Desenvolvendo pela 22 linha: M =

Portanto, a propriedade é valida para n = 2,

24 Parte

Admitamos que a propriedade seja vélida para determinantes de ordem
(n - 1} e provemos que ela também é vélida para determinantes de ordem n.

Seja M uma matriz de ordem n > 2. Os menores complementares dos
alementos de M serdo determinantes de ordem (n - 1). Vamos usar o simbolo
D'i(j!2 para designar o determinante da matriz que se obtém, suprimindo as
linhas i e k e as colunas j e £ da matriz M. E claro que Dg‘j € um determinante
de ordem {n - 2).

Fixemos a coluna & da matriz M (1 < k < n) e calculemos o nimero
C=aj-A tak: Ak tag: Ay + ..t angr Apg

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Temos:

Fixemos agora a 12 linha de M, e calculemos o namero

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

C=ak» A +?(2k s Agk tazk s Azt tanr Apc=ak (DK ODy +
+tag « (-1)2K. Dk +aa - (¥‘|)3+k «Da ... tank - (_1)n+k Do

Os determinantes Dy, Dy, ..., D,k sdo de ordem {n - 1). Desenvolvendo-os
pela 1¢ coluna, temos:

C=a|k (‘1)1+k L Z a“(_-”i . Dllll(} +32k (—1)2+k {a” . D%ﬁ -+
i>1
+ 20 an (-)DN} +age (-1)** {a, DY Cag DA+ D (-1 D4
i>2 i>3
Fotan (10" ay; - Diic-ag, DAk +ag Do -t an-1,1 DR

Na expressdo de C, acima,

19)  tomemos as parcelas que contém a;;. Temos:

/ 11
andank (03D 4 ay (13K DY o 4 ag (-1 Dk} =
=a; |ag - (-1)k . D;f( +33k(-1)k+1. Dl3|1< +---+ank(_”n+k_2' D#L} _

=ay;+ Dy (por hipdtese de inducdo)

29) tomemos as parcelas que contém a,,. Temos:

a2 {an (=174 Dl - age (17" D3 - -an - (<10"HF L DRLY
=ag {-a (-1 DI -aq (1)1 % D - cag (- 1) HR2D2L ) -

= -ay; + D,y {por hipétese de inducdo).

39) tomemos as parcelas que contdm as;. Temos:

ag { —an (=11 DIk - aw (12K D3k +ag (- 104K D3+ 4
S B LA Dg}( =

=ay {ak (-1 Dik +am (-1 1. DI +ag (12, D3 + .. +
+ag (-1)"R-2. D31 -4, . Dy, (por hipétese de inducdo)

Prosseguindo da mesma forma até obtermos as parcelas gque contém
an, teremos:

C

a1y Dqy - 33109 + 331 D3 - .. £ 2y D

i

Isto e C=anAn + a5y +a3Ay + ..+ agAgy.

O que prova que C = det M, isto é, a propriedade é vélida para qualquer
coluna k, 1 < k < n.

L=aj Ant+aphApn tanAat .. tanhn
Temos:

L=ay (-1 Dy +ap-1)"2 e Dy ta(-1)1"7 - Dz + .+ ag (=117 Dy,

Os determinantes Dyy, Dya, Dia, ..., P1n 580 de ordem (n - 1). Desenvolvendo-
-os pela 12 coluna, temos:

L=a;-Dy ‘312{2 aj (-1 Dillz}"'als{z ail('”i' Dilla} LT
i>1 i1

F=D e LD 4 (-1 DY
i>1

Na expressdo de L, acima

19%) Tomemos as parcelas que contém a,,. Temos:
ay {-N"2va, - DU+ (1113 a3 - DH+ L+ (-1)1 "8y - DR T =
=ayu{-(-1?%-ap- DH - (-1 ag3- DH- .. -(-NW"vap- Din} =

= -ay; *+ Dq; (por hipdtese de indugdo).

20) Tomando as parcelas que contém ajy;, temos:
331{—312' (-1)3' D?% -apz ('1)4' Dlaé* .~ dn* (-1)*n. D?rxm} =
—ag{a- (-1)2 D +ay3- (-13.DH+ . ta- (1" DY) =
=aqg + Dy {por hipotese de indugdo).

Prossequindo da mesma forma, até obtermos as parcelas que contém
an;, teremos:

L=ay+ Dy -az » Dy +a3 » Dy - o ®an » Dy

isto é
L=a;-AptayeAytay-Ay+ . +an- A

O que prova que L = det M, isto é, a propriedade é vélida para a 19 linha.

Com raciocinio andlogo ao que fizemos para as colunas, podemos provar

que a propriedade é vdlida para a linha i (1 < i < n), usando o fato de que
ela é valida para a 19 linha.

Com isto, concluimos que o teorema ¢ vélido para matrizes de ordem n = 2.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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APENDICE 11

CALCULO DA MATRIZ INVERSA ATRAVES DE
DETERMINANTES

1. Matriz dos cofatores

Seja M, uma matriz quadrada de ordem n. Chamamos de matriz dos cofatores
de M, e indicamos por M’, a matriz que se obtém de M, substituindo cada elemento
de M por seu cofator.

Assim, se
[a); 4 Qa3 .. an ]
1 @ A3 dan
M = 331 an 333 e danp ent50
| @n1 8n2 @ng ann |
FAn A A An ]
Aypr Ay A Agn
M =| Ay; Az Ay Asn
| Anl Anz An3 Ann_‘
Exemplos
1 2 4 -3
19) Se M = entdo M’ =
3 4 -2 1
pois Ay = (-1)2- 14l = 4 Ay, = (—1)3'l3' = -3
Ay = (=172} = -2 Ay = (-1 11] = 1
1 o 2 -3 9 -1
)sem=12 1 3fentioM=| 2 -6 -1
3 1 0 -2 1 1

]
©

3 2 3
‘ = -3; A = (-1)° l ‘
0 3 0

Para mais, acesse: http:/fuvestibular.combA,, = (- 1)3

0o 2 1 2
= 2, A22= (—1) = -6
1 0 3 0
A (-1? ° 2 2 A (-1)8 12 1
e 13l ™ n- 2 3|~
A (-n* 21 1 Ay = (-1)° 'oe 1
13 = 3 1 = ' 23 = 3 1 =
A (-1)¢ v 1
33 — 2 1 =

2. Matriz adjunta

Seja M uma matriz quadrada de ordem n e M’ a matriz dos cofatores de M.
Chamamos de matriz adjunta de M, e indicamos por M, 3 transposta da matriz
M, isto é M = (M)%, '

Em resumo,

T d1n A A, Ain

M = 431  ap aan M = Az An Aan
_anl an2 Ann An; Anz Ann
[ B By Bin

_ B B B

VINN ? o onde Bjj = A; ) ¥i€{1,2 .., n}

..................................... Vje{1' 2' .y n}

| Bnl Bn2 Bnn

1 2 _ 4 -2
19) M = entio M =
13 4 -3 1

1 0 2 -3 2 -2
2yM=]2 1 3|lentBoM=| 9 -6 1
3 1 0 -1 -1 1

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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3. Teorema . :
Para mais, acesse: http://fuvestibu ﬁ‘torn.b?focesso de cdlculo da inversa de uma matriz quadrada M

“Se M é_matriz quadrada de ordem n e |, & matriz identidade de ordem

il Teorema
n,entdio M« M= M+ M = det(M)-1,".
o “Se M é uma matriz quadrada de ordem n e det M # 0, entdo a inversa
Demonstracdo de M &
Seja M- M = (by ). Por definicdo de produto de matrizes, M-t = 1, M.
n n det M
bik:Zaii'Bjk:Z ajj + Ay .
j=1 i=1 Demonstracdo
: Usando o teorema anterior, temos:
Logo, se i = k === by, = det (M) (teorema de Laplace)
se itk == by =0 (teorema de Cauchy) . 1 LMY = ! (MM = det M A, = (n
— (Gt m M) = det M ( ) detm@ " "
Logo, M. M é a matriz diagonal 1 1 det M
M = MM = = ] (1)
det M 0 0 0 ( det M M) M det M (M- M) det M n
0 det M 0 De (l) e {l1} segue-se, por definicio de matriz inversa, que
=detM. |,
0 0 det M
: : : : 1 —
: a_ VW
0 0 0 .. detM M7= G
Portanto, M- M = det M- I, (§) Retomando os exemplos anteriores, temos:
Analogamente, seja M+ M = (cik). Por defini¢do de produto de matrizes, 1 2 4 -2
1% ™ = M = , detM = -2
n n 4 -3 1
Gk =) Byt gk =Y ace Ay
i=1 i=1 -2 1]
_1 1 4 -2
. Logo M7 = 5 =
Logo, se i = k == cj = det{M) (teorema de Laplace) - -3 1 % ~ iz
se iFk — cj = 0 (teorema de Cauchy) )
Logo, M« M é a matriz diagonal 1 0 2 -3 2 -2
M= 1 ,M=[ 9 -6 1|, detm = -5
detM 0 o .. 0 ZIM= |2 3
-1 -1 1
0  detM 0 vo i
= det M . In » h
0 o detM .. 0 Logo 32 2
: : i : 5 5 5
0 0 0 . detM -3 2 -2
1 g 6 1
v ol = 9 -6 1Tl - - - =
Portanto, M - M = det (M) - I, (1 M 5 5 5
De | e li concluimos entdo que: -1 -1 1 ] . ] \
MW= M-M = det (M) - I, L 5 5 5

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Corolério Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

“Seja M uma matriz quadrada de ordem n. A inversa de M existe, se e
somente se, det M # Q".

Demonstracdo
a) Se det M # 0, pelo teorema anterior vimos que existe a inversa, e

1

Ml " .M
det M M

b)Se IM ! entfo M- M‘l-—-ln e, pelo teorema de Binet, {det M)
(detM~!) = detl, = 1 # 0, portanto,

det M 5= 0.

EXERCICIOS

D.254 Calcular, usando a teoria precedente, as inversas das seguintes matrizes:

[ 5 3 7 -2 seh a -cos a
A= , B = , C=
8 5 -10 5 cos a sen a

1 0 o 1 o 1 0 o0
D - , E= 6 1]leF=]3 1 o0
0 o0 1 1 0 5 7

D.255 Para que valores reais de m existe a inversa da matriz

[m &
M = ?
5 m}

Sclugio

A matriz M é inversfvel se, e somente se, det M # 0. Assim, temos:

m 5

det M = =m?-25#0 = m#5 e m#-5

m

D.256 Qual a condigdo sobre a para que a matriz

1 a a
M=]a 1 a seja inversivel?
a a 1

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

“Deus criou os numeros inteiros’’

Leopold Kronecker nasceu na Alemanha, de pais judeus embora tenha optado
pelo protestantismo.

Foi um homem de negdcios muito prospero e que mantinha fortes ligagdes
com professores da Universidade de Berlim, onde aceitou um posto em 1883.

Em contato com Weierstrass, Dirichlet, Jacobi e Steiner obteve seu doutora-
mento em 1845 com uma tese sobre teoria algébrica dos nimeros.

De acordo com Weierstrass, aprovava a aritmetizacdo universal da Andlise
mas defendia uma Aritmética finita, entrando em conflito com Cantor.

Insistia na idéia de que Aritmética e Analise deveriam basear-se nos nimeros
inteiros, os quais considerava como tendo sentido dado por Deus e rejeitava a
construgdo dos numeros reais porque ndo poderia ser feita por processos finitos.
Achava que os nimeros irracionais ndo existiam, lutando pela sua extingdo. Diz-se
gue perguntava a Lindemann para que servia sua prova de que 7 ndo é algébrico,
ja que os nGmeros irracionais ndo existiam.

Kronecker contribuiu significativamente para a Algebra embora suas idéias na
época, fossen consideradas metafisicas. Seu finitismo chegava a embaragar Weierstrass
mas foi a Cantor que atacou mais gravemente, opondo-se a que lhe dessem uma po-
sicdo na Universidade de Berlim e, além disso, tentando derrotar e extinguir o ramo
da Matematica que Cantor estava criando
sobre a existéncia dos nimeros transfinitos.
Cantor defendeu-se num de seus artigos
dizendo que numeragdes definidas podem
ser feitas com conjuntos infinitos tdo bem
quanto com finitos, mas Kronecker conti-
nuava seus ataques e criticas. Este conflito
entre Cantor e Kronecker € considerado
como a mais forte controvérsia do século
XIX.

Em 1881, com seu dominio de racio-
nalidade, provou que o conjunto dos nume-
ros da forma a + b \/2_ onde aeb sdo
racionais, € um corpo.

As vezes se diz que seu movimento
sobre finitismo morreu de inanicdo mas
reapareceria sob nova forma na obra de

Leopold Kronecker
{1823 — 1891} Poincaré e Brouwer.

CAPITULO VI

SISTEMAS LINEARES

I. INTRODUGCAO
88. Equacdo linear

Chamamos de equacao linear, nas incégnitas x;, X1, ..., X5 toda equagdo do
tipo CITRS] + a1y Xa + da13X3 + ...+ amxn = b

Os nGmeros aqq, @12, 813, ..., 81n, todos reais, sdo chamados coeficientes e
b, também real é o termo independente da equacio.

Exemplos

19) 3%, + 4%, - 53 - x4=5
29 2, - x; - x3=0

3%} 0xy + Ox, + Ox3 = 4
49)0x; + Ox; + Ox3 + Oxq = 0

Observemos que ndo sdo lineares as equagdes:

19) 2x3 + 4x, + x3= 0
2-01 2X1X2+X3+X4= 3
39) x; V' Xg - x5 = 4.

89. Solugdo de uma equagdo linear

Dizemos gue a segliéncia ou énupla ordenada de nlmeros reais
(al, Qa, O3, ooy an)
é uma solucdo da equacdo linear

apx; tapx; tagxgt o tanx, =b

se  ap oy +apa taezt ...+ ana, =b for uma sentenca verdadeira.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Exemplos Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/ an ar 413 31n X1 b,
0 . ~ -
19) Seja a equagdo linear ay; @y dy .. a8 Xy b,

2%, + 3%x; - X3+ X4=3 a3 43 833 .. d3n X3 b3
a sequéncia (1, 2, 3, -2) é solugio, pois 2. (N +3.({2)-(3}+(-2)=3 é

sentenca verdadeira, porém a seqiigncia (1, 1, 2, 1) ndo é solugdo, pois 2. (1) + | e
+3(1) -(2) + (1) = 3 é sentenga falsa.

29) Seja a equacgdo linear

Exemplos
Ox +0y +0z =0 - :
19) O sistema linear
é tacil observar que qualquer tripla ordenada {o;, oy, a3) é solugdo da equacio.
{2x +3y -4
Sy
. ~ . X - y = 2
39) Seja a equacido linear
pode ser escrito na forma matricial
Ox + 0y +0z+0t=2

2 3 X 4
é facil observar que qualquer quadrupla ordenada {a;, o, @3, a4) ndo satisfaz =
a equagdo, pois T -1 Y 2
Oa; + Oay + Ocs + Oag = 2 29) O sistema linear
3x+y-z=4
é sentenca falsa Vay, ¥ o, Va3, Vo, Sz 2x + By +72=0
pode ser escrito na forma matricial
90. Sistema linear 3 1 -1 4
= Yy =
E um conjunto de m {m > 1) equagdes lineares, nas incognitas x;, x,, 2 5 7 . 0

X3, ..., Xp. Assim, 0O sistema

39) O sistema linear
axy tapxy tapxst . tapx, =by

x+y=4
aiXy tagnXy +anXst .. FanX, = by S 43 - v =1
S a31X; t 33Xy t a33xX3y * ..t @3 Xy = b3 3 ¥

2x -y =0
am1 X1+ A X2 ¥ am3Xat .. + 8mnXn= bm pode ser escrito na forma matricial
- 1 1 4

é linear.
s . . 3 -1 = (1
Lembrando a definicdo de produto de matrizes, notemos que o sistema v

linear S pode ser escrito na forma matricial. _ 2 1 0

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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91. Solucdo de um sistema linear

* 93, Sistema linear homggg‘neo
I

Para mais, acesse: http://fuvestigtiar.com.

Dizemos que a seqlidncia ou &nupla ordenada de reais (a;, a, o3, ...,
an) € solugdo de um sistema linear S, se for solugdo de todas as equacdes
de S, isto é

apn o +oapoy tazay *.. T ape, = by (sentenca verdadeira)
an oy tapa tasay tootape, = by {sentenca verdadeira)
a3 tanop taga; t..+oaza, = by {sentenca verdadeira)
A1+ 3ma + ama@s+ ... + AmnQn = by (sentenca verdadeira)
Exemplos

19) O sistema

x+ty+tz==8
S Xty ~z=1
Ix-yt+tz=4

admite como solugdo a tripla ordenada (1. 2. 3) pois

1+2+3=6 (sentenca verdadeira)
2:1+2-3-=1 (sentenca verdadeira)
3-1-2+3=24 (sentenca verdadeira)

S ndo admite, porém, como solugdo a tripla (-5, 11, 0) pois

-5+ 11 +0=6 (sentenga verdadeira)
2(-5) + 11 - 0 =1 (sentenca verdadeira)
3-(-5) - 11 + 0 = 4 (sentenca falsa)

29} O sistema linear

Xx+2y +3z2 -5
S X-y +4z =1
Ox +0y +0z =686

ndo admite solugdo, pois a Gltima equacdo ndo & satisfeita por nenhuma tripla
(0!1, s, Q’3).

92. Observag¢io

Se_um sistema linear S, tiver pelo menos uma solugdo diremos que ele é

possivel ou compativel (¢ o caso_do exemplo 19); caso ndo tenha nenhuma
solucdo, diremos que S é impossivel ou incompativel (€ o caso do exemplo 29)

Chamamos de sistema linear homogéneo todo aquele em que o termo
independente de todas as equacdes vale zero.

Exemplos

Ix+4y+ z4+ t=0
s X+ty+tz=20 s 3x - y-32=0
! 2x -y +z=0 2 x+2y + z-3t=0

4 -z +t =0

E facil notar que um sistema linear homogéneo admite sempre como solucio
a seqiéncia (o, @y, 03, ..., Gul onde a; = 0, ¥ i € {1, 2, 3, .., n}.

Nos exemplos dados temos:

(0, 0, 0) é solugdo de S,
{0, 0, 0, 0} ¢ solugio de S,.
94. Matrizes de um sistema

Dado um sistema linear S de m equaces e n incognitas, consideremos as
matrizes:

ay ap a3 ain
as a2 23 n
A=ay a3 33 3n
| 3m1 3mz  am3 34mn |

an ag a3 An b,

ay az) az3 An b,

e B =| ay a3 a3 a3n by

| 3m1 @mz  3m3 Amn bm__

A ¢ chamada matriz incompleta do sistema e B, matriz completa,

Notemos que B foi obtida a partir. de A, acrescentando-se a esta a coluna
formada pelos termos independentes das equacdes do sistema.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Exemplos

s, {2x+y
X -y
3x -y
S2
4x + vy

EXERCICIOS
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D.257 Dizer quais das equagdes abaixo sdo lineares:

Al xy - xg + x3-2xg= 3
b} x; + mxy + x% = n onde mi e n sdo constantes dadas

.6 x -2y +3z-=4
d} agxg + azx% + a3xg = b, onde a e b sdo constantes dadas
e} 2x; + log x3 + x3 = log 2

MY -xp %y - 3x3 - xq - x5 = 0

/grﬁxl + \/;xz +x3=5

B xg 4 3xp - 4xg + Bxg = 10 - 2xg

D.268 Verificar se {2, 0, -3) é solugdo de 2x; + Bxy + 2x3 = -2,

D.259 Verificar se (1, 1, -1, -1} é solugdo de 5xy - 10x3 - x3 + 2x4 = O,

D.260 Encontrar uma solugdo para a equagio linear 2x; - x3 - X3 = 0, diferente da solu¢do

(0, 0, Ok
D.261 Escrever na forma matricial os seguintes sistemas:

a) X-y+z=2
~x +2y +22 =5

Bx -y + bz = 1

3x -5y +4z -t =8
2x +y ~ 22 = -3
-x -2y + 2 -3t =1
-Bbx -y + 6t =4

I
~

abx-b2v+mz=f 4x + /3y + 2z =56

"
W =

ax - by + 2z
azx—by+z

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

D.262 Quais sdo 0s sistemnas correspondentes ds representacdes matriciais?

a) 2 4 9 x 0
-1 0 -1 «ly|[=1]10
3 7 3 F4 4]

c) a b a®
X
c d]j- = | ab
Y
e f b2
b) 1 2 0 X 1
0 sy = |
-1 0 z 2

D.263 Verificar se {0, -3, -4) ¢ solugdo do sistema
x+ y-z=1

2x - y t+tz = -1
x+2y +z=2

D.264 Verificar se {1, 0, -2, 1} ¢ solugdo do sistema
5x + 3y -2z -4t =56

2x - 4y +3z - 5t = -9
-x + 2y -5z + 3t =12

D.265 Construir as matrizes incompleta e completa dos sistemas:

a) 3x -2y = 4
-2x+ y =0
x +4y = -1
b) 2x + 4y - z =2
-x -3y -2z=4
3x - y +4z = -3
c) ax -y + bz =¢

alx + abz = d onde, a, b, ¢, d, e sdo dados.

x+y-z=3-1

-x -y -2z=1-3

c){

e) 2x - 3y =7
-x + 4y =1
2x -y = 2

9){

bx + 3z =7 +1t

120-D

b){
ax + by +cz = d d [ V2x -3y + 22
-mx + ny = e +7y -z =0
f){
h){

{sena) x - {(senb) y = 1 d)
(cosb) x + (2cosa) v = -1

{senb) x - (3cosa) y = -2

onde a, b, sio constantes dadas.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Il. TEOREMA DE CRAMER

Consideremos um sistema linear onde o namero de equagdes ¢ igual ao
nGmero de incognitas (isto é, m — n). Nestas condicBes, A é matriz quadrada;
seja D = det (A).

95. Teorema

Seja S um sistema linear dom nimero de equagBes igual ao de incdgnitas.

Se D # 0, entdo o sistema serd possivel e terd sojugdo tnica {oy, &, G,
..., Qn), tal que

aa=% ¥ie {1,723 .., n}

onde D; é o determinante da matriz obtida de A, substituindo-se a i'ésima
coluna pela coluna dos termos independentes das equagdes do sistema.

Demanstracéo
Consideremos o sistema:
an Xy tapxg *apxyt . tanxy = by
ay Xy +apXy *apxXyt ... tamxy, = by
S azyX) *a;xXy ta;xs ... tamxy, = b

anX; tapXy + anaXa T o+ 8nnXp = bp

Consideremos as matrizes

[ — [ - —
dit a1z i ain le bl
ay an dgj azn Xy b,
A = a3 d3p dszi azn |- X = X3 e C= b3
Lanl anz . anj aan an Lbn

O sistema S pode ser escrito na forma matricial A - X = C. Provemos que
tal equacdo matricial admite solugdo Unica.

Por hipotese, D # 0, logo 3 A~!. Consideremos a matriz Xo=A'1.Ce
provemos que ela é solu¢do da equagdo matricial AX = C.

Para mais, acesse: http://fuvestibular comBe fato:

AlAT.C)=(A-AT).C=1,-C=C

o que prova a existéncia da solugdo Xg = Al.C
Para provarmos que Xo = A~l. C é solugdo unica, admitamos que AX = C
tenha outra solugdo X, isto é AX; = C.

Entdo: X; = InX; = (A7PAY X, = ATHAX) = ATIC = X,.
Concluimos, assim, que X, é efetivamente solugdo unica de AX = C.

Por outro lado, jd@ vimos que A~! pode ser calculada pela férmula
i

An  An Ay e Ay |
A An An .. Ap
- 1 = 1
ATl = 5 'A=3 Az A Ay Ans
i Aipn Ay Agg Ann ]

onde Ajj é o cofator do elemento aj; da matriz A.

Logo

B .
Au  Au Ag Ant || bs
AL An Ay Anz b,
Xo — A—l . C = I_;I)_ ........................
Alu A2| A3i Anl bl
| Aln A2n A:*)n Ann ] L bn B
Tendo em conta que: Moy
[£5]
Xo = 3
Qn

concluimos que o; é dado por @ = -115 (Aiby + Agiby + Agibs + ... + Anibn)

1
D

b, - D
D

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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97.

D.267 Resolver os sistermas abaixo

Exemplo Para mais, acesse: http://fuvestibular gomé?r/ X+ y- z-0
X - y=-2z=1
Seja o sistema X+ + z-4
x+y+z= 6 1 ! L c) 3x -2y + z=2
X-y-2z=-4 temos: D=1 -t -1 =-4+#0 -4y + 3z = -2
3x + 2y = §§_
2x -y +tz=1 2 1 1 15
Logo, o sistema tem solu¢do Unica. Determinemos esta solucdo D.268 (MAPOFEL-75) — Resolver,

6 1 1 1 6 1
D,=||-4] -1 -1 | =-4 Dy=| 1 {-4| -1 |=-12,
11 -1 1 2 1 1
1 1 6
Dy= |1 -1 |-4|]|= -8
2 -1 1
D -4 D -12 -8
L : = -1 - _7 - 1’ = 22 = = J3; = -3 -2 =
0go X B 7 Y D 2 ) 2

Portanto a solugdo unica do sistema é {1, 3, 2).

Observagao

Os sistemas lineares que tém solucdo dnica sdo chamados possiveis e deter-

x ty

=1

“2x + 3y - 32 = 2

x t+ z

D.269 Resolver o sistema pela

=1

x+tyt+tz=1

2x -y
3z + 2

Solugdo

Admitindo 3z + 2 £ 0

z + 1

2x +y

=1

minados.

EXERCICIOS

D.266 Resolver os sistemas pela regra de Cramer

a) -X
3x

c) 3x

e) x

124-D

-4y =0
+ 2y =5
~y*+r z=1
3z = -1
+y~2z=17
ty+tz+t=1
-y +z = 2
+ty~-z-t=0

b}{

d}

f)

2x

-X

3x

-x
2x

R
+ 3y

- 3y

I

2

-3
z="5
4z = 4
2z =
z+ t
z
z- t
z+ 2t =

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

b)

d)

apiicando a

regra de Cramer

~X
2x

t v

Y

+ 3y

X+ vy
+ 2y

x

2x
-4x

Y

oy

+

z=1
z =1
2z =0
z+ t

t
z~ t

regra de Cramer, o

e 2x + y # 0, temos:

1

2% -y
=T =1 =2 2x ~y =32+ 2> 2x -y - =2
3 %3 Y y - 3z
z + 1
——— =1 z+1 =2xty+s=>2xty-z
2x+y
entdo, temos o seguinte sisterma
Xty + z=1
2x -y -3z =2
2x ty - z=1
1 1 1
D= 2 -1 -3 =10-6=4+*0
2 1 -1
1 1
D, - 1 -3 |-8=x-DPx
D
1 -1
1 1 1
Dy=| 2 [2] -3 | =586=y-0by
D
2 1] -1

seguinte sistema:
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11 [
D3y =| 2 -1 |2||=3 =»2-Pz _3
D 4 -

1|1

Notemosqu932+2=%+2:,£0 e 2x+y:3+(—%)7&0.

3.

A solucdo do sistema é (i, - E.
2 4’ 4

D.270 Caicular o valor de y no sistema

Xt2y  Zx-y
=3t - 1 z -2t
x—22:3!-1:
t -y 2z -y

D.271 Resolver ¢ sistema, pela regra de Cramer

2 1_1:_1
X 2 2
B
X v z
3.2+ 4
X v z
Sugestdo: fa(}a1_=x',.1_:y', 1 =z,
X y z

D.272 Mastrar que o sistema abaixo tem solugdo Gnica
2x - y+2z2=23
3x + 2y -~z =1
Bx - y =7

D.273 Sendo a uma constante real, resolver o sistema:

X +*sena - y - cosa = -cos 2a
Xx-cosa + y+sena = senZa

I1l. SISTEMAS ESCALONADOS

98.

Definicdo

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

Dado um sistema linear

a5 X; +apXxy tapxy o
az Xy toagxy tanxyt ..
S az Xy toagxy tasx;g o

+tamxn = by
+ axn = by
+ agpnXp = by

Am1 X Y amaXy Famaxst ..t ameXn = by

onde em cada equacdo existe pelo menos um coeficiente ndo nulo, diremos que
S esta na forma escalonada, se o nimero de coeficientes nulos, antes do primeiro
coeficiente ndo nulo, aumenta de equacdo para equacio.

99,

O teorema de Cramer tem um interesse mais tedrico do que pratico; quando
o numero de equagdes é muito grande, fica bastante trabalhoso resolver o sistema
através de sua aplicagdo. Por exemplo, num sistema de 5 equacdes a 5 incagnitas
teremos de calcular 6 determinantes de ordem 5. QO método de resolucdo que

veremos agora é mais simples, embora em alguns de seus aspectos teéricos tenhamos

que usar o teorema de Cramer.

126-D

Exemplos
X +y+3z=1
Sl Yy - z =4
22 =0
4 -~y +z 4+t +w =1
82 Z—t+W=O
2t - w =1
g X ~4y + z =5
3 2y -z =0

Resolugdo de um sistema na forma escalonada
Ha dois tipos de sistemas escalonados a considerar

19 tipo) numero de equacdes igual ac nimero de incognitas.

Nesse caso o sistema S tera a forma:

ap Xy ¥a;ex; tasXagt o tanpXs =
a2%2 T axX3y t ..

S azzxz + ...

+ anXn = by
+ 8anXp = b3

onde aj; # 0,%¥i€{1,2, 3, ....nk

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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A matriz incompleta do sistema & a matriz triangular:

Para resolvermos tal sistema, podemos tomar as incoégnitas que ndo aparecem

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br7

[ 4 852 313 .. ap, ]

0 822 a3 -« a8

A= 0 0 EEE) e asn
L 0 0 0 4nn |

D = det(A) = .

o ( .) dauazz 333 * -+ 3nn # 0, logo, pelo teorema de Cramer S é possivel

reso,ve";"na 0. Qs valores a;, a3, @3, ..., a, da solugdo podem ser obtidos
endo-se o sistema por substituicdo. Partindo da Gltima equacdo, obtemos

. . o
ni €m seguida, substituindo esse valor na equagdo anterior, obtemos x Re-
petindo-se esse procedimento vamos obtendo Xn—2, Xp_3 X3, X5, X "

—2r Ap_3+ ey r Ry 1-
Exemplo

X+2y- z+3t=6 ()
y+3z- t=-5 ()

Bz + 7t = 21 (111)

2t=6 (V)

Temos:
em (IV) 2t=6=> t=3
em (i) 52+21=21=2562=0=> z-0
em {ll}] y+3.0-3=-5-= y = -2
em (I} x-4-0+9=6=> x-=1

Portanto a solugdo do sisterna é (1, -2, 0, 3).

O . . .
22 tipo) ndmero de équacoes e menor que o ntmero de incognitas,

Nesse caso o sistema S sers do tipo:

anXy * Xy *apxy + .. +tagx, = b,
22X+ o + o+ GmXn = by (= 2)

com m < p,

no comeco de nenhuma das equacdes {(chamadas varidveis livres) e transpo-las
para o segundo membro. O novo sistema assim obtido pode ser visto como sendo
um sistema contendo apenas as incognitas do primeiro membro das equagdes.
Nesse caso, atribuindo valores a cada uma das incognitas do 29 membro, teremos
um sistema do 19 tipo, portanto, determinado; resolvendo-o, obteremos uma
solucio do sistema. Se atribuirmos outros valores as incdgnitas do 29 membro,
teremos outro sistema, também determinado; resolvendo-o, obteremos outra
solucdio do sistema. Como esse procedimento, de atribuir valores as incognitas
do 29 membro pode se estender indefinidamente, segue-se que podemos extrair
do sistema originai, um nOmero infinito de salugBes. Um tal sistema é dito,
possivel e indeterminado. Chama-se grau de indeterminacdo o numero de varidveis
livres do sistema, isto €, n - m.

Exemplos
19 [ x-y+z
y - 2

ﬁ H‘nica variavel livre é z (ndo aparece no come¢o de nenhuma equagdo).
Transpondo z para o 2¢ membro das equagoes teremos O sistema:

4 -2
2+z

non
N B

X -y
y

Fazendo z = a (onde @ € um namero reat) teremos

X -y=4-a« @
y=2+a @

O sistema ¢ agora do 19 tipo (determinado), para cada valor de a.
Resolvendo, '

@ ye=2+a
em @ X-2-0=4-a=>x=6

Portanto, as soluces do sistema sdo as triplas ordenadas do tipo {6; 2 + &; )
onde & € iR, Eis aigumas:

It

a=1— (6 3, 1)

a =-71— (6, -5, -7)
@=0-— (6,2 00
o 5 1
a——i“"*(ﬁ; 2: 2)

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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29){ Xty-z- t=0 D.275 Resolver os sisternas abaixo.
+ =
3 2 4 Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.lay X+t 3y -z=1 b} X+ 4y -z =2
A idveic i = 2y +z =2 vy+z=3
LS vanidveis livres sdo v e 1; transpondo-as para o 20 membro_das equacs 52 = 10
teremos o sistemy
o c) 3x - 2y + 4z = 2 d) 2x -3y +z - t=4
X -Z=-y+ t - y+3z=-3 y-z+2t=3
3z= 4-2t 72 =0 3z+ t=2
= = = . . e) ax + by = ¢ f) x+2y - z+ t=1
Fazendo y = a e t = B (a e § sdo nimeros reais) teremos { my - n Y+ 3r-2t2
X-2z=-a+ § @ onde, a, b, ¢, m, n sdo dados e
azF0em#0.
3z= 4-28 @
O sistema é agora do 19 tipo (determinado), para cada valor de o e de f.
Resolvendo,
4 - 28
@ z = T3 IV. SISTEMAS EQUIVALENTES

ESCALONAMENTO DE UM SISTEMA -

em (1) x—i%=-a+ﬁ¢x=“4-32ﬁ Cwtfox. Batfra
3

; i ‘ 100. Definigdo
ortanio, as solucdes do sistema sdo as quadruplas ordenadas do tipo

-3a +3+ 4 - .
(—+; a: :13‘26; Blonde «a € R e B& R. Ejs algumas: Dizemos que dois sistemas lineares S; e S, sdo equivalentes, se toda solugdo
de S, for solugdo de S; e toda solugdo de S, for solugio de S;.

_ 4 4
x=0e =0 > (3.‘0. —; 0) Exemplo
5 x+2y =3
a=1¢ef=2= (1:1,0:2) P2+ y =1
a=-1eff=3 -» (19;_1;__2_;3}
3 3 S X + 2\/ =3
2 -3y =-b
EXERCICIOS S; e 5, sdo equwa1|ent§s, pois ambos sdo determinados (D # 0, nos dois) e admitem
como solugdo (- —; =).
.274 Quais dos sistemas abaixo estdo na forma escalonada? 33
. al X -2y +3 5/"b) Ja que sistemas equivalentes tém as mesmas solugbes (ou ambos ndo tem
i - Z = i . - - - . P . . -
{ S X 3: ; 2; * 2: - 2 ¢ 2x - 3y =0 nenhumal, o que iremos fazer é transformar um sistema linear qualgquer num
- 2+t _ 2 2: : 3 :? outro equivalente, mas na forma escalonada. lsto porque sistemas na forma
= 7 -

escalonada sfo faceis de serem resolvidos. Precisamos, entdo, saber que recursos
d) (o .y usar para transformar um sistema S; num outro equivalente S,, na forma escalo-
{3x+22:~2 @/’{ZX- t=1 ) {Zx

TVt oz t= nada. Estes recursos sdo dados por dois teoremas que veremos a seguir,
Bz - 2t = 3 5z - 2t - 3

Yy -3 =1

: sse: ves E m.br/
130-D Para mais, acesse: http://fuvestibular.co
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101. Teorema 1

Colocando {ay, a5, .., an} no 19 membro da i'ésima equagdo de S,

Para mais, acesse: http://fuvestibulperermos’:

*Multiplicando-se 0s membros de uma equacdo qualquer de um sistema li-

near S, por um namero K # 0, o novo sistema S’ obtido, serd equivalente a 3™

Demonstragdo
Seja
anX; *fapXy *..tagnpxy =b
A31 Xy * apXz t ..t amXn = by
S
ajp Xy *aipxy t ..t ainXn = b
ama X1 + am2X2+ . T amnXpn = bm ~
-

Multiplicando a i‘ésima equagdo de S por K # O obteremos o sistema:

IR + djy Xsy + .., + AnXp = bl
az Xy ¥t anXxy t .. *tangx, =b;

S'
Ka“ )(1+ Kai2X2 + ...+ Ka;nxn = Kb|

A dnica diferenca entre S e S é a i"ésima equagdo. Portanto devemos nos
preocupar apenas com ela.

a) Suponhamos que {o, @, ..., @y) é uma solucdo de S. Provemos que
ela também serd solucdo de §'.

De fato: por hipOtese, ajj; + ajpoy t ... + anany = by,
Colocando (o), &y, ..., @,) no 19 membro da i'ésima equacdo de S,

teremos: Kaj o, + Kapap + ... + Kajpan = Klajap + apas + ..+ ajpap) = Kb
A iy

~
bj {por hipbtese}

0 que prova que {a;, o, .., @) satisfaz a i'ésima equacio de S’. Logo
{oy, @y, ..., &) € solucdo de S'.

b) Suponhamos agora que (o, a5, ..., &) é uma solucdo de S’ e provemos
que ela também serd solucdc de S.

De fato: por hipotese, Kaja; + Kajpoy + ... + Kajpon = Kby

K K K
EHES] + djz (o + ...+ Ainln = — a1 & + *K‘ Aty + ...+ R‘ainan =
| +o+ K 1= 1 .k.b
= — [Kaja; + Kajpay + .. ainnl = + K+ bj = by
K , K

Kb; {por hipatese)

o que prova que (ay, o, .., &,) satisfaz a i'ésima equagdo de S. Logo
(ay, @y, ..., ay) é solugdo de S.

102. Teorema 2

“Se substituirmos uma eguagé’o de um sistema linear SE Eela soma membro

om na_outra 0 _NOVQ AIMAa O

Demonstracdo
Seja
anpnXy tapx: *.otangx, =by
ay Xy tanx, t .. t+apxy =b
S ajpx; tapxy t .. tapxy =Db
ajixy tapxy to.tagpx, =y

Substituindo a i'ésima equacdo de S, pela soma membro a membro, dela
com a j'ésima equacdo, obteremos o sistema:

((anXp T apx, * .. tapnpxy =b;
ay Xy tamXz t..tagx, =b

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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A Gnica diferenca entre S e S é a i'ésima equagao. Portanto devemos nos 103. Escalonamento de um sistema
preocupar apenas com ela. Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
Para escalonarmos um sistema, teremos que seguir varios passos, todos eles
a) Suponhamos que {ay, @y, .., an) é solugdo de S e provemos que ela baseados nos teoremas 1 e 2 .
também serd solugio de S

ip6 19 Passo
De fato, por hipdtese:
Colocamos como 12 equacio aquela em que o coeficiente da 12 incognita
aiya; + apoy t ..+ apay = by (1)

seja diferente de zero.

ajjay + apay + ...t 8 = b {1

- - 0
Colocando {&,, &3, ..., Gn) NO 19 membro da i'ésima equacdo de &', 29 Passo
teremos: Anulamos o _coeficiente da 12 incognita de todas as equacgGes (com excecdo

da 19} substituindo a i‘ésima equacdo (i = 2} pela soma da mesma com a 13
multiplicada_por um ndmero_conveni X

(a + ay)a; + {ajg + aplay + .. + (ain + Ajn)an =
i1 1 j
= (ailoc, + ajp 0y + .t Binﬂ_g) + (ajlal + 312052 + .t ainan) = b + bj

b; {por hi\;()c')tese (m bj {por hipétese {1 39 Passo
o que prova que {a;, & a.) satisfaz a i‘ésima equagdo de S'. Logo Deixamos de lado a 128 equacio e aplicamos o 19 e 22 passos nas equagdes
1 2t n
A 2 ’ a[‘lteSL
{0, g, -, On) é solugdo de S, <Lestantes,
%o de § op
b) Suponhamos agora que (o, @y, ..., an) é solucdo de S, e provemos que 42 Passo
ela também serd solucdo de S. Deixamos de Iado‘ ald e'2§ equagbes e aplicamos o 19 e 20 passos nas
hipd equacdes restantes, e assim por diante, até o sistema ficar escalonado, Os ﬁ&ﬁmﬂlﬂﬁ
De fato, por hipdtese e — -

{aj, + ajlog + (ajp + aplog + .. {@jn + ajplan = by + b; (n
e

g tapay o + ajpan = bj (1) 104. Exemplos

Das igualdades {1} e (I1), concluimos que: aij &y + ajp0y + ... + indn = bj . _
o que prova que (a;, oy, .., oq) satisfaz a i’ésima equacdo de S. Logo 19} Vamos escalonar o sistema
{ay, 03, ..., &) & solugdo de S. x+2y+ 229
S<{2x+ y- z=23
3x - y-2z=-4

Exemplo
Os sistemas: Temos:
2x+y+32:4) 2x +y +3z=4 x+2y+z=9‘/@
si[x-ve2e-1) ¢ s¢[3  +52=5| : et y- 23
4x +y + z =0 4x +y + z=20 3x - y-2z=-4
sio equivalentes, pois S foi obtido a partir de S, substituindo a 22 equacdo, pela Substitufmos a2 2% equacdo pela soma da mesma com a 12 multiplicada
soma membro a membro dela com a 12 equacﬁo. - por -2

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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xt+t2y + z=9
-3y - 3z = -15
- y-2=-4

substitufmos a 38 equacdo pela soma da mesma com a 13 multiplicada por -3

Tx+2y+ z=9 4/@
-3y -3z=-15

- 7y - bz = =31

1l

multiplicamos a 22 equagio por -

x+t2y + z=9 ‘
y+ z=56 (:)
- 7y - Bz = -31

substituimos a 3% equacdo pela soma da mesma com a 2% multiplicada por 7.

Xx+2y + z=09
y+ z=5
2z = 4

O sistema agora estd na forma escalonada. Como ele é do 19 tipo (nGmero
de equacdes igual ao de incognitas}, segue-se que e possivel e determinado.
29) Vamos escalonar o sistema

x+ y-3z+ t=1
SI{3x+3y+ z+2t=0
2x + y+ z-2t=4

Temos:

x+ y-3z+ t 1‘@
3x +3y + z+2t=0
4

2x + y+ z- 2t

substitufmos a 22 equagdo pela soma da mesma com a 12 multiplicada por -3.

x+y-3z+ t=1
10z - t=-

2x +y + z -2t =4

substituimos a 32 equagdo pela soma da mesma com a 12 multiplicada por -2,

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

xty-3z+ t=1
10z - t
-y t+ 7z - 4t

i
Ny )
w

Permutamos a 28 com a 32 equacdo.

x+ty-3z+ t=1
-y +T7z-4t=2
10z - t=-3

O sistema agora estad na forma escalonada. Como ele é do 29 tipo {ndmero
de equagbes menor que o de incdgnitas), segue-se que é possivel e indeterminado.

39) Vamos escalonar o sistema

X- y+tz=4
S<{3x+2y +z=0
bx + by +z = -4

Temos:

X - y+z=4‘@
3x +2y +z =0
-4

bx + By + 2z

1l

substituimos a 22 equacdo pela soma da mesma com a 12 multiplicada por -3.

X- y+ z=4
by - 2z = -12
bx + by + z = -4

substituimos a 32 equagio pela soma da mesma com a 13 multiplicada por -5.

x-yt+ z=4
by - 2z =-12
10y - 4z = -24

substituimos a 32 equacdo, pela soma da mesma com a 22 multiplicada por -2.

x-y+ z=4
By - 2z = -12
Oy +0z=0

A (ltima equacdo pode ser abandonada, pois ela é satisfeita para quaisquer
valores das incognitas e ndo dd nenhuma informagéo a respeito de x, y e z.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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X-y+ z 4 105. Observac;ﬁes
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
By - 2z = -12 P [

1. Se, ao escalonarmos um sistema, ocorrer uma equa¢ado do tipo

O sistema agora estd na forma escalonada. Como ele é do 29 tipo (nGmero
de equagbes menor que o de incAgnitas),
nado.

Ox; +0x, + ... +0xy =0

segue-se que é possivel e indetermi- i L . o
esta deverd ser suprimida do sistema (ver exemplo 39).

2. Se, a0 escalonarmos um sistema, ocorrer uma equagdo do tipo
49) Vamos escalonar o sistema

Ox; + Ox; + ... + Ox, = b (com b # Q) *
+ = - . . ’
X dy 8 o sistema serd, evidentemente, impossivel (ver exemplo 49).
S X - y=15 .
10x - 12y = 7

3. Com relacdo ao numero de solucGes que um sistema apresenta, ele pode ser

classificado em:
determinado {uma dnica solugdo)
p055|'VeI<
indeterminado (infinitas solugdes)

Temos: ———————
impossivel (nenhuma solucdo)

X+ 4y = —84@
3x - y =15 sistema /
10x - 12y = 7 \

substituimos a 2% equacdo pela soma da mesma com a 12 multiplicada por -3.

EXERCICIOS
x + dy = -8 @ D.276 Escalonar e classificar os sistemas abaixo:
" 13y =39 al Xx+5y =3 b) x+ly-—2
10x - 12y = 7 2x - 3y = 5 2

2x + y=4

substituimo a 5 - ) ]
s a 37 equacio pela soma da mesma com a 13 multiplicada por -10. D.277 Escalonar, classificar e resolver o sisterna abaixo.

X+ 4y = -8 x+t y=3

3x - 2y = -1
—13y=39 2x—3x:—4
- b2y = 87
D.278 Escalonar, classificar e resolver os sistemas:
substituimos a 3 equago pela soma da mesma com a 22 multiplicada por -4, S P Ll ia e
X -2y ¥ z=-2 x -2y + z-2t=0
X+ 4y - -8 ¢ x + 3y +2z2=2 di x+t y- z+ t=1
- 13y =39 3 + 5y + 4z = 4 3 - y-22+ t=2
Oy = -69 . 6x + 3y + 4z = -10 -x -2y + 3z + 2t = -1
e) x+ty+tz+rt=1 f) x -2y -32=5
Notemos que a 32 equacdo néio é satisfeita por nenhum valor de X e vy. y +z+1=-1 -3: 1 gz f 2; z g
Logo o sistema é impossivel. 2: ; z J: 2t i ?1

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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D.279 (ITA-48) Resolver o sistema
bx - 2y + 3z =2

3 + y + 4z = -1
4x - 3y + z =3

D.280 (FAM-65) Resolver o seguinte sistema de equacdes
3x + 6y + 27 = 26
x-Ty+ z=-16
bx - y + 3z =14

D.281 Discutir o sistema abaixo

ax + 3ay = 0
2x + ay = 4
Solugdo

I. Sabemos que se

a 3a
2 a

D =

’ #0,

o sistema tem solugdo Gnica (Teorema de Cramer). Assim, os valores de a para os

p.282 Discutir o sistema abaixo
Para mais, acesse: http://fuvestibular gom.b{ X - y=2

2x +ay = b
Solugdo
. Se
|
D = #* 0,
2 a

pelo Teorema de Cramer o sistema tem solugdo unica. Se D = 0, o sistema poderd

ser indeterminado ou impossivel. Examinemos este caso.

T
2 a

—a+2=0= a=-2

1. Se a = -2, o sistema fica:

X - y=2 - - y=2
2x -2y = b Ox +0y =b -4
b - 4 = 0 — sistema possivel indeterminado

entdo se _ ) )
b - 4 # 0 — sisterna impossivel

quais D = O s30 os que tornam o sistema indeterminado ou impossivel. Examinemos

este caso:

a=0
= a2 - Ba =ala -6 = 0= ou
a=26

a 3a
2 a

1l. Se a = 0, o sistema fica:

Ox + Oy = 0

2x + 0y = 4 X =2 ey éaquaquer.

Logo, o sistema é indeterminado.

. Se a = 6, o sistema fica:

H
N O

6x + 18y = 0 N x t+ 3y
2x + 6By - 4 {x + 3y
Escalonando vem:

x+ 3y =0
Ox + 0y = 2

o sisterna é impossivel.
Resumindo, temos:
a#0 e a6 sistema possive! determinado

a=20 — sistema indeterminado
a==6 — sistema impossivel.

140-D

111, Resumindo, temos:

a F#£ -2 — sistema possivel determinado
a- -2 e b = 4— sistema possivel indeterminado
a=-2e b #4— sistema impossivel.

D.283 Discutir 0s seguintes sistemas nas incognitas x e y:
a X y =3 b){?x-ﬁ—ay:
2x + my = 6 Bx - 3y
c) | -x-2y =-ax
2x tay = vy
D.284 {FEIUC-58) Discutir o sistema

(2a - 1)2x + (422 - 1)y
{4a - 1)x +1{2a + 1}y

+
L}
N

(2a + 12
(4a2 - 1)

segundo os valores de a.

D.285 {(EPUSP-59) Apresente 3 valores de a para 05 quais o sistema:

x ty
alx +y

seja, respectivamente, indeterminado, incompativel, determinado.

a
a

Ih

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

d) ax -y = 1
{a-1)x + 2ay = 4
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D.286 (FEIUC-65) Discutir o sisterma linear nas incognitas X e .
{ mx + oy =1 -m Para mais, acesse: http:/fuvestibular com (§ sistema tem solugdo dnica (Teorema de Cramer). Assim, os valores de m para os
x+my-0 quais D - 0, sdo aqueles que tornam o sistema indeterminado ou impossivel. Resolvamos

o sistema supondo D =+ 0.
D.287 Discutir o sisterna

1 1 1
) £ 0
x + 2y =1 m7
{3x+ay:b D - 1T -1 m |[=mim-1) #0 = e
mo2 1 m #1
D.288 Resolver o sistema
2ax + 3y = 1 ° ! 1
x4+ 2y - b D{ = 2 -1 m = {1 -m)
. -1 2 1
D.289 (EPUSP-62) Obter m, para que o sistema, nas incognitas x, v, z, abaixo, seja compativel.
x+my -{m+ 1)z =1 ! 0 !
mx + 4y +(m - 1)z =3 Dp=| 1 2 m |=0-m
. . . m -1 1
D.290 (MACK -55) Discutir o sistema
mx +y =1 1 1 0
x+y=2 D3 - 1T -1 2 =2{m-1)
X-y=m 2 1
m -
D.291 (ITA-57) Se abed # 0 determinar p e q de modo que o sisterna D 1 D 1 D 2
s U e’ S =3 - <
ax + by = ¢ L. . X7T m:V D m’Z o g
seja indeterminado,
px + aqy = d 1 1 2
Solugdo do sistema (- ., - P
m m' m

D.292 (FAUUSP- 69) Resolver o sisiema

mx by =2 il. Se m = 0, temos:
X -y =m
x+y =2 x+ y+ z=20 x+ y+z=0 x+ y+ z=0
x - y+0z=2 ~ Ox - 2y -z =2 ~ Ox - 2y - 2z =2
D.293 (MAPOFEI-1974) Determinar os valores de a e b para que o sisterna Ox + 2y + z = -1 Ox + 2y + 2z = -1 Ox + Oy + 0z = 1
{ i: 1 Z: i :)2 seja indeterminado, O sistema € impossivel.

1, Se m = 1, temos:
D.294 (MAPOFEI-74} Discutir e resolver o sistema abaixo.

x+ y+z=0 x+ y+ z2=-0
X+t y+t z=0 x- y+z-2 ~ 4 0x -2y +0z=2
x - ytmz=2 x+2y +z=-1 Ox + y + 0z = -1

mx + 2y + z = -1

entdo v = -1 e x = 1 - z; solugds do sistema {1 - «, -1, .

Solugdo

I. Sabemos que se O sistema é possivel indeterminado.
1 1 1 » V. Resumindo temaos:

D= L m #0, m#=0 e m#£1 — sistema possivel determinado
m 2 1 m =1 — sistema possivel indeterminado

m =0 — sistema impossivel
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
142-D
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D.295 Discutir o sistema

ax +y +2z =0

2ax -y + 2z =1
2x +y + 2z =3
Solugao
I. Se
a 1 2
D = 2a -1 2 |#0,
2 1 2

pelo teorema de Cramer o sisterna tem solugdo {nica.
Estudemos o caso em que D = 0,

a 1 2
D = 2a -1 2 |[=-44a+8=0 = a=2
2 1 2

Il. Se a = 2, o sistema fica:
2x +y+2z="n 2x + y+2z=0b
4x - y + 2z = 1 ~ 0-3y-22=1-2b
2x +y + 2z = 3 0=3-b

Se b % 3 — sistema impossivel
b = 3 — sistema possivel indeterminado
1. Resumindo, temos:
a #=2 — sistema possivel determinado

8 =2 e b = 3—> sistema possive! indeterminado
a=2e b#*3— sistema impossivel.

D.296 Discutir, segundo 0s valores do pardmetro m, Os seguintes sistemas:

a) mx + y+ z =1 b) mx + 2y + z = -1
x+my+ z=m x- y+mz=2
x+ y+mz=-2 X+ y+mz=2

D.297 Discutir, segundo os valores do parametro a, 0s seguintes sistemas:

a) x +aly +2) =1 b) [ 4x +y +az = -5
y +alx+z)=a 2x vty - z=a
z+a(x+y):a2 ax t vy = -2

144-D

D.298 Discutir o sistema
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

px - y+2z=0
X+t pz=p
3x + 2y + pz =5

D.299 (ITA-53) Discutir o sistema

mx + y -z=4
x + my +
X -y

I

NN
n
(]

D.300 Discutir o sistema

I
|
N

mx +vy =
=2x ty-z=m
4x +y + mz = -5

D.301 (OURO PRETO-53) Discutir o sistema

mx+ y+ z
Xx+my+ z
X+ yt+tmz=c

n
oo

onde a, b, ¢ sdo diferentes dois a dois e tém soma nula.

D.302 (EPUSP-59) Estudar o sistema linear

J/x+ y+ z=20
X - y+tmz=2
mx + 2y + z =1

L}

D.303 Discutir e resolver o sistema

mx -y +mz=m
2x + mz = 3
mx + my = 2

D.304 Discutir e resolver o sistema
x+my +t+mz=m
X~ y+mz=20
X-my + z2=m

D.305 Discutir e resolver o sistema
x-my+ z=20
2Xx ~ y+mz=3
2x - 2y + mz = 2

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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D.306 (iIME-65) Determinar o valor de a para que o sistema abaixo seja indeterminado.

Para mais, acesse:

x+3y+22=0
2x + by + az = 0
3x + 7y + 2 =0

D.307 (MAPOFEI-75) Determinar o valor de k, para que o sisterna seja indeterminado.

3z -4y =1
4x -~ 22 = 2
2y - 3x =3 - k

D.308 (MAPOFEI-71)

a) Determinar os valores de k, para que tenha solugdo a equacdo matricial,

2 5 -3 x 1
4 10 2|-fyl-|s
6 15 -1 z k

b) Resolver a equagio, na condi¢do do item a.

D.309 (EESCARLOS-53) Estudar o sistema no gual a 6 um parametro real.
x+ y-az=20
ax + y - z2=2-—

x tay - Z = -a
Para quais valores de a o sistema é determinado, impossivel ou indeterminado?
D.310 Mostrar que o sistema:

1
1
1

x+my + {m - 1)z
fm - 1)x +y + mz
mx + {m - 1)y + z

[

¢ determinado para todo m real e ndo nulc.

D.311 (ITA-63) Determinar os valores m e k, de modo que seja possivel e indeterminado o
sistema

i
i
-

X + 2y - mz
3x- yt+t z-=
-2x + 4y - 2z -

I
~ &

D.312 (EEM, IMT-67} Discutir o sistema

2x - y + 3z
-x + 2y - az
ax - ay + 6z = 2

o
oo

http://fuvestibuld I TEMA LINEAR HOMO

106. Conforme vimos em 93, sistema linear homogéneo é aquele em que os ter-
mos independentes de todas as equacGes valem zero, Assim, o sistema

a;;x; + apXxy +... 0+ 8inXp = 0

a3 Xy tapXx; t.. o+ anX,

é homogéneo.

Vimos ainda que tal tipo de sistema admite sempre a solugdo {x,, Qy, .., Op)
onde & =0, ¥i € {1, 2, ..., n}, chamada solucdo nula, trivial ou imprcpria.
Portanto um sistema linear homogéneo é sempre possfvel. Se o sistema linear ho-
mogéneo for determinado apresentara apenas uma solugdo (a nula), e se for inde-
terminado apresentard além da solugdo nula, outras solucdes nio nulas, também
chamadas solugcdes proprias.

107. Exemplos

19) O sistema linear homogéno

x-y+2z=0
s 2x+ty- z=0
3x-y+4z=0

bx-y+6z=0

¢ equivalente ao sistema S’ na forma escalonada

X -y +2z2=0
3 3y-5z =0
z=0

Como S’ tem 3 equagdes e 3 incagnitas (19 tipo), segue-se que é determina-
do, logo, a Gnica solugdo de S é {0, 0, 0).

29) O sistema linear homogéneo

11

x+ y-3z2=0
S<4d4x - y+ z=20
2x -3y +7z=0

il

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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é equivalente ao sistema 8’ na forma escalonada,

0
0

x+ty- 32

S By - 13z

Como S’ tem duas equacBes e trés incdgnitas (29 tipo), segue-se que o mes-
mo é possivel e indeterminado.

Para resolvé-lo, consideremos a varidvel livre z, & qual atribuimos o valor
arbitrdrio a € R. Assim, temos:

{x+y 3¢ (D
5y

13¢ (D)
130
() Yy = 5

M M
em X 5 =5

e as solucBes do sistema sdo constituidas pelas triplas ordenadas da forma

it

It

200 . 13«
vt e d [44 |R,
; ; &) onde <

Observemos que, para & = 0, obtemos a solugdo nula do sistema, {0, O, 0).

EXERCICIOS

D.313 Resolver o sistema

n
(=]

2x + 3y - 2
x-4y + 2z
3x+ y-22=0

1l
o

D.314 Resolver o sistema
x+2y- z=0

2x - y+3z=0
4x +3y + 2=0

D.315 (EPUSP} Resalver o sistema:

Bx +4y - 2z =0
Xx+8y+22=0
2%+ y- =0

Para mais, acessejhttp J/fuvestibp 316 MAUA~B4) Resolver o sistema

|

3x +2y - 12z = 0
x=- y+ z=0
2x - 3y + 5z =0

D.317 Discutir, segundo os valores do pardmetro a, o sistema:

il
o

x + 4y - Bz
2x - y +3z =
3x + ay + 2z = 0

o

Solugao
Sendo o numero de equagdes igual ao nimero de incdgnitas, podemos calcular D:

1 4 -5
D=detA=] 2 -1 3| =
3

-9 13
a~-12 17

‘:-153—133+156=3-133

a

Como se trata de sistema homogéneo, so hé duas possibilidades: o sistema é determi-
nado ou indeterminado.

. 3 . ) .
Se D # 0, isto ¢, se a + 3 entdo o sistema & determinado. Neste caso, sO existe a

solugdo imprépria ou trivial: (0, 0, 0).

; 3 o . . .
Se D =0, isto é, se a = 13 entdo o sistema € indeterminado. Neste caso, existem

solugles proprias ou ndo nulas,
D.318 Discutir, segundo os valores do pardmetro m, os sistemas:

al x+my =20 b)
2x + 6y =0

X+ y + F
mx + 3y + Bz
m2x + 9y + 252 = 0

b
c o

D.319 (EEM. IMT-86) Estudar o sistema

kix +y) +2=0
kly + 2} +x =0
kiz + x) +y=0

D.320 (FILO-USP-QUIMICA) Dada o sistema

x + y + z
4x - 2my + 3z =
2x + 6y - 4mz

nor
(==l )

determinar m para que 0 mesmo admita solugdes distintas da trivial e determind-las.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

149-D



D.321 Determinar a, de modo que o sistema
x+ y-az=20
x -2yt z=20
2% - y +taz =20

admita solu¢Ges préprias.

D.322 Determinar k de modo que o sistema

kx + 2y = -z
-y + 3z = 2kx
2x -~ 22 = 3y

admita solug¢des préprias. Determind-las.

D.323 Dado o sistema
, X+ my + 2z

1}
C oo

x + y +2
mx + y + 2z =

determinar m de modo que admita solu¢do prépria e resolvé-lo,

D.324 Para que valores de m o sistema possue solu¢fo prépria?

X +my + 2z =0
-2x + my -4z =0
X - 3y-mz=20

Qual o grau de indeterminagéo?

D.325 Determinar p de modo que 0 sistema tenha solu¢es proprias.

-x + 2y + z2 =0
px + y- z=20
2px + 2y + 3z =0

D.326 (EEM-IMT-68) E dado o sistema

i

—lm o+ 13%; 4+ em - 1)2xp + (em - 1)xg + xg
—{m + 2)3)(1 + (-m - 2)2)(2 + (~m ~ 2)X3 + Xg
Hm + 13%; 4+ (m o+ N2+ im + 1)xy + xg
(M2 + 183x; + (M2 + 1)2x; + (M2 + 1)z + xg4

o
oo 0oQ

Determinar os valores de m (reais), para os quais o sistema admite solucdo diferente

da impropria (triviat).

D.327 (ALVARES PENTEADO-68) Qual o valor de k para que o sistema

X - y- 2=0
2x +ky+ z2=0
X -2y -22-0,

admita solucdo propria?

150-D

ARACTERISTICA DE UMA MATRIZ
R

ara mal acesse:. n uves i)yc‘,f.(og. I
e e A e S P OREMA DE ROUCHE-CAPELL

108. Matriz escalonada

Dada a matriz A = (aj;)mxn, dizemos que A é uma matriz escalonada ou
que estd na forma escalonada se o nlimero de zeros que precedem o primeiro
elemento ndo nulo de uma linha aumenta, linha por linha, até que restem even-
tualmente apenas linhas nulas.

Exemplo

As matrizes A, B, C estdo na forma escalonada.

5 2 3 3 1 2 4 -6
3 4 2 N I . -
014 -2 0 12 0 3
A=|0:2 1 3 B = b C= b o -
b 0 03 0 0 0 1
0 0,3 5, e .
0 0 0 0 0 0 0 0}

109. Matrizes linha-equivalentes

Dizemos que a matriz A’ é /inha-equivalente a matriz A, se A’ for obtida
de A através de uma seqiliéncia finita de operacdes, chamadas operacdes elemen-
tares sobre linhas. Tais operacdes s3o:

1) Troca de posicdo de duas linhas.

2) Multiplicagdo de uma linha qualquer por um ndmero K # Q.

3) Substituicdo de uma linha, pela soma desta com outra qualquer.

Com estas trés operagBes podemos, dada uma matriz A, encontrar uma matriz
A’ na forma escalonada, linha-equivalente a A.

Exemplo

Dada a matriz

1 3 -2 0
4 3 1 1
3 0 0 3

vamos encontrar uma matriz A’ escalonada, iinha-equivalente a A.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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111. Exemplos
Temos

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

B o
13 2 0 ° [2
4 3 1 1 4
L3 0 0 3 A 2
substituicdo da 28 linha pela soma da mesma com a 12 multiplicada por -4. L0
(1 3 2 o] 29)
6 -9 9 1 A=|2
q3 0 0 3] L2
substituigdo da 32 linha pela soma da mesma com a 19 multiplicada por -3. 1
(1 3 2 o] A" =
0 -9 9 1 @ 0
l_0 -8 6 3] 39) 1
substituicdo da 32 linha pela soma da mesma com a 22 multiplicada por - 1. A=12
A 3
1 3 -2 0
0!-9 9 1 !
0 0!-3 2 A=10
- 0
A matriz
1 3 -2 o0
A=(0 -9 9 1 EXERCICIOS

D.32B Determinar as caracteristicas das seguintes matrizes:

¢ uma matriz escalonada linha-equivalente a A.

al| 1 -2

Notemos que as operagcdes elementares sobre linhas de uma matriz A sdo 2 2

analogas as operagOes para o escalonamento de um sistema linear. Tal fato seré evi- 2 4
denciado quando, mais adiante, estudarmos o teorema de Rouché-Capelii.

110. Caracteristica de uma matriz d) 1

3

Seja A uma matriz qualquer e A’ uma matriz escalonada, linha-equivalente 12

a A. Chamamos de caracteristica da matriz A, e indicamos por p (A), ao namero 4 1

de linhas ndo nulas de A’

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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3

=}

-1

{)

5
2] Logo p(A) = 2.

escalonando a matriz A, obteremos

3 4
-1 |, escalonando a matriz A, obteremos
-10
3 4
-1 -9 | Logo, pl{A) = 2.
o O
1T 1 1
2 2|, escalonando a matriz A, obteremos
3 3 3
1 1 1
0 0 0] Logo, plA)=1.
0 0 O

b) 1 2 1

-1 1 1

1 0 1

3 1 1
e) 2 1
-2 0

-2 -1 -3

4 2

c}

-
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9) 1 0 2 0 ppr -t Para mais, acesse: http //fuvestibu‘ldllf%brTTkﬁ?rema de Rouché-Capelli

-2 3 0 1 2 3 1 0
4 -2 1 3 1 02 1 0o Consideremos um sistema linear
3 1 2 3 Ay Xy tapxy, t .+ QnXn = bl
D.329 (EPUSP-58) S anxy tapx; t ..+ aynx, = by

a) O que é caracter(stica de uma matriz?
b} OQual é a caracteristica da matriz abaixo?
— Am1 X1 +am2x2 + ...+ AmnXn = bm

; ° 2 2 Sejam A e B as matrizes incompleta e completa do sistema, isto é:
0 1 0 0 a1 a1 ... 8jy 3813 a4 .. ay, by
o 0o 0 1 A a1 a3 .. ai 8 dy @22 .. a3y bs
D.330 {ITA-62) Justificando a resposta, calcular a caracter(stica da matriz I I
r 1 4 0 mi 3Am2 - Amp 8mi  @m2 amn  bm
4 0 1 O sistema linear S serd possivel se, e somente se, .p{A) = p(B).
4 7 -1 1

: Demonstragdo
D.331 (ITA-64) Qual o valor méximo da caracter{stica de uma matriz 3 % 4?

Suponhamos que S seja possivel e seja S° um sistema escalonado equiva-

D.332 Discutir, segundo os valores do pardmetro a, as caracterfsticas das seguintes matrizes lente a S.
a1 1 a 1 Sejam
1 a 1 a A’: matriz incompleta de 8’
L i1 a2 B’: matriz completa de S,
a

- Por definicdo de matrizes linha-equivalentes,
b | 1

o
o]

A’ é escalonada e linha-equivalente a A
B’ € escalonada e linha-equivalente a B.

| Sendo S possivel, S’ podera ter um dos tipos:
D.333 Determinar m de modo que a caracter(stica da matriz seja igual a 2. anx; + apx, + ..+ ajnXy = b
[ 1 m a ®< a;Xy + ..t ayx, = by onde al;#0, ¥i € {1, 2, ..., n}
2 m b s N S H S PN
[+ 2 \ Bhn¥n = bh
D.334 Determinar m de modo que a caracter(stica da matriz seja 3 ou alyx; + + ajox, = b}
vt @ ayxj + ot aXy = b " (> 2)
1 m 1 m

r ’
ke X t o+ ajnxn = b (r>j e comk < n).
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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s H 3 ' ! Solm,‘Eo
Tanto no caso @ como no ®,o namero de linhas ndo nulas de rhﬂéws?ac%ae: http:/fuvestibular.com.br/

¢ o mesmo. Logo p{A) = p(B). -1 3 -1 403 a1 2

Além disso, se S for do tipo () entio p(A) =p(B) =n ¢ A= 3 1 2 B=| 3 -1 2 1

5 2 2 1 2 2 1 3

se S’ for do tipo @ entdo p(A) = p(B) < n. i
. . . vel Escalonando a matriz completa, vem:
Reciprocamente, se p{A) = p(B) = n, ' serd do tipo % isto €, possive o o . y
- ’ £ H H A5 i - - - - ! -
e determinado. E se p(A) = p(B) < n entdo S serd do tipo Ul), 1sto &, possivel Stz 1.3 -t | 2 1.3 -1 i 2
i - 11 |~ - -

e indeterminado. 3 -2 0 8 -1 17 0 8 -1 | 7
2 2 13 0 8 117 0 0 0o

temos, entdo P(A) = p(B) = 2 < 3, portanto o sistema é possivel indeterminado.

EXERCICIOS
hé-Capelli D.337 Utilizando o teorema de Rouché-Capelli, classificar e resolver os seguintes sistemas:
D.335 Classificar e resolver o sistema abaixo, utilizando o tecrema de Rouche-Cap B (2x- y+ z=4 blf x- y+ z=0
x+ y-22=4 Xx+2y + z=1 2x+ y+ z=1
x+4y -3z =1 x+ y+2z-=-3 bx + 4y - 2z = 1
+ + =2
2+ 2y + 2 c) (3x+4y - z+2t=2 dl (x+ y+z=2
Solugio 2x -~ 2y + z-3t=5 ) X- y+tz=2
) -x +3y +22~ t=3 X + 2y + 2= -1
1 1 2 2x + 7y + z+ t=-1
A=|-1 4 -3|, matriz incompleta do sistema el [-2x + y+ z2=1 I -x+ y+2z=1
X -2yt z=1 2x - y - z =1
2 2 1 X+ y-2z=1 3x +2y - z=2
[+ 1 2 a D338 Utili - o o
} ) . Utilizando o teorema de Rouché-Capelli, classificar os seguintes sistemas:
B=|-1t 4 -3 1], matriz completa do sistema. a) { X+dy -3z +t=1 bl x+y =2 ) x-2y+ 25
Lz 3 1 2 2% + 3y + 22 -t =2 x-y=1 3x ~ y-22=3
x +ty =-1 X~ y- 2z2=0
Determinemos £(A) e p(B). dif2x - y- z=2 e) (3x+2y+32=2 flf x- y- z-2
Escalonando a matriz B obteremos: completa -x +3y -22=4 X~ y- z=-1 { 3x -3y +2z =1
| 11 21 4 Xx+2y -3z =6 2x + y + 22 =1 2x -4y + z = -3
T 1 -2 4 =< |
| ! D.33 i
1 a4 311|~|l0o 5 -5 | 5 .339 (EESCUSP-66) Dado o sistemna
| X+ y+ z =1
|
| —
2 2 1 } 2 0] 0 5 | 6 { X + aZV + z = a2
p{A} = p(B) = 3 = n = sistema possivel determinado. 2x + 2y + (3 - alz = b2 ‘
x+y-22=4 Para que valores de 8 e b esto sistema e:
Sotugdo do sistema { By - 52 =56 a) possivel? b) simplesmente indeterminado? ¢} duplamente indeterminado?
5z = -6 o : 5 Justifique as respostas utilizando o teorema de Rouché.
6 1 9 1 2y 4 solucs
temos: z = -—, y = -—, X =-= portanto (g, -¢, -¢) ¢ solucdo. )
5 Y 5 5 5° 68" 6 D.340 Determinar o valor de k, de modo que o sistema
. 5 i - =1
i i ixo. utilizando o teorema de Rouché-Capelli: X+ 2y *kz
D.336 Classificar o sistema abaixo, kx + 4y - 4z = 2
x +3y - z2=2 2x + y + z = -2k
3x - y +t2z = 13 seja: a) indeterminado b) impossivel
2x + 2y + =

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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EXERCICIOS SUPLEMENTARES Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

P.341 (IME-64) Determinar o valor de X3 que satisfaz ao sistema de equagdes lineares

X3 + xz + x3 + x4 =0
x1(b + ¢ + d) txlatc+d)  +xzlatb+d +txalatbtel =0
x1lbc + bd + cd) + x3(ac + ad + cd)} + x3lab + ad + bd) + x4lab +ac + be) = 0
xjbcd + xqacd + x3abd + xgabe =B

D.342 {EPUSP-60} Para que valores de a sdo equivalentes os sistemas:
x =1 e ax ty=a+1 2
y=1 xty=2
D.343 Resolver o sistema
2X.2¥.2%7.g
3% 3% -39 .9Y
125 + 5% = 52
D.344 Resolver o sistema:

XxX-y+cosC-2-cosB=0
y~2Z*cosA-x-cosC=0
Z-~-x*cosB-y+cosA=0

sendo, A, B e C angulos internos de um tridngulo.

D.345 Resolver o sistema:

loga (x +y +2z)=0
logy ix +2) =1
loga 5 + logy x = logz (y ~ 2)

D.346 (EPUSP-62) Mostre que as retas de equagio
x +ay +az =1 (a &R, varidvel)
cortam-se duas a duas e que entre elas ndo existem trés passando por um mesmo ponto,
D.347 Provar que se o polindmio na variavel x
Plx) = agx" + ayxM=1 + apx2 4+ | 4 5

assume valor numérico zero para n + 1 valores distintos de X; entdo P (x) = Q.

D.348 Achar os polindmios P (x) do 49 grau gue verificam a identidade P(x) = P(1 - x}

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

RESPOSTAS

CAPITULO |

D.1

D.2

al 5 7,9, 11,13,15

b) 3, 6, 12, 24, 48, 96

c) 2, 22, 24,28 216 232

d) 4, 4, -4, -4, 4,4

e) -2, 22, 26, 2%, 2120 270
a) 1,4,7,10,13, 16

b) §, 18, 54, 162, 486, 1458
c) 2, 6, 12, 20, 30, 42

d) -2, 4, -8, 16, ~32, 64

e) 1,8, 27, 64, 125, 216

CAPITULO 1l

D.7
D.8
D.9
D.10
D.12
D.13
D.14
D.16

D.17

D.18
D.25
D.27
D.28

-1, 0, 1), (0,1, 2) ou {1, 2, 3}

{2, 6, 10) ou {10, 6, 2)
0, 0, 0) ou (8, 12, 18)
(-1, 1, 3)ou (3,1, =)
{-9, -4, 1, 6}

3, 7, 11, 18) ou {-15, -11,.-7, -3)

(1, 4, 7, 10) ou {10, 7, 4, 1}
(2,0, -2, -4, -6)
1 7 9
(g ‘ ’ g ‘5 )
(2,2 2,2 2)
35, 80 e 299
3
-2

3
=, 1
g’

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

D.3

D.29
D.31
D.32
D33

D.34

D.356
D.41

D.42

D.43
D.44
D.45
D.46
D.47
D.50
D.51
D.52

al y =3eap=any +3, ¥ n=2
b} by=1ebp=2bpy, ¥ n=2
c) ¢ =1ecp Nl ¥ a2
d)dy=65edy=dnyg + 1.V n=2
e) gy =0eey=eng +1, ¥ n=2

a0

-3, -1, 1,3, ..
(20, 23, 26, ...)
(89, 93, 97, ...}

pra-q-B

a, =
p+q p-da

30

61 425

14520 ni{n + 1)
600

161-D



1-n
D53 —
D.55 31
D.56 30
D.57 16
D.58 14 662
3410
D.5% a3 - 59 er
D.60 a = - 1— er=3
1 = 2 =
CAPITULO 1ii
D74 x=-6-a
D.75 x =3
n7e - -
2
D.77 P.G. da razio -1
078 a) V b) V ¢} F
d F el V) v
gl V h) F i) v
) F kF R F
3 3 3
D7g {Z,2,2
{8 r 4 * 2}
D.80 (2, 10, 50, 250}
D.81 {1, 4, 16, 64, 256}
D.82 {2, 6, 18, 54, 162, 486)
D83 2a=2,b=6,c=18¢e
d = 30 ou vice-versa.
D.84 {6, 12, 18}
+
D.89 q - 1*V5
2
D90 1 <q< 1—+2£
D91 12,12, 12 ou 8, 12, 18
D92 x = k7 ou x = ig + 2k,
com k inteiro
D.94 ajop = 2 . 399
D.95 a, = 310
D.96 nijo
D.97 248 832

162-D

D.119 (3,6, 12, 24, 48,96, 192,384, 768, p127) . (1 999
2 '3
259 »
D.61 — Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.b 536, 3072
262 5 ) 5 D.128 /2 + 1
D.63 4 549 050 DA21a) 5 b) - -3 D.129 15
D.64 7142135 136
D66 a =5er=2 o =, d)‘_B_ . D.130 =
D69 a =K+r, KEZ 6 15 1 .
D.70 3, 4,5, 6,7, 8) D.122 4 DAL ERIS <a<2fe
D71 {9, -4, 1, 6} 4o
D123 D.132m
D.133 2p
D.134 2A
D.124S - 5—; 13
2 a2
pazsa) 139 ) 169 D.135a) Za b)%a; c)af;d)%
10 47 . 4645 D.136 a) 4a{2 + V2) b) m-a+ {2+ J2)
D98 o = 575 ea=3 o 575 9 Jo5 a2
C) 232 d) T
D
,99 12 0.126 12022
1 99
D.103q = —
9732
D.104 6 "
D.1056 CAPITULO IV
2 1 1 2
D106 x=-a> b3, y=ad . .p3, D.138 1 0 O o 1
D.107 a) 295 ) 220 .3190 ) 325 . 2300 A=10 1 0 e B = 1 0
d) -22145 e} 1 f) a50s0 0o 0o 1 1 0 0
nin+1} D139x=1 e y=20
D.1082) logy|a"*! -2 ? D140 x -0, y=3,2=4,t=1
n D.141 5 7
-2 A+B-= eA-B-=
b} a = 2 -1 -2
D.109 -1 D.142 I O B
756 . 3784 A+B+C-= , — =
D102 3 12 23 30 -4 3 6
1023
D.111 B2 -1 2 6 1 0
20 A-B-C= e-A+B+C= 4 3 5
D121 -6 -5 -8
2
2n D.143 8 9 16
alg® - 1)
D.113$=—q_1 c=|9 16 25
n-1 16 256 36
D.114 [“3—47—4”7] ‘a2
D.144 42
D.1158 D145 = f=7=58 =1
D.116 11 D146 x = -3 ey=2
D.117 19
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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D.148 [, 5
X =
12 1
D.149 [ 5
X=] 2
-7
D.150 2 2| 0o 2 %
1
2A = ,=8= e = (A +B)=
16 14]°'3 3 1 2 7
D.151 a) il 1w 15
7 0 -3
e 2 Sl I
i 2 2
[ 4 3
c) i "3 9 9 20
X = X =
1 3 14 27
3 "3
35 13
n153x_{5 3 e]ev_[-i = 1]
D.154 [ -15 11
X =1]-38 e¥Y=1]28
-9 9
D155 a) (2 3 b) 1 1 ] ¢l 5 14
4 7 6 2 2 -14 13
9 3 3
d) F14 51| e} [ 3 7 2] f) (1 2
30 13 10 -6 2 8
19  -14 13 4 8

D.159a) | 34 b) 6 1
56 14 2

164-D

g Nl

D161a) [a b s 13 blla b ¢ T
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/ d = 8 8 d e fl= 11 0 -1
c
5 23
5 ) g h i 2 -1 0
D162 E
D.163 -1 -
x=5ey=-3
D.165 a) b b) Ta b
2 @ com a, b € R coma, b ER
b a-2b b a+tb
L
c) [a 0 O
b a 0| coma b, cER
c b a
D.168a) [6 1 b} {0 19] o [18 o0 ]a [54 189
b b 5 85 o ' 18 42 b4
D.170 [+1 ¢ T b
X = ou X = ou
[0 # c -JT-bc
-7 b de b, c € R <1
X = onde b, ¢ e be &
[ Jv1-be
. 1, v1-~4dbc
D.171X 0 O x 1 0 x 5‘* - b
= ou = ou = ou
0 o 0 1 JT-4abc
c - — 2
2 2
F]__ V1 -4be
? 2 d b.cER e be < 1
X = onde . C e bec & —
1 J1-4bc 4
c S
| 2 2
. H
D.172 a) 1 -1 c) 7 1
1 3
X=12 7 5 3
E 2 | - 2
_ [ 5
b} -1 0 d) o - 3
X = X =
2 -1 °
(-5 2] 3

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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D173x =2, y=52=-4

D174 x = 4, y = -2,z = -1

D.175 cj; = aj; + bjj = aji + bji = Cji.
¥i, €01, 2 .., n}

D.176 5 -6 3
ATl = , B! =
-4 B -1

D177 11
A- —15- 1 -1 1|, g
-1 1 1
(-4 -16 13
]
-1 - — . —
¢ - 5 o -26 13
6 50 -26

D.179 a) (3] o cos 3a
X X

D.180 a) [ 5] b) A x
X=1-3
1
D.182a) X = A-1B b) X = A-1B-1 ¢}
d) X = A1B 1A e X = A-1Bt
fl X=8'-4A
D.183 a) -19 12| b) -1
X = X =
8 -5 0

CAPITULO V

D.187 a) % b} -12 ¢} 6i-5

D.188 3) sen (x + vy} b} 1
¢) 6+ 4 senx - 3 *cos x

4

Ja
D.189 log == 2
a) %8 T% b) -m
1
D.190a)x:20ux=—5
B) x = -1 -1
x=-1oux=gz

D.191a} 1 b} -9 c) -40

166-D

-5 1 0
. Clo= D-! =
2 e
° 3
2 2 -2]
N
-3 . .
o 2 2

D.192a) 121, b) bfa? -¢2}
c) 4m + 8n - 26

1
D.193 a) x=§ bl x =0 ou
e) x=0o0ux-=-2
Vv 3
D194 x = ¥ —
3

D.195 D21 = -25, 022 = 7, 023
D.196 - 19

D.197 D13 = -25, Dy = 6, Dy,
043 = -4.

D198 Dy,
Para mais, acesse: http://fuvestibular com.brt

11
2 2
1 1
2 2

x =1

= 26

= -19,

=1, Dgy = -41, D33 = -9, Daq = 29

D.199 a} -54 b} -44

D.200a) -208 b) a2 + b? c) 48 d) abed e) x2y2z2

D.201 -3a + 3d

D.202 -25

D.203 a) 2ax(2 - 3a) b) O (zero) c) 3696 d) zero

D.205a) Tem 12 e 32 colunas proporcionais;

b) tem 1% e 32 colunas iguais;
¢l Tem 22 e 32 colunas proporcionais.

D.209 |a+b+c 1 2 a 1 2 b 1 21 | ¢ 1
a-b+tc 3 41= |a 3 41+ |-b 3 41+ c 3
a-b-c 5 6 a b 6 -b 5 6 -e 5

D.2108

D.212 Uma condi¢do necesséria e suficiente para que um determinante se anule é ter uma fila

que é combinagdo linear de outras filas paralelas.

D.215P.10, P.3, P.10 e P.7 respectivamente
D.2254a) 281

b) 30
c) -24

D226 a) (x-y){z-x){y-2)
b) atb+c)(b-alla-c){b-c)
c) fa+b+c)ib-a)lc-a)llc-b)

D.2295 = {-3a, a}

D.2308xyzt
D.232 Sim

D.236 a} 240
bl -42,
c) {a? - a) (a2 - b) (b - a)
D.237 (e-al{e-b)le-c)le-d) (d-a) {d~b) (d-¢c) {c-b) (c-a) (b-a)
D.238 (t-x) {t-y) (t~2) (2-x) (z~ vy} ly-x)
D.239S = {1, 2, 3}

D.240 -34 560
D.24112
-2
D2425 = £5, 1, 2} nine 3
2
D.243 Positivo pois D = (- 1) anbp-y ... 1)
D.245 1

D.251 6! = 720 termos

Para mais, acesse: http://fuvestibu aﬁ?@ﬁb% -5
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- 1
D.254 5 -3 1 2 sena cosa| Paramais, acesse: http://fuvestibular gom’b’r/ sena sen b x
[ a_1 |3 15 -1 o cos b 2cosa | =|-1
A , Bl s ,C1= Y
-8 5 2 A ccosa  sena senb -3cosa -2
3 15
~ D.262a) [2x +4y + 92 =0 b) [6x +2y -z + 3t= -2
1. 0 0 1 o 1 1 0 o {_x_z:o -x +5y -2z +t=3
p-! = |o 15 0 E-1 = 1 o ol ,F1= |-3 1 0 3Ix +7y +32=0
c) [ax + by = a? d) [x +2y =1
o 0 1 1 1 -1 % -7 1 cx + dy = ab 3y +3z = -1
3 — - ex + fy = b2 -~y =2
D256a F1ea?- ~
2 D.263 Nao é solugdo
D.264 E solucdo
D. [ 3 -2 3 -2
CAPITULO VI 265 2)
-2 1 -2 1
D257 a, ¢, f, g, h 1 4 1 4 -1
D.258 £ solugdo r r
D.259 Nio & solugdo bl 2 4 - 2 4
D.260 {1, 3, -1), por exermplo -1 -3 -2 -1 -3 -2 4]
D.261 a) (1 -1 1 x 2 [ 3 -1 4] | 3 1 4 -3
12 2] |yl = |8 adfa -1 bl fa -1 b <
5 -1 2 1 a2 0 ab a? ab d
0 -b a | 0 - a e
b) [3 -5 a4 -1 x 8
2 1 -2 0 y -3 a1 1 1
-1 -2 1 -3 [ |1 2 3 2 3 4
-5 -1 0 6 t 4 -1 12 -3
_ 4 -1 4 1 7
c} a b x d d |[vZ2 -3 2 [x
- | . - 3 4
m n 0 vi = |® 0 7 -1 vl = [0 & D.266a) (2.—15) o) (5.-3) c 1,1, -1)
ab  -b? m z f J3 2 z 5 .o
2300 5 p 1 g 6 0,02 -1
e} 2 -3 7 £) . ) 2 2
* - 3 5 3
-1l = S B W I 4 D267a) (5,-2, 3 b) (2,21 o (>, -2, -2} 4 impossivel
Y 2 - 4 8 P
- L P
2 ¢ D268(-1, 2, 2)
g) 1 1 -1 1 X 3 D.270y = _;_?
T . -
-2 ’ 1 3,2, 2,
5 0 3 -1 2 7 D.271 (-3, 13 ﬁ
t 0.273 (sen a, cos a)

D.2744a, b, d, e, f

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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D.275a} (-3, 0, 2) b) (6z - 10, 3 - z, z}
o (5,30 @78 Terl 2ee
e (0B D) b (sas3f45,30-26-2,0.6)
D.276 a) sistema possivel determinado b) sistema possivel indeterminado

D.277 (1, 2); sistema possivel determinado
D.278 Solugdes

a) sistema possivel determinado (-11, -6, -3)

b) sistema possivel indeterminade (-12 - 13¢, -11 - 11, &, 5 + 50)
c) impossivel

d) sistema possivel indeterminado

6-14a 2-7a 1-14c

{ 7 77 .o
e) sistema possivel determinado (-~ L ¢ . 1 Z,
1 1 2 T80
- 1 .= =
t-g.%-g.5

f} sistema impossivel
D.279 (-qa, -1 - &)
D.280 (1, 3, 4)

D.283 a} {m # 2 — sistema possivel determinado
— sistema possivel indeterminado

a ¥ -1 —-—> sistema possivel determinado
a = -1 —— sistema impossivel

c) {a F-1ea#3 — sistema possivel determinado
= -1 ou a = 3 —— sisterna possivel indeterminado

1
d) ra ?55 ea ¥ -1 —— sistema possivel determinado

ou a = -1 ——sistema impossivel

N =

N =

D.284 3 # 0, — determinado

.l
2

1 .
a=0 ou- > —> indeterminado

% —> impossive!

D.285a=*1; N a; a F+
D.286 m#*1em#F-1 — determinado

=1 — indeterminado
= =1 —> impossivel

3 3
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eb =3 — indeterminado
e b 3 — impossivel

D.287 [a #6 ——>» determinado
a=6
a=6

2 -3b 2ab -1

(48- 3" 4a -3

)

n

ulw Wl

——>(—§-—2a,a)

D.288 [

D.289 ¥m € R

D.290 =0 —1,1)
1 3
m--1—(5,3)
m

———> impossivel

il

N"-’ AW .Mw

F0em % -1—— impossivel

0291D—ac—d.(]=E

]
Njw

D.292
= -2 —= {0, 2)
m #1 em F -2 ——> impossivel

D293a=6eb =8

D.296a) ( m ¥ 1 e m ¥ -2 — determinado
m =1 —— impossivel
m = -2 —— impossivel

bl (mF1emF -1 —— determinado
=1 —— impossivel
= -1 ——> impossivel

3 3

D.297a) | a F1ea F- 15 — determinado
a =1 — indeterminado

1
a = -~ 7 —> impossivel

bl{ a #¥1e a #-4 ——> determinado

a -4 ——> impossivel
a =1 — indeterminado

fl

D.298 { p ¥ 1 e p -2 —> determinado
p = 1 — indeterminado
p = -2 — impaossivel

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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D.299 [ m # -1 ——— determinado
m = -1 ———— impossivel

D.300 [ m ¥ 1 e m ¥ -4 —— determinado
m =1 —— indeterminado

m = -4 ————> impossivel

D.301 [ m ¥ -2 e m ¥ 1 —> determinado
m= 1 ——> impossivel
m = -2 —— indeterminado

D.302 (M F0 e m ¥ 1————determinado
m =0 impossfvel
m =1 » impossivel

D303 (m #0emF* 1 —> determinado

m-2 4-m m+4

{ . .

m m m?2

4 m = 1 — indeterminado
3-¢ 1+«
2 v2

km = 0 ——— impossivel

,a), t €ER

D.304 | param ¥ 1 em F#-1, sistema possivel determinado

_mi2m-1) m 2’

= z =
m-1 m+1 1 -m?

para m = *1 sistema impossivel

o305 [™ # 2 — determinado (m + 2, 1, -2}
’ m = 2 ——> indeterminado (2 - 2, 1, 2}
3
D.306 8= 5
D.307k =5
17 - 400 3
D.3083)k=6, b) (—16——,a,8)

D.309 a = 1 impossivel
= -2 ———> impossivel
a¥1ea# -2 —> determinado

W

D.311m=%ek=—6

D312 ([a#-6ea#3 — > determinado
a=-6ebF-5—— impossivel
a=-6eb=-5-——jndeterminado
a=3eb¥1 —— impossivel
a=3eb=1 —— indeterminado
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D314 (-, &, @) coma € R

D.315(§0£, -%a, & comx €ER

D.316 (2¢, 3¢, a), a €E R

D.318a} f m ¥ 3 ——— determinado
m=3 ——— indeterminado

b) {m F3emF5 —— determinado

m=3o0um=5 —— indeterminado

D.319 | k#F1ekF- — determinado

1
2

~— indeterminado

i

D320m = -1 — {- = -%,a)

14 -300 -5«
-2 o3a -5 e

D.322 k g ¢l5 5 0 eER
D323m=1t(a-8a ) ,a €ER, BER.

D.324 (m = -2 ou m = 0) e grau de indeterminagdo 1

N =

D325p = -

D.326{—%, -1,0, 1}

D.327 k = 1

D.328a) 2 b) 4 c) 3 d) 3 e) 2
g 3 h 4

D.329 b) 3
D.330 2
D.3313

D.332 a}

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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D.333m=-1oum-= -2
D.334m F 1

D.3_37 Solugdes

2 s,
3'3

b} Indeterminado (1 - 2¢, 3 -1, & , <€ R
c} Impossivel

d) Impossivel

e} Impossivel

f) Possivel determinado (1, 0, 1)

al Possivel determinado (1, -

D.338a} Indeterminado
b} Determinado
c) Determinado
d) Indeterminado
e) indeterminado
f) Impossivel

D339 (ala=1eb=%xJ/2Zcua# 1e VbER
b) a= -1
cla=t1eb=12*J2

I

D.340 indeterminado <> k = -2
impossivel < k = 12

-B
{a-c) ib-c¢) {c-d)

D.341 x3 =

D382 ¥a ER - {1}
D.343 (1, -2, 4)

(a-senA @& - sen B
senC ' senC

D.344 Sistema indeterminado

, o)

D.345 impossivel

D.348 P(x) = ax% - 2ax3 + bx2 + {a - b)x + ¢
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TESTES

SEQUENCIAS

TD.1 (PUC-76) A definicdo por recorréncia

a; = a
e

ap = ap.y +r

sendo aE R e r € R* com p &€ N* pode definir uma seqiiéncia do tipo

a) (5,4,7,9 3186, ...}
c (4,9, 14, 19, 24, ...)
1 1 )

1
el 1, =, =, —, ..
2 4 8

TD.2 (PUC-76) Se ap = (-1)" 21
4 1 2
S b (=, =
= ) ) (5

1

TD.3 (FFCLUSP-69} Considere a segliéncia {a;, a,, a3,

It

an
al o limite da sucessdo {a,) & -1

b) o limite da sucessdo (ap) & 1

c) a sucessdo (ap) ndo converge e nem diverge
d) a sucessdo (ap) diverge para +oo;

e} nenhuma das respostas anteriores é verdadeira

TD.4 (CESCEM-72) A sucessio

3’ 4’ 9’

a+1;a-1;a+%;a—l'a+l'a-1' ;a+

1

a-ﬁ;... é

a) oscilante
c} estritamente crescente
Para mais, acesse: http://fuvestibular con@lrdivergente

3
3 2
1 2
= ) d (-5, =
5 V303

3
a

vwy 8p,
(-1)" e 0+ sen 1— Quai das alternativas é verdadeira?
n

1

4
5

Pk

b) (2, 4, 8, 16, 32, ...)
dl (4, 7, 13, 25, ...}

com n € N*, entdao a sequéncia definida é dada por

, )

4
5 )

...} cujo termo geral é

T, LI
it e

b} convergente para a
d) estritamente decrescente

-—m g
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TD.5 (FEI-71) Dentre as sequéncias (xy, X2, ..., Xp, ...} abaixo, uma delas tem o termo geral:
X __L[(1+ 5)n_(1-\/gln] Py
" Vs 2 2
a 0,0,0,0, .. b V5. -v/5. V5. -V, ..
o Ve Vs+1,VE+2,VE+3, . g ] '

i1 1

e) 1,1,2 3,5 813, ...

TD.6 (CESCEA-73] A seqléncia (yn)n>1 é tal que yn - yp-q = 2n, para n = 2,
=
Sabendo-se que y; = -1, entdo, o termo yj3; & igual a:

a) 41 b) 459 c) 359 d) 460

TD.7 (CESCEA-67) Qual das seguintes sucessGes ndo constitui uma P.A.?

al 1,6, 11,16, ... b) 4, -1, -6, -11, ...
1 5 7 1 1 1
C}§'1'§'—5'." d)2,3,4,...

o Ve, VI8, NP9,

TD.8 (FEI-68) Se as varidveis x e y estio relacionadas pela equagio vy =ax +bla#0 e

b # 0} entdo

a) y & diretamente proporcional a x

b} atribuindo a x os valores 1, 2, 3, ..., os valores correspondentes de y formam
uma P.A.

¢l As diferencas correspondentes Ay e Ax sdo inversamente proporcionais
d} y é fungdo crescente de x
e) nenhuma das respostas anteriores.

TD.9 (PUC-68) Se em uma P.A. de 7 termos, de razdo k, retirarmos o sequndo, terceiro,
quinto e sexto termos a sucessdo restante € uma P.A. de razdo:

a) k b) 2k c) 12(- d) 3k e) nada disso

TD.10 (MACK-76) O valor de x, tal que os nimeros 2x, 3x e x2 sejam termos consecutivos e
distintos de uma progressdo aritmética, &:

a) racional e maior que 10 b) inteiro e maltiplo de 3
c) inteiro e divisor de 12 d) um ndmero primo
e) inexistente

TD.11 (MACK-76) O valor de x para que log 2, log (2% -1), log (2¥ +3), nessa ordem,
sejam termos consecutivos de uma progressdo aritmética, é:
3) log;3 bl logy 5 c) logg 7 d} 3 e) inexistente

TD.12 (G.V-75) Em um tridngulo, 0s trés dngulos estdo em progressdo aritmética e o maior
dngulo é o dobro do menor. Entdo o menor dngulc mede:

al 10° b) 20° c} 30° d} 15° e) 40°

TD.13 (PUC-68) Os lados de um tridngulo retdnguto estdo em P.A. de razdo 3. Calculd-los:

http://fuvestibular.com.br/

a) 3,6, 9 b) 6,9, 12 c) 12,15,18 d) 9,12, 15
e) nenhuma das respostas anteriores

TD.14 (CESCEM-77) As medidas dos lados de um tridngulo sdo expressas por x + 1, 2x,
x2 -5 e estdo em P.A,, nesta ordem. O perimetro do tridngulo mede:

a) 8 b} 12 c) 15 d 24 e} 33
TD.15 (CESCEM-67)} Se a soma dos termos de uma P.A. de trés termos é igual a 15, entdo
o segundo termo da progressdo vale:
a) 3 b) O c) 2 d) 5
e} ndo pode ser calculado, pois ndo é dada a razdo.
TD.16 {CESCEM-76) O 39 termo ¢ da P.A. (a; b; c) é:
al 2b-a b) a+2b ¢} 2a+b d 2lb-al e a+b

TD.17 {COMSART-73) Trés nimeros em progressao aritmética, apresentam uma soma igual
a 9 e uma soms de seus gquadrados igual a 59. Estes trés nOGmeros sdo dados por:

a) -2, 3, 8, b} 2, 3, 4 ¢l 1,35 d) 0, 3,6
e) nenhuma das respostas anteriores.
TD.18 (PUC-88) O 150° nimero impar positivo é:

al 151 b) 291 c) 301 d} 299
e} nenhuma das respostas anteriores.

TD.19 (MACK-69) O n-ésimo termo da progressdo aritmética 1,87; 3,14; 4,41; ... &
a) 1,27n2+06 d) 1,27+06
b) 1,27n+0,6 e) nenhuma das respostas anteriores

c) 1,27 +0,6n

TD.20 (GV-73) A soma do 4% e 8% termos de uma P.A. é 20; o 312 termo é o dobro do
16° termo. Determine a P.A.

a) :-5, -2, 1, ... b) :5, 6,7, ...

c) :0,2, 4, ... d) :0,3,6,9,... el :1,3,5, ...
TD.21 (MACK-74) As progressdes aritméticas: 5, 8, 11, ... e 3, 7, 11, ... tem 100 termos

cada uma. O nimero de termos iguais nas duas progressdes é:

a) 15 b} 25 ch 1 d) 38 e) 42.

TD.22 {(CESCEA-75) Quantos nimeros impares ha entre 14 e 1927
a) 88 b) 89 c) 87 d) 86 e} 90

TD.23 (PUC-68) Sendo 47 o décimo-sétimo termo de uma progressdo aritmética e 2,75 a
razdo, calcular o primeiro termo.

a) -1 b) 1 c) 2 dl 0
e) nenhuma das respostas anteriores

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TD.24 (PUC-76) Se 0 4% e 0 99 termos de uma progressio aritmética sdo, respectivamente,
8 e 113, entdo a razio r da progressdo é: Sranats, acesse:

“a) r=20 bl r=21 cl r=22 d) r=23 e) r=24

TD.25 (CESCEM-76) Considere as proposicdes

I — O ndmero que se deve inserir entre 2 e b para que os trés formem P.A.

¢ b-a
2
Il — Sendo lay; az; a3; ...) uma P.A,, entdo a3 +aq = 2as.
Il — A razdo da P.A. (a, S;_a +1:2a+2;...) é %— + 1.

a) somente | é correta
¢} somente Il & correta
e} somente | é falsa

b} somente Il é correta
d) somente |II é falsa

TD.26 (MACK-68) A razdo de uma P.A. de 12 termos cujos extremos sdo -28 e 60 é:

a) 5 b) -5 c} -8 dl 8 e) 10

TD.27 (CESCEA-88) Os 5 meios aritméticos que devem ser inseridos entre \[2 -1 e

\/5+1550:
a)\/l_2—1\/—-—\/_\/—2—+— 2

b} -2, -1,

c)\/_2—5,\/§—3\/_

+ 1.

V2 +3,4v2 +5

d)\/_-%,\/z -;—,\/5,\/5+%,\/5+%
IV2 -2 N2 VE VGl Va2
TD.28 (I:UC—T]) Ao se inserir n meios aritméticos entre 1 e n?, a razio de PA :1,...,
n<, é;
al n bl n-1 c) n+1 d n-2 el n+2

TD.29 ([CESCEA-74) Sejaay, ay,...., an, a8n41 Uma P.A. Assinalar a afirmacgao falsa:

ap-171an4;
3 ;
d} 28, = {ap - ay)n;

a) ap = b} an ~ap-g =an+1 - an; cl ap-a;=nr-r;

n - a1
n>1,

) r=
el r = -

TD.30 {CONSART-74) A soma dos nimeros pares positivos menores do que 101 é
a) 2448 b) 2550 ¢} 2500 d) 5100 e} B0O50

TD.31{FFCLUSP-68}) A soma dos nimeros inteiros positivos menores do que 101 e ndo
divisiveis por 4 é:

a) 1300 b) 5050 ¢} 6350
e) nenhuma das respostas anteriores

d) 3750

Para mais, acesse: http://fuvestibular co%.bp/
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TD.32(GV-71) A soma dos miltiplos de 7 entre 20 e 1.000 é:

a) 70 539 b} 71 400 c) 71540 d) 76 500 e} 71050
TD.33(CESCEA-72) A soma de todos os nameros naturais compreendidos entre 100 e 200,
e tal que o resto da divisdo de cada um deles por 5 seja 2, é:

a) 2990 b) 2691 cl 2713 d} 2027 e}

nao sei,
TD.34 (MACK-74) A seqiéncia (aj, a;, a3, ..., ap) é uma progressdc aritmética de razdo
2 e primeiro termo igual a 1. A fungdo f definida por f(x) = ax + b é tal que
{flay), flay), flas), ..., flap)) € uma progressdo aritmética de razdo 6 e primeiro
termec igual a 4. Entdo f{2) é igual a:

a) 6 b) 7 cl 9 d} 1 el 13

TD.35 (PUC-77) A soma dos n primeiros termos da progressdo aritmética:

1-n 2-n 3-n L
’ , ' PN
n n n
n n+1 1-n 1-n 1+n
al 5 b) 3 c} —"2 d) 2n2 el 2n2

TD.36 (CESCEM-75)
¥n =1,

a} 100

Em uma sucessio, o termo geral tem para expressdo up=2n-1,
A soma dos 100 primeiros termos dessa sucessio é:

b} 199 c} 9800 d) 10000 e} 20 000
TD.37 (PUC-76) A soma dos n primeiros termos de uma progressio aritmética € n? +n,
¥ n € N*. Entdo a razdo é:

al r=3 b) r=4 cr=1 d r=2 el r=5
TD.38 (EAESP-GV-77) A soma dos n primeiros termos de uma progressdo aritmética é

{n + 2)2n. Se o termo de ordem n & tal que 20 <ap < 26, entdo n vate:

a)l b b) 4 cl 3 d} 2 e} 6

TD.39 (CESCEM-68) Na progressio em que o primeiro termo é a; & o k-ésimo termo é
ag =2k +n)~1. A soma dos n primeiros termos da progressdo €:

2
ab 2(k¥+ n? ) nlk +n)” e nln + 1)

2 2

e) nenhuma das respostas anteriores.

d) 3n?

TD.40(GV-71) Sabendo que a soma do segundo e do quarto termos de uma progressdo
aritmética é 40 e que a razdo ¢ Yy do primeiro termo; a soma dos dez primeiros
1ermos sera:

a) 350 b) 215 c) 270 d) 530 el 400
TD.41 [MACK-76} Se a soma dos 10 primeiros termos de uma progressdo aritmética € 50 e

a soma dos 20 primeiros termos também é 50, entdo a soma dos 30 primeiros termos é:

b) 25 c) 50 d) 100 e} 150
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TD.42 (GV-70) A soma dos termos de uma progressio aritmética, cujo primeira termitiré dhais, acesse: http/fuvestippRBE2IGYL72) Um automével percorre no primeiro dia de viagem uma certa distdncia x;

0 ultimo termo é 46 e a razdo é igual ao ndmero de termos, é:
al 50 b} 100 c) 175 d) 150
el nenhuma das respostas anteriores.
TD.43 (PUC-70) Sendo f:IR —IR, definida por fix) = 2x + 3, entdo f(1} + f(2) + fi3) + ... +
+ f{25) é igual a:
a) 725 b) 753 c) 653 d) 1375 e) 400

TD.44 {CESCEA-75) Seja n um nimero inteiro =21 esejam A=1+2+3+... +n e

B=1+23+...+1{2n -1} Assinale a afirmagdo correta:
4 2+ nd
a)A+B=_‘;’_n2 b)A-B=n7 e A+pg2--NTHN
n{1 - n} A n?+1
dA-B- —H— ®§ =

" TD.45 (SANTA CASA-77) A soma dos vinte primeiros termos de uma progressdo aritmética &
-156. A soma do sexto termo dessa P.A. com o décimo quinto termo vale:

a) 3,0 b) 1,5 c) 1,0 d) -1,5 e) -3,0

TD.46 (CESCEM-77) O primeiro termo de uma progressdo aritmética é -10 e a soma dos
oito primeiros termos 60. A razdo é:

[ 15
al -7 b) 7 ¢ 5 d) 28 e) 35

TD.47 (CESCEM-75) Numa progressdo aritmética limitada em que o 19 termo é 3 e o
Gltimo 31, a soma de seus termos é 136. O nOmero de termos dessa progressdo é:

a) 8 b) 10 c) 16 d) 26 e) b2
TD.48 (CESGRANRIO-76) Uma progressdo aritmética de 9 termos tem razdo 2 & soma de
seus termos igual a 0. O sexto termo da progressdo é:

a) 2 b} 3 c) 6 d) 7 el 0

TD.49 {GV-74) A razdo de uma P.A. é igual a 8% do primeiro termo. Sabendo-se que o
112 termo vale 36, entdo a soma dos 26 primeiros termos desta P.A. é:

a) 1080 b} 1060 c) 1092 d) 1020 e} 1040

TD.50 (CESCEA-74) Numa progressdo aritmética de onze termos a soma dos termos é 176;
a diferenca dos extremas é 30. O valor do preduto ar, onde a € o 1% termoer >0

a razdo, é:
.a) 3 b) 6 ct 8 d) 12 e) ndo sei.
TD.51(CESCEA-71) Seja a P.A. :a;, a3, ..., a1, onde a; =4 e a3 = 4k, O valor de k, para
o qual a soma dos termos da P.A. é 250, é:
14 13 26 19 o ]
a) 3 b) 3 c) 3 d) 5 e} ndo sei.
180-D
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no segundo dia percorre o dobro do que percorreu no primeiro dia; no terceiro dia
percorre o triplo do 19 dia; e assim sucessivamente. Ao final de 20 dias percorreu
uma distancia de 6.300 km. A distancia percorrida no primeiro dia foi de:

al 15 km b) 30 km c) 20 km d} 25 km e} 35 km

TD.53(CONSART-75) Um matematico (com pretensdes a carpinteiro) compra uma peca de
madeira de comprimento suficiente para cortar os 20 degraus de uma escade de
obra. Se os comprimentos dos degraus formam uma progressjo aritmética, se o pri-
meiro degrau mede 50 cm e o Oltimo 30 cm e supondo que ndc had desperdicio de
madeira no corte, o comprimento minimo da pega é de:

a) 8m b) 9m ¢l 7m d} 7.5 m e} 6,5m

TD.54(GV-75) Um jardineiro tem que regar 60 roseiras plantadas ao longo de uma vereda
retilinea e distando 1 m uma da outra. Ele enche seu regador numa fonte situada na
mesma vereda, 2 15 m da primeira toseira, e 2 cada viagem rega 3 roseiras. Comecando
e terminando na fonte, qual é o percurso total que ete terd que caminhar até regar
todas as roseiras?

al 1240 m b} 1360 m c) 1860 m d} 1630 m e) 2000 m

TD.55 (FFCLUSP-68) A média aritmética de 50 ndmercs em P.A. é 100. Retirando-se
dessa P.A. os 39, 62, 469, e 489 térmos, a média aritmética dos 46 elementos
restantes é:

a) 100

b) menor que 100

¢} insuficiéncia de dados

d) maior que 100

e) nenhuma das respostas anteriores

TD.56{USP-67) 1-2-3+2-3-4+3-4-5+...n{n+1)(n+2) é igual a:
ab 65"t b) 6(3n2-5n+3)
¢} 6(n3~3n2+6n-3) dl % nin+1)(n+2) (n+3)

e} nenhuma das afirmacbes anteriores é verdadeira.

n+s5

TD57 (MACK-76) Se Z A(x -3)=An2+Bn+C ovalorde A+ B é:
X=5

a) =10 b} -8 c) 6 d) 8 el 12

TD.68 (CESCEM-66) Trés nimeros iguais constituem

a) uma P.A. de razdo 1

b) uma P.G. de razdo 0O

¢} uma P.A. de razdo 0 e uma P.G. de razdo 1
d) uma P.A. e P.G. de razdes iguais

nenhuma das respostas anteriores.
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TD.59(MACK-69) — A razdo da P.G. 3~ ¥3 4-2V3 18-10V3

9 9 27
o 3+V3 b 3-Va y3-2vVs  3+2v3
3 3 2 3

e) nenhuma das respostas anteriores

K

c

TD.60 (GV-74) Das progressGes geométricas abaixo, identificar a de maior razio:

a Vs,5,5Vs, .. bt S 1

|-

7772
¢ log;,3, 109,49, log,,81, .. d} % 1T5 135—,

el 10, -50, 250, ...

TD.61(PUC-72} Somandose um mesmo nimero & 1, 3, e 2, nessa ordem, obtém-se uma
progressdo geométrica. O namero somado é:
a4 7 5 2
a) — b} -= c) — d) =
3 3 3 3

e} nenhuma das respostas anteriores.

TD.62 (CESCEA-70) Calculando-se x de modo que a sucessio i, a+x, ax com a # n,
seja uma P.G., o primeiro termo sera: x

al - bl 0 c) -Ej ou 0 d) -2 e)%

1
2
TD.63 (CESCEM-74) O nOmero real x é estritamente positivo e diferente de 1,

O quadrado de x, o préprio x e log x formam, nesta ordem, uma P.G., entio x vale

1
) -1 b) O —_— d) 1 1
a c) 16 ) el 10

TD.64 (CESCEM-73} Na ordem em que sidoc dados, os nameros x, y, z formam uma P.A,

. 11 1 - . .
e os nimeros —, —, - formam uma progressdo geométrica. Pode-se concluir que
X y Xtz

a) a razdo da P.A. ¢ igual a 3, qualquer que seja x

b) y + 2z = Bx

c) a razdo da P.G. é igual a 1

d) yz = 8x2 3

e) ndo existem 0s n(imeros x, y, z, nas condi¢bes acima.

TD.65 (MACK-75) A seqiiéncia (ay, a;, ..., 8, ...) com ay = 3n + 2:

a) é uma progressdo aritmética de razdo 3
b) é uma progressao aritmética de razdo 2

c} é uma progressdo geométrica de razio %

d) & uma progressio geométrica de razio %

e) nao é uma progressao.
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Para mais, acesse: http:/fuvesti-TREBHGY~70) Uma progressdo na qual o 19 termo é 2, a razio 5 e o Gltimo termo & 3 242

a) ndo pode ser nem P.A. nem P.G,
b) pode ser tanto P.A. como P.G.
c) éumaP.A.

d) é uma P.G.

e) ndo é progressio.

TD.67 (CESCEM-73) As diferengas entre os termos consecutivos da sucessio dos quadrados
perfeitos

a) formam a sucessdo dos ndmeros primos

b) formam uma nova sucessdo de quadrados perfeitos
¢) formam uma P.G.

d) formam uma P.A.

e) formam uma sucessio constante,

TD.68 (CESCEA-68} Suponha que a sucessdo real de termo geral x, seja uma P.A, de razdo r.
Entdo, a sucessdo cujo termo geral é y = ax, com a % 0 e real, é:

a) uma P.G.

b) uma P.A. de razdo ar

c} nem P.A. nem P.G.

d) uma P.A. de razdo 2ar

e) uma P.A, se excluirmos os 5 primeiros elementos.

TD.69 {FEI-72) Dada a fungdo fln) = an+b, a # 0 e b #* 0, definido no conjunto
N={0,1,2 3 ..}

a) os nameros (1}, f(2), f(3} ... estdo em P.A.

b} os nimeros f{1), (2}, f(3) ... estdo em P.G.

c) a funcio é crescente

d) f(2) - fi1), £(3) - £(2}, f{4) - (3} ... sd0 n(meros em P.A.
e) A fungdo tem derivada igual a a.

TD.70 (CESCEM-70) Se a, b e ¢ sdo numeros reais positivos que estdo em P.A. podemos
garantir que:

a) Iogea, logeb, logec estdo em P.G.

b} Iogea, Iogeb, Iogec estdo em P.A.

c) €2, eb, e* estioc em P.G.

d) ea, eb, e estio em P.A.

el nenhuma das respostas anteriores.

TD.71 {GV-72) Se os nimeros x, y, z & u formam uma Progressio Geométrica, nessa ordem,
de termos reais e positivos, entdo log x4, log y4, log z% e log u4:

a) ndo é possivel saber se formam P.A. ou P.G.

b) formam uma sucessdo que tem termos em P.A. e P.G.
¢} formam uma Progressdo Aritmética

d) formam uma Progressio Geométrica

e} nd.a.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TD.72 (CESCEA-88) Considere a progressao geométrica finita, l— x, 32 onde x >>0. Poderses acesse: hitp//fuvesi TRIBFHC-68) Se a razdo de uma P.G. ¢ maior que 1 e o primeiro termo é negativo, a

afirmar que: 2 P.G. é chamada:
a) x =675-, pois, em uma P.G. o termo central ¢ média aritmética entre os extremos a) decrescente b) crescente
b) x =16 c) constante d) alternante
c) x = 8, pois, em uma P.G. o termo central & a metade do produto dos extremos e) nenhuma das respostas anteriores
d x=2
&) x = 4. TD.78(CESCEA-68) Para gue a progressdo geométrica a, ag, aqz, ... seja decrescente é
necessario e suficiente que:
TD.73(CESCEM-70) Se a;, a3, ..., 8, ... €stdo em P.A,, entdo bé1, b¥2, .., b?n, ... estéo a) q <1
em P.G. de razdo: b) a>0 e q<0
al a; - 8 c @0 eg>1) ou a>0e 0<Lg<N
b) 32781 di {a>0e q<1) ou (@a>0e 0<qg <1}
a) +ap e) a<0eq>0
el b 2 } an
d) 21 + ap TD.79 {GV-70) No gréfico, os pontos represen- b
2 tam os termos de uma progressao, sendo T -
o) Vbol.p22 n o namero de termos e ap o n-ésimo ] |
termo. | l
TD.74 (CESCEM-70) Se log,x; = -K + log,xj+, entdo Entdo a progressio representada é: 10 |
5 81————— =1
a) Xy, X3, .., Xn, formam uma P.G. de razéo K Z) uma E‘G' ge razéo 2 6 - : :
b) Xi, X3, .., X formam uma P.G. de razdo K ) uma P.A. de razao 3 a4-—== 1 |
¢) logyxy, logyxa, ..., logyxpn formam uma P.G. de razdo KK Z; uma Ei ‘;9 razdo ; 24— 1 I
d) log, %y, I0g.X3, ..., log, x, formam uma P.G. de razdo a uma F.A. de razao L >
9a *1 %a*2 a e) nenhuma das respostas anteriores. 1 2 3 4 5 6 n

e) nenhuma das respostas anteriores

TD.BO{MACK-74) O grafico de uma progressdo geométrica de razdo q, g #*1 e a; =1

TD.75(CESCEM-74) Os termos da sequéncia {ap)pe(y formam uma P.A. A partir desta
esta contido:

sequéncia, construimos duas outras da seguinte maneira:

by = af, a) numa reta ndo horizontal b} numa pardbola

b " . ¢} numa hipérbole d} numa curva exponencial
C = - . .
n n+1 n e) numa curva logaritmica.

Nestas condigdes, os termos da seqléncia cp formam
a) outra P.A TD.81{(CESGRANRIO-77) Os trés primeiros termos de uma progressdo geométrica sdo

3 6/
b} uma P.G. a; = \/—2— az =V 2 e az=V2. 0 quarto termo é:

c) uma sequiéncia constante : .
1 9 1
d} uma seqiiéncia de termos positivos a) b) 1 el V2 d v 2 e} 7
e) uma seqiéncia de termos alternados. \/2_
TD.76 (CESCEM-71) A seqiiéncia {ag): n = 0, 1, 2, ... é uma P.A, de razio Y # 0 e de TD.82 (CESCEM-75) Dada a progressdo geométrica
primeiro termo Y. A sequéncia (bp): n =0,1,2, ... éuma P.G. derazdo w>0e V3-1 2-vV3
primeiro termo . LIS I i ...) 0 termo que precede 1 é
1
—_— 1+V3 1-v3
- + . S -1 Y-
Nestas condigbes, a sequéncia (bna">: n=0 1,2, .. 6 a) 1 \/5 b) \/5 ! e 2 d) \/g e) 2

a} n3o monotdnica
b) estritamente crescente
c) constante

d) estritamente decrest':ente al 2-1 b) 2 o) 26 dy 28 el 8 1_.
e) nenhuma das anteriores. 2

TD.B3 (MACK-75) Se o oitavo termo de uma progressdo geomeétrica ¢ l2 e a razdo & l,
o primeiro termo dessa progressdo é: 2

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TD.84 (MACK-74) O terceiro termo de uma progressdo geométrica de termos positiv
\/;. Sabendo-se que o sétimo termo é 16« \E a razdo da progressdo é:

a) V2 b} 2 e & —

1
2
e) nenhuma das respostas acima \/2—

TD.85(FUVEST-77) O quinto e o sétimo termos de uma P.G. de razdo positiva valem
respectivamente 10 e 16, O sexto termo desta P.G. &

a) 13 b) 10V 6 c 4 d) 4v 10 e) 1C
TD.86 (CESCEA-74) Se aq, az, %, 1?, as, ag, @7, ag formam nesta ordem uma P.G., entdo
os valores de a; e ag sdo, respectivamente:
1 1 1 1 1 1
al =— e 18 b) — e 8 c) —ed d —e?2 e —- & —.
8 16 4 16 6 °8
TD.87 IMACK-75) O numero de termos da progressdo {1, 3, 9, ...) compreendidos entre 100
e 1000 é:
al 2 b} 4 cl 6 d 8 e) maior que 8,

TD.88 (MACK-76) O sexto termc de uma progressdo geométrica, na qual dois meios geo-
métricos estdo inseridos entre 3 e -24, tomados nessa ordem, €é:

a) -48 b} -98 c) 48 d) 96 e} 192.

TD.89 (GV-71) A média aritmética dos seis meios geométricos que podem ser inseridos
entre 4 e 512 é;
a) 48 b} 84 c) 128 d) 64 e) 96.

TD.90 (EAESP-FGV-77) Um nimero positivo é formado por trés algarismos, os quais estdo
em progressdo geométrica. Permutando-se os dois Gltimos algarismos da direita, o nu-
mero aumenta de 54 unidades. Entdo, o primeiro algarismo da esquerda €:

al 6 b) 2 cl 1 d) 4 e} 9,

TD.91{PUC-73) O namero 95 foi dividido em trés partes que estdo em progressdo geomé-

trica de razéo % As partes sdo:
al 20,35,40 b) 20,25,50 «c) 10,3065 d) 10,40, 45 e) 20, 30, 45,

TD.92 (MACK-75) Numa progressio geométrica de 4 termos, a soma dos termos de ordem
par &€ 10 e a soma dos termos de ordem (mpar & 5. 0O 4°2 termo dessa progressdo é:

a) 9 b) 8 ck 6 d} 16 e} 10.

TD.93 (GV—70) Numa progressdo geométrica a soma do quarto termo com o sexto termo &
160, e a soma do sétimo com o nono térmo é 1 280. Entdo o primeiro termo e a razdo
desta progressdo geométrica valem, respactivamente:

a) 4e?2 b) 2e4 cl 4ed d) 2e2
e) nenhuma das respostas anteriores,

TD.95

TD.96

TD.97

TD.98

TD.99

TD.100

0<% acesse: http://fuvestipgy @@ GV-72) Numa progressdo geométrica de cinco termos, a soma do terceiro termo com

o quinto é B0, e a soma do 29 com o 49 ¢ 30. O produto do primeiro termo pela ra-
230 é:

al 15 b) 10 c) 3 d) 2
e) nenhuma das respostas anteriores.

(ITA-74) Seja a > 0 o 12 termo de uma progressdo aritmética de razdo r e também
V3
3a
o 3% termo da progressio geométrica coincida com a soma dos 3 primeiros termos

da progressdo aritmética €é:

a) r = 3a b) r = 2a c)r=a dl r=V2a
e} nenhuma das respostas anteriores.

de uma progresséo geométrica de razfo q = . A relagdo entre a e t para gue

(GV-70) Uma P.A. cujo primeiro termo é zero e uma P.G. cujo primeiro termo & 1
possuem a mesma razdo. O nono termo desta P.G. é igual ac quadrado do nono termo
daquela P.A. Entdo:

al a razdo comum € zero.

t}) a razdo comum é +2 ou -2,

¢) ndo existem duas progressdes nestas condi¢des.
d) a razdo comum é 1.

e} nenhuma das respostas anteriores.

(CESCEA-71) A soma dos termos da P.A.: ay, az, a3 é 15. Adicionando-se 3,7e17,
respectivamente, ao 12, 2° e 39 termo, obtem-se uma P.G. de razdo maior do gque 1. A
P.G. é:

a) :6:12:24
b) :6:15:45

c) :4:12:36
d) 224:12:6
e} ndo sei.

{GV-73) Os nameros x, y, z formam, nesta ordem, uma P.A. de soma 16, Por outro
lado, os numeros x, y + 1,z + 5 formam, nesta ordem, uma P.G. de soma 21. Sendo
0 < x £ 10, o valor de 3z é:

a) 36 b} 9 ct -6 d) 48 el 21

{ITA-70) Seja dada uma progressdo geométrica de trés termos positivos, tal que o pri-
meiro termo, a razdo, o terceiro termo e a soma dos trés termos, formam, nesta ordem,

uma progressdo aritmética. Portanto, a razéo da progressdo geométrica é:

1 2 d 3
a) 1 b)i 0)3 )

e) nenhuma das respostas acima é valida.

{ITA-71) Uma progressdo geométrica de 3 termos positivas cuja soma € m tem seu se-
gundo termo igual a 1. Que valores deve assumir m, para que o problema tenha solugdo.

al 0<<m<1 b) 1Sm<3 c) m=3
dl 1€m<2 e) nenhuma das respostas anteriores.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TD.101 {GV-75} Dois conjuntos A e B sdo tais que o namero de elementos de A - B.¢ ﬁpﬂs %(esse

numero de elementos de A U B é 62 e o nOmero de elementos de A - B,
B ~ A estdo em progressdo geométrica. Entdo, o conjunto A (1 B tem:

a) 12 elementos b} 10 elementos ¢} 2 elementos
d) 20 elementos e) 8 elementos

TD.102 {CESCEM-72} Os dngulos de um tridngulo estdo em P.G. de razdo 2. Entdo o tridn-

gulo:

N m .
a} tem um angulo de 3 b} ¢é retdngulo ¢} é acutangulo
d} é obtusdngulo e) é isHsceles

TD.103 (CESCEM-77) Para que as medidas dos lados a e b e a medida da drea A de um retan-
gulo sejam trés nlimeros em P.G., nesta ordem, é necessaric que

a} os lados tenham a mesma medida

b} a medida dos ladas seja um

¢} a medida de um dos lados seja o quadrado da medida do outro
d} a medida de um dos lados seja o dobro da medida do outro

e) a soma das medidas dos lados seja igua! & medida da area.

TD.104 (CONSART-73) A soma de trés nlmeros em progressio geométrica crescente é 26 e,
o termo do meio é 6. O maior desses nimeros é dado por:

a) 36 b} 18 cl 24 d) 12
e} nenhuma das respostas anteriores.

TD.105 {CESCEM-71) Os senos dos dngulos de um tridngulo estdo em P.G. Nestas condigGes:

a) o tridnguio é necessariamente equildtero.
b} o tridnguio ¢ necessariamente retdngulo.
¢} o tridngulo é necessariamente acutangulo.
d) o triangulo é necessariamente obtusdngulo.
e} os lados do tridngulo estdo em P.G,

TD.106 {CESCEA-73) Hé 10 anos o preco de certa mercadoria era de 1 + x cruzeiros. H4 5
anos era de 13 + x cruzeirgs e hoje é 49 + x cruzeiros. Sabendo-se que tal aumento
deu-se em progressdo geométrica e de 5 em 5 anos, pode-se afirmar que a razdo do
aumento foi:

a) 3 b} 5 c) 7 d} 2

TD.107 (GV-72) Nos Gltimos seis anos uma certa ind(stria fez trés reajustamentos de 30% ca-
da um nos pregos dos seus produtos, Isso totaliza um aumento sobre os pregos de 6
anos atrds, de aproximadamente:

al 40% b} 30% c) 120% d} 90% e) 300%

TD.108 {(CESCEA-72) Uma inddstria estd produzindo atualmente 100 000 unidades de um
certo produto. Quantas unidades estard produzindo ao final de 4 anos, sabendo-se que
o aumento anual da producdo é 10%?

al 140 000 b} 146 410 ¢l 146 000 d) 145000 e) nio sei,

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com. br?l
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http://fuvestBI 09 GESCEM-71) Sabendo-se que a populacdo de certo municipio em 1960 foi de 120.000

habitantes e que esta populacdo vem crescendo a uma taxa de 3% ao ano, entdo em 1963
a melhor aproximagdo para ¢ namero total de habitantes deste municipio é:

a) 127 308 b} 130 800 c) 131127 d) 1350861
e} impossivel de se prever sem o conhecimento do resultado do censo de 1970.

TD.110 (GV-76}) Um quimico tem 12 litros de &lcootl. Ele retira 3 litros e os substitui por
agua. Em seguida, reiira 3 litros da mistura e os substitui por dgua novamente. Apos
efetuar essa operagao 5 vezes, aproximadamente quantos litros de dlcoof sobram na mistu-
ra?

a) 2,35 b} 2,85 c) 1,75 d} 1,60 e) 1,15

TD.111 (ITA-71) O produto dos termos da seguinte P.G. -V 3, 3, -3V 3; ..., -81V 3 &

a) -v/325 b) -v/3%2 &) -V -39 d) -v/3%

e) nenhuma das respostas anteriores.

TD.112 CESCEM-67) O produto dos termos da seqiéncia: x', ax ' I, a2x™2 L A"k, a"
é dado por:
al (n+1)xn - an b} ax(n+1)!
+
SRRAAIN ) d) vV {ax)nin+1)

e) d1sea=x

TD.113 (CESCEM-76) O namero de termos de uma P.G. é impar e o0 seu termo médio é a. Po-
de-se entdo afirmar que o produto dos termos extremos €:

a) o quadrado de a

b) odobrodea

c) araiz quadrada de 2

d) a média geométrica dos extremos

e} o produto do ndmeto de termos por a.

TD.114 (CESCEM-74) Se ay, ap, A e x sdo, respectivamente, numa P.G., o 19 termo, o dlti-
mo termo, @ soma e a razdo, podemos afirmar que

A-a _atA _A-a
a)x-—n_A b)x——A_an c)xf—A_an
_ @p -ap _ A-a;-ag
d) x = A e)x—g—al_‘_an

TD.115 {ITA-76} Se designarmos por S, a2 soma dos n primeiros termos de uma progressdo
gecmétrica de infinitos termos, de razdo g -> 1 e primeiro termo a; -> 0, podemos
afirmar que:

a) Sn - Son - Sn b) Sn _ S2n
S2n = Sn Sap - S2n S2n -~ Sn  San - San
S
o gy = San - Sn @) San = San + S

enhuma das respostas anteriores.
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TD.116 (GV-73) A somaa + ar + art + 4 ar"_1 ¢ igual a: Para mais, acesse: http /fuvestTRA23 4G 70} Um empreiteiro contrat?u a- abertura de um pog¢o de 20 metros, nas seguin-
tes condicoes: receberia pelo primeiro de profundidade 10 centavos, pelo segundo
all - r”) metro 20 centavos, pelo terceiro 40 centavos, duplicando sempre até o Ultimo metro
al — ., ser =1 de profundidade. Entio pelo Gltimo metro de profundidade o empreiteiro receberia:
all -rM ) a) 48 centavos b) 5+ 220centavos c) 390 centavos
b) BT se r # 1;igual a na, ser = 1 d) 10 - 2!8 centavos e} nenhuma das respostas anteriores,
) M , para todo r TD.124(GV-70) Mesmo enunciado da pergunta anterior, 0 empreiteiro pela abertura total
THr do pogo, receberia
alt - M =~ 510 . 3
d) —_ para todo r {Sugestdo: 2°° = 1024 é aproximadamente a 1 000 107)
a) entre Cr$ 50.000,00 e Cr$ 99.999,90
e) na, para todo r bl menos de Cr$ 50.000,00
c) exatamente Cr$ 100.000,00
TD.117 (CESCEM-68) Seja uma progressio geométrica de 2n termos, cujo primeiro termo d) exatamente Cr$ 99.999,90
e 1 e arazdo & 2. A soma dos termos dasucessdo formada pelos termos de ordem e) mais de Cr$ 100.000,00
2,4, 6, ..., 2n da progressdo é:
4" 4 204" - 1) n 4" 1 TD.125 (GV-76) Um funciondrio de uma reparti¢do plblica inicia um trabalho. Conseguindo
a 3 o) 3 o 47-1 d) 2 despachar no 19 dia 210 documentos e percebe que seu trabalho no dia seguinte
tem um rendimento de 90% em relagio ao dia anterior, repetindo-se este fato dia
e) ndo ha dados suficientes para a solucdo do problema apds dia. Se para terminar o trabalho tem que despachar 2 100 documentos, pode-se

concluir que:
TD.118 {CESCEA-67) Quantos termos da P.A, 9, 11, 13, ... devem ser somados a fim de

que, a soma seja igual 3 soma de 9 termos da P.G. 3, -6, 12, -24, 48, ...; a) a trabalho estard terminada em menos de 20 dias

b) o trabatho estara terminado em menos de 26 dias

a) 19 b} 20 c) 18 dt -7 e} nada disso. c) o trabatho estara terminado em 58 dias
K d) o funciondrio nunca terminard o trabalho
TD.119 (ITA-77) Sendo S =1+2x+3x2+ .. +(k+1)x", onde x > 1 e k é um inteiro @) o trabalha estard terminado em 80 dias,
maior que 2, entdo, se n € um inteiro maior gue 2,
— MSRNLES 4+ 1) neg TD.126. (FFCLUSP-69) E dada uma progressdo geométrica crescente e uma progressao aritmeé-
al Sy = 1 - x?2 b} Sp = M1 -x2 ~ 1-x X . tica com primeire termo igual a zero. Somam-se os termos correspondentes das duas
1+ x"! n +2) ) seqiiéncias e obtém-se a seqiéncia (1, 1, 2, ...}. A soma dos 5 primeiros termos desta
S = _ n+ Udncia ¢é:
¢ Sq TR (= x)? x seqliéncia €
27 2
d's 1 + xﬂ+l . {n + 2) n+t a) 21 b) 18 c) d) 24 e) 30
n = _ 2 _ X ~
1 -x 1 -x TD.127 (GV-70) Quando n cresce, a fragao
e} nenhuma das respostas anteriores. 1+ A + L + A + + 1 +
2 4 8 l 21 tende a:
TD.120 (CONSART-74) Se s3 = 21 e s; = 45 sdo, respectivamente, as somas dos trés e 1+ 1 + a n A + + A +
quatro primeiros termos de uma progressio geométrica cujo termo inicial é 3, entdo 3 8 27 3n
a soma dos cinco primeiros termos da progressdc é: al 3 b) 4 ¢) oo d} zero
3
al 66 b} €9 c 93 d) 96 el 105 e} nenhuma das respostas anteriores.
TD.121 [MACK-68) Numa P.G., a; = 2; a, = 686 e a soma de seus termos é 800. Entdo: 1 \6 1 \[2>
" . TD.128 [FFCLUSP-67) O limite da soma § =1 -V2+ — + —5= + 7= - == + ..
al g<n b) g=n ¢ q<a d g>n el n<la;+- "
a e
; quando o ndmero de parcelas tende ao infinito é:
TD.122 (I:H(f-??) A razdo da progressio geométrica, cuja soma dos n primeiros termos & 242
2 -2, qualquer que seja n, inteiro e positivo, é: al 2+2V2 b} 2-2%2 c) 4vV2 d 2 - Ty
al 1 bl 2 c) 3 d) 4 e) 5 i
Para mais, acesse: http://fuvestibu arcor%).br?enhuma das respostas antériores.
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TD.129(FEI-72) O 19 termo e a razio de uma P.G. tém o mesmo valor

da soma dos termos quando n-—>oo é: 2
1 1
a) 1+v2 b) 1 c)7 d) ——— — e} 0
2+ 2
TD.130 (MACK-69) A soma dos termos da progressao 3_1, 3_2, 3_3, -
1 1
al 5 b} 2 c) r dl 4

@) nenhuma das respostas anteriores.

- 2 3 4 5
TD.131 (ITA-75) A expressdo 1 + 3 + 2 ta s + ... vale
9 7
a) 4 b} > c) 5 d} 38

e) nenhuma das respostas anteriores.

TD.132(CESCEM-72) A soma da série

1 1 1 1 1.1 1 1
§+§+—&—+3+'+2n+3n+2n+1 3N+ 1 =
[oe]
L 1'_ é
=Y Lot
n=1
a) % b} 1 o % d 2 e) oo
TD.133 (MACK-74) A s-1+ 3, L8, 21
D. - soma S = a 16 o4 >IN -2 .. 8
{Sugestdo: Decompor o termo geral e usar a formula da progressio geométrica.)
2 4 8
al 2 b} 3 cl 4 d} 3 e) 3

TD.134 A dizima periddica 0,34343434... representa a soma da série geométrica cuja razéo
g e primeiro termo a sdo respectivamente

1 P&rohrrp‘g‘ﬂé acesse: http Jivestibu TP 36 (PUC-70) Se 0 <a <1, entdo o limite da soma a +2a2 + 3a3 + 4a* + ... vale

a
(1 -a)2

a)
b) a(1-a)?

¢ a{t1-a?)

a
1-a2

d)

e} nenhuma das respostas anteriores.

TD.137 (CESCEA-76) A soma dos termos de uma P.G. infinita ¢ 3. Sabendc-se que o primeiro
termo é igual a 2, entdo 6 quarto termo desta P.G. é:

2 1 2 1 3
a) — b} — = — =
27 } 2 c) 3 d) 27 e) 3
TD.138 (GV-74) Considere ta+ +1—+L+L+ «iPod
X onsidere a soma: a + .. 128 512 2048 R emas
concluir que a soma de a com a razdo é:
3 4 1 5
a) a b) 3 c) 1 d) vy e) e
TD.139 (PUC-77) Se 1 +r + N LT 10, entao, r € igual a:
9 -9 1 1
a)l 1 b)ﬁ— c} 10 d) 5 d) ﬁ
TD.140 (GV-73) A solugdo da equagdo % =1+x+x2+x3+..6:
1 2 2
a)xf—g b)x=—3- c)x_——»3—
1
d) x =3 = + —
el x 3
4 8 14 "
TD.141(CESCEA-72) Se 2 + — + — +..= —|—, entdo, O valor de m é:
m m 5
a) b b} 6 c) 8 dl 7 e) ndo sei
TD.142 {CESCEA-72) Assinale a afirmacdo falsa:
al 1 +r +r2+ ., = T , para todo r €IR, r # 1
rn+1_1
b) 1T+r+ri+ . +¢" = para todo r EIR, r #1 e para todo natural n.
r
1
C)1+1?+44—+ L.=2

d) % é 0 52 termo da P.G.: 24, 16, ...

e} ndo sei.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

a) 0,01 e 34 b) 0,1 e 0,34
c) 0,34 e 0 d) 0,01 e 0,34
. a a afa - 1) .
TD.135 (GV-75) O valor da soma pa— t 3 + T 12 + ...+ .., paraa>1é
2@+1) afa+1)
o a1 Sy —
ala-1) dl (a + 1)
2(a + 1) 2 -1)
1
el - 2
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TD.143(CESCEM-77) O lado de um tridngulo Para mais, acesse: http://fuvestib AT RYZES
_equilatero mede 3. Unindo-se 0s pontos
médios de seus lados obtém-se um novo
tridngulo equildtero. Unindo-se os pon-

tos médios do novo tridngulo, obtém-se TD.148 (PUC-74) A matriz quadrada de ordem 2. A = [3ij] com ajj = (=1)i*] - i - &
outro tridngulo equildtero, e assim su- 1 2 A — 1 2 a 5
cessivamente. A soma dos perimetros de al 2 4 b) 9 2 ¢} 5 2 d) 2 2 e) 1 a4
todos os tridngulos citados &
a) 18 b) 10 cl @ d 3 el 3 ' TD.149 (PUC~76) A é uma matriz 3 por 2 definida pela lei
1sei=je
TD.144 (CESCEM-70} As bolas abaixo tém centros sobre a reta r e $30 tangentes exteriormente 8jj ={32 se i :;/:jj :

tendo, cada uma, metade da drea da anterior. Sabendo-se que a primeira tem didmetro

igual & d, a distdncia do ponto Ap ao ponto Ap tendo {quando n — o9 a: Entdo A se escreve:

a) infinito a) 11 4 91 bl |1 1 c) {1 1 db j1 1 9] e 1 1
b) 2d ' 1 i 4 1 4 1 4 9 4 1
3 Ao A Aj N v
d) di2 + V2)
W2 +m 2 1 12 ,
o~ TD.150 (PUC-76) Sendo A = | 3 2| eB = |3 3| ovalor de 2A - B &
4 0 2 1
1 1 1
TD.145 S, & imeil a i — =, =
45 5, a soma dos n primeiros termos da progressio geométrica 1, 23§ " 3 o 3 0 3 0
O menor valor de n para o qual 2 - S, < 0,0001 é: al 3 .7 By | 3 7 c 3 7
- - -10 1
al 4 b} 10 o 14 d) 15 -0 -1 10 -
3 0 5 4
TD.146 (CESGRANRIO-COMCITEC-73) O primeiro termo de uma progressio geométrica d) 3 7 el 19 1
. R - 6 1
é e 0 seu quarto termo 4_252 . Representando-se n e ng, nimeros inteiros po- 10 1
sitivos e por S, a soma dos n primeiros termos, tem-se: A 3
2 1 -1 2 - = :
a) para cada namero real M escothido existe n tal que S, > M TD.151 (PUC-77) Se A = <3 _1), B =< 1 0>, e C =<2 1): entdo a matriz X, de
b) S, < 0,55 para todo n.
c) existe algum ng tal que para todo 1 > ng se tenha 0,55 < S, < 0,58 ordem 2, tal que: X-A _ B*rYX (s igual a:
d) para cada nGmero real M escolhido existe n tal que S,; <M 2 3
e}l as quatro afirmativas anteriores s3o falsas. 28 1 o) 28 1 o 28 1
. - I\ 2 3 23 3 25 3
TD.147 (CESCEM-76) Considere as proposi¢ies
a a3 45 a2 28 1 28 1
_ 5 2, L S as e
| — A razdo da P.G. { b’ blo b3 ¢ pa- d} ( 30 3> ( 22 3
Il — A soma da série geométrica de termos (a; b; c; ...), onde lbl >lcl, ¢ —2 b 11 2 1 1 1
1 “a TD.152 (CESCEA-73) Considere as matrizes: A =< 2 0), B :< o 1/ C = 1 1/
11l — Se o primeiro termo de uma P.G. for estritamente positivo e a razdo for estrita- Entdo, AB + C € igual a:
mente negativa, entdo a progressdo serd decrescente.
entdo } 3.0 b) 3 ]
. a 1 1 5 3
al somente | é correta b} somente Il & correta 11
c) somente Il é correta d} somente 1l & falsa c)( 3 5) d)( 2 1 )
e} somente | é falsa v

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Para mais, acesse: http:/fuvestibuTB:18@IFUVEST-77) Considere as matrizes:

1 1 . R .
TO193 (PUC-74) Se 1 - [0 EI):I A I} 3]' entdo 2 marriz X - A% - BA + 2+ 1 & 1) A = lajj). 4 x 7, definida por & = i - |
2) B = (bij), 7 x 9, definida por bij =i
a) 3.l b} 2. ¢) -2 d) | e) =31 3) C = (gj), € = AR
1 3 O elemento cg3
. PUC-75) Sendo A = , entéo:
TD.154 (PUC-75} Sendo » 3 4| entdo a) 6 -112 bl é 18 ¢) & -9
al A é uma matriz diagona! d) é 112 e} ndo existe
b} A é uma matriz quadrada de ordem 4. 1
c) A matriz transposta de A & Al = _z ; TD.160(CESCEM-73) O produto M * N da matriz M =| 1 }pela matriz N = {1, 1, 1)
1
d) A? = I:; 12:| al ndo se define
b) é uma matriz de determinante nulo
e) A - -8 15 c) é a matriz identidade de ordem 3
-15 7 d) & uma matriz de uma linha e uma coluna
e} ndo é uma matriz quadrada.
TD.155 (CESCEA-76) Sejam as matrizes A - o 1 el = 1.0 . Definimos: A® = le
1 0 0 1 x 1 2 :
A" = A™'. A para todo namero natural n, com n 3> 1. Entdo: TD.161(MACK-74) Sabe-se que A = :23 ; 25 + B = (bjj) ¢ uma matriz diagonal bjj = 0
a} AD = | para tod tural
| 2n7Apr o natural n 2 3 10
bl AN = A, para todo naturat n seiF#j)e AB= |6 12 25|. Os valores de x, y e z sdo, respectivamente:
c) AN = | e AZN*L = A para todo natural n 4 9 20
d} A20*1 - | para todo natural n a) 2.3 4 b) 1,4, 4 eV 7 7.7
e} AN = | se, e somente Se, n = 0. d) 2, 3,1 el 1, 1,1 I
_ _ 2 4 1 2 0 o 10 2 1
TD.156 (ITA-74) Sejam as matrizes A = [0 4], B = [0 4], Z= l:o 0], I = [0 1}. TD.162 (PUC-76) Se [f —2:| . [::I _ I:g:l, entdo
Entéo temos:
al x=5ey = -7 bl x=-7ey=-5
a) BA = | b) BA - AB ¢) A=2B ) x—-Bey=-7 d x=-Tey-5
d) Al =BZ €} nenhuma das respostas anteriores &) x=-T7ey=-5
1 0 0 2 00 1 2 o N o
TD.157 (PUC-70) Sendo as matrizess: A= |0 -4 0| eB=|0 4 0], entdo o valor TD.163 (FEI-73) Sejam as matrizes: A = [0 1 O, B =|y|et={1] caleute x, y

de x tal que AB = BA é: e z tais que AB = |,

a} -1 b} O ch 1 al x=2z2 y=0 z2=2
d) o problema é impossfvel e} nenhuma das respostas anteriores. b) x=2 y=0 z=1
) x=0 y=1 z=20
1 1 0o -2 1 dl x=-2 y=1 z=4
TD.158 [CESCEM-70) Calculando-se 2AB + B2 onde: A={ 1 1 0 |leB=[ 2 -1 o0
1 1 1 0 1 0 TD.164 (PUC-77) Se A = o4 eB = (1 f , entdo, a matriz X, de ordem 2, tal que
Teremos: 1 2 1
0 3 o 0 3 0 0 3 0 0 6 2 AX =B, &
al| 2 -6 3 bbl2 9 4] {1 6 3 |dl| 1 -5 6 10 1 0 10 1 0 1 0
6 -3 1 - 3 2
6 -5 2 3 3 0 3 ;3)01513)0:13_c:)0‘1‘_z:l)o1g¢a)01E
e) nenhum dos resultacos anteriores. Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TD.1656 (CESCEM-73) Dada a equagdo matricial X2 - 2X = 0, onde X é uma matriz quadrada, acesse: http://fuvestibular.com.b

n X n, ndo singular. Podemos afirmar que esta equacao:

a} tem uma infinidade de solugdes
b} ndo tem solucdo

¢) tem duas solu¢des distintas

d) tem uma Unica solugdo

e) admite a solugdo X =[ .......

\/i -1 1

TD.166 ITA-76) P = \/5 1 -1 é matriz 3 X 3, entdo uma solugdo da equagdo:

o V2 V2

P+ X2 =pP+x®+2PXeé
- - .
vz V2 o | V2 2 0
a x=| o 1 V2 B X =| 1 1 V2
R -1 V2 | B -1 V2 |
vz vz o] vz vz o
o X =| -1 1 V2 d X =| -Vv2 1 V2
L1 1 V2 V2 1 V2]

e) nenhuma das respostas anteriores.

a b -
TD.167 (IMACK-74} Seja A = ( >c0m ad - bc # 0. Entdo A g
1 d -b 1 -a c 1 d -¢
a)ad-bc (—c a)b)ad—bc(b -d)dad—bc(—b a
-1 -1
1 a -b 1 a b
d)ad—bc(—c d) mad-bc(c_1 d‘l>
1 2 ¢ B - 2 -1
1 4 X Y

duas matrizes. Se B é a inversa de A, entdo x + y vale:

TD.168 (CESCEA-75) Seja A

3 1
a) ) b) 2 ¢ -1 dt 1 e} O
. 1 Q - -1,3 , .
TD.169 (MACK-74) Seja A = o 1] Entdo (A + A" )7 é igual a:
a) matriz nula de ordem 2 b} matwiz identidade de ordem 2
o) % A d) 2’A e) 8A.

/
TDA70(MACK-75) Sendo A= [i

-1 3 0
A = .
+ A [0 3] é

a) 0 b) 1 ch 2 d} 3 e) 4.

1 - )
, entdo o namero de valores de x tais que

cotg &x cossec (¢

TD.171 (MACK-74) Seja a matriz A =(
cossec  cotgQ

)com Q# KT Se A = A los

valores de & sdo:

k@ L L
a) 5 k inteiro b) 2 k7, k inteiro
c) todos os nameros reais d) inexistentes

e) nenhuma das afirmacdes acima é verdadeira

'TD.172 (EPUSP-68) Seja b o elemento da primeira linha e segunda coluna da matriz inversa

da matriz
1 2 0
0o =2 1
2 0o 1
a) b=-2 b} b = -1 cl b=0 d b=1

e} nenhuma das respostas anteriores

16 -1 -10
TD.173 (MACK-73) A matriz inversa da matriz A& A~ =| 13 -1 -8
: 1 - -7

Lembrando que A - Al - I3, a segunda linha de A é
a) (1 1 1) b} (3 -2 -2) ¢ (2 1 -3}
d} (0 0 -1) e) (2 -2 3)
TD.174 (EAESP-GV-77) No que se refere a solucdo da equacdo AX = B em que A e B
s80 matrizes quadradas de ordem 3, pode-se dizer que:

a) a equagdo pode ndo ter solucdo
b) a equagdo nunca tem solugdo

¢} a equagdo tem sempre uma solugdo e que X =

d) a equagdo tem sempre uma solugio e que X =
e) a equagdo temn sempre uma solucio e que X = A "B

TD.175 (PUC-76) Dada as matrizes A = ( 3 4) e B = (5 _i) entdo a matriz X de

2 1
ordem 2, tal que (xa)t - B e

1 (7 -6 1 (-6 7 1 ({7 10
2 165 (10 15) b} 65 (10 15 o 165(—6 15

o L [10 15 g L[ 7 15
165 \-6 7 166\ -6 10

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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3 0 2 -1
TD.176 (MACK-74) Dadas A = ( ) , P = ( ) e B-=

1 [ a gy mais, acesse: http://fuvestiTDABIEUVEST -77) A matriz
0 -2 3 5 ©

i3\75 b

_ senf?l  cosl 0 1
valores de a e b, tais que B = PAP i, sdo respectivamente: son 0 cos 6 o o
a) 24 e -11 b) 18 e 53 cl -19e 17 d) 33 e-47 e} 3be2 sen 0 1 0 0
0 0 1 0
TD.177 (PUC-70) Sendo A e B matrizes invertiveis de mesma ordem e X uma matriz tal
que (XA)' = B, entdo: é inversivel se e samente se:
P P L
a)x_At Bl a) 0 #nm, nE2 bl #£2mm nczZ C)5¢3 +nm, nEZ
=B A~
by X d)6¢_%+nmnezf el 6 ER
¢ X = {BA)
dl X = {AB)'

TD.182 (POLI-68) A é uma matriz quadrada cujo determinante é nulo, entdo pode-se
e} nenhuma das respostas anteriores, garantir que’
t .
(Nota: {(XA)" representa a matriz transposta de XA). a) existe uma matriz quadrada X, ndo nula, tal que AX = 0

b) qualquer que seja a matriz quadrada X, tem-se AX = 0

TD.178 (CESCEA-73) Considere as afirmacdes ¢} existe uma matriz quadrada X tal que AX = | {l = matriz unitaria)
d) a matriz A é nula
5 3 . -1 2 -3 e) nenhuma das respostas anteriores
1. S<=:A=<3 2>,entao,A —(_3 5
2. Seja A uma matriz quadrada. TD.183 (CESCEM-72} A matriz M e; sua inversa tém todos 0s elementos inteiros. Entdo os
Entio: A~ existe det A = 0 determinantes de M e de M~

a} sdo nulos b) sdo iguais a +1

3, Seja A = (f g)  Entdo: Al =< ? 2? ) c) sdo iguais a -1 d) sdo iguais, valendo +1 e -1

e} sdo ndo nulos, nada mais se podendo concluir.
entdo:

TD.184(CESCEA-75) Considere a matriz
a) todas sdo verdadeiras

b) 1 e 3 sdo falsas A g 1 g
¢} 2 e 3 sdo falsas ) 0 X
. -1, .
1 U , T t A™" é igual a:
TD.179(PUC-76) Os valores de m, para os quais a matriz M = (m ;‘) ndo é inversivel, O determinante de ig
s30: 1 1

al - = b) -2. ¢ . d) 12 e)

a) 1 b +2 ¢ V5 d) V2 o V3 2 12

TD.185(FFCLUSP-69) Consideremos o conjunto S de todas matrizes quadradas 2 X 2 que
podem ser escritas sob a seguinte forma:

1T 0 - cos 0 sen @
A= k 1 3
k

A
15 °
TD.i80(PUC-72) Os valores de k, para que a matriz

sen 6 -COo3% 0

{6 real qualquer). Qual das afirmagbes abaixo é verdadeira?

ndo seja invertivel, sdo; a) a soma de 2 matrizes quaisquer que pertencam a S ainda pertence a S

a) k=-4 e k=-2 b} o produto de qualquer matriz por si mesma, pertence a S
bl k=1 e k= 2 c} a inversa de qualquer matriz de S existe e estd em S
0 0
cd k= 0 e k=-1 d} (0 o)pertenceaS
d k=1 e kK =-4 .
e} k=1 e k = -1 e} nenhuma das respostas anteriores

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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1
0 n

inteiro qualquer. Se P = {ajj} é uma matriz definidapor P = X" + X

onde n & um ndmero inteiro positivo {n 2 1), entdo podemos afirmar que:

TD.186 (ITA-77) Seja X = ( T) uma matriz quadrada 2 X 2 onde m é urh Mo

L I I

N nin+ 1)
a) um elemento ajj da matriz P é igualam -+ 5

' - nin - 1)
b) um elemento ajj da matriz P é&igual am -

. . mim - 1)
c) um elemento ajj da matriz P ¢ igual a n - —

d) P é uma matriz cujos elementos sdo todos inteiros, se, e somente se, m & par
e} nenhuma das respostas anteriores.

TD.187 (CESCEM-71)} Define-se distincia entre duas matrizes A = {aj}) e B = (bjj) quadradas
e de mesma ordem n pela férmula:

d(A; B) = max]aii - bij| i,i=12 ..n

Assim, a distdncia entre as matrizes

1 2 5 7
e é:
3 4 6 8
al -5 b} -3 c 0 d} 3 el 6

TD.188 (CESCEM-71) Dada uma matriz Ay, X n € as operagBes:

1) +/A que transforma a matriz A numa outra matriz Ay, x 1 onde cada elemento
da (nica coluna de A' & obtido somando-se os elementos da linha correspondente
de A.

2) + / A que transforma a matriz Ay X n Numa outra matriz AT x n onde cada
elemento da (nica linha de A"’ é obtido somando-se os elementos da coluna
correspondente de A.

Nestas condicBes, se A for a matriz identidade de ordem p a expressdo + / {+ / A)

vale:

al 2p b) p ct p? dl p.m e} p.n

TD.189 (CESCEM-70) Sdo dadas duas matrizes A e B, quadradas de ordem p. A matriz
Ip e a matriz O sdo, respectivamente a matriz identidade e a matriz nula, quadradas,
de ordem p. Nestas condigdes:

al AB = BA
b) se AB = Op entdo BA = Op
¢l se AB = I entdo BA = Iy

d) AB = BA se e s6 se AB = |
e} nenhuma das respostas anteriores.

acesse:

hitps//fuvesiblPETFBERMINANTES

TD.190(CESCEM-70) Se A é uma matriz quadrada n X n, | é a matriz identidade de ordem n,
entdo o determinante da matriz (A - xI) é um polindmio de grau n na varidvel x, cujas
rafzes sdo chamadas wvalores proprios de A. Entdo os valores préprios da matriz

1 1
1 1 1 sdo
1 1
a) -1;0;1 b) O; 1 ¢ 0;-1;3 dl 0;3

e) nenhuma das respostas anteriores.

TD.19% MACK-73) Sendo A = {ajj) uma matriz quadrada de ordem 2 & ajj = - i%, o deter-
minante da matriz A é:

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e 4

TD.192 {COMSART-73) O determinante:

X y - X .
e igual a:
Y L
€ igual a:
a) x2-y? b) ty - x) {y + x) c) x2+y2+xy dl x2+y2-xy

e} nenhuma das respostas anteriores.

TD.193(CESCEM-77} Sendo x e vy, respectivamente, os determinantes das matrizes ndo

singulares
a b e -2a 2c i v |
¢ d -3 3d ,enaoyvae
a} 36 b) 12 ¢l -6 d) -12 el -36

TD.194(GV-70) Considere todos os determinantes de 2% ordem, em que os elementos podem
ser zero ou um. Entdo, a razdo do nimero de determinantes positivos para o nimero
total de tais determinantes é:

4 1 1 2
al 75 b} 5 g di 3 e)

3
16
TD.195 (MACK-73) O conjunto-solugdo de:

sen (% -x)-[tgm+ x)]2

=1 é
[sen 112T- +x)]2 « cos (-x)

m .
a) R b) {xE!FHx = > + kT, k lnteiro} ¢l @

d) {xERIx # _kzﬂ , k inteiro} e} {x EIR|x = k&, k inteiro}

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TD.201 !JE}JC—'M) Se somarmos 4 a todos os elementos da matriz.

TD.196 IMACK-77} Os valores de x, 0 x <27, tais que para todo a real Beatenhaacesse: hitp://fuvestibularcom

a tgx s,
0 :
1 a - 2tgx >0, sko
m

a)%(x'(ﬂ ou T<x<2ﬂ'

an an an m
b} 2 <x< 3 ou 2 Ix < 2

m 2 an i
C) ? < X < —3'* ou 3 < X < P

3 an an n
d) 2 <x< 6 ou 3 < x < 4
el ndo sei.

TD.197 (MACK-75) A sentenca
X 1 + 0 ¥ _ x y+1
0 x y 1 B y x+1

. x 1 0 v x y+1
a) é equivalente a 0 x v 1 = v 1

b) é verdadeira para x e y ndo ambos nulos
c) sb é verdadeira se x =y =0 d)} nunca é verdadeira

2 logso logs B
TD.198 {GV-74) O determinante | 5 logs 126 logs2b tem por valor:
8 logz27 10g3243
al 0 b) 1 c) 90 d) 80 e) 122

TD.199 (GV-72) O valor do determinante associado & matriz

sen?x senZx 0
cosZx cos?y seny é:
r2 0 2
a) r2 b) r2 sen?x ¢) r2sen?x cosy

anteriores.
d) r2 sen?x cosly sen2y e} nenhuma das respostas

n n+1
1 (1) ( 3 )
TD.200(GV-75) O determinante 1(”;'1) (":2) é igual a:
n+2 n+3
14 1 )| 5 )
n, n+1 n+2, n+3
a) 1t b”l)( i ) { 1 y 1 ) c) 0
n,,n, N, n n{n+1)(n+2) {n+3)
d)(o)(1)(2)(3) e) 13

g) é equivalente a x =Y.

2 3
A-|1 1 m
1

cujo determinante & D, entdo o determinante da nova matriz é:

a) 2D b) 3D ¢ 4D dl 6D e} 6D
TD.202(CESCEA-75) Considere as matrizes,

4 3

4 1 5
2 3 4 5 1 1

A= [: :I B = C=| 2 1 o]

-1 0 2 31 -1 '
2 8 2 10

Assinalar dentre as atirmag&es abaixo, a correta:

al C é inversivel bl A+ B ¢ inversivel
d) O determinante da transposta de C é 1.

x -1 3
TD.203 (MACK-75) As solugdes da equacdo -4 x 5 = 0 sdo:
6 -3 7
11 11
al 1e2 -— -
b) 7 e 3 c) 2 e 7
d 2 e 4 el 14 e -22.
X
TD.204{GV-75} Para que valores de a a equagdo 0 a X
Q 1 1
reais iguais?
a) a =1 bl 0a<s c) s6 paraa=1
by a<<0 e) s paraa=0
3 1 -2
TD.205 {GV-75) Para que o determinante sen? x 1 cos? x
logzx 2 logs 2
seja nulo, x real, 4x deve ser:
a) 36 b) 18 c) 6 d) 12 el 16
TD.206 {GV-71) O quadrado do valor de x que satisfaz a equacao
logy 16 logy 2 logy 4 ;
2 0 1 =~=, x>0 e x#1 vale:
2
1 1 1
a) 2 b) 4 cl 16 c:l)l e)l
4 2

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TD.207 (FEI-73) Chama-se trago de uma matriz quadrada a soma dos elementos da ﬁggqﬂg‘g’ acesse: http //fuvestibuTQPc%WMACK“77) Se x, vy @ z sdo nGmeros reais positivos, entdo
principal. Sabendo que o trago vale 9 e o determinante 15, calcule os elementos x e y
1 i 1

. 1
da matriz 1 1+x 1 1 5 igual-
: 9 3 1 1 14y 1 é igual:
0 X z 1 1 1 1+z
0 0 y al ao volume de um paralelepipedo reto-retangulo cujos lados medem x, v e z
3l 4eb by 1e3 c) 2ed d 3eb b} ao volume de um paralelepipedo reto-retdngulo cujos lados medem x +1, y + 1
e z+1
TD.208(FUVEST-77) 1 1 1 1 ¢) a 4 vezes o volume de um paralelepipedo reto-retdngulo cujos lados medem x,
1 2 2 2 B y ez
1 2 3 3 d} a 4 vezes o volume de um paralelepipedo reto-retdngulo cujos lados medem x + 1,
1 2 3 4 y+1lez+i
a) 2 b) 1 c) © d) -1 e) -2 e) ndo sei
TD.208 (ITA-71) Qual o resto da divisio por 3 do determinante TD.214 (CESCEA-70) O conjunto de todos 0s x para 0§ quais
4 1 3 -6 1 1 1 1
(3-4) (6-1) (-3-5) (9+6) 1 3+ x 1 1
5 1 2 3 1 1 5+ x 1 =0 e
4 1 2 5 1 1 1 8+ x
al 0 b) 3 c 7 d} 1 a) (-2, -4, -7) b) (-3, -5, -8}
e} nenhuma das respostas anteriores. ¢) (-2, -3, -5) d (-2, 0, 3)
el (-3, -5, 2)
3 4 6 0 1 3 4 2
. 1 0 2 1 N o -1 4 1 TD.215{GV-70) O conjunto solugdo da equagdo
TD.210IGV-72} Sejam A = S 2 2 e B= 0 2 .3 1 J ¢ quag
5 10 3 -1 -3 -4 1 x 1 2 ]
Entio, A+ 2B & igual a X X 4 5 -0 .
. X X X 8
a) 30 b} -30 c) 16 d) -15 e} 10 N « . y
11 0 «x a) {0;1:4:6}
(CESCEA-75] © d ot x 1 x 0 5 igual a: b) {1;2;3;4;5: 6}
. CE - eterminante :
TD.211 x x 1.0 o {0148}
X 1 Q 1

d {o;1;2; 3}
a) (x2+ 1) {x - 1} b) (x* -1 {x+ 1) ) (x3-1ix-1) e) nenhuma das respostas anteriores.
A 2o+ @ e+ 203 -1
TD.216 (FFCLUSP-68) O conjunto de todos os valores reais de x que satisfazem a equacdo

(;; 1 f ? 0 4 0 0
TD.212(GV-72) Seja u = 5 ] x2 x 3x x 1 _g ¢
0 X X 6 3 4 '
6 0 0 x 0 7 0 5
Os valores reais de x, para os quais u?-2u+1=0 sdo: al x=0 b x >0 Q) x-7
a) x=-1 ou x=-2 b} x =*1 ¢l x =1 ou x=2 d) o conjunto de todos os reais
d) x =1 g) x =tV 2 e} nenhuma das respostas anteriores

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TD.217 (CESCEA-638) Os valores de 2 para 0s quais

1 a a 0
a 1 0 a
a 0 1 a >0
0 a a 1
sa0 tals que:
a) -1 <a<1
1 1
b) - 2 <a< 5
c)a<-2 ou a~>2
da< -~ >4
a<-35 oua 2
1
el a > 5
TD.218 (CESCEA-71) Para que
a 0 b 0 X
c 0 d X e
f 0 x ] ] < -32
g X h i i
X 0 0 0 0
devemos ter:
a) x >2 b 0<x<5 ¢ x<-2 dl x >5 e) nao sei.

TD.219 {(EE LINS-67) Estando a, b, ¢, em P.A. de razdo r, o determinante

1 1 1
a b c
a? b? c?

a) & sempre positivo

b) dada a razdo r, depende de a

c) depende sé6 de r, qualquer que seja a
d} éad-r3

e} nenhuma das respostas anteriores

1 1 1 1
. log 3 log 30 log 300 log 3000
TD.220(GV-74) O det
O determinante | (0 3)2  (log30)2  (log300)2 (iog 3000)2
(log 313 {log 30)3 {log 300)3  {log 3000)3
é:
a) -3 b) O ¢ 1 d) 6 e) 12

Para mais, acesse: http://fuvestibTB:2&hGESCEM-70) Dade o determinante de Vandermonde:

n-
1 a; a% ....... ay
1 as al ... a?‘l
................................. S
1 ap a,z-, ....... ap
onde a,, ag, ..., ap 530 termos de uma progressdo aritmética de razdo r e primeiro

termo a;, © valor do determinante

a) independe de n b) independe de r cl independe de a;
d) é uma fungdo somente de n e a;
e) independe dos valores de n, r, e a;

TD.222(FE|I-68) Seja M a matriz quadrada de 32 ordem em que ajj=2i-j. Entfo o comple-
mento algébrico do elemento a3 vale:

a) -4 b) 4 ch 0 d) 3
e) nenhuma das respostas anteriores

2 1 3
TD.223{PUC-76) O cofator do elemento a3 da matriz A = 1 2 1 é:
0 1 2
al 2 b) 1 c) -1 d) -2 el 3
ay az as
TD.224(1TA-67) Seja o determinante D=| by b, b
€1 C2 €3

e Aj, A, Az respectivamente os complementos algébricos de ¢y, ¢z, C3. Entdo
ajAytazAg +azAy =
al D b) -D c) 0 d) D-1 el 1

TD.225({ITA-69) Sejam

X = X1y X12 e Y = Yii Y12
X21 . X22 Y21 Y2

matrizes quadradas 2 X 2. Definimos as matrizes: &+ X; X+Y e X- Y

(& nimero real) por:
¥ x ax X1t xq2 +
s X = 11 12 e X+Y = nTyn 127Y12
Gxy [£2.57] Xz21 Y21 X tyn

X11¥1 + X12v¥21 X11Y12 ¥ X12v22
XY =
X21¥1: + X22Y21 X21Y12 t X22Y22

uma das afirmagdes abaixo é verdadeira, assinale-a.

2 2

al X+ X = [ X Xn } b} det. (d.» X) = o det X
X%I X

¢} det. (X + Y) =det. X +det. Y d) det. (@X) = det. X

e} det. {X +Y)=det. X +det. Y

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TD.226 (MACK-69) Se A é uma matriz quadrada de ordem 2, entdo: Para mais, acesse: http //fuvestibu-gpc&ﬁ%ﬁ

a) sempre det. 2A = 2, det A
b) sempre det (A}2 = (det. A)Z

c) det. A =0 se & somente se A = (g g)

d) se det. A =1 enté’oA:(:) ?)

el sempre A = det. A

TD.227(PUC-72) Qual das afirmacgdes abaixo é falsa? Dadas A e B matrizes de ordem n.

a) det {A + B] = (det A) + {det B)
bl det A = det (AY)

c) (det A) » {det A71) =1

d) det {A + B} = {det A) - {det B}
e} {det A} (det A%} = {(det A2

TD.228 {(FEI-67) Seja M uma matriz quadrada de 32 ordem; constrdi-se uma nova matriz N
em que cada coluna é a soma das outras duas colunas da matriz M. Sendo A o
determinante de M e B o determinante de N, tem-se:

a) B=0 b) B=A c) B=2A d A=28B
e}l nenhuma das respostas anteriores

TD.229({COMSART-73} Quando os elementos da 32 linha de uma matriz quadrada sdo
divididos por x [x diferente de zero} e os elementos da 12 coluna sfo multiplicados
por y {y diferente de zero), o determinante da matriz fica dividido por:

1
a) xy b) — o~ a X
Xy y x
e) nenmhuma das respostas anteriores.
bc a a?
TD.230 (GV-72) O determinante ac b b2 é igual a
ab c c?
bca a a? 1 a? a3 ] 1 al a3
a) acb b b? b} abc | 1 b2 b3 c) Py 1 b2 b3
abc ¢ c? 1 c? c3 W ¢? c?
1 32 ad
d} 1 b2 b3 e} nenhuma das respostas anteriores.
1 c? c3

1 x 2x+b
TD.231(GV-71) O determinante associado a matriz 1 y 2y+hb

1 z 2z +b

é igual a:

a) 8xyz b) b ¢} 0 d) x*y-z
e) nenhuma das alternativas anteriores.

FESCUSP-GQ) O valor do determinante

a atrp a+2n
b b+r c+2r; é:
c ctrs c+2r3
a) 0 b} abc c) rirara d a+b+e el rptratra

TD.233(FEI-68) Sendo

an a12 d13
D- az a2 az3
a3l a3 a33

um determinante de 32 ordem, entdo:

P: sendo ajj = azj, entdo D=0 (j=1, 2, 3)
Q: sendo ajj = ajj, entdo serd sempre D=0

R: sendo ajj = ii~t, entdo D #0

Assinalar
a) se P, Q, R forem falsas b) se P e Q forem verdadeiras
c) se P ¢ R forem verdadeiras d) se Q e R forem verdadeiras

e} se P, Q, R forem verdadeiras

TD.234(MACK-77) A matriz A é quadrada, de ordem 3 e tal que ajj+aji=0, 1<,

j < 3. Entdo:
a) se A0, det A>>0 b)lse A#0, det ALO ¢)det A=-0
d) nada se pode afirmar sobre det A e} ndo sei.
TD.235 (CESCEM-68) Dadas as varidveis X, X3, ..., Xp € as constantes a1, a3, . . . , an qual
das alternativas abaixo corresponde a uma combinacdo linear das varidveis x;, xz,
., Xp-

a) ajx; +a%x2+a%x3+...+a2x

n
b) ayVx;, taxVxp tazVxz +...+a,Vxg

n
¢l a1xy +a;x§ +a3xg+ ... tapxp
d) {ag + x)) +{ag + xab + ...+ {ap + xp)
e) nenhuma das alternativas anteriores

TD.236 (EESCUSP-66) A (nica proposi¢do correta é:

a) para se multiplicar um determinante por um ndmero, muitiplicam-se todos os
seus elementos por esse nOmero

b) todo determinante é igual & soima dos produtos dos elementos de uma fila pelos
complementos algébricos dos elementos correspondentes de outra fila paralela

¢} um determinante ndo se aitera se aos elementos de uma fila se adicionam os

elementos correspondentes de uma outra fila paralela multiplicados por um mesmo

fator arbitrario

todo determinante é igual & soma dos produtos dos elementos da diagonal principal

pelos respectivos complementos algébricos

e} quando se trocam as linhas de uma matriz com as colunas da mesma ordem, o
determinante da matriz transposta & o oposto do determinante da matriz dada.

d

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TD.237 (EESCUSP-68) Um determinante & nulo somente quando: Para mais, acesse: http://fuvestbuSISTEMA LINEAR DE EQUACOES

a} todos os seus elementos sdo nulos
t) todos os elementos de uma linha sdo nulos

¢) todos os elementos de uma coluna séo nulos TD.243(FUVEST-77) {x +2y+32=14

d) duas colunas sdo iguais Ay + 52 =23
g} nenhuma das respostas anteriores ’.' 6z= 18
TD.238(GV-70) O determinante associado a matriz 1 -1 6 Entdo x € igual a
-2 4 -3 al 27 b) 3 ¢} 0 d) -2 e) 1

é nulo porque -3 -7 2

a) tem duas linhas proporcionais TD.244 MACK-75) Dado o sistema: X+y-2z=1
b) tem duas cclunas proporcionais “x +y+z=1
c) tem elementos negativos x=-y+z=1

d} uma coluna é combinagdo linear das outras duas os valores de x, y e z que constituem sua solugédo:

e} nenhuma das respostas anteriores. _ o )
a) sdo todos distintos entre si

b} sdc indeterminados

TD.239 (EPUSP-67) Acrescentando-se a unidade a cada um dos elementos da matriz
¢} possuem soma nula

1 ay by c1 d) sdo iguais entre si
1 ap b, c2 e} formam uma progressdo aritmética de razdo 1.
, o determinante
1 a3 bz «c3
1 ag bs ca TD.245(MACK-74) As solucGes do sistema
X + +z =28
a) ndo se altera b} aumenta de 1 c) aumenta de 4 M
2x - y = 32

d) fica multiplicado por 2 e} nenhuma das respostas anteriores.
onde x >0,y >0 e z >0 obedecem as seguintes restri¢Ges:

a) 2<x<8 e 2<y <8
b) 16 <<x<20 e 0<y <8

Z)) ge: g: ?6 b)) ﬁizh(t)n:anjas respostas ant:r)io(::: o--e ¢ 10<x <20 e 2y <10
ot Q = e
d 1<x<3 e 8<y <12

TD.241 {ITA-75) Seja A uma matriz quadrada de ordem n, tal gue A~1 = At Se det A=1, ) 7<x<15 e 9 <y <M
dizemos gue A é uma matriz de rotagdo e se det A=+1, A é uma matriz de reflexfo.
Apoiados em tais definicGes, podemos afirmar que:

TD.240{ITA-76) Seja Q uma matriz 4X4 tal que det Q#0 e Q3+2Q%-0.

Entdo, temos:

TD.246 {COMBITEC-COMBIMED-75) Resolvendo o sistema

a) se n & impar, o produto de duas matrizes de reflexdo é de reflexdo { 5732x + 2134y + 2134z - 7866

b) a soma de duas matrizes de rotagdo é de rotacdo

¢) o produto de duas matrizes de rotagio & de rotagdo
d) a matriz inversa de toda matriz de rotagdo é de reflexdo obtemos para x ~ y ~ z o valor
e¢) nenhuma das respostas anteriores

2134x + 5732y + 2134z - 670
2134x + 2134y + 5732z - 11464

a) -2 b} -1 cl O d} 1 e} 2
1 . ~ R
TD.242(ITA-75) Sejam as matrizes reais A = I:z 2], | = |:0 ?], X = [:] TD.247{CESCEA-70) Se x = a, y = b, z2=c e w = d ¢é a soluco do sistema
+y =

em um namero real. Seja: AX = mX. Entdo podemos afirmar que: X + v g
y+z-=

a) sedet (A -mi)=£0, entdox+y=0ex-y+#0. 2 +w=1

b} se det (A-ml)=0, entdo existem dois nameros reais X, y tais que x+y F0 y+tw=0

ou x+y F0.

c) se det (A-ml) =0, entdo det A=0 e m=0. : entdo, o produto ab.cd vale:

d) se det A =0, entdo ndo existem dois nameros reais x, y, tais que AX =mX, 1 1

e} nenhuma das respostas anteriores. al 1 b} -1 c) - 16 d) °8 el -20

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TD.248 (PUC-77) Se tivermos - _ TD.252{CESCEM-72) A matriz incompleta do sistema
Para mais, acesse: http://fuvestibular.cor, w.b)g/

x+y +z=-1 +y+z=6

x+z+t=25 x +2y +3z=10

y+tz+t=7 2x + 3y +4z=16

x+y+tt=4 tem determinante nulo. Podemos concluir que o sistema:
entdo x +y+z+téigual a: a) ndo tem solugdo

b) tem um namero finito de solucdes, porém a solucdo nao € dnica
¢} tem infinitas solucées, porém nem todo ponto do IR3 ¢ solugdo
d) term uma Unica solugdo

5
a) -1 b) 7 cl 5 d) 4 e) 7

TD.249 (MACK-75) Dado o sistema ¢) admite todo ponto do IR3 como solugdo.
X] tXg txytxgtXxgt.o.ooooiain +xp =1
Xy +x3bXg FXg L ooiaaoo +xp =2 TD.253 (CESCE A~76) Estudando-se o seguinte sistema de 3 equagdes a 3 incognitas
X1 + X3 tXgtxg b +xq=3 x-2y tz=1
Xy + Xy X3 Txg b +xn= 4 2x+y-2=2
x +3y-2z=1

X+ xy +x3+xq x5t Xp - n obtém-se:

al o sistema é possivel, determinado e admite uma Unica solucdo x =1, y=0,2=0
osvaloresde xj,i=1,2,..,n, gue osatisfazem: b) o sistema é impossivel
a) sdo todos iguais ¢) o sistema é possivel, porém indeterminado, com uma incognita arbitraria
b) formam, a partir de x4, Uma progresséo aritmética d) o sistema é possivel, porém indeterminado, com duas incognitas arbitrérias
¢) formam, a partir de x5, uma progressdo geometrica e) o sistema é indeterminado, com uma incognita arbitraria, sendo (0, 1, 3) uma
d) nao possuem lei de formacédo solugdo.

e} ndo podem ser determinados.

TD.250 (E AESP-FGV-77) Consideremos os sistemas de equagdes: TD.254(PUC-70) O sistema: [ 5x + 3y - 11z = 13
4x - by + 4z =18
x+y+2=3 9x -2y -7z =25

(A) 2x+3y-2=0

a) so apresenta solugdo trivial
4x +8y +z2=6 ) P gao ¢

b) & possivel e determinado ndo tendo solucao trivial

x+y+z=3 c) é possivel e indeterminado
(B) d) ¢ impossivel
v+3z=6 e} nenhuma das anteriores

Qual das afirmacGes abaixo é correta?

al os sistemas s3o determinados
b) os sistemas sdo impossiveis
c) (A)ou (B) é determinado

d) os sistemas sdo equivalentes
e} (A)ou (B) ¢ impossivel.

TD.255 (MACK-75) O sistema 2x + 3y =4
2x tay =4

a) tem infinitas solucdes qualquer que seja a:
b} s6 tem solugdo se a = 3

¢} &impossivel se a 3

d} nunca é impossivel

m solugdo dni lqu e seja a.
TD.251 (GV-74) O sistema x+2y —z=2 e} tem solugdo dnica qualguer que seja

2% -3y + 5z= 11

TD.256 (CESCEA-70) O conjunto de todos 0s m para 0§ quais 0 sistema
x-5y +6z=9

. . mx +y=1

a) é impossivel { 4x + my = 2m

b) é possivel e determinado

c) é possivel e indeterminado nao tem solucdo, é:

d) admite apenas a solucio x =1,y =2,2z=3 a) (-2,0,2) b} (0, 1, 4, 5) ¢} (=2, 1)
e) admite um namero finito de solugSes. d} (=2, 2) el 0.1,2)

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TD.257 (PUC-70) O sistema de equacdes do 1° grau {ax -y=1  temsolucdodeterm

ay -4x =1
a) a¥a b) a #-2o0u+2 c) aF0
d) a #1 e} nenhuma das respostas anteriores & correta.

TD.258 (MACK-77) O lugar geométrico dos pares {x, y), solu¢Ses do sistema
ax + 3y =8

3x +ay = 2{a~1)

a) uma reta se a = 3

c) um unico ponto se a = 3
e} ndo sei.

b) uma reta se a = -3
d} um lnico ponto se a = -3

TD.259{CESCEM-76) O conjunto dos valores de (a; b) & IR? que tornam o sistema{

indeterminado €
5y

a) {(0;0)} b) {i1:-21} o {lPER a-3
d) {ies ) ER?| B~ -2} o) &

2% + By =1
a} é impossivel se a = 12 e b #-30
b) é possivel e determinado sea=12e b =-30
c) é impossivel se a 12 e b ¥*-30
d) é determinado sea = 1. e b= -30
e) é indeterminado se a = 12e b = -30

TD.260 {IMACK~69) — O sistema {ax -by=6

TD.261(FEI-68) — Dado o sistema linear

ax + 2y = 5
Ix-2y=b
tem-se:
P:se a = -3, o sistema é sempre incompativel
Q :se a ¥ -3, o sistema & sempre determinado
R :se b = -5, o sistema é sempre compativel
Assinale:

a) se P e Q sac verdadeiras
c) se P e R verdadeiras
e) se todas forem falsas

b) se todas forem verdadeiras
d) se Q e R verdadeiras

TD.262 (PUC-74) O sistema:
ax - 2y = 1
bx +4y = b
tem solugdo determinada se ¢ somente se:

b

a)a=5 b) 2a ¥ -b c) 2aFb da+2p=0

el nenhuma das anteriores.

216-D

ramals, acesse:
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http:/fuvestibUER2634CESCEA~72) Para que o sistema { ax N Ey
(434 Y

seja possivel e determinado é suficiente que:

ala-c#0 b bF#0 ¢} bla-c)F0 d)ala-cF0
TD.264 (GV-72) Assinale a afirmagdo verdadeira

+y =

a){ xty=5 é possivel e determinado
X +y= G

b){ ax +y =

X +ay = admite uma dnica solugdo para todo a real

I
NOWN

c)fax +y = ) .. -
admite urna Unica solugao para todo a real
-x + ay = 3

d){ax +by=c¢c

aix+byy = ¢ i by
el [ 2x +4y =8 & im ivel
X+ 2y =4 possive

TD.265(FFCLUSP-69} E dado o sistema de equacBes lineares em x e y
X+y=1
J3x+JVEy=m

3x + 5y = m2

admite uma infinidade de solugSes para = - 2 #
a

e) ndo sei,

C

1

Qual das desigualdades abaixo deve ser satisfeita para m de tal forma que o sistema

admita solugdo?

a) -2<m <1
d} m<-3

b} -1 <m<3
e} m2 >5

c) m>3

TD.266 (EAESP-GV-77)

onde k € um nGmero real,
3x -2y = k
x+ky=5

uma das afirmag&es seguintes € correta.

Dado o sistema Iinear{ Xx+y=0

a) se k=0, osistema é indeterminado

b) se k=1 ou k= 15 o sistema & impossivel

¢} se k 0 o sistema é indeterminado

d) se k 0 o sisterna & impossivel

e} se k=1 ou k=15 0 sistema é determinado.

x+y+z=1
TD.267 (CESCEA-77) O sistema 2x + 2y +22=2 é:
3x +3y +mz=3

a) possivel e determinado para m = 4

c) impossivel param =3

d) possivel e indeterminado para todo m
¢) possivel e determinado para m 7 3.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

b) impossivel para todo m
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TD.268 ICESGRANRI0O-COMCITEC-73) Dado o sistema de equaces Para mais, acesse: http//fuvestibulfER:&#idHTA-70) Considere o sistema de equagSes algébricas lineares:

rx+ty+z=1 AX; -~ X3 +x3=0
x+ry+z=1 X| = X3 +2x3 =0

x+ytrz=-2 2x) +xy3 +x3=f

onde r € um ndmero real, tem-se que: O sistema ter4 solucdo Gnica se:

a) o conjunto solucdo é finito e ndo vazio, para r = -2 a) f=0 e =20 Bl B=0 e a#0

b} © conjunto solucdo contém uma infinidade de pontos do espago para r =1 c) f#0 e =0 & P-

c) o con!unto solux;zio € vazio para r - 2 e} B e « forem nameros complexcs conjugados

d} o conjunto solucdo contém um anico ponto do espago para r F1er#-2

e} & conjunto solucdo € vazio, qualquer que seja r. TD.273(ITA-69} — Para que valores reais de & e b o seguinte sistema nio admite solugdo?

3x +ay+4z =10

TD.269 (PUC-76) Os valores de k para que o sistema
x+y+3z=-5

XxX-z=1 2Xx -3y +2 =b
kx +y+32 = 0 al a=-2eb=5 bl a>-2eb %4 c) a=-2ebF#5
x +ky+3z=1 d a=b=1 e} nenhuma das respostas anteriores

tenha solugdo Unica, sd0;

TD.274 - \
a) K#+1 e kF-3 (PUC-73) Os valores de a e b, de modo que o sistema

b) k#+1 e kF-5 X+2y +22-a
) kFE+1 ekF-6 3x +6y-4dz=4
d) k£ +1 ekF£-2 2x + by - 6z = 1 seja indeterminado, sdo:
e) kF+1 ekF -4 al a=4e b=3 \
v
b} a=3 e b=4
TD.270(G.V.-76) Seja S o sistema de equagdes simultaneas: ¢) a=2 e b=1
d) a=3 e b=2
XxX+y+z=Kk e} a=2eb=3
x-y-z=k
X+ty-z=k X +2y +mz=2
TD.275 (GV-73) Seja o sistema X-y+z=1 entdo:
y +32 =n

onde k é uma constante real. Entdo:

; = a) para todo valor de m, o sistem ; f
a) S possui uma solugdo somente para k = 0 P a é impossivel

b) S possui infinitas solugSes para k # 0 b)
¢} S possui solucdo (nica qualquer que seja k real

d} S ndo possui solugdo qualguer que seja k real

e) Se x = y, entdo 2 = -k para qualquer valor de k real

1 . . .
m=10e n # ] == sistema possivel e determinado

1 . . .
¢l m=10en= £ == sistema possivel e indeterminado

TD.271IMACK-75) A equagdo matricial d) m F 10 === sistema impossivel

e} nenhuma das anteriores,

1 -1 X 5
-4 1 1 v|=12 TD.276 (CESCEM-73) Podemos afirmar que o sistema de equagdes lineares
1 3 -1 z k X -2y +3z= -4

Bx -8By + 72 = -8 é:
a) ndo admite solugdo quaigquer gue seja k 6x - 8y + pz = q

. . K )
b} admite solugdo quaiquer que seja a) impossivel, se p = 10 & q % -12

c) admite solugdo somente se k = 4 b) possivel e determinado, se q 7 -12
d) admite solugdo somente se k = 8 ¢} indeterminado, se p ¥ 10
d) tal que so existe a solucdo trivial, se p = 10eq=-12

e) possivel e indeterminado,sep=12eq=10
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

e} admite solugdo somente se k = 12.
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TD.277 ITA-72) Qual é a relagdo que a, b e ¢ devem satisfazer tal que o sistema abaixorrenhacsse: Nip//fUvestibu TDZBY(EAESP-FGV-77) O determinante da matriz incompleta associada a um sistema homo-

pelo menos uma solugdo? geneo de n equagdes lineares a n incognitas é nulo. Em vista desta informacio podemas

5 concluir que:
X + 2y -3z = a

2% + By - 112 = b a} odeterminante da matriz compieta é nulo
x+2y +7z=c¢ b) o sistema é indeterminado
c) osistema ¢ determinado
a) Ba= 2b - ¢ b) Ba=2b +¢ d} o sistema ndo tem solucdo
c) Ba F2b +¢ d) ndo existe relacdo entre a, b, ¢ e} odeterminante da matriz completa é ndo nulo.

e¢) menhuma das respostas anteriores,

TD.282 (CESGRANRIO-COMCITEC-73} Considere as seguintes afirmagGes sobre um sistema de
TD.278 CESGRANRIO-COMCITEC-73) Considere o sistema 2 equagGes lineares homogéneas a 3 incdgnitas:
X5 - 2% + X3 = a 1 — o sistema possui alguma solugo diferente de (0, 0, 0) )
2%, +xg +X3=b 2 —se {x,v,2) e (x’, vy, 2’) sdo solugdes, entdo {x + x', y +y’, z + z') também é solucdo

Bxy — X3 = C 3 —se(x, vy, z)ésolucio e Aé um namero real qualquer, entdo {Ax, Ay, Az) é solucdo

Entdo Tem-se que:

ntdo:

a) o sistema possui solu¢do quaisquer que seja a, b, c a} as trés aflrmat!vas s?o f?]sas

b) o sistema possui solugdo apenas quandoa =b=c =0 b) apenas uma af."-mat!va ¢ falsa |

¢) o sistema possui solugdo se e somentese 2a -b +c¢c =0 c) apenfas u'.“a affrmativa & verdat;lewa

d} o sistema possui solugdo Unica quando a =b =c =0 d) as "efs afirmativas sdo verd~ade|.ras - | ‘ n

e) as quatro afirmativas anteriores sdo falsas. e) um sistema de duas equag3es lineares a trés incognitas nunca é homogénso

TD.283 (CESCEM-73} A matriz
1D.279 (FFCLUSP-87) — O sistema

0 a b
x +ay + alz = al -a 0 ¢
X + by + b%z = b3 b -c 0

27 = &3 . . - .
x +cy tcfz=c tem determinante nulo e nenhum dos ndmeros a, b ou ¢ é zero. Entdo, pode-se garantir

i que o sisterna linear homogéneo nas incognitas (x, v, z)
a) é sempre determinado

b) é determinado para a # b, b ¢ ay + bz = 0
¢) é determinado paraa b F ¢ Fa ax t ez =0
d} & indeterminado para a% b F¢ Fa -bx - cy = 0
e) nenhuma das respostas anteriores é tal que
TD.280{EESCUSP-67) — Seja o sistema: a) qtjalqu-er uma da_s equacoe§ & combinagdo linear das outras duas,
b} ndo existe solucdo para o sistema,
ap Xy = El c) qualquer terna real (x, y, z) é solugéo.
ag X3 + X2 =,

d) a Unica solugdo é a trivial (x=0,y =0, z= 0).
agy %) +apXxy t X3 = by e) existe uma Gnica solugdo ndo trivial.

ap, X; * .. * @8n,n-1%p-1 + Xn=bn TD.284 {(GVv-74) O sistema 2x -y + 52 =0 a:
' ‘ Ix -2y -z=0
Entio o sistema admite 6x - 3y + 4z = 0
. . 'm T
a) sempre solugdo Unica ab i PO'SS'V'E'. ‘
b} nenhuma sclugio b) possivel e indeterminado
¢c) sclugdo, somente se existe um nimero A tal que by = Aay c) POSSI'VBI e com .SO'Ut;aO x = =11, y= “17ez=1
d) solugdo, somente se ay 0 d} possivel, e admite apenas a solugdo trivial, x = y=2z=0
e) solucﬁo’somente seby; =0 el nenhuma das respostas anteriores.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TD.285 (CESCEM-75) O sistema de equagoes: Para mais, acesse: hitp://fuvestibUTD.29BICESGRANRIO-76) Sejam A; e Ay os valores distintos de A para 0s quais a equacdo

3x +4y -z =0
{2x—y+31=0 2 3 X1 ,)\/"1
x +y =0 3 2 X9 - \xz

a) ndo tem solucdo o admite solucdo ! x4 " 0 CEntdo, Ay + Ay 6
b} admite uma unica solugdo ndo trivial \x; 0 .
c} admite apenas a soluc¢do trivial al -5 b) 4 ) 10 ) -6 e o
d} admite infinitas solucdes
e) admite apenas soluc8es ndo triviais. TD.291 (FUVEST-77) A equacdo matricial
TD.286 (UNICAMP-67) O sistema de equagdes lineares [1 5:[ [x:l B K[:XJ
3x -2y - 6=0 _2 -1y v
4« -8y - 15 =0 ¢ admite mais de uma solu¢do se e somente se A =
12x - 8y - 24 = 0 al 0 bl £V3 ch 3 d) Ve e V11
a) determinado b} impossivel ¢) homogéneo
d) indeterminado el ndo tem solucdo no campo dos ndmeras reais TD.292 (MACK-75) Os valores de a para que o sistema
TD.287 (iTA-74) Seja a equagdo matricial x+ y+ z=0
x —ay + z=20
1 4 5 X 0 ax - y - z=20
3 -1 7 y|=|0
1 =22 -1 z 0 admita solugGes diferentes da trivial sdo
Podemos afirmar: ala=0e¢ a=1 bl a- -1 e a~<1
a) a equacdo tem uma e somente uma solugdo cla=-1 e a=20 . dla=-1 e a=0 e a-=1
b) a equacdo tem duas e somente duas solucdes €) nenhuma das anteriores.
c) a equagao tem trés e somente trés solucdes . . )
¢) a equacdo ndo tem solucdo, TD.293 (CESCEA-69) Analise o sistemna
e} nenhumia das respostas anteriores.
x tay tbz+ecz=0
TD.288 (POLI-66) O sistema de equacdes: xtaz+by+tcz=0
X +az +bztcy=0
1 1
— + — -0
; ; e assinale qual das afirmagdes que seguem € verdadeira:
<~ v 0 a) indeterminado
12 4 b} impossivel
x 7+?=0 c} a Unica solucdo é x =y =2z =0
a b c
a) é impossivet b) é indeterminado c) é possivel e determinado d) possivel & x = P I
d) s6 admite a solugdo nula e) nenhuma das respostas anteriores e) determinado
TD.289 (ITA-66} Consideremos o sistema de 2 equagdes nas 2 incognitas x, v: TD.294 (CESCEA-75) Os valores de m para 0s quais o sistema
x - y = kx .
-x + By = ky x~- y+ z=0
. . I o 2x -3y + 22=0
a) qualquer que seja o valor de k, o sistema tem solugdo diferente da solugdo x = 0, Ax+3y +mz-0
y =0.
b} existe pelo menos um valor de k para o gqual o sistema tem solu¢do diferente da admite somente a solucdo x = O, y = 0, z = O sdo:
solugdo x = 0,y = 0.
alm>0 b) m<5 ¢l m=4 dd m>-2 el m#4

¢} para nenhum valor de k, o sistema tem solucdoc diferente da solugdo x = 0,y = 0.
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TD.295 |[PUC-72) Os valores de k tais que o sistema hamogéneo Para mais, acesse: http:/fuvestibUTHR3B0AITA-72) Quais os valores de & de modo que o sistema
(sen - 1}x + 2y - (sen®z = O

x+ty+22=0
x-ky+z=0 admite somente a solugdo trivial, sdo: (3senty + 4z = 0O admite solu¢Bes ndo triviais?
kx -y -2=0 3x + (7senaly + 6z = 0

a) k£0 e kF#-1 bl k#1 e k#F-1 a a=nmn =0, 21,12, £3,
= d) k 1 e k -2
cl k=0 e k2 # # b) @=nm+X n -0, %1, 22, %3, ..
el k#£2 e kF-1 3
M+y=0 c)a=nﬂ+%,n=0,i1,i2,,.,
TD.296 (1TA-68) Seja { x+dy+z=0 d) ndo ha valores de &
yt+tA=0
O sistema acima 1erd solugdo ndo trivial para um certo conjunto de valores de A Para €} nenhuma das respostas anteriores,
que isto se verifique este conjunto é constitufdo: TD.301 (FFCLUSP-66) Para gue o sistema
a) apenas por nimeros complexos ndo reais X+ y+ 2=0
b) apenas por nameros reais ax + by + cz=0
¢) apenas por nimeros racionais alx + b2y + ¢z <= 0
d) apenas por nimeros irracionais admita solucdo ndo trivial é suficiente que:
e) apenas por nGmeros inteiros al a=boub=coua=c
. b) @
TD.297 GV-70) Os valores de m para os quais o sistema linear homogéneo <) ab?:k—b (T ¢
{m+6)x -2y +4z =0 dl a#0,b#0,¢c#0
Bx - 4my - 4z = 0 e) nenhuma das respostas anteriores.
3x -y +tz2=20
admite solucSes diferentes da trivial sdo: TD.302 (ITA-77) Seja[{k; + kalx + {ky - kaly + (k1 -~ k3lz = 0
(kg — ky)x + (ky + kaly + (k3 - ky)z = 0

a) 5e3 b) 6 e -1 .C)-691 d 6el. (ky — ka)x + (k3 ~ kaly + (ka + kj)z =0
el nenhuma das respostas anteriores. um sistema homogéneo de equagdes lineares reais em x, y e 2. Com respeito ao sis-

My M Mp tema acima podemos afirmar:
TD.298 (ITA-76) Considere a matriz 3 X3, M = | My Mg My |. Sabendo gue

My Myp My a) ge ki 7 Tky, k1 # Tk e kg % k3 entdo o sistemna s6 admite solugdo trivial

b} se ki + k% + k'g # 0, entdo o sistema s6 admite solugdo triviat
¢) o sistema admite solugdo ndo trivial, se e somente se, k2 + k2 + k3=0

i M1y Mz Mys 2 0 ) . ' L3
"Myt Mgy My || 6]|=]0] entdo, temos: d) se k; #0, kg #0 e ky # 0, entdo o sistema s6 admite solugdo trivial
[ Mai Mz Mg 4 0 e} nenhuma das respostas anteriores.

a) detM é um ndmero positivo 1 0 0 TD.303 (FEI-66) A matriz
b} Existe uma matriz P, 3 X 3, talque: MP =0 1 0 1 1 2 4
¢l My = -3My - 2M3 0 o 1 o 1 1 2
d) se My = 3Mqyy + 2Mg3, entdo My # 0 3 0 3 6
e¢) nenhuma das respostas anteriores. 0 0 0 O
tem caracterfstica
TD.299 _69) Para qual dos seguintes valores de & o sistema linear em x, y e 2:
(FFCLUSP-69) q 9 a) 1 b) 2 c) 3 d) 4
x+y+z=0 e) nenhura das respostas anteriores.
{cos + sen@ly + {2sentz = 0 1 3 1 2 4
(cosaly + (cos & - senalz = 0 )
v TD.304 (PUC-73) A caracter(stica da matriz: M = 2 03 3 3 é:
admite solucBes ndo triviais? 1 1 0 2
4
s | ar T g o 5T 24 290
a) —4— b P c 4 g8 8 8) 4 b) 3 cl 1 d) 0 e} 2

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TD.305 (EESCUSP-66) Se as linhas de uma matriz sdo combina¢des lineares, de p %Posnﬁa&,“&esw: http://fuvestibular.com.br/
caracteristica é:

al p+1 bl p c) <p d) 2p e) Zp+1

TD.306 {MACK-75) Se numa matriz A de terceira ordem todas as sub-matrizes de segunda

ordem tém determinante nulo, entdo:

a) a caracteristica da matriz A pode ser 3 R.ESPOS T

b) a caracter(stica da matriz A pode ser 2 A
c) a caracter(stica da matriz A pode ser 1

d) todos os elementos da matriz A sdo nulos
e) a matriz A é inversivel.

TD.307 [EPUSP-65) Sendo nulos todos os menores de 22 ordem de uma matriz de 43 ordem.

a) o determinante da matriz é nulo

b) o determinante ndo & necessariamente nulo, mas sdo nulos todos os menores de TD.1 ¢ TD.36d TD.71¢ TD.106b

38 grdem T™D.2 d TD.37d TD.72¢ TD'107
) pode existir um menor de 32 ordem ndo nulo TD3 e TD.38a TD.73b ) :
d) a caracterfstica da matriz é dois TD4 b TD.394 D740 Ig.:oab
e) nenhuma das respostas anteriores. TDS5 e TD.40 3 TD.755 TD'122|2
, ' ) ) TD6 b TD.41a TD.76 ¢ TD.111 d

TD.308 {POLI-67) Sendo a, b, ¢, d quatro numeros diferentes e ndo nulos, o nimero de me- TD7 d, e TD.42 ¢ .77 TD.112
nores de 2% ordem, ndo nulos que podem ser extraidos da matriz TD8 b TD.43a TD‘78¢; TD.“3d
1 1 1 1 1 TDY9 d TD.44d TD.79a TD:1142
0 a2 b ¢ d TD.10c TD.45d TD.80d TD.11532
0 a2 bz 2 da2le: TD.11b TD.46 ¢ TD.81b TD.116¢
0 a3 b3 &3 d? TD.12e TD.47a TD.82b TD.117b
0 at bd o b TD.13d TD.48a TD.83c TD.118b
a) 60 b) 76 ¢t 84 d) 100 e Ig‘;ze TD.84b TD.119b
e} nenhuma das respostas anteriores. TD:16a TD'51 z TD.85d TD.120c
TDA7e TDS52b :D'ssb To2ld
TD.309 (EPUSP-68) Seja S um sistema linear homogéneo, com 3 equagdes e 3 incdgnitas x, y TD.18d TD'53a Tg-:;a ToA22b
e z. Seja T o sistema obtido acrescentando a S uma nova equagdo ax + by + ¢z = Q. TD.18b TD:54c TD.BQE :DJZSb
a) a caracteristica de S pode ser maior que a de T TD.20c TD.55a TD.90¢ Tg::;Z
b) o sistema T pode ser incompat ivel TD.21b TD.56d TD91e TD:1ZEa
¢) o sistema T pode ser indeterminado TD.22b TD.57e TD.92h TD.127b
d) a nova equa¢do é sempre combinagdo linear das outras trés TD.23e TD.58¢ TD.932a TD-128d
e) nenhuma das respostas anteriores. TD.24b TD.59b TD.94e TD:129a
TD.25¢ TD.60d TD.953 TD.130a
TD.310 (FEI-67) Um sistema linear homogéneo de trés equagdes e trés incognitas admite como TD.26 4 TD.61b TD.96e TD.131a
solugdes os ternos (1, 3, 5) e {2, 4, 5), mas ndo o terno {1, 1, 1}. A caracteristica TD.27d TD.62» TD.97 a TD.132¢
do sistema é: TD.28b TD.63¢ TD.98e TD.133¢
a) 0 b) 1 c) 2 ¢ 3 TD-29d TD.64b Tb.99e TD.1344
e) nenhuma das respostas anteriores, TD.30b TD.65a TD.100¢ TD.135b
TD.31d TDh66¢c TD.101b TD.136a
TD.32¢ TD.67d TD.102d TD.1372
TD.33a TD.68b TD.103¢ TD.138e
TD.34b TD.69a TD.104b TD.139b
TD35¢ TD.70c TD.105 e TD.140¢

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TD.141d
TD.142 2
TD.143a
TD.144d
TD.145d
TD.146¢
TD.1474d
TD.148b
TD.149b
TD.150d
TD.151b
TD.152b
TD.153e
TD.154¢
TD.155¢
TD.156¢
TD.157b
TD.158b
TD.159¢
TD.160b
TD.161b
TD.162b
TD.163d
TD.164a
TD.165d
TD.166¢c
TD.167a
TD.168¢
TD.169¢
TD.170b
TD.A71e
TD.172b
TD.173b
TD.174a
TD.175a
TD.176a
TD.177b
TD.178¢
TD.179d
TD.180d
TD.1813a
TD.182a
TD.183d

228-D

TD.184a
TD.185¢
TD.186a
TD.187¢
TD.188b
TD.189¢c
TD.190d
TD.191d
TD.192a
TD.193¢c
TD.194¢
TD.195b
TD.196 a
TD.197¢
TD.198a
TD.199b
TD.200c
TD.201d
TD.202 ¢
TD.203¢
TD.204e
TD.205b
TD.206¢c
TD.207d
TD.208b
TD.209¢
Tb.210b
TD.211¢
TD.212b
TD.213a
TD.214a
TD.215a
TD,216d
TD.217b
TD.218¢
TD.219¢c
TD.220e
TD.221c
TD.222a
TD.223d
TD.224 ¢
TD.225d
TD.226b

TD.227 a
TD.228¢
TD.229d
TD.230d
TD.231¢
TD.232a
TD.233¢
TD.234c
TD.235a
TD.236¢C
TD.237e
TD.238d
TD.239d
TD.240d
TD.281¢c
TD.242b
TD.243e
TD.244d
TD.245b
TD.246 ¢
TD.247 ¢
TD.248¢
TD.248b
TD.250d
TD.251¢
TD.262c¢
TD.263¢c
TD.254d
TD.256d
TD.256d
Tb.257 ¢
TD.258b
TD.269d
TD.260 ¢
TD.261d
TD.262b
TD.263 ¢
TD.264c
TD.265b
TD.266 ¢
TD.267 d
TD.268d
TD.269¢

TD.270¢
TD.271¢
TD.272b
TD.273¢c
TD.274b
TD.275¢c
TD.276a
TD.277d
TD.278¢
TD.279¢
TD.280c
TD.281b
TD.282d
TD.283a
TD.284b
TD.285d
TD.286a
TD.287e
TD.288 a
TD.289a
TD.290b
TD.291e
TD.292c
TD.293a
TD.294¢
TD.2952a
TD.296b
TD.297 e
TD.298 ¢
TD.299e¢
TD.300d
TD.301a
TD.302d
TD.303b
TD.304b
TD.30b¢c
TD.306¢c
TD.307a
TD.308b
TD.309d
TD.310¢c

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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