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RESUMO

Esta monografia abordou o estudo de extremos locais de fungoes de duas e trés variaveis
independentes, partindo-se de defini¢oes de funcoes de duas variaveis para entao expan-
dirmos suas defini¢oes para fungoes de trés variaveis. Durante o nosso trabalho juntamos
todos os conhecimentos que foram necessarios para o estudo de maximos e minimos locais.
Este estudo se baseia no fato de que nos pontos extremos, as primeiras derivadas parciais
sao nulas, ou seja, pontos criticos. Para a classificacao da natureza dos pontos foram uti-
lizados alguns métodos que permitiram determinar se os pontos eram maximos, minimos
ou sela. Utilizamos o polinomio de Taylor para aproximar a funcao ao redor dos pontos,
bem como, encontrar seus pontos de méximos e minimos. Nos extremos de fungoes que
apresentaram restrigoes foi utilizado o método de multiplicadores de Lagrange. Utilizamos
tambem o software Wolfram para a construgao dos graficos 3D, curva de nivel, superficie
de nivel e vetor gradiente durante o trabalho. E por fim, fizemos uma aplicacao ao final
de cada capitulo.

Palavras-chaves: Extremos. Pontos criticos. Polinomio. Lagrange.



ABSTRACT

This paper discusses the study of extreme locations on two and three independent variables
functions, starting then two variables function definitions to expand your settings for
functions of three variables. During our work we gathered all the knowledge that was
necessary for the study of local maximum and minimum. This study is based on the fact
that the extreme points, the first partial derivatives are zero, i.e., critical points. For the
classification of the nature of the points were used some methods that could determine
if the points were maximum, minimum or saddle. We use the Taylor polynomial to
approximate the function around the points, as well as find their points of maximum
and minimum. At the extremes of functions we presented restrictions was used Lagrange
multiplier method. Also we use Wolfram software for building 3D graphics, contour, level
surface and gradient vector at work. Finally, we made an application to the end of each
chapter.

Keywords: Extremes. Critical points. Polynomial. Lagrange.
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INTRODUCAO

Este trabalho trata de um estudo de funcoes de duas e trés variaveis independen-
tes, que sera aplicado em problemas que envolvem maximos e minimos condicionados e
nao condicionados, sendo que sera indispensavel, importantes teoremas, como por exem-
plo do determinante de menor principal e dos autovalores da hessiana, e definicoes que
darao suporte necessario durante todo o trabalho.
A construgao dos gréaficos sao de extrema importancia para compreendermos o compor-
tamento das funcoes, para isso usaremos como auxilio o Software Wolfram Mathematica,
sendo que estamos utilizando a licenga do orientador, cedida pela UNICAMP. A primeira
versao desse software foi langada em 1988 por um jovem fisico tedérico, Stephen Wolfram,
depois de um ano da fundacao da Wolfram Research Inc.A grande construcao do Mathe-
matica para a computagao reside na descoberta de uma linguagem computacional capaz
de pela primeira vez, manipular uma grande variedade de objetos utilizando somente um
conjunto basico de instrucao. A primeira grande utilidade era nas ciéncias fisicas, enge-
nharia e matematica. Evoluindo sempre hoje é uma ferramenta 1util nas areas de ciéncias
bioldgicas, sociais, economica e financas. Além de uma sélida base de usudarios nas areas
técnicas é também muito utilizado pelos professores de matematica do ensino bésico e
universitdrio[10].
Muitos foram os matematicos que auxiliaram no desenvolvimento do Calculo, porém,
para o nosso trabalho as mais significativas contribui¢oes vieram de Fermat, Otto Hesse,
Taylor, Lagrange e Laplace, motivo este que nos levou a té-los como condutores deste
trabalho.
No primeiro capitulo, faremos um estudo sobre func¢oes de duas variaveis independentes e
no segundo capitulo o estudo sera restrito a fungoes de trés variaveis independentes. Este
trabalho tem como o objetivo determinar os pontos criticos de uma fungao polinomial
e classificar a sua natureza através do Teste da segunda derivada e o Determinante de
menor principal.
Quando uma funcao tem mais de duas variaveis, os pontos de maximos e minimos nao
sao tao simples de localiza-los, por isso o estudo realizado também tem como objetivo
encontrar estes pontos através do polinomio de Taylor. Para encontrar os valores extre-
mos de uma fungao com restricao utilizaremos os multiplicadores de lagrange e por iltimo

faremos uma aplicacao ao final de cada capitulo.



Capitulo 1

FUNCOES DE DUAS VARIAVEIS

Neste capitulo estudaremos alguns conceitos preliminares, tais como pontos criticos,
curvas de nivel, matriz hessiana, polinomio de Taylor e multiplicadores de Lagrange, para
funcoes de duas variaveis independentes.

A seguir definiremos funcao de duas variaveis independentes.

1.1 Algumas definicoes

Definicao 1.1.1 Uma funcdao de duas varidveis reais € uma lei que associa um Unico
par ordenado (z,y) (ponto do espago numérico bidimensional) a um numero real z, cuja

notagdo usual é: z = f(x,y). Simbolicamente temos:
f:R* =R

z= f(r,y)

Chamamos os pontos do espa¢o bidimensional (x,y) de varidveis independentes,
que sao as variaveis de entrada da funcao e chamamos ao nimero real z de variavel de-
pendente, que é a variavel de saida da funcao.

Ao conjunto de todos os pontos do espago bidimensional (z,y) chamamos dominio da
funcao, e ao conjunto de todos os nimeros reais z chamamos imagem de funcao.

Tomamos como funcao escolhida:

f(z,y) = 22° + 2° — 62 — 6y (1.1)

Definicao 1.1.2 Se f € uma funcao de duas variaveis com dominio D, entao o grdfico

de f € o conjunto de todos os pontos (z,y,z) em R3 tais que z = f(x,y) com (z,y) € D.



A seguir, construiremos o grafico 3D da funcao (1.1) através do software wolfram

Mathematica, utilizando-se para isso o seguinte comando:

PlOtBD[f(x, y), {Q?, Tmin, 'xmaz}a {ya Ymin, ymaw}]

Para este exemplo, utilizou-se o comando seguinte:
Plot3D|[2z* — 6y — 62 — 6y, {x, —5,5}, {y, —5,5}]

cujo grafico esta construido na Figura 1.1.

Figura 1.1: Grafico da fungao f(z,y) = 223 + 2y — 62 — 6y.
Fonte:Dos autores, plotado com o Mathematica, (2016).

1.2 Derivadas parciais de primeira ordem

Defini¢ao 1.2.1 Seja z = f(x,y) uma fungao de duas varidveis reais, a derivada par-
cial de f(x,y) em relagio a x no ponto (xo,yo), designada por %f(a:o,yo) ¢ a derivada
dessa fun¢ao em relagdo a x aplicada no ponto (xg,yo), mantendo-se y constante, analoga-
memte, em relagao ay aplicada no ponto (xo,yo), designada por a%f(xo, Yo), mantendo-se
x constante.

Estas derivadas sao em geral denotadas por:

_of_ 9
- Or  Ox

_of 0

_8_y_8_y (z,y)

fx(x7y) :.f:c (:Evy); fy(xmy) :fy

A seguir, determinaremos as derivadas parciais de primeira ordem da funcao
(1.1), de acordo com a definicao (1.2.1)

fo = 3%5 (z,y) fy = agy (z,y)
fo = F20°+2y° =62 —6y)  f, = 5(22°+2y° — 62— 6y)
fo = gf(z,y)=062"—6 fy = gflry) =6y —6

13



1.2.1 Pontos criticos

Definigao 1.2.2 Chama-se gradiente de f(x,y) no ponto (xg,y0) € € representado por
grad  f(xg,yo) ou 6f(a:g,y0), o vetor:
V (@0, 90) = fol@o,%0)i + fy(%0,%0)7

Definigao 1.2.3 Seja a funcao z = f(x,y) definida num conjunto aberto. Um ponto
(x0,Y0) desse conjunto € wm ponto critico de [ se as derivadas parciais %f(:co,yo) e
B%f(aco,yo) s@o iguais a zero ou se f mdo € diferencidvel em (xg,yo), ou seja, o ponto
(zo,y0) tal que V f(xo,y0) = 0 ou V f(xg,y0) ndo existe respectivamente.

0 0
Sabendo que — f(z,y) = 62> —6 e — f(z,y) = 6y° — 6. Vamos determinar os pontos

ox oy
0 0
criticos de f. Pela defini¢ao (1.2.3), basta fazermos %f(:v, y)=0e a—f(x, y) = 0. Assim
temos: Y
Vi@y) = 0

Vf(z,y) = (62*—6,6y>—6)=(0,0)

Resolvendo o sistema:
of
- =0 672 —6=0 612 = 6 22 =1 z =41
8? = 2 = 2 = 2 =
a_:() 6y —6=0 6y =6 y =1 y= =1
Yy

Segue que a solucao do sistema é o conjunto S:{(1,1),(1,-1),(-1,1),(-1,-1)}.
Fazendo P, = (1,1), P, = (1,—-1), Py = (—1,1) e Py =(—1,-1).
Vamos ver se os pontos anulam seu gradiente, se isso acontecer é porque sao pontos

criticos.

Vf(z,y) = (62° —6,6y> —6) = (0,0)

e Para P, = (1,1) temos:
Vf(P)=Vf(1,1)=(6.(1)*-6,6.(1)2—6) = (0,0)
Logo P, é um ponto critico.

e Para P, = (1,—1) temos:

Vf(P) =Vf(1,-1) = (6.(1)* - 6,6.(—1)* — 6) = (0,0)

Logo P, é um ponto critico.
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e Para P; = (—1,1) temos:
Vf(Ps) = Vf(=1,1) = (6.(=1)* = 6,6.(1)* = 6) = (0,0)

Logo P53 é um ponto critico.

e Para P, = (—1,—1) temos:
Vf(P) =V[f(-1,-1) = (6.(=1)* = 6,6.(-1)* = 6) = (0,0)

Logo P, é um ponto critico.

Sendo assim, todos os pares ordenados do conjunto sdo pontos criticos da fungao f(z,y) =
243 + 2y — 6x — 6y.

A seguir definiremos pontos extremos. Um dos grandes colaboradores desse estudo foi:
O matematico Pierre Fermat, que nasceu no dia 17 de Agosto de 1601 em Beaumant-de-
Lamages, Franca e morreu no dia 12 de janeiro de 1665 em Castres, Franca. Foi advogado
e oficial do governo em Toulousse pela maior parte de sua vida. O trabalho de Fermat
estava baseado em uma reconstrucao do trabalho de Apollonus, usando algebra de Viéte.
Um trabalho semelhante conduziu Fermat para descobrir métodos similares para diferen-

ciagao e integragao por maximos e minimos.

E possivel que Fermat desde 1629 estivesse de posse de sua geometria
analitica, pois por essa época ele fez duas descorbertas significativas que
se relacionam de perto com seu trabalho sobre lugares. A mais impor-
tante dessas foi descrita alguns anos depois em um tratado, também
nao publicado durante sua vida, chamado método para achar maximos
e minimos. (BOYER, [1], 2002, p.239)

Fermat em toda a sua vida, nao publicou quase nada de suas obras, pois suas ex-
posicoes era muito sistematica. Além disso, sua geometria analitica se asemelha com a de
hoje, onde as ordenadas usualmente tomadas perpendicularmente ao eixo das abscissas,
Fermat percebia a existéncia de uma geometria analitica a mais que duas dimensoes, pois

em outra conexao ele escreveu:

H& certos problemas que envolvam s6 uma incognita e que podem ser
chamado determinados, para distigui-las dos problemas de lugares. Ha
outros que envolvam duas incognitas e que nunca podem ser reduzidos
a uma s0, e esses sao problemas de lugares.

Nos primeiros problemas, procuramos um ponto tnico, nas segundas
uma curva. Mas se o problemas proposto envolve trés incégnitas, deves-
se achar, para satisfazer a equacdo, nao apenas um ponto de curva,
mas toda uma superficie. Assim aparecem superficies como lugares,
etc.(BOYER,[1], 2002, p.239).
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Defini¢ao 1.2.4 Dizemos que a funcao z = f(x,y) admite mdzimo local no ponto (o, yo),
se existe um disco aberto R contendo (xo,yo) tal que f(x,y) < f(xo,v0), para todo ponto

(z,y) em R, conforme ilustra a figura a sequir:

Z A f(xn,yg)

Fonte: pdf:apostila de calculo II, prof. José Donizzetti de Lima

Defini¢ao 1.2.5 Dizemos que a fun¢ao z = f(z,y) admite minimo local no ponto (o, yo),
se existe um disco aberto R contendo (xo,yo) tal que f(x,y) > f(xo,%0), para todo ponto

(z,y) em R, conforme ilustra a figura a sequir:

. 2= fxy)

Fonte: pdf:apostila de calculo II, prof. José Donizzetti de Lima

Observacao 1.2.1 Todo ponto extremo de uma func¢do € um ponto critico, mas nem todo

ponto critico € um ponto extremo. O ponto critico que nao € extremante € chamado ponto
de sela.

1.2.2 Valor numérico ou valor critico

Definigao 1.2.6 Dada a fun¢ao z=f(x,y), temos que f(a,b) é o valor numérico ou critico

de f(r,y), para =a e y=b. A imagem do ponto critico é denominado de valor critico.

16



Fonte: pdf:apostila de calculo II, prof. José Donizzetti de Lima

1.3 Curvas de nivel

Definigao 1.3.1 As curvas de nivel de uma funcao f de duas varidveis sao aquelas com

equagao f(x,y)=k, onde k € uma constante ( na imagem de f).

As curvas de nivel de uma funcao sao obtidas basicamente fazendo-se a super-
posicao de que a superficie z = f(x,y) seja interceptada por um plano z = k e a curva
originada desta intersecao seja projetada no plano xy. A curva projetada tem por equagao
f(z,y) = C e é chamada de curva de nivel ou curva de contorno de f em C. Considerando
diferentes valores para a constante e obtemos um conjunto de curvas de nivel que também
pode ser denominado mapa de contorno. Um mapa de contorno ou de curvas de niveis
mostra variagoes de z com x e y.

As curvas de nivel possibilitam estudar os graficos em 2D encontrando inter-
valos de crescimento e decrescimento, maximos e minimos, no plano do papel.
A representacao geométrica de uma funcao de duas varidveis nao é uma tarefa facil.
Quando se pretende ter visdes geométricas da funcao, utiliza-se as suas curvas de nivel,
por ser mais facil de se obter sua representacao geométrica.
O wolfram Mathematica possibilita a construcao de tais curvas utilizando-se para isso o

comando contourPlot a seguir:

ComfourPlot[f(:c, y), {l’, LTmin, xma:p}a {y; Ymin, ymaw}]

Para desenhar as curvas de niveis deste exemplo, utilizou-se o seguinte comando:

Contour Plot[2x* + 2y — 6x — 6y, {z, —2,2}, {y, —2,2}]

Pode-se observar na Figura (1.2), que o ponto minimo esta localizado na regiao mais

escura da curva de nivel a direta superior (I quadrante), os pontos de sela estao localizados

17
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Figura 1.2: Curvas de nivel da funcao f(z,y) = 2% + 23> — 6x — Gy.
Fonte: Dos autores (2016).

a esquerda superior (IT quadrante) e a direita inferior (IV quadrante) e o ponto de méximo

estd na regido mais clara na parte inferior a esquerda (III quadrante) do grafico.

1.3.1 Vetores gradientes

O vetor gradiente de uma fungao permite obter a taxa de crescimento de uma
funcao de duas ou mais variaveis.
O Wolfram Mathematica possibilita a construgao do grafico do campo direcional de uma
funcao, através do comando:

VectorPlot[{fm, fy}; {l‘, Tmins xmax}; {y, Ymins ymcwc}]
Encontramos o grafico do campo direcional da nossa func¢ao, digitando o comando:

Vector Plot[{6x* — 6,6y* — 6}, {x, —2,2}, {y, -2, 2}]

S AXEEANNER LA PR LA
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1_—-—"—'# . - m m om -
e e T A . B S S
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e U U I A S S A A B T S %

Ab DI llliiT
. 0 AR AR I R T S T T T B BT .
AN e X X X oo Ao

e HAELEE R R N} ELH
) = 5 i >

Figura 1.3: Campo de vetores da funcao.
Fonte:Dos autores (2016).
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Notamos na Figura 1.4, que em volta do ponto de minimo local, os vetores gradientes
estao indicando que a funcao cresce em todas direcoes, em volta dos pontos de sela alguns
vetores crescem e outros decrescem, ja em volta do ponto de maximo local, os vetores
gradientes estao indicando que a fungao decresce em todas diregoes. Observamos também

que todos pontos criticos o vetor gradiente se anula.

ra

1 |
-2 -1 a 1

Figura 1.4: Em um mesmo grafico, as curvas de niveis e os campos de vetores.
Fonte:Dos autores (2016).

1.4 Derivadas parciais de segunda ordem

Defini¢ao 1.4.1 Quando derivamos uma funcgdo f(z,y) duas vezes, produzimos suas de-

rivadas de seqgunda ordem. FEssas derivadas sao em geral denotadas por:

0 0f, &

fo = 550 = a2
0 0f.  &f

Jow = O a_y)_aa:ay
_0.0f,  oFf

fym - a_y(%)—ayax
o 0f 0%f

Sy = a—y(a—y)—a—yQ

Sabendo que a primeira derivada da fungao (1.1) em relagao a x é f, = 62% — 6, e em
relagao a'y é f, = 6y* — 6. De acordo com a defini¢ao (1.4.1), encontramos as derivadas

de segunda ordem:
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Joe = %:%(%)_g( —6) =12z
fo = a = 2= 2 - 0) =0
fre = aa;afx a%(%) a%(ax _6)=0
fw = Sh= a0 = Lo 6= 12y

Com todas as derivadas parciais da fungao f, nés escrevemos uma matriz denominada de
matriz hessiana. Este nome é em homenagem ao matematico:

Ludwing Otto Hesse, que nasceu no dia 22 de abril de 1811 em Konigsberg, e morreu
no dia 04 de agosto de 1874 em Munique na Alemanha. Foi um matematico alemao,
filho de Johann Gottlieb Hesse, comerciante e dono de cervejaria, e Anna Karoline Rei-
ter. Estudou em sua cidade natal na Universidade de Konigsberg, orientado por Carl
Gustav Jakob Jacobi. Alguns de seus mestres foram Friedrich Wilhelm Bessel, Carl Neu-
mann e Friedrich Julius Richelt. Dedicou-se especialmente a geometria analitica e a teoria
matematica dos determinantes. Definiu e introduziu na literatura matematica a matriz
hessiana de superficies planas.

A matriz hessiana foi desenvolvida no século XIX pelo alemao Ludwing Otto Hesse,
razao porque mas tarde James Joseph Sylvester lhe deu este nome. O préprio Hesse,

ao contrario, usava o termo ” Determinantes Funcionais”.

1.5 Matriz hessiana

Analiticamente, podemos classificar a natureza dos pontos criticos de uma fungao
de vérias variaveis, em pontos de minimo e méximo (local ou global) ou de sela, estudando

o comportamento da matriz hessiana.

Definicao 1.5.1 Considere a matriz diferencial, ou seja, a matriz de todas as derivadas
parciais de sequnda ordem de f. A esta matriz chamamos Matriz Hessiana de [ e denota-
remos por Hess(f).

Seja f uma funcao de duas varidveis reais definimos a Matriz Hessiana de f como:

Hessf(x,y) = [ Jeo Joy ]

fyx fyy
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De acordo com as derivadas parciais de segunda ordem encontradas, e de acordo com a

defini¢ao (1.5.1), teremos a seguinte matriz Hessiana:

Hessf(z,y) = [ fez 0 ]

0 12y

1.5.1 A funcao hessiana

O determinante da matriz hessiana

Hess f(z,y) = [ Jew oy ]

fyx fyy

é chamado de determinante hessiano da fungdo z = f(z,y), ou funcao hessiana.Como

mostra a seguir:

det hess f(x,y) = fou-fyy — faQ:y

Deste modo temos:

det Hess f(z,y) = 122.12y — 0 = 144xy

Para enunciar o teorema de classificacao dos pontos criticos, precisamos definir o deter-

minante dos menores principais, a seguir:

1.6 Determinante dos menores principais

Definicao 1.6.1 O determinante do menor principal de

aiyp ... Qip

A:

Ap1  --- Qpp

de ordem 1 € definido como

;1 ... Qg

que € o determinante do bloco de tamanho i X © localizada na posicao superior esquerda
de A.

No caso de Hess f(xz,y) ser continua em P, a matriz hessiana € simétrica e podemos
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mostrar que:

Teorema 1.6.1 Seja P um ponto critico nao degenerado da func¢ao

fR"—= R

(Vf(P) = 0) e det Hessf(P) # 0, com todas as derivadas parcias de sequnda ordem

continuas, entao:

1. A; (Hess f(P)) > 0 para todo i = 1,2,3,---,n (todos os A; sao estritamente
positivos). Se, e somente se P, é um ponto de minimo local estrito (func¢ao cresce

em todas as diregoes).

2. (=1)'A; ( Hess f(P)) > 0 para todo i = 1,2,3,--- ,n (sinal de A; € alternado,
comegando do negativo). Se , e somente se, P é um ponto de mdzimo local estrito

( fungdo decresce em todas as diregoes).

3. Se nao ocorre nenhum dos casos anteriores. Entdo € ponto de sela. ( tem diregdo

em que a fungdo cresce e outra dire¢do em que a funcgdo decresce).

Observacao 1.6.1 Se A;(Hessf(P)) =0 para i=n nada se pode afirmar.

De acordo com a defini¢ao (1.6.1), encontraremos os determinantes dos menores principais

para cada ponto critico aplicado na matriz hessiana, logo:

e Para P, = (1,1), a matriz hessiana é:

12(1) 0 12 0
0 12)| | 0 12
O determinante de menor principal de ordem 1 é:

E o determinante de menor principal de ordem 2 é:

Hess f(Py) =

120
=144 >0
0 12

9 =

Pelo teorema (1.6.1) como A; e A, sdo estritamente positivos, logo enquadra-se no

caso 1 (ponto de minimo local estrito);

e Para P, = (1,—1):

A matriz hessiana é:

Hessf(P,) =

12(1) 0 |12 oo
0 12(-1)| |0 —12
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O determinante de menor principal de ordem 1 é:
A =[12] =12 > 0;

E o determinante do menor principal de ordem 2 é:

120

A, =
2 0 —12

]——144<0

Pelo teorema (1.6.1) como Ay > 0 e Ay < 0 entdo temos o caso 3. (Ponto de sela);

e Para Py =(—1,1) :

A matriz hessiana é:

Hessf(Ps) =

12(-1) 0 | -12 0
0 120 | 0 12
O determinante de menor principal de ordem 1 é:

E o determinante do menor principal de ordem 2 é:

—-12 0

Ay =
? 0 12

]:—144<O

Pelo teorema (1.6.1) como A; < 0 e Ay < 0 entdo temos o caso 3. (Ponto de sela);

e Para P, = (—1,-1):

A matriz hessiana é:

Hessf(Py) =

12(-1) 0 120
0 12(-1)| | 0 -—12

O determinante de menor principal de ordem 1 é:
Ay =[-12] =—-12 <0

E o determinante do menor principal de ordem 2 é:

—-12 0

A, —
2 0 —12

]:144>0

Pelo teorema (1.6.1) como A; < 0 e Ay > 0 logo em P, temos o caso 2 (ponto de

méximo local estrito).

Vejamos a seguir a tabela com a classificacao dos pontos criticos quanto a sua natureza:
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Resumo dos pontos criticos da fungao de duas variaveis.

Pontos Criticos Natureza

Py Ponto de minimo
P, Ponto de sela
P Ponto de sela
Py Ponto de maximo

Uma outra forma para classificar a natureza do ponto critico é através do teste da segunda

derivada, que veremos a seguir.

1.7 Teste da segunda derivada

No caso da classificacao dos pontos criticos nao degenerados da funcao real de

duas variaveis, a expressao de A; é relativamente simples.

Exemplo 1.7.1 O critério para minimo local restrito ficaria:

a2f a2f aZf a2f i
A = 7 >0 e Ay =detHessf(x,y) = 12 x o2 <E)x8y) >0
Ry
_ dx?  Oyox
Hessf(z,y) = >f
oxdy  0y?
Analogamente, o ponto de mdximo local restrito.
| 7 *f O (P
—1)'A, 3 H - N '
(—1)'A; > 0, ficaria 92z < 0 e detHessf(z,y) a2 " Oy? <8:c8y> >0

O teorema a seguir fornece uma condicao suficiente, sob determindas condicoes, para

decidir se um ponto critico é um ponto de méaximo local, minimo local ou ponto de sela.

Teorema 1.7.1 Se f : R*> — R , tem sequndas derivadas parciais continuas e P é um

ponto critico, entao:

2

1. Se (9_J2C >0 e detHessf(P) > 0 implica que P é um ponto de minimo local de f.
x

2

0
2. Se 92 <0 edetHessf(P) > 0, implica que P é um ponto de mdzimo local de f.
x

3. Se detHessf(P) < 0 implica que P é um ponto de sela de f.
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4. Se detHessf(P) = 0 nao podemos afirmar nada sobre a natureza do ponto critico

P.
o2f f  O°f

detHessf(P) = ox2  Oyr (695834

)2

Dada a matriz hessiana:

Hess f(z,y) = [ 2 0 ]

0 12y

e Para o ponto P, = (1,1), temos:

12 0
Hess f(1,1) = =144
=] 3]

Pelo teorema (1.7.1), como det Hess f(1,1) = 144 > 0 e f,.(1,1) = 12 > 0, no

ponto; logo em P; temos um ponto de minimo local estrito.

e Para o ponto P, = (1,—1), temos:

0 —12

Hessf(1,-1) = [ 20 ] = —144

Pelo teorema (1.7.1), como det Hess f(1,—1) = —144 <0 e f,.(1,—1)

no ponto; logo em P, temos um ponto de sela.

e Para o ponto P3; = (—1,1), temos:

Hessf(—1,1) = [ -1z 0 ] = 144

0 12

Pelo teorema (1.7.1), como det Hess f(—1,1) = —144 <0 e f..(—1,1)

no ponto; logo em P3 temos um ponto de sela.

e Para o ponto P; = (—1,—1), temos:

Hessf(—1,—-1) = [ “l2 0 ] =144

0 -12

=—-12 <0,

=—-12 <0,

Pelo teorema (1.7.1), como detHessf(—1,—1) = 144 > 0 e f,.(1,1) =12 > 0, no

ponto; logo em P; temos um ponto de Maximo local estrito.

O estudo que veremos a seguir tem como objetivo encontrar os pontos criticos através do

polinomio de Taylor. Vale destacar que Taylor foi um grande matematico.
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Brosk Taylor nasceu no dia 18 de agosto de 1685 em Edmanton na Inglaterra e morreu
no dia 29 de dezembro de 1731 em Londres na Inglaterra. Filho de John Taylor da casa
d Bifrons e de Alinea, filha de Nicholas Tempest. Sua familia era moderadamente rica e
estava ligada a baixa nobreza.

Taylor teve aulas particulares em casa antes de entrar para o Saint John’s College em
1701, onde os catedraticos em matematica eram John Machin e John Keill. Taylor rece-
beu seu diploma de Bacharelado em 1709, foi eleito para Royal Society de Londres em
1712 e recebeu o diploma de Doutorado em 1714. Ele foi eleito secretario da Royal Society
em janeiro de 1714, mas se demitiu em outubro de 1718 em virtude de sua satude e talvez

também perda de interesse nesta tarefa cansativa e extenuante.

”Um dos trabalhos de Taylor, a chamada série de Taylor, publicada em
(1683-1731), em 1715 em seu Methodus incementarum directa et inversa.
Taylor era um entusidstico administrador de Newton. Interessava-se
muito por perspectiva: Sobre esse assunto publicou dois livros em 1715
e 1719, no segundo dos quais deu o primeiro enunciado geral do principio
dos pontos de desaparecimento.

No entanto, seu nome hoje é lembrado quase exclusivamente em conexao
com a série que apareceu em seu Methodus incrementarum. Essa série

se torna a familiar série de Maclaurin substituindo ”a” por zero.”

(Boyer [1], 2002, p.296)

1.8 Polinomio de Taylor de ordem 2

A Férmula de Taylor ou Polinémio de Taylor é uma expressao que permite o
calculo do valor de uma funcao por aproximacao local através de uma funcao polino-
mial. Com essa ferramenta, podemos moldar funcoes trigonométricas, exponenciais e
logaritmicas em polinomios, ou seja, podemos aproximar fungoes mais complicadas por
funcoes polinomiais.

Para este capitulo, vamos utilizar a Formula de Taylor a qual nos fornece uma regra para
determinar o polinomio de grau < 2 que melhor vai aproximar a funcao ao redor dos

pontos. Vejamos a defini¢ao seguinte:

Definigao 1.8.1 Dada f : R*> — R uma funcao que tenha derivadas até a ordem 2 no

ponto z=a e y=b, associamos a f o polinémio P(x,y) de grau < 2 dado por:

P(e,y) = F(0,8) + f/(0,b)-(r —ay —b) + o f (@ b)(x —ay—b  (12)
Fazendo x — a = v, e y — b = vy, temos
P<xvy) = f(av b) + fl(a7b> : (Ulva) + %fﬂ (CL, b) . (UhU?)Q
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A expressao acima pode ser reduzida, pois ja sabemos que o ponto (a,b) é um ponto
critico:

Entao:

f/(avb) = (f:c(a’ b)?fy(avb)) = (070)

e consequentemente:

f'(a,b).(vy,v2) = (0,0).(vy,v2) = (0,0)

Além disso, reescrevendo f”(a,b) na forma matricial, nota-se a presenga da matriz Hessi-

ana da fungao f aplicada no ponto (a,b). Temos:

P b) - (01 0)2 = (1. 0s) - fmr(aab) fwy<a7b) [
f7(a,b) - (v1,v9)" = (v1,v2) <fyw(a,b) fyy(a,b)> ( )

Portanto o polindmio de Taylor se resume a:

(v1,v2) ( faala,0)  foy(a,b) ) ( vy )]
7 fy;c(a/, b) fyy(a7b> U2

Determinaremos o polinémio de Taylor em volta do ponto P, = (1,1);

P(e,y) = £(a,8) + o

De acordo com a defini¢ao 1.2.6, como f(a,b) é o valor numérico de f(z,y), temos que
f(1,1) = —8 é o valor numérico da fungao 1.1.
Pela defincao 1.2.3, f,(a,b) =0 e f,(a,b) =0 temos que f,(1,1) =0e f,(1,1) =0.

E como o ponto P, = (1,1) aplicado na matriz Hessiana é

H@SSf(l 1): fxoc(lal) fxy(lal) _ 12 0
| fue(1,1) - fyy(1,1) 0 12

Fazendo a substituicao dos valores encontrados, no polinomio temos:

12 0 v
o(2)(2)
(1201 + 1209) < i )] _

= —8+ £[(120%,1203)] = —8 + 6v? + 6v3
\

Como vy =x —aewvy =y —ba=1eb=1. temos

1

Resolvendo a expressao:

1
p(l’,y) :_8+§

P(z,y) = -8+ 6(x —1)* + 6(y — 1)?
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¥
P(z,y) = —8+6(x*>—2x+1)+6(y* —2y+1)=—-8+6z*> — 120 + 6+ 6y> — 12y + 6

4

O polinémio de Taylor em volta do ponto P; é:
P(z,y) = 62% + 6y* — 122 — 12y + 4 (1.3)

Observagao: substituindo P(1,1) no polinémio (1.3) encontramos seu valor numérico -8.

Derivando P(x,y) em relagao a x e P(x,y) em relagao a y, temos:

=12y — 12
ox dy Y

Sabendo que os pontos criticos de P(x,y) sao aqueles que anulam o seu gradiente, para

P(z,y), temos:

VP(z,y) =

Resolvendo o sistema:

12z —-12 = 0 rz=1
=

12y =12 = 0 y=1
Portanto encontramos o ponto critico P, = (1,1) através do polinomio de Taylor.
O polinomio de Taylor em volta do ponto P, = (1,—1) é:
De acordo com a defini¢ao 1.2.6, como f(a,b) é o valor numérico de f(z,y), temos que
f(1,—1) = 0 é o valor numérico da fungao 1.1.
Pela defini¢ao 1.2.3, f,(a,b) =0 e f,(a,b) = 0 temos que f,(1,—1)=0¢e f,(1,—-1) = 0.

E como o ponto P, = (1, —1) aplicado na matriz Hessiana é

Hessf(1,—-1) = fea(1,=1) fo (1, =1) (12 0
R N PG T § R C B N B (N B

Fazendo a substituicao dos valores encontrados, no polinomio temos:

12 0 vy
(v1, v2) ( 0 —12 ) ( Uy )]
1 v
P(z,y) = 5 [(121;1 — 120,) ( . )] -
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P(z,y) :0+§

Resolvendo a expressao:



:%[(121)% — 1203)] = 607 — 6v32
\(8

Como vy =x —aevy =y —ba=1eb=-1. temos

P(z,y) =6(z —1)* —6(y + 1)
U
P(r,y) =6(x* =22+ 1) —6(y* + 2y + 1) = 622 — 120+ 6 — 63> — 12y — 6
\

O polinomio de Taylor em volta do ponto P; é:
P(z,y) = 62° — 6y* — 122 — 12y (1.4)

Substituindo P(1,—1) no polinémio (1.4) encontramos seu valor numérico 0.

Derivando P(x,y) em relagao a x e P(x,y) em relagao a y, temos:

=12y — 12
ox dy 4

Sabendo que os pontos criticos de P(x,y) sao aqueles que anulam o seu gradiente, para

P(z,y), temos:

VP(z,y) =

Resolvendo o sistema:

120 —12 = 0 r=1
=

12y —12 = 0 y=—1
Portanto encontramos o ponto critico P, = (1, —1) através do polinomio de Taylor.
O polinémio de Taylor em volta do ponto Py = (—1,1);
De acordo com a defini¢ao 1.2.6, como f(a,b) é o valor numérico de f(z,y), temos que
f(=1,1) = 0 é o valor numérico da fungao 1.1.
Pela defincao 1.2.3, f,(a,b) =0 e f,(a,b) = 0 temos que f,(—1,1) =0e f,(—=1,1) =0.

E como o ponto P; = (—1,1) aplicado na matriz Hessiana é

HGSSf(—l 1): fxx(_lal) fxy(_l,l) _ —12 O
’ fyw(_l’l) fyy(_lal) 0 12

Fazendo a substituicao dos valores encontrados, no polinomio temos:
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1
P(z,y) :0—1—5

( ) —12 0 (%1
vy, U

PRI 00 12 Vg
Resolvendo a expressao:

P(z,y) = % [(—122;1 + 1205) ( Z: )] _

=2 [(—=12v} + 1203)] = —60} + 6v3
)
Como vy =x —a ewvy =y —ba=-1eb=1. temos
P(z,y) = —6(z +1)>+6(y — 1)°
\
P(z,y) = —6(z*+ 22+ 1) +6(y* — 2y + 1) = —62> — 122 — 6 + 6y* — 12y + 6
2

O polinomio de Taylor em volta do ponto Pj é:
P(z,y) = —62* + 6y* — 122 — 12y (1.5)

Substituindo P(—1, 1) no polinémio (1.5) encontramos seu valor numérico 0.

Derivando P(x,y) em relagao a x e P(x,y) em relagao a y, temos:

=12y — 12
ox dy Y

Sabendo que os pontos criticos de P(x,y) sao aqueles que anulam o seu gradiente, para
P(z,y), temos:
VP(z,y) =0

Resolvendo o sistema:

—12x—12 = 0 r=—1
=
12y—12 = 0 y=1
Portanto encontramos o ponto critico P; = (—1, 1) através do polinomio de Taylor.
O polinémio de Taylor em volta do ponto P, = (—1, —1);
De acordo com a defini¢ao 1.2.6, como f(a,b) é o valor numérico de f(z,y), temos que

f(—=1,—1) = 8 ¢é o valor numérico da fungao 1.1.
Pela defingao 1.2.3, f,(a,b) = 0e fy(a,b) = 0 temos que f,(—1,—1) =0e f,(—1,—1) = 0.
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E como o ponto Py = (—1,—1) aplicado na matriz Hessiana é

Hessf(—l —1): fx:c(_lv_l) fa:y(_l,—l) _ —12 0
7 fW(_L_l) fyy<_1;_1) 0 —12

Fazendo a substituicao dos valores encontrados, no polinomio temos:

—12 0 v
ol 5)(2)
(—120; — 1205) ( vt )] _

=8+1[(—1207 — 1203)] = 8 — 6v} — 6v3
\
Comovi =x—aevy=y—ba=-1eb=-1. Temos:
P(x,y) =8 —6(z+ 1)+ 6(y + 1)*
\
P(z,y) =8—6(z*+2x+1)+6(y* +2y+1) =8 — 62*> — 120 — 6 — 6y> — 12y — 6
4

O polinomio de Taylor em volta do ponto Pj é:

1
P(ac,y):8+5

Resolvendo a expressao:

1

P(x,y) = —62* — 6y* — 127 — 12y — 4 (1.6)

Substituindo P(—1, —1) no polinémio (1.6) encontramos seu valor numérico 8.

Derivando P(x,y) em relagao a x e P(x,y) em relagao a y, temos:

M:_lgx_lg M:_my_u

ox oy

Sabendo que os pontos criticos de P(x,y) s@o aqueles que anulam o seu gradiente, para

P(z,y), temos:

VP(z,y) =

Resolvendo o sistema:

122 —-12 = 0 r=—1
=
12y —12 = 0 y=—1
Portanto encontramos o ponto critico Py = (=1, —1) através do polinémio de Taylor.
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O método dos multiplicadores de Lagrange permite encontrar extremos (maximos

e minimos) de fungoes suscetiveis a uma ou mais restrigdes. O nome Lagrange vem do
grande matematico:

Joseph Louis Lagrange, que nasceu no dia 25 de janeiro de 1736 em Tunim e faleceu no
dia 10 de abril de 1813 em Paris. Geometra frances, foi professor da Escola de Artilharia
de Tunim e académico e Berlim. Obteve o primeiro prémio da Academia de Ciéncias de
Paris, por suas teorias sobre a Libertacao da Lua e do Satélie de Jupter. Em 1764, foi
Presidente da Academia de Berlim como sucessor de Ruler, que havia sido o primeiro a
compreender o seu génio. Em 1787, mudou-se para Paris, convidado por Luis XVI, que

lhe concedeu uma pensao.

”Lagrange é em geral considerado o mais notédvel mateméatico do século
XVIII, sendo somente Euler um sério rival, e hé aspectos de sua obra que
nao sao faceis de descrever numa exposicao histérico elementar. Entre
esses estd a primeira e talvez a maior contribuicdo de Lagrange - O
calculo de variagoes. Esse era um ramo novo da matematica, cujo nome
se origina de notacoes usadas por Lagrange aproximadamente a partir
de 1760.”

(Boyer([1], 2002, p.338)

1.9 Multiplicadores de Lagrange

A diferenca entre os problemas de maximos e minimos nao condicionado e 0s
condicionados, é que nos condicionados nao temos critérios simples para distinguir os
pontos de minimo dos de maximo. Cada ponto obtido pelo método de Lagrange deve ser

examinado separadamente, utilizando os dados do problema ou argumentos geométricos.

Teorema 1.9.1 Dada a fungio objetiva z = f(x,y) sujeita a restricio g(xz,y) = 0 (ou
k, em alguns casos), os pontos de mdximo ou de minimo da func¢do f sao as solugoes do

sistema:

Vf(z,y) = AVy;
g="C

Onde X € chamado de multiplicadores de lagrange. Entao:

A>0 ou A#0

Vf(z,y) = AVy;
g=C

Exemplo 1.9.1 Determinar os valores extremos da fun¢ao f(x,y) = xy, sujeita a res-
tricio x* + y* = 25.
Solugao 1.9.1
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Primeiro vamos calcular os valores das fungoes f e g. Fazendo isso, obtemos que V f(z,y) =
(y,2) e Vg(z,y) = (27,2y).

Com isso chegamos a conclusao de que (y,z) = A\(2z, 2y).

Aplicando - se a propriedade distributiva, obtemos que (y,z) = (A2z, A2y).

Podemos mostrar o seguinte sistema

y = \2x A=
xr = A2y — /\:%
22 4+y?—25=0 22 +y? =25

Como A=~ e\ = %, daf chegamos a conclusao que y? = z?. Com o resultado anterior,

podemos reescrever a equacao de restricao z? + y* = 25, como 22 + 22 = 25. Com isso
5 ey — 5

obtemosquex—i\/iey j:\/5

Assim:

%
5 5V_ 5 5\ _ 25
& -5 =505 ="%
f(_i i) = (_i) 5 - _2
V27 V2 V27 V2 2
5 5\ _ 5 5\ _ 25
f-H-5) =R (-5 =2
Com isso temos que o minimo da funcao é %5 e 0 maximo é 22—5

A figura (1.5), apresenta o grafico da funcao f(z,y) = xy, sujeita a restricad z% +y?* = 25,
utilizando-se para isso o comando:
a=plot3D[z * y, {x, —5,5},{y, —5,5}]
e
b=plot3D[z? + y* — 25, {x, 5,5}, {y, =5, 5}]

e para a uniao dos graficos usa-se o comando:

Show/a,b]
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Figura 1.5: Grafico da fungao f(z,y) = zy sujeita a restricao z2 + y* = 25
Fonte: Dos autores, plotado com o Mathematica (2016)

ag [T

Figura 1.6: A Figura (a: Fungao com restri¢ao) e (b: Curvas de nivel com pontos criticos)

Iremos classificar a conica originada pela intersegdo de f(x,y) com g(z,y). Para isso
veremos a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.9.1 Forma Quadrdtica Matricial de uma conica: Uma forma de classificar
o tipo de cénica representada por uma equagdo ax® + bry + cy? +dr +ey+ f =0 €
escrevendo essa equag¢ao na forma matricial.

ool g 2] 2] e La e D[] LoD To]
De fato: .
[x y] zi:iz —|—[da: ey]+[f]=[0]
U
ar’ + Loy + Loy + eyt +dr+ey+ f=0
U

ar? +bry+cy? +dr+ey+ f =0

Definicao 1.9.2 Classificacao: Dada uma conica cuja forma matricial quadrdtica seja

escrita como X'AX, onde a matriz A tem uma forma digonalizada dada por
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A0
D=|"
0 X
onde \y e Ay sao autovalores de a, entao podemos classificda-lo usando a sequinte regra:

e Se A1 Xy =0 entdo a equacgdo é de uma pardbola ou de sua forma degenerada (uma

reta ou duas retas paralelas).

e Se A\ -\ > 0 entdo a equagdo € de uma elepse ou de sua forma degenerada (um

ponto ou o vazio).

o Se A\1- X2 < 0 entdo a equagio é de uma hipérbole ou de sua forma degenerada (duas

retas concorrentes).

Sabendo que f(x,y) = zy e a restri¢do é g(x,y) = x? + y? — 25. Vamos verificar qual a

conica originada pela intersegao de f(x,y) com g(z,y). Entao:
f(x) = g(x)
vy =22+ y? — 25
2 2 —
4y —axy—25=0 (1.7)

Temos a equacao geral de uma conica:

ax® +bry+cy’ +dr+ey+ f=0

De 1.7, temos que a = 1, b= =1, ¢c =1, d = e = 0e f = —25. Pela definicao 1.9.1

substituindo na forma matricial, temos:

(x y>(_1% _1%>-<j)+<0 o)-(i)-%:o

Calculamos os autovalores da matriz
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4
(1=XN1=X)—-1=0

4

4
1222+ —1=X_2x+2=0
As raizes desse polinomio sao os autovalores de A dados por A\; = % ou Ay = %
Como Ay - Ay = % . % = % > 0, logo a equacgao 1.7 é uma elipse.

1.10 Aplicacao

Problema 1.10.1 Quais as dimensoes de uma caixa retangular sem tampa com volume

4m3 e com a menor drea de superficie possivel?

Solucao 1.10.1 Vamos considerar a caixa, conforme ilustra a figura a sequir:

X

Fonte: Autores

Sendo x ey as arestas da base e z a altura, da geometria elementar (plana e espacial),

temos:
o Volume da caizxa V = zyz
o Area da superficie total: A = xy + 2wz + 2yz

Nosso objetivo é minimizar A = xy + 2xz + 2yz sabendo que xyz =4 e x,y,z > 0.

min A = zy + 2xz + 2yz
Podemos simbolicamente escrever:

S .4 ryz =4
x,y,z2 >0

Costumamos, ao usar essa notacdo, chamar a funcio A = xy + 2xz + 2yz de fungdo

objetivo e as equagoes e/ou inequagoes de restri¢oes. O simbolo S - a lé-se "sujeito a”.
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4

ac_y’

Como, pelo volume, xyz=/, temos: z = e a drea a ser minimizada pode ser erpressa
. o _ 8 , 8
como funcao de duas varidveis x e y, A = xy + 5 T a

Procuramos um ponto critico dessa func¢ao, isto €, um ponto em que:
0A 8 0A 8
or z2 dy y?
Dessa equagao resulta que x=2 e y=2, ou seja, o ponto critico é o ponto (2,2). Usando o

hessiano, podemos confirmar se o mesmo € ponto de minimo.

16 16
H(zy) = | 1 ~ H2,2) = | 8 ; 20 2302409 2250
(L‘7 = s = e = — = e —— , f—
! i 10 12 0a”
y? 8
Assim, (2,2) € um ponto de minimo.
Portanto, as dimensoes da caixa sao: =2 metros, y=2 metros e z = xiy = 2% =1 metro.

Conclusao: A caixa de volume dado, sem tampa, com area de superficie minima, tem

uma base quadrada e altura medindo metade do valo da aresta da base.
Até o momento, fez-se necessario o estudo prévio de méaximos e minimos de funcoes
de duas variaveis independentes, abordando uma série de métodos e defini¢oes descritos

no corpo do trabalho.

No capitulo seguinte, estudaremos funcoes de trés variaveis independentes.
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Capitulo 2

FUNCOES DE TRES VARIAVEIS

2.1 Definicao

Definicao 2.1.1 Uma funcdo de trés varidveis reais, definida em A C R3, é uma funcdo
que associa a cada terno (x,y,z) € A, um dnico nimero real w = f(z,y,z) € R. O

dominio é todo o R® ou parte dele. Matematicamente temos:

f:R*—=R
w=f(z,y,2)
Tomamos como funcao escolhida:
flzy,z) =2+ +2° -3 -3y —32+2 (2.1)

2.2 Derivadas parciais de primeira ordem

Definicao 2.2.1 Sejam A C R3 um conjunto aberto e f : A — R uma funcdo. A

derivada parcial de f em relagdo a varidvel x, no ponto (xg,Yyo,20) € A € denotada por

%(mo,yo,zo), a derivada parcial de f em relagao a varidvel y, no (xo,yo,20) € A, €
denotada por g—i(xo, Yo, 20). Por dltimo, a derivada parcial de f em relagdo a varidvel z,

no ponto (o, Yo, 20) € A, € denotada por %(xo, Yo, 20)-

Como no caso de uma fungao de duas varidveis, as trés derivadas parciais da fungao
f(z,y,2) podem ser interpretadas como sendo derivadas de fungoes de uma varidvel, ja
que se mantém constantes duas das trés variaveis enquanto deriva-se a funcao f(z,y, 2)
em ordem a outra variavel.

Essas derivadas sao denotadas em geral por:



0
fa: = a_i(xvywz) - f:c(x’yaz)

0
fy = a_i(xay7z> = fy(x,y,z)

fz = %(%,y,Z) = fz<x7y7z>

Pela definigao (2.2.1), vamos determinar as derivadas parciais de primeira ordem da fungao
(2.1):

fﬁ%@,y,z)=%(x3+y3+z3—3x—3y—32+2>=3$2—3
of d 3 3 3 2

fyza—y(x,y,Z)Za—y(w +y +2° =3 -3y —32+2)=3y" -3

fz:%(az,w):%(x3+y3+z3—3w—3y—32+2>=322—3

2.2.1 Pontos criticos

Os conceitos de maximo e de minimo de uma funcao de mais de duas varaveis em
um dominio D C R™ podem se definidas de modo analogo ao ja apresentado no caso de
duas variaveis no Capitulo 1.

Os pontos criticos de uma funcao de trés variaveis ocorrem em pontos nos quais se anulam

todas as derivadas de 1* ordem da funcao, ou seja, se (g, yo, 20) ¢ um ponto critico de f
entao:

fx($0ay0720) =0
fy($0,y0>zo) =0
fz(l'anOaZO) =0

Sabendo que %(x,y,z) = 323 — 3, g—i(x,y,z) =3y —3e %(.’Jc,y, z) = 323 — 3. Agora
vamos determinar os pontos criticos de f (2.1), de acordo com a defini¢ao (1.2.3). Basta

fazermos:
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of

%(I, Y, Z) =0
g—]yc(xay&) =0
of B
%(Q?, Y, Z) =0
Desta forma temos:
Vf(z,y,z)=0

Vf(z,y,2) = (322 — 3,3y* — 3,322 — 3) = (0,0,0)

Resolveremos o sistema:

%:0 322 —-3=0 22 =1 r ==l r={1,-1}
00 ={ 32-3=0 =¢ yP=1 ={ y==1 =>{ y={1,-1)
Y = 3:2-3=0 2 =1 z ==+l z={1,-1}

Das equagoes 322 —3 =10, 3y>—3=0 e 322 -3 =0, segue que v = {1,—1}, y =
{1,—1}, z={1,—1} respectivamente.

A solugao do sistema é o conjunto S:

S=A{(1,1,1),(-1,-1,1),(1,-1,1), (1,1, -1), (1, —1,—1),(—=1,1,1), (—=1,1, 1), (=1, —-1,-1)}
Fazendo

P= (1,1,1); P, = (=1,—-1,1); P, = (1,—1,1); P, = (1,1,—1); Ps = (1,—1,-1);
Po=(-1,1,1); Py = (=1,1,—~1) e Py = (—1, -1, —1)

Verificaremos se os pontos anulam o gradiente:

Vf(&?,y,Z) = (3.1’2 - 373y2 - 37322 - 3) = (07070)

e Para P, = (1,1,1), temos:
VF(1,1,1) = (3(1)* - 3,3(1)* — 3,3(1)* = 3) = (0,0,0)

e Para P, = (—1,—1,1), temos:
Vfi(-1,-1,1) = (3(—1)2 — 3, 3(—1)2 -3, 3(1)2 —3)=1(0,0,0)
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Para P; = (1,—1,1), temos:
VF(1,—1,1) = (3(1)% — 3,3(—1)% — 3,3(1)2 — 3) = (0,0,0)

Para P, = (1,1, —1), temos:
V1,1, 1) = (3(1)2 — 3,3(1)? — 3,3(—1)% — 3) = (0,0,0)

Para P; = (1,—1,—1), temos:
VF(1,—1,—1) = (3(1)2 — 3,3(—1)2 — 3,3(=1)2 — 3) = (0,0,0)

Para P = (—1,1,1), temos:
Vf(=1,1,1) = (3(=1)? = 3,3(1)? — 3,3(1)* — 3) = (0,0,0)

Para P, = (—1,1,—1), temos:
Vf<—1, 17 _1) = (3(_1)2 - 3’ 3(1)2 - 37 3<_1)2 - 3) = (07 Oa O)

Para Py = (—1,—1,—1), temos:
V(-1 —1,—1) = (3(~1)2 = 3,3(~1)2 = 3,3(~1)2 - 3) = (0,0,0)

Portanto, todos os pontos do conjunto S sao criticos.

2.2.2 Valor numeérico ou valor critico

Analogamente ao caso de duas varaveis, de acordo com a defini¢do (1.2.6) no

Capitulo 1. Para a fungao de trés varidveis, dada a fungao w = f(z,y, 2), temos que

f(a,b,c) é o valor numérico ou critico de f(z,y, 2), para (x,y, z) = (a,b,c).

Determinaremos o valor numérico de cada ponto critico, a seguir:

f(iU>3/,Z):$3+y3+23—3x—3y—3z+2
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f(P)=f(1,1,1) = (1)°+ (1)° + (1)* = 3(1) = 3(1) = 3(1) + 2 = —4
—1,1) = (=13 4+ (=1)*+ (1)* =3(=1) = 3(=1) = 3(1) + 2 =14

f(Pz):f( L,
fPs) = f(1,-1,1) = (1)* + (=1)° + (1)° = 3(1) = 3(-1) = 3(1) +2=0
fPy) = f(1,1,-1) = (1)* + (1)* + (=1)° = 3(1) = 3(1) = 3(-1) +2=0

f(Ps) = f(1,=1,=1) = (1) + (=1)° + (=1)* = 3(1) = 3(-1) =3(-1) +2 =4
f(Ps) = f(=1,1,1) = (=1 + (1)° + (1)’ = 3(=1) = 3(1) = 3(1) +2 =10
f(Pr) = f(=1,1,=1) = (=1)* + (1)’ + (=1)* = 3(=1) = 3(1) = 3(-1) +2=0
J(Ps) = f(=1,=1,=1) = (=1)° + (1> + (=1)* = 3(=1) = 3(~1) = 3(—=1) +2 =8

2.3 Superficies de niveis

Defini¢ao 2.3.1 O conjunto de pontos (x,y,z) no espago onde uma fungao de trés varidveis

independentes tem um valor constante f(x,y,z) =k € chamado de superficie de nivel de

f

O grafico de uma fungao de trés variaveis ¢ um subconjunto do espaco de
quatro dimensoes e, como tal, nao temos a possibilidade de representd-lo em um desenho,
dizemos que trata de uma hipersuperficie de R*. De modo geral, o gréfico de uma funcao

f:A— R, onde A C R" é uma hipersuperficie do espaco R™"*!,
Como ja foi dito nao é possivel visualizar o grafico de uma funcao de trés
variaveis, pois o grafico é em quatro dimensoes. Em vez disso, consideramos suas su-

perficies de nivel.

Para a construcao de tais superficies de nivel utiliza-se o seginte comando no wolfram

Mathematica:

COHtOUI‘PlOtBD[f(.’L’, Y, Z)? {1.7 Tmin, xmax}; {y7 Ymin, ymax}a {Z, Zminy Zmaac}]
E para desenhar a superficie de nivel deste exemplo, o comando fica da seguinte forma:

ContourPlot3D[z? + 4® + 23 — 3z — 3y — 32 + 2, {z, =2, 2}, {y, —2, 2}, {2, -2, 2}]
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Figura 2.1: Superficies de nivel da fungao f(x,y,z) = 23 + ¢y + 23 — 32 — 3y — 32 + 2
Fonte:Dos autores, com o auxilio do Mathematica (2016)

2.4 Vetores Gradiente

Definicao 2.4.1 Seja f uma funcao de trés varidveis o gradiente de f é definido como

sendo a reta Vf = ?;4— g—fj+ g—fE
x Yy 2

a hnd a -
Assim, o gradiente de f é um campo vetorial definido por f(z,y,2) =V f = a—fz + a—fj +
Z Y

a—k: e é chamado de campo gradiente.
z
Para a construcao do grafico dos vetores, temos o seguinte comando:

VeCtOTPZOt?’D[{fa:: fya fz}a {.I‘, Lmin, xmax}a {y, Ymin, ymaz}a {Z, Zmin zmax}]
Para nosso exemplo:
Vector Plot3D[{3z* — 3,3y* — 3,32% — 3}, {z, —2,2}, {y, —2,2}, {2, —2,2}]

Figura 2.2: Campo de gradientes de f(z,y,2) =2® + 3>+ 2% — 32 — 3y — 32 + 2
Fonte:Dos autores, com o auxilio do Mathematica (2016).
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Figura 2.3: Superficies de nivel e vetores gradientes da fungao f(z,y,2) = 2% +y> + 23 —
3v—3y —3z+2
Fonte:Dos autores, com o auxilio do Mathematica (2016)

2.5 Derivadas parciais de segunda ordem

Defini¢ao 2.5.1 Seja f(x,y,2) uma fun¢ao de trés varidveis, quando derivamos esta fung¢ao
f(r,y,2) duas vezes, produzimos suas derivadas de sequnda ordem, de forma andloga a de-
rivada da funcao f(z,y).

As notagoes usuais sao:

LTI 0(05y  _PF 005\, _#F_0(0f
U 0x2 Ox \ Ox W 0xdy  Ox \ Oy 0200 0z \ 0z
0
0

PRf o (of L of o (of e of
fw—m—a—y(%) fyy—a—yz—a—y(a—y) fzy—m——z(a—y)

0
»F 9 (of _®f o (of _of of
fm—agcaz—g(@) fyz—m—a—y(@) fzz—@—&(@

Sabendo que a primeira derivada da fungao (2.1) em relagao a x é f, = 322 —3, em relacio
ayé f, =3y>—3eemrelagio a z é f, = 32?2 — 3, de acordo com a definigao (2.5.1)

encontraremos as derivadas de segunda ordem.
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Cf 9 0f 0 f 0 0f 0

Joz = %72?— a—xa(%jc: $8(3SU22— 3) =061 fu= gg—?x —aa—yé?) :88—y(3j2 —3)=0
fay = c’)aagf}y = %—x(%) = %(@ —3)=0 fyu= %722]6: a—ya(a—g}: a—ya(3y —3) =06y
foz = aaxgz = gx(%) = %?(322 —3)=0 f.= %??fz = %(%) = @(322 —-3)=0
fox = gﬁ?m —aaé?—x) —88—2,(3132 —3)=0 fy= e &(87;) = &(3@/2 —3)=0
Joe = 92 &(%) = &(332 —3) =062

2.6 Matriz hessiana

De acordo com a defini¢do (1.5.1) do capitulo anterior, temos que se f é uma

funcao de duas varidveis, sua matriz Hessiana é:

fyx fyy

Analogamente se f é uma funcao de trés vardveis sua matriz Hessiana sera:

Hessf(x,y) _ [ fma: f;ry ]

fxx fa:y f:r:z
Hessf(x,y,2) = | fyo [foy [y-
fzm ny fZZ

Apo6s encontrarmos as derivadas parciais de segunda ordem de f(z,y, z), e fazendo a subs-

tituicao na matriz hessiana de trés variaveis, temos:

6z 0 O

Hessf(x,y,z)=| 0 6y 0

0O 0 6z

2.6.1 Funcao hessiana
O determinante da matriz

f:m: f:cy fJJZ
Hessf(:ﬂ,y,z) = fy:v fyy fyz
fzx fzy fzz

é chamado de determinante hessiano da funcao z = f(x,y, z) ou fungao hessiana.

Como mostra a seguir:

detHessf(:m Y, Z):(fxa:fyyfzz + fxyfyzfzx + fxzfyxfzy) - (fzzfyyfxz + fzyfyzfx:r + fzzfyyfa:y)
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Deste modo temos:

detHessf(x,y, z) = (62)(6y)(62) = 216xyz

2.7 Determinante dos menores principais

De acordo com a defini¢ao (1.6.1) do capitulo anterior, encontraremos os deter-
minantes dos menores principais para cada ponto critico aplicado na matriz hessiana de

ordem 3, logo:

e Para P, = (1,1,1), a matriz hessiana é:

6(1) 0 0 6 0 0
Hessf(P,) = Hessf(1,1,1) = 0 6(1) 0 =106 0
0 6(1) 00 6

O determinante de menor principal de ordem 1, é:

A =[6]=6>0

O determinante de menor principal de ordem 2, é:

6 0
Ay = =36>0
0 6

O determinante de menor principal de ordem 3, é:

A; = =216>0

o O O
o o O
oS O O

De acordo com o teorema (1.6.1), como Ay, Ay e Az sdo estritamente positivos, logo

enquadram-se no caso 1(ponto de minimo local estrito);

e Para P, = (—1,—1,1), a matriz hessiana é:

6(-1) 0 0 6 0 0
Hessf(P,) = Hessf(—1,—1,1) = 0 6(-1) 0 =] 0 —6 0
0 0 6(1) 0 0 6

O determinante de menor principal de ordem 1, é:

A =[—6]=—6<0
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O determinante de menor principal de ordem 2, é:

A, —
? 0 —6

-6 0
]:36>0

O determinante de menor principal de ordem 3, é:

-6 0 0
Ag = 0 —6 0| =216>0
0 0 6

De acordo com o teorema (1.6.1), como A; < 0, Ay >0 e Az > 0, nao se enquadram no
caso 1(Ponto de minimo local estrito) nem no caso 2, como Az # 0, temos um ponto de

sela;

e Para P; = (1,—1,1), a mtriz hessiana é:

61) 0 0 0
Hessf(P;) = Hessf(1,—1,1) = 0 6(-1) 0 =10 —6 0
0 0 6(1) 0

O determinante de menor principal de ordem 1, é:

Ay =1[6]=6>0

O determinante de menor principal de ordem 2, é:

6 0

A, —
? 0 —6

]:—36<0

O determinante de menor principal de ordem 3, é:

0 0
Ag = —6 0| =-216<0
0

De acordo com o teorema (1.6.1), como A; > 0, Ay < 0 e Az < 0, nao se enquadram no
caso 1(Ponto de minimo local estrito) nem no caso 2, como Az # 0, temos um ponto de

sela;

e Para P, = (1,1,—1), a matriz hessiana é:

6(1) 0 6 0 0
Hessf(Py) = Hessf(1,1,—1) = 0 6(1) =106 0
0 0 6(-1) 00 —6
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O determinante de menor principal de ordem 1,é:
A =1[6]=6>0
O determinante de menor principal de ordem 2, é:

6
0

0
]=36>0
6

O determinante de menor principal de ordem 3, é:

De acordo com o teorema (1.6.1), como A; > 0, Ay > 0 e Az < 0, nao se enquadram no
caso 1(Ponto de minimo local estrito) nem no caso 2, como Az # 0, temos um ponto de

sela;

e Para P; = (1,—1,—1), a matriz hessiana é:

61) 0 0 6 0 0
Hessf(Ps) = Hessf(1,—1,—1) = 0 6(—1) 0 0 -6 0
0 0 6-1)]]0 0o -6

O determinante de menor principal de ordem 1, é:
A =1[6]=6>0

O determinante de menor principal de ordem 2, é:

6 0

Ao =
" 10 —6

]:—36<0

O determinante de menor principal de ordem 3, é:

6 0 O
Az3=|0 -6 0 =216>0
0 0 -6

De acordo com o teorema (1.6.1), como Ay > 0, Ay < 0 e Az > 0, ndo se enquadram no
caso 1(Ponto de minimo local estrito) nem no caso 2, como Az # 0, temos um ponto de

sela;
e Para P; = (—1,1,1), a matriz hessiana é:
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6(-1) 0 0 6 0 0
Hessf(Ps) = Hessf(—1,1,1) = 0 6(1) 0 0 6 0
0 6(1) 0 0 6

O determinante de menor principal de ordem 1, é:

Ay =[-6]=—-6<0

O determinante de menor principal de ordem 2, é:

—6 0

A, —
? 0 6

]:—36<0

O determinante de menor principal de ordem 3, é:

-6 0 0
Ag = 0 6 0] =-216<0
0 0 6

De acordo com o teorema (1.6.1), como A; < 0, Ay < 0 e Az < 0, ndo se enquadram no
caso 1(Ponto de minimo local estrito) nem no caso 2, como Az # 0, temos um ponto de

sela;

e Para P, = (—1,1,—1), a matriz hessiana é:

6(—1) 0 6 0
Hessf(P;) = Hessf(—1,1,—1) = 0 6(1) 0 =
0 0 6(—1) 6

O determinante de menor principal de ordem 1, é:

Ay =[-6]=-6<0

O determinante de menor principal de ordem 2, é:

-6 0

Ao =
2 0 6

]:—36<0

O determinante de menor principal de ordem 3, é:

Ag = 0 6 0 =216 >0

49



De acordo com o teorema (1.6.1), como A; < 0, Ay < 0 e Az > 0, ndo se enquadram no
caso 1(Ponto de minimo local estrito) nem no caso 2, como Az # 0, temos um ponto de

sela;

e Para Py = (—1,—1,—1), matriz hessiana é:

6(-1) 0 0 6 0 0
Hessf(P) = Hessf(—1,—1,—1) = 0 6(—1) 0 =] 0 -6 0
0 0 6(=1) 0 0 —6

O determinante de menor principal de ordem 1, é:

Ay =[-6]=-6<0

O determinante de menor principal de ordem 2, é:

-6 0

A, —
? 0 —6

]:36>0

O determinante de menor principal de ordem 3, é:

-6 0 0
Az = 0 -6 0 =-216 <0
0O 0 —6

De acordo com o teorema (1.6.1), como A; < 0, Ay > 0 e Az < 0, como o determinante
alterna entre negativo e positivo, comegando por A; < 0. Temos um ponto de méaximo
local.

Vejamos a seguir a tabela com a classificacao dos pontos criticos quanto a sua natureza:

Resumo dos pontos criticos da funcao de trés variaveis.

Pontos Criticos Natureza

P Ponto de minimo
b Ponto de sela
P Ponto de sela
P, Ponto de sela
b Ponto de sela
B Ponto de sela
P Ponto de sela
B Ponto de méaximo
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2.8 Derivadas parciais de terceira ordem

As derivadas parciais de terceira ordem sao definidas de forma anéloga a derivadas
parcias de segunda ordem. Seja f(x,y, z) uma funcao de trés variaveis, quando derivamos
esta fungao f(x,y, z) trés vezes, produzimos suas derivadas de terceira ordem.

As suas notacoes sao:

(D (PIN_OF 0 (P P

. 022 8x3 e (% oxdy ) (9x28y

fooz = (8x02) 8x28z fove = <8y8x

Jow = ( ) 0m8y Jove = 55 <8y82

0

Jozo = <8z@x> axazﬁx Jow = <828y
fol = 0 Pf\ _ 0f P

E 02\ 022 ) 02022 e 61'2

o [ 0*f B f 8
f yTy — A = .f yrz — 5
Oy \ 0x0y 0y0xdy oy 8:1682 8y8:v8,z

0 (fN\ _ Of O f
T =y (ayax) =opor  Tw= ( 5y ) ay
o [(eFN _ 0f 0
Tz = 8_3/ (83/82) © Oy20z Joze = 8_ (828&:
a9 (N &S B
Joew = (8283;) ~ 0y0z0y Juez = (322
0 (Pf\ _ Pf
faze = (8x2) 02012 faew = <8x3y
0 (PN Of
foz = 0z (89&32) 02020z foe = 0z <8y8x
0 (P Of 0
Teus = 0z (ayz) 0202 8_ (&y@z 028y32

o= 8 PrN\ _ f s
S 020x ) 0220z 22y~ 828y 226y

B a AN

8x8y8x

0m8y82

0y8:172

)-
)
) 8w828y
) o
7)-

8y828x

ayaz2

3z8y8x

)
) =5
) 828x8y
)-
)

Logo ha 27 derivadas possiveis.

Observacao 2.8.1 Da mesma maneira se define, se existirem, as 3¥ derivadas parciais

de ordem k para qualquer k natural.
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2.9 Autovalores da Hessiana (Teste do hessiano)

Vimos no caso de fungoes de duas variaveis que a natureza dos pontos criticos foi
determinada pelo determinante dos menores Principais e o Teste da segunda derivada. No
caso de fungoes de trés varidveis usaremos a (generalizagao do teste da segunda derivada

como mostra o teorema a seguir):

Teorema 2.9.1 (Caso Geral) Seja f : A — R uma fungio de classe C? definida num
aberto A C R"™. Suponha que P € A seja um ponto critico de f. Sejam Ai,...,\, 0s

autovalores da matriz hessiana de f em P e detHessf(P) o hessiano de f em P. Temos:
1. Se A\; >0,V 1< j<n entao P é um ponto de minimo local de f.

2. Se\j <0,V 1<j<n entao P éum ponto de mdximo local de f.

3. Se existirem dots autovalores \; e \; com sinais opostos entao P é um ponto de sela

de f.
4. Nos demais casos, isto é,

a. \; >0,V1<j<n e existe um autovalor \; =0 ou

b. X\; <0,V 1< 5 <n e existe um autovalor \; = 0, nao podemos afirmar nada

sobre a natureza do ponto critico P.

Pelo teorema (2.9.1), encontraremos os autovalores da matriz hessiana de f em cada

ponto critico:

e P =(1,1,1), temos a seguinte matriz:

61) 0 0 6 0 0
Hessf(Py) = Hessf(1,1,1) = 0 6(1) 0 =106 0
0 6(1) 00 6

E os autovalores de Hessf(1,1,1) sao as raizes da equagao
Pi(\) = det[Hessf(P1) — M| =0, isto é:
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6 0 0 100
Pi(\) = det 06 0|—-X]o010 =0
0 0 6 00 1
N[
6 0 0 A0 O
Pi(\) = det 06 0—|0XO =0
00 6 00 A
I
6-\ 0
Py()\) = det 0 6-—\ =0
0 0 6-—\
(8
(6—X)(6—=X)(6-X) =0 (2.2)

Resolvendo a equacao 2.2 encontramos os autovalores A\; = Ay = A3 = 6. De acordo com
o teorema (2.9.1), como os trés autovalores tem sinais positivos, logo enquadra-se no caso

1.(Ponto de minimo local).

e P,=(—1,-1,1), temos a seguinte matriz:

6-1) 0 0 6 0 0
Hessf(Py) = Hessf(—1,—1,1) = 0 6(-1) 0 = 0 -6 0
0 0 6(1) 0 0 6

E os autovalores de Hessf(—1,—1,1) sao as raizes da equagao

Py(\) = det[Hessf(Py) — M| = 0, isto é:

—6 0 0 1 00
Py(\) = det 0 -6 0 |—-X]l010 =0
0 0 6 00 1
|}
-6 0 0 A0 O
Py()\) = det 0 -6 0|—10 X0 =0
0 0 6 0 0 )
|3
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—6— A 0 0

Py(\) = det 0 —-6—-—XA 0 =0
0 0 6— A
4
(=6 —A)(=6—-X)(6—X)=0 (2.3)
Resolvendo a equacao 2.3 encontramos os autovalores Ay = Ay = —6 e A3 = 6. De acordo

com o teorema (2.9.1), como existem dois autovalores com sinais opostos, logo enquadra-se

no caso 3.(Ponto de sela).

e P;=(1,—1,1), temos a seguinte matriz:

61) 0 0 0
Hessf(P;) = Hessf(1,—1,1) = 0 6(-1) 0 =0 -6 0
0 0 61 0

E os autovalores de Hessf(1,—1,1) sao as raizes da equagao

P3(\) = det[Hessf(P3) — M| = 0, isto é:

6 0 O 1 00
P3(\) = det 0 -6 0|—-Al 010 =0
0O 0 6 001
U
6 0 O A0 O
P3(\) = det 0O -6 0 [—]10X0O0 =0
0 0 6 0 0 A
U
6— A\ 0 0
P3(\) = det 0 —6— A\ 0 =0
0 0 6— A\
U
(6—XN)(=6—-X)(6—-X)=0 (2.4)
Resolvendo a equacao 2.4 encontramos os autovalores A\; = 6, Ay = —6 ¢ A\3 = 6. De

acordo com o teorema (2.9.1), como existem dois autovalores com sinais opostos, logo

enquadra-se no caso 3.(Ponto de sela).

e P, =(1,1,—1), temos a seguinte matriz:
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6(1) 0 0 6 0 0
Hessf(P,) = Hessf(1,1,—1) = 0 6(1) 0 =106 0
0 0 6(-1) 0 0 —6
E os autovalores de Hessf(1,1,—1) sao as raizes da equagao
Py(X) = det[Hessf(Py) — M| =0, isto é:
6 0 0 1 00
Py(N\) = det 0 6 0 -A]1 010 =0
0 0 —6 0 01
U
6 0 0 A0 0
Py(\) = det 0 6 0 -1 0 X O =0
0 0 —6 0 0 A
U
6-XA 0 0
Py(N) = det 0 6-—AX 0 =0
0 —6— A
\
(6—X)(6—-N(-6—-X)=0 (2.5)
Resolvendo a equagao 2.5 encontramos os autovalores A\ = Ay = 6 e A3 = —6. De acordo

com o teorema (2.9.1), como existem dois autovalores com sinais opostos, logo enquadra-se
no caso 3.(Ponto de sela).

e P =(1,—1,—1), temos a seguinte matriz:

6(1) 0 0 6 0 0
Hessf(Ps) = Hessf(1,—1,—1) = 0 6(—1) 0 =10 -6 0
0 0  6(—1) 0 0 —6

E os autovalores de Hessf(1,—1,—1) sao as raizes da equagao

P5(\) = det[Hessf(Ps) — M| = 0, isto é:

6 0 0 100
Ps(\)=det|| 0 =6 0 |-A[o0o10]]|=0
0 0 —6 00 1
U
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6 0 0 A0 O
Ps(\) = det 0 -6 0 -1 0 A O =0
0 0 -6 0 0 X
U
6— A\ 0 0
P5s(\) = det 0 —6— A\ 0 =0
0 0 —6— A\
Y
(6—=X)(=6—-X)(=6—X)=0 (2.6)
Resolvendo a equacao 2.6 encontramos os autovalores Ay = 6 e Ay = \3 = —6. De acordo

com o teorema (2.9.1), como existem dois autovalores com sinais opostos, logo enquadra-se

no caso 3.(Ponto de sela).

e P;=(—1,1,1), temos a seguinte matriz:

6(-1) 0 0 6 0 0
Hessf(Ps) = Hessf(—1,1,1) = 0 6(1) 0 =1 0 6 0
0 0 6(1) 0 0 6

E os autovalores de Hessf(—1,1,1) sao as raizes da equagao

Ps(\) = det[Hessf(Fs) — M| =0, isto é:

-6 0 0 1 00
Ps(\) = det 0 6 0l-X|lo0T10 =0
0 0 6 001
\[8
-6 0 0 A 00
Ps(\) = det 0 60 |—-]1o0XO =0
0 0 6 0 0 A
I
—6—-X 0 0
Ps(\) = det 0 6—X 0 =0
0 0 6-—2\
N2
(=6 = X)(6—=A)(6—\) =0 (2.7)
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Resolvendo a equagao 2.7 encontramos os autovalores A\ = —6 e \y = A3 = 6. De acordo
com o teorema (2.9.1), como existem dois autovalores com sinais opostos, logo enquadra-se

no caso 3.(Ponto de sela).

o P,=(—1,1,—1), temos a seguinte matriz:

6(-1) 0 0 60
Hessf(P;) = Hessf(—1,1,—1) = 0 6(1) 0 =| 0
0 0 6(—1) 0 0 —6

E os autovalores de Hessf(—1,1,—1) sao as raizes da equagao

P:(\) = det[Hessf(P;) — M| = 0, isto é:

—6 0 O 100
Pr(\) = det 0 6 0 -2l 010 =0
0 —6 001
!
—6 0 0 A0 0
P;(\) = det 0 6 0 -1 0 X O =0
0 0 —6 0 0 A
2
—-6—-X 0 0
Pr(\) = det 0 6— A 0 =0
0 0 —6— A
\
(=6 —=XN)(6—XN)(—=6—X)=0 (2.8)
Resolvendo a equacao 2.8 encontramos os autovalores Ay = A3 = —6 e Ay = 6. De acordo

com o teorema (2.9.1), como existem dois autovalores com sinais opostos, logo enquadra-se

no caso 3.(Ponto de sela).

o 3= (—1,—1,—1), temos a seguinte matriz:

6(—-1) 0 0 6 0 0
Hessf(Pg) = Hessf(—1,—1,—1) = 0 6(-1) 0 =] 0 -6 0
0 0 6(-1) 0 0 -6

E os autovalores de Hessf(—1,—1,—1) sao as raizes da equagao
Ps(\) = det[Hessf(Ps) — M| = 0, isto é:
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-6 0 0 1 00
Py(\) = det 0 -6 0 -2l 010 =0
0O 0 —6 0 01
U
-6 0 0 A0 0
Py(\) = det 0 -6 0 -1 0 X O =0
0O 0 —6 0 0 A
U
—6—A 0 0
Py(\) = det 0 —6— A 0 =0
0 0 —6—A
\
(=6 —=X)(=6—-X)(—6—X)=0 (2.9)
Resolvendo a equacao 2.9 encontramos os autovalores A\; = Ay = A3 = —6. De acordo

com o teorema (2.9.1), como os trés autovalores tem sinais negaivos, logo enquadra-se no

caso 2.(Ponto de maximo local).

2.10 Polinomio de Taylor de ordem 3

Definicao 2.10.1 Dada f : R? — R uma funcdo que tenha derivada até a ordem 3 no

ponto (r,y,z)=(a,b,c), associamos a f o polinomio P(x,y,z) de grau < 3 dada por:

P(z,y,z) = f(a,b,c)—i—f’(a,b,c)(x—a,y—b,z—c)—i—%f”(a,b,c)(x—a,y—b,z—c)2+
%f’”(a, b,c)(x —a,y—0b,z—c)?

Fazendo v —a = v,y — b =1y, 2 — c = v3, temos:

P(xv Y, Z) = f(CL, bu C)+f/(a7 b7 C) (Ulu V2, U3>+%fﬁ(a7 b7 C) (Uh V2, 03)2—’_%.]“//(@7 bv C)(Ulﬁ V2, U3)3

A expressao acima pode ser reduzida um pouco, pois ja sabemos que o ponto (a,b,c) é

um ponto critico, entao:
f/(a7 b? C) = (fx(a7 b7 C)? fy(a7 b? C)7 fz(a7 b7 c)) = (07 O? O)
e consequentemente
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f'(a,b,c)(vy,va,v3) = (0,0,0)

Além disso, reescrevendo f”(a, b, ¢) na forma matricial, nota-se a presencga da matriz hes-

siana da fungao f aplicada no ponto (a,b,c).Temos

fez(a,b,¢)  fay(a,b,c)  fue(a,b,c) U1
f”(a’ b, C)(U17v27v3)2 = (2}1,1}2,1}3) fyx(a7ba C) fyy(a: b, C) fyz(aab7 C) V2
fex(a,b,¢)  foyla,b,c)  fou(a,b, c) U3

Da mesma forma para f”'(a, b, c) temos:

f.’L’:L':E(a‘7 b7 C) fzmy(ay b; C) fzmz(ay b7 C) U1
fm<a’ b, C) (Ula U2, U3>3 = (Ula Vg, U3)2 fyyx(a> ba C) fyyy(a> ba C) fyyz(&a ba C) U2

fzzx(a'7 bv C) fzzy(a'y ba C) fzzz(a; b7 C) U3
Como fry = for = fyae = [y = f2a = f2y = 0 é facil verificar que as derivadas de terceira

ordem sao todas iguais a zero com excecao de fruz, fyyy, [222, OU s€ja:

a9, 0° 0 d , 0 0
o, 0 0
Logo, temos:
6 0 0
f"(a,b,e)=1 0 6 0
0 06

Portanto, o polindmio de Taylor se resume a:

1 fxw(a;b7 C) fa:y(avb7 C) fa:z(aa b7C (%1
P(.Z',y, Z) = f((l,b, C)_‘_E (U17U2yv3) fy:ﬂ(aa b7 C) fyy(aa b7 C) fyz(a’7 ba C) V2 +
fzx(a>bv C) fzy(aab7 C) fzz(aa b,C U3
1 frzr(aa b7 C) fxmy(a7 b? C) fmxz(aa b7 C) U1
+§ (Ulv V2, 03)2 fyyr(aa b, C) fyyy(aa b, C) fyyz(aa b7 C) V2

fezala,b,c)  fozyla,bic)  fra(a,b,c) V3
Determinaremos o polinémio de Taylor em volta do ponto P, = (1,1,1):

Pela definigdo 1.2.1 do capitulo anterior, temos que se f(a,b,c) é o valor numérico de

f(z,y, z), logo f(1,1,1) = —4 é o valor numérico da fungao 2.1.
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Pela defini¢ao 1.2.3, temos f,(a,b,c) =0, f,(a,b,c) =0¢ f.,(a,b,c) =0,logo :

f(1,1,1)=0,£,(1,1,1) =0 e f.(1,1,1) =0

Sabendo que a segunda derivada no ponto P; é:

fmx(le]‘) fmy(17171) fa:z(lalv]') 6 0 0
f(1,1,1) = foe(1,1,1) £, (1,1,1) f.(1,1,1) | =10 6 0
fa(L,1L1) foy(1,1,1) 0 fee(1,1,1) 006

E sabendo que a terceira derivada no ponto P; é:

Jrae(L, 1, 1) faay(1,1,1) fare(1,1,1) 6 00
f"(L11) = | fre(1,1,1) f,(1L,11) f..(1,1,1) | =10 6 0
fZZCL’(]‘717]‘) fZZy(17 17 1) fZZZ(17 17 1) 0 0 6
Fazendo a substituicao dos valores encontrados no polinémio, temos:
. 6 0 0 Uy ) 6 0 0
P(Jf?y, Z) = _4+§ (Ul,Ug,Ug) 0 6 O V2 +§ (U17U27U3)2 0 6 0
' 00 6 v3 ‘ 00 6

Resolvendo a expressao:

P(z,y,z) = —4 + 5[60} + 603 + 6v3] + §[6v] + 603 + 6vj]

P(z,y,2) = —4 + 3v? + 303 + 3v3 + v} + v + v3

Comovy =z —a,vo=y—bewvs=z—c Para P, =(1,1,1),a=b=c=1. Assim

temos:

P(x,y,z) = —4+3x -1 +3y—-12+3z-1)0°+(x—-10°*+({y—-10>+ (2 —-1)?

Resolvendo, encontramos o polinomio de Taylor em volta do ponto P;:

P(z,y,2) =2 +y* +2° — 32 — 3y — 32+ 2 (2.10)

Observacao 2.10.1 Substituindo P, = (1,1, 1) no polinémio 2.10 encontramos seu valor
nuUMErico -4.

Derivando P(z,y, z) em relagdo a x, y e z temos:

o _
or

Sabendo que os pontos criticos de f(z,y, z) sdo aqueles que anulam seu gradiente, para

302 -3, — =3 -3, — =32>-3
z

P(z,y, z), temos:
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VP(z,y,z) =

Resolvemos o sistema:

322—-3=0 x==+1
352 —3=0 y==+1
322-3=0 z=+1

Determinaremos o polinémio de Taylor em volta do ponto P, = (—1,—1,1):

Pela definigao 1.2.1 do capitulo anterior, temos que se f(a,b,c) é o valor numérico de

f(x,y,z), logo f(—1,—1,1) = 4 é o valor numérico da fungao 2.1.
Pela defini¢ao 1.2.3, temos f,(a,b,c) =0, f,(a,b,c) =0e f.(a,b,c) =0,logo :

fo(=1,-1,1) =0, f,(=1,=1,1) =0 e fo(~=1,—1,1) =0

Sabendo que a segunda derivada no ponto Ps é:

fII(_17_171> fxy(_la_lal) f:r:z(_la_lal) —6 0 0
f//(_17_171) = fya:(_L_l?l) fyy(_la_lal) fyz(_L_l?l) = 0 -6 0
fea(—1,-1,1) fo(—1,-1,1) f..(—1,—-1,1) 0O 0 6

E sabendo que a terceira derivada no ponto P, é:

fmcx(_la_lal) fx:{:y(_la_la1> fxxz(_17_171)
f”/(_L_lal) = fyym(_L_l?l) fyyy<_1a_171) fyyz(_L_l?l) =
forn(=1,=1,1)  fo(—=1,-1,1) f...(—1,—-1,1)

Fazendo a substitui¢ao dos valores encontrados no polinémio temos:

. -6 0 O Uy )
P(z,y,z) = 4"‘5 (v1, V2, v3) 0 -6 0 Uy +§ (v1, Vg, v3)?
' 0 0 6 s '

Resolvendo a expressao:

P(z,y,z) =4+ 5[—6v] — 603 + 6v3] + £[60V] + 6v3 + 6]

P(z,y,2) =4 — 3v} — 303 + 3v2 + v} + 03 + v

Como vy =z —a,vy=y—bevy=2z—c Para P,=(—1,—1,1), a=b=-1 e c=1. Assim

temos:

Px,y,2) =4—-3x+1)? =3+ 12 +3z-1)2?+ @+ 1>+ (y+1)P>+ (2 —1)
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Resolvendo, encontramos o polinomio de Taylor em volta do ponto Ps:

P(z,y,2) =2 +y* +2° =32 — 3y — 32 + 2

Observacao 2.10.2 Substituindo Py = (—1,—1,1) no polindmio 2.10 encontramos seu

valor numérico 4.
Derivando P(x,y, z) em relagdo a z, y e z temos:
oP
or

Sabendo que os pontos criticos de f(z,y, z) sdo aqueles que anulam seu gradiente, para

302 -3 — =32 -3, —=32"-3
V4

P(z,y, z), temos:

VP(x,y,z) = 0
Resolvemos o sistema:
312—-3=0 r==+1

32 —3=0 ¢ y==+1
3:2-3=0 | z==£1

Determinaremos o polinémio de Taylor em volta do ponto P3; = (1,—1,1): Pela de-
finicao 1.2.1 do capitulo anterior, temos que se f(a,b,c) é o valor numérico de f(z,y, 2),
logo f(1,—1,1) = 0 é o valor numérico da fungao 2.1.

Pela defini¢do 1.2.3, temos f,(a,b,c) =0, f,(a,b,c) =0¢e f,(a,b,c) =0,logo :

fx(1,-1,1) =0, f,(1,-1,1) =0 e f,(1,-1,1) =0

Sabendo que a segunda derivada no ponto Pj é:

far(1,—1,1)  fo,(1,—1,1)  fo.(1,—1,1) 6 0
f”(17_171) = fyz(la_lal) fyy(lv_lvl) fyz(la_lal) = 0 -6 0
fe(1,-1,1) £, (1,—-1,1) f..(1,—-1,1) 0 O

E sabendo que a terceira derivada no ponto Ps é:

Joaz (1, =1,1)  fauy(1,—1,1)  faae(1,—1,1)
f/”(l,—l,l) - fyyac(la_lal) fyyy(17_171> fyyz(la_lal)
fzza:(la_lal) fzzy(17_17]-) fzzz(la_lal)

Il
o o o
o o o
o o o

Fazendo a substituicao dos valores encontrados no polinémio temos:
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1 6 0 O V1 ] 6 0 O U1
P(%ya 2) = 21 (01,02,1)3) 0 -6 0 U2 +§ (U1,U2,U3)2 06 0 U2
0 6 V3 0 0 6 V3

Resolvendo a expressao:
P(z,y,2) = %[611% — 603 + 6v3] + %[61}% + 6v3 + 6v3]
P(z,y,2) = 3v} — 3v2 + 3v3 + v} + v3 + v3

Como vy = x—a, vy = y—bewvs = z—c. Para P3 = (1,—1,1), a=c=1 e b=-1. Assim temos:

P(z,y,z) =3(x = 1)* +3(y+ 1)* +3(z = 1)* + (& = 1)° + (y + 1)* + (¢ = 1)°

Resolvendo, encontramos o polinomio de Taylor em volta do ponto Pi:

P(z,y,2) =2 +y* +2° =32 — 3y — 32+ 2

Observacao 2.10.3 Substituindo Ps = (1,—1,1) no polinémio 2.10 encontramos seu

valor numérico 0.
Derivando P(x,y, z) em relagao a x, y e z temos:

OP OP OP
— =3 -3 — =3 -3, —=3"-3
Ox . " Oy 4 " 0z :

Sabendo que os pontos criticos de f(z,y, z) sdo aqueles que anulam seu gradiente, para

P(z,y, z), temos:

VP(z,y,z) =
Resolvemos o sistema:
312 —-3=0 r = =41

352 —3=0 y==+1
322-3=0 z=+1

Determinaremos o polinémio de Taylor em volta do ponto Py = (1,1,—1): Pela de-
finicdo 1.2.1 do capitulo anterior, temos que se f(a,b,c) é o valor numérico de f(z,y, 2),
logo f(1,1,—1) = 0 é o valor numérico da fungao 2.1.

Pela defini¢do 1.2.3, temos f,(a,b,c) =0, f,(a,b,c) =0e f,(a,b,c) =0,logo :
fo(1,1,-1) = O,fy(l, 1,-1)=0 e f.(1,1,-1) =0

Sabendo que a segunda derivada no ponto Py é:
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far(1,1,=1)  fo, (1,1, -1)  fo.(1,1,—1) 6 0 0
I, -1) = | f.(1,1,-1) f,(1,1,-1) f.(1,1,-1) | =]0 6 0
fo(1,1,-1) £, (1,1,-1) f..(1,1,-1) 0 0 —6
E sabendo que a terceira derivada no ponto Py é:
Joaw(1,1,=1)  fauy(1,1,—1)  faue(1,1,—1) 6 0 0
f/”(lv]-a_]-) - fyy:t(1>17_1) fyyy(1717_1> fyyZ(lala_l) = 06 0
fzza:(lala_l) fzzy(17]-7_]-) fzzz(lala_l) 006
Fazendo a substituicao dos valores encontrados no polinémio temos:
. 6 0 0 vy 6 0 0 U1
P($>y7 Z) = 5 (U17U27U3> 0 6 0 (%] +§ (Ulav27/03)2 0 6 0 (%)
' 00 —6 v3 ' 00 6 v3

Resolvendo a expressao:
P(z,y,z) = 5[60} + 603 — 603] + L[6v} + 603 + 6v3]
P(z,y,z) = 3vi + 3v3 — 3v3 + v} + v§ + v}

Como vy = x—a, vy =y—bewvy = z—c. Para Py = (1,1,—1), a=b=1 e c=-1. Assim temos:

Px,y,2) =3(x -1 +3(y =12 +3(z+ 12 +(x -1+ (y— 1)+ (¢ + 1)

Resolvendo, encontramos o polinomio de Taylor em volta do ponto Pj:

P(z,y,2) =2 +y* +2° - 32 — 3y — 32+ 2

Observacao 2.10.4 Substituindo Py = (1,1,—1) no polinémio 2.10 encontramos seu

valor numérico 0.

Derivando P(z,y, z) em relagdo a x, y e z temos:

opP opP opP
— =32 -3 — =3y -3, — =32>-3
Ox v " Oy Y " 0z :

Sabendo que os pontos criticos de f(z,y, z) sdo aqueles que anulam seu gradiente, para

P(z,y, z), temos:

VP(x,y,z) =0

Resolvemos o sistema:
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322 -3=0 ( z=+1
32-3=0 { y==+1
32-3=0 | z==1

Determinaremos o polinémio de Taylor em volta do ponto Ps = (1, —1,—1): Pela de-
finicdo 1.2.1 do capitulo anterior, temos que se f(a,b,c) é o valor numérico de f(z,y, 2),
logo f(1,—1,—1) =4 é o valor numérico da fungao 2.1.

Pela definicao 1.2.3, temos f,(a,b,¢c) =0, f,(a,b,c) =0e f.(a,b,c) =0,logo :

fo(1,—=1,-1) =0, f,(1,-1,-1) =0 e f.(1,-1,-1) =0

Sabendo que a segunda derivada no ponto P; é:

fee(1,—=1,-1)  fo,(1,—1,-1) fi.(1,—1,—1) 6 0 O
f”(lv_l’_l) = fya:(lv_lv_l) fyy(17_1’_1> fyz(lv_lv_l) = 0 —6 0
fre(l,=1,=1) f (1, =1,-1) f..(1,—1,-1) 0 0 —6

E sabendo que a terceira derivada no ponto Ps é:

fmcx(la_la_l) fxxy(17_17_1) fxzz(la_la_l)
f1,-1,-1) = e (1, =1, =1)  fi(1,—1,-1)  f.(1,—-1,—-1) | =
fzzm(la_la_l) fzzy(la_ly_l) fzzz(17_17_1)

Fazendo a substituicao dos valores encontrados no polinémio temos:

. 6 0 0 Uy . 6 0 0
P(x,y,z) = 4+§ (v1,v2,v3) | O =6 0 Uy +§ (v1,v9,03)* | 0
' 0 0 -6 s ' 0

Resolvendo a expressao:

P(z,y,z) =4+ 5[60] + 605 — 6v3] + £[6vF + 63 + Gu3]

P(z,y,2) = 4+ 3v? + 3v2 — 302 + v} + v3 + v3

Como vy =z —a,vy=y—bevy=2z—c Para P;=(1,—1,-1), a=1 e b=c=-1. Assim

temos:

Pz,y,2) =4+3x -1 +3y+ 12 +3z+12?+ (-1 + @+ 1>+ (2 +1)°

Resolvendo, encontramos o polinomio de Taylor em volta do ponto Ps:

P(a:,y,z):x3+y3+z3—33:—3y—32—|—2

Observacao 2.10.5 Substituindo Ps = (1,—1,—1) no polindmio 2.10 encontramos seu
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valor numérico 4.

Derivando P(x,y, z) em relagao a x, y e z temos:

OP OP OP
— =32 -3 — =3 -3, — =32>-3
Ox . " Oy 4 " 0z :

Sabendo que os pontos criticos de f(z,y, z) s@o aqueles que anulam seu gradiente, para
P(z,y, z), temos:
VP(z,y,z) =0

Resolvemos o sistema:

3:2—-3=0 xr==+1
352 —3=0 y==+1
32-3=0 z=+1

Determinaremos o polinémio de Taylor em volta do ponto FPs = (—1,1,1):

Pela definigao 1.2.1 do capitulo anterior, temos que se f(a,b,c) é o valor numérico de

f(x,y, z), logo f(—1,1,1) = 0 é o valor numérico da fungao 2.1.
Pela defini¢ao 1.2.3, temos f,(a,b,¢) =0, f,(a,b,c) =0e f.(a,b,c) =0,logo :

fo(=1,1,1) =0, £,(=1,1,1) =0 e f.(~1,1,1) =0

Sabendo que a segunda derivada no ponto Fy é:

fa::(:(_lylal) f:r:y(_lalal) fzz<_17171) -6 0 0
f”(_17171) = fym(_17171) fyy(_17171) fyz(_]-a]-al) = 0 6 0
fzx(_]-alvl) fzy(_17171> fzz<_1717]-) 0 0 6
E sabendo que a terceira derivada no ponto Fy é:
fx:t:c(_lalal) fxxy(_1a171) fxzz(_17171> 6 O O
f”/<_17171) = fyy:c(_Llal) fyyy<_171,1> fyyz(_lvlal) = 06 0
fzzm(_lel) fzzy(_lalvl) fzzz<_17171) O O 6
Fazendo a substitui¢ao dos valores encontrados no polinémio temos:
. —6 0 0 U1 | 6 0 0 U1
P(x,y,z) = 51 (v1, V2, v3) 0 6 0 (0 +§ (vi,v2,v3) | 0 6 0 (0
' 0 00 V3 ' 00 6 V3

Resolvendo a expressao:
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P(z,y,z) = %[—60} + 603 + 6v3] + ;[6vF + 6v3 + 6vj]
P(z,y,2) = —3v{ + 303 4 3v] + v} + v§ + v}
Comowv; =zx—a,vy =y—bewvy =z—c. Para Ps = (—1,1,1), a-1 e b=c=1. Assim temos:

P(r,y,z) = =3+ 1) +3y—1)°+3(z -1+ (x+1)°+ (y — 1)’ + (2 = 1)°

Resolvendo, encontramos o polinomio de Taylor em volta do ponto Fj:

P(z,y,2) =2 +y* +2° =32 — 3y — 32+ 2

Observacao 2.10.6 Substituindo Ps = (—1,1,1) no polinémio 2.10 encontramos seu

valor numérico 0.

Derivando P(x,y, z) em relagao a z, y e z temos:

oP oP oP
— =3 -3 — =3 -3;—=3"-3
Ox . " Oy 4 " 0z :
Sabendo que os pontos criticos de f(z,y, z) sdo aqueles que anulam seu gradiente, para

P(z,y, z), temos:

VP(x,y,z) =
Resolvemos o sistema:
312 —-3=0 r==l1

32 —-3=0 < y==£1
322-3=0 | z==+1

Determinaremos o polinémio de Taylor em volta do ponto P; = (—1,1, —1): Pela de-
finicao 1.2.1 do capitulo anterior, temos que se f(a,b,c) é o valor numérico de f(z,y, 2),
logo f(—1,1,—1) = 4 é o valor numérico da fungao 2.1.

Pela defini¢do 1.2.3, temos f,(a,b,c) =0, fy(a,b,c) =0e f,(a,b,c) =0,logo:

fo(=1,1,=1) =0, f,(=1,1,=1) =0 e f.(~=1,1,—=1) =0

Sabendo que a segunda derivada no ponto P; é:

far(=1,1,—-1)  fo,(—1,1,—1) fo.(—1,1,-1) -6 0 O
f”(_]'717_1): fyz(_lala_l) fyy(_lalv_l) fyz(_1717_1) = 0 6 0
fa(=1,1,-1) fo(=1,1,-1) f..(-1,1,-1) 0 0 —6
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E sabendo que a terceira derivada no ponto P; é:

fxxx(_lala_l) f:c:(;y(_laL_l) fxxz(_lala_l)
f(-1,1,-1) = e (=1, 1, =1)  f,(=1,1,-1)  f.(—1,1,-1) | =
fzzac<_1717_1) fzzy(_1717_1) fZZZ(_1717_1)

Fazendo a substitui¢ao dos valores encontrados no polinémio temos:

, 6 0 0 v , 6 0 0
P(x,y,z2) = 4+§ (v1, v9,v3) 0 6 0 () +§ (v1,v2,v3)* | 0 6 0
' 0 0 —6 Vs ' 00 6

Resolvendo a expressao:

P(z,y,z) =4+ 5[—60v] + 605 — 6v3] + £[60v] + 6v3 + 6v}]

P(z,y,2) =4 — 3v} + 3v3 — 3v2 + v} + 03 + v

Como vy =z —a,vyg=y—bevy=2z—c Para P =(—1,1,—1), a=c=-1 e b=1. Assim

temos:

P(r,y,z) =4—=3x+ 1> +3(y -1 =3(z+1)*+ (¢ + 1>+ (y — 1)’ + (2 + 1)

Resolvendo, encontramos o polinomio de Taylor em volta do ponto Pr:

Pz,y,2) =2 +y* +2* =32 — 3y — 32+ 2
Observacao 2.10.7 Substituindo P; = (—1,1,—1) no polinémio 2.10 encontramos seu

valor numérico 4.

Derivando P(x,y, z) em relagao a x, y e z temos:

OP OP OP
— =32 -3 — =3 -3, — =32>-3
Ox . " Oy 4 " 0z :

Sabendo que os pontos criticos de f(z,y, z) s@o aqueles que anulam seu gradiente, para

P(z,y, z), temos:

VP(z,y,z) =
Resolvemos o sistema:
32 —-3=0 r = =1

352 -3=0 y==+1
322-3=0 z=+1

Determinaremos o polinémio de Taylor em volta do ponto Py = (—1,—1,—1): Pela

definigao 1.2.1 do capitulo anterior, temos que se f(a, b, ¢) é o valor numérico de f(z,y, 2),
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logo f(~1, -1,

Pela defini¢do 1.2.3, temos f,(a,b,c) =0, f,(a,b,c) =0¢e f,(a,b,c) =0,logo:

fm<_17 _17 _1) = 07 fy(_L -1

f:m( 17 1) fry(_lv
f”(_lv_l?_l) = fyaz( I, — 1) fyy(_la
fzx< 1, - 1 —1) fzy(—l,—l

—1,
—1

Y

Y

E sabendo que a terceira derivada no ponto Py é

fmm:( ) 1) ﬂfy(_

1, — f. 1
f(=1,-1,-1) = fyyx( 1,—-1,-1) fyyy(_l
1, — f 1

fzzac( ) 1) zy(_

Fazendo a substituicao dos valores encontrados no polinémio temos:

-6 0 0 U1
P(x,y,z) = 8‘*‘% (v1, v2,v3) 0 -6 0 Uy —i—%
0 0 -6 U3
Resolvendo a expressao:
P(z,y,z) = 8+ %[—6v} — 6v} — 6v3] + £[60v} + 605 + 603]
P(z,y,2z) =8 — 3v? — 3v3 — 3v} + v} + v} + v}
Como vy =x—a,vy=y—bewvy =z—c Para Pg=(-1,—1,

temos:

Plz,y,2) =8 =3z +1)=3y+1)2?=3:+1)°+ @@+ 1>+ y+1)>°+(z+1)°

, —

1
-1
1

Y

, —

—1) = 8 é o valor numérico da fungao 2.1.

,—1)=0 e f.(—1,

Sabendo que a segunda derivada no ponto Py é

—1
_1> fyZ<_1
—1) 1

fzz(_

o= (=
fzzz(

—1

)

?

)

7_1> f:m: (
7_1)
,—1)

Resolvendo, encontramos o polinomio de Taylor em volta do ponto Fk:

Pz,y,2) =2 +y* +2° - 32 — 3y — 32+ 2

Observacao 2.10.8 Substituindo Py = (—1,

valor numérico 8.

Derivando P(x,y, z) em relagao a x, y e z temos:

oprP oPr

=32" — 3, — =3y’ — 3;

ox oy

Sabendo que os pontos criticos de f(z,y, z) s@o aqueles que anulam seu gradiente, para

P(z,y, z), temos:
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OP
0z

=32" -3

1) =0
—1,-1)

~1,-1) | =
-1,-1)

1,-1,-1)
1,-1,-1)
1,-1,-1)
(U17U27US)2

(%1

V2

—6 0 0
0 -6 0
0 0 -6
6 0 0
06 0
00 6
00
6 0
0 6

—1), a=b=c=-1. Assim

—1,—1) no polinémio 2.10 encontramos seu
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VP(z,y,z) =0

Resolvemos o sistema:

322—-3=0 x==+1
352 —3=0 y==+1
322-3=0 z=+1

Como estendemos a férmula de Taylor até grau 3, aproximamos tanto a fungao que
encontramos um unico polinémio para todos os pontos criticos, coincidindo com a func¢ao
2.1, por esta razao o polinomio gerou todos os pontos.

Se tivéssemos usado a férmula até o grau 2, encontrariamos diferentes polindmios de
Taylor para os pontos criticos e cada um desses polinémios geraria um tinico ponto como
vimos no capitulo anterior no R2.

O operador de Laplace ou laplaciano (A), é o divergente do gradiente de uma fungao no
R". O gradiente j4 foi definido anteriormente (ver EQUACAO (2.4.1)).

Seja f = (fi(xy, - ), fulz1, - ,2,)) € R™ O seu gradiente é obtido por
Vf= (2_27... 7%_

O divergente de uma funcao no R™, é o produto escalar do operador diferencial (V =

(8%1’ ceey a%)) pela funcao vetorial f Simbolicamente:

9 9
oxry Oz,

divf = V.f = (( )-<f1<x1,--- e fulwne ) = (ax o

Sendo assim, o operador laplaciano ¢ obtido por:

Af: div(gmdf) = V~(Vf) = sz

ou seja, é um operador de segunda ordem (A = V?), podendo ser entao utilizado para
classificar pontos criticos de funcoes no R”, analogamente ao teste da segunda derivada

visto em Calculo 1.

AP = V2f = (anl azf")

e e o

A seguir definiremos Operador e Equacao de Laplace, equagao estabelecida pelo ma-
tematico Pierre Simon Marquis de Laplace (Beaumont-en-Auge, 23 de margo de 1749 -
Paris, 5 de margo de 1827), astronomo e fisico francés que organizou a astronomia ma-
temética, resumindo e ampliando o trabalho de seus predecessores nos cinco volumes do
seu Mécanique Céleste (Mecanica celeste) (1799-1825). Esta obra-prima traduziu o es-
tudo geométrico da mecanica cléssica usada por Isaac Newton para um estudo baseado

em calculo, conhecido como mecanica fisica.
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Ele também formulou a equacao de Laplace. A transformada de Laplace aparece em todos
os ramos da fisica matematica - campo em que teve um papel principal na formacao. O
operador diferencial de Laplace, da qual depende muito a matematica aplicada, também
recebe seu nome.

Ele se tornou conde do Império em 1806 e foi nomeado marqués em 1817, depois da

restauracao dos Bourbons.

Definicao 2.10.2 Operador e Equacao de Laplace: O operador de Laplace ou laplaciano,

denotado por A%, para funcoes de trés varidveis é:

A equacao de Laplace é:

_0? 0? 0?
Af=0 ouseja@+a—y2+@

9? 9? 0?
A’P = <@ + 8_y2 + @) (P(z,y,2)

Calcular o laplaciano de P(z,y,z) = 23 +y> + 23 — 32 — 3y — 32 + 2
AP =2 (z* + 9> +2° =30 =3y =32+ 2) + - (2" +y° +2° =30 — 3y — 32+ 2) + L (a* +
P+ 2% =32 -3y —32+2)

U
AP =322 —-3+3y> —-3+322-3
U
A-AP = A%P = 6x + 6y + 62
U
6 00
A’P=10 6 0
0 0 6
U
6 0 O
Hessf(x,y,z) = 0 6y O
0 0 6z
Para P, = (1,1,1), temos a seguinte matriz:
6 0 0
Hessf(1,1,1)=| 0 6 0
0 0 6
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E os autovalores de HessP(1,1,1) sao as raizes da equagao:
Pi(\) = det[Hessf(Py) — M| =0, isto é, :

(6—=X)(6—-X)(6—-X)=0
Resolvendo a equacao encontramos A\; = Ay = A3 = 6. De acordo com o teorema 1.6.1,
como os trés autovalores tem sinais positivos, logo enquadra-se no caso 1. (Ponto de
minimo local).

De maneira analoga, consegue-se classificar os demais pontos criticos.

2.11 Multiplicadores de Lagrange

Vamos estudar o problema de otimizacao envolvendo uma fungao f(x,y,z) que es-

teja a uma restrigao g(x,y,z)=k, onde f e g sdo de classe C*, e que Vg # 0.

Teorema 2.11.1 Sejam f,g : R® — R, funcoes diferencidveis, tais que suas derivadas
parciais de 1% ordem sejam continuas numa regiao no espacgo, na qual Vg(zx,y,z) # 0.
Se f tem um extremo local f(xo, Yo, z0) sujeito a uma restricao g(x,y,z) = ke, entao existe

um numero real N\, chamado multiplicador de Lagrange, tal que:

Vf(zo,y0,20) = AVg(zo, Yo, 20)
g(x,y,2) = k

Para se estudar a funcao Lagrangeana, definida:

A(:anvzak) = f(xay7z) - )\(g(ﬂv,y,z) - C)

Nessa fungao, o termo A pode ser adicionado ou subtraido. Se f(x,y,z) é um ponto de
méximo para o problema original, entao existe A tal que (z,y, z, A) é um ponto estacionario
para o qual as derivadas parciais de A sdo iguais a zero. No entanto, nem todos os
pontos estacionarios permitem uma solugao para o problema original. Portanto, o método
dos multiplicadores de Lagrange garante uma condi¢ao necessaria para a otimizacao em

problemas de otimizagao com restricao.

Exemplo 2.11.1 Determine os pontos extremos da funcdo f(x,y,z) = xyz tais que

2 22

1
+3

| <

2
x° 4
1

[\
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Sejam:

2 2
2, Y <
— _— ——1

g9(x,y, 2) T +12—|— 3
Vix,y,z) = (yz,xz,zy)
y 2z
\V = (2¢,Z2, =
oy = (o %)

Devemos resolver o sistema:

{ Vf(x,y,2) = AVg(z,y, 2)

2y 22
vty =1

ou, equivalentemente,

yz = 2z (2.11)
rz = %/\ (2.12)
2

ry = 52)\ (2.13)

2 2

2., Y <
—+ = =1 2.14
T+ 5t (2.14)

Multiplicando (2.11) por x, (2.12) por y e (2.13) por z, obtemos:

ryz = 22°)\ (2.15)
%
Tz = (2.16)
2
ryz = 522)\ (2.17)
2 2
2 . Y <z
42—
x©+ D + 3

Somando 2.15, 2.16, e 2.17 e tendo em vista 2.14, temos 3xyz = 2\(z? + 31/—; + %) =2\
substituindo xyz por % em 2.15,2.16 e 2.17:

IN=X222 [ A=Az [ A2 —A=0 [ AB32?—-1)=0
2\ =8 A= AL AE =0 AME—1)=0
2A=2E | A=) A2=A=0 [ M2-1)=0

Como)\#O,x:j:\/Tg,y:j:Zez:jzl.

Assim:
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T = {\/?5’ _?Ly = {27 _2}’2 = {1? _1}

Com isso temos a solucao dos ternos ordenados, que sao os pontos:

V3 V3 V3 V3

(52,5572, -1). (5 ~2.1), (55, =2, 1)
(_\/?gv 2’ 1)7 (_§7 2’ _1)’ (_gv _27 1)7 (_\/?g, —2, —1)

Sabendo que a fungao f(z,y,z) = xyz

V3 V3 V3

f52 1) =521 =2
f(\/?g,z, —1) = ?,%_1) _ \/?3
- LR

f(\/?g’ 2,-1) = ?(—m—n - 2?
f(—?ﬂ, 1) = —?.2.1 — _2\/;

T I RS b
f<—§v —2,-1) = (—?).(—2).(_1) _ _2§

Com isso temos que o minimo da funcao é —2\/7g e 0 maximo é 2‘%5.

2.12 Aplicacao

Problema 2.12.1 Um fabricante de embalagens deve fabricar um lote de cairas retan-

gulares de volume V = 64cm3. Se o custo do material usado na fabricagdo da caiza é de

R$0,50 por centimetro quadrado, vamos determinar as dimensoes da caiza que tornem

minimo o custo do material usado em sua fabricacao.

Solugao:

Sejam x,y,z as dimensoes da caixa, conforme a figura a seguir:
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Fonte: Dos autores

O volume da caixa é dado por: V = zyz
A sua area de superficie é: A = 2xy + 222z + 2yz

O custo do material usado para a fabricacao da caixa é dado por:

Clz,y,2) = 0,50 - (2zy 4 222 + 2yz) = 2y + vz + Yz

Estamos, assim, diante do seguinte problema de otimizacao:

minC(x,y, z) = xy + xz + yz
S-a:xyz =064

A funcao lagrangeana para esse problema, é dado por:

L(z,y,z,A\) = 2y + xz + yz — M(ayz — 64)

Derivando L em relacao as variaveis x,y,z e A, e igualando a zero as derivadas, obtemos o

sistema:

y+z—Ayz=0 y+z=\yz
r4+z—Axz=0 T+ z= Az
r+y— Ay =0 r+y=Ary
—ryz+64 =0 ryz = 64

Da dltima equacao, segue que: x # 0, y # 0 e z # 0. Das trés primeiras equagoes,
concluimos que A # 0, pois em caso contrario teriamos x=0, y=0 e z=0.
Assim, sabendo que A # 0 e isolando A nas duas primeiras equagoes, obtemos as seguintes

equacgoes equivalentes:

Tr+z Y+ 2
xrz yz

Da mesma forma, trabalhando com a segunda e a terceira equagao, temos que y=z.

= (r+2)yz=(y+2)rz =>ayz+a =ayz+al =yl =l = y=ua

Substituindo esses resultados na tltima equacio, obtemos: © =y = z = v/64 = 4.

Portanto, o tinico canditado a extremante condicionado da fungao custo C(x,y,z) é o ponto
(4,4,4). O custo do material correspondente é: C(4,4,4) = 48. Para verificarmos que é
ponto de minimo, tomemos, por exemplo: z =4, y = 16 e z = 1, cujo custo é dado por:

4x1644x1+ 16 x 1 = 84 reais, logo é ponto de maximo.
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CONSIDERACOES FINAIS

Nesse trabalho nos propusemos a estudar maximos e minimos locais de funcoes
no R? e R®. O incentivo que tivemos para nos dedicarmos a esta linha de pesquisa foi
do nosso orientador e professor que nos ministrou o curso de Célculo III. A elaboracao
do trabalho foi uma tarefa que exigiu tempo e dedicacao, porém foi muito gratificante.
Além do mais, pudemos aplicar varios conceitos construidos durante o curso, aperfeicoar

e agregar novos conhecimentos.
No decorrer deste trabalho definiu-se n como sendo o nimero de variaveis indepen-
dentes e k£ como sendo a ordem da derivada da fungao, por isso os resultados foram os

seguintes:

Dominio e imagem
O dominio no R? ¢ uma bola aberta e f(z,y, f(z,y)) € R* — Im f(x,y,f(x,y)) = 3D;

O dominio no R3 é uma bola aberta e ¥(z, y, z, ¥(x,y, 2)) € R* = Im¥(z,y, 2, ¥(x,y,2)) =
4D — hiperespaco;

De um modo geral:

Dominio no R™ é uma bola aberta no R™ e Q(zy, g, -+ ,z,) € R"™ — ImQ(zy, -+ ,z,) =

(n+ 1)D — hiperespago.

Derivadas parciais de primeira ordem: k =1
No R?, sao duas 2: g—f e ? — 2%
£ Y

No R3, sdo trés 3: 2% 0¥ o 0¥ _, 31.

ox’ Oy 0z )
nogaops 92 0 . 00 L.
No R"”, sao n: 5507 Doy 5oy T

Derivadas parciais de segunda ordem: £k = 2



2 2f 0 O O 2.
No R? sdo quatro 4: 8$2 » 920y > oyom € Gz 2

No R, sio nove 9: 5%, S50 556, 500 GF 5 aar ey » 5t — 35
No R", sao n*: g’;ﬂ, 8‘1’122 e g’;? I,

Derivadas parciais de terceira ordem k = 3:

No RR?, sdo oito &: o1 or - 0f 0 01 OF Of 93,

@ ) 9220y ' Ozdydx’ Oxdy?’ OydxZ ' Oydwdy ' Oy20x’ Oy3’

No R3, sao vinte e sete (27): conforme a Segao 2.8, — n?;
54 3. 939 230
No R", sao n’: =R = — n3;
De um modo geral para k derivadas parciais no R”, tem-se n”.
Gradientes

Gradiente (V) no R*: Vf(z,y) = (%, g—i) — par ordenado;

Gradiente (V) no R3: VU(z,y,z2) = (g—i 9f ﬂ) — terna ordenada;

) Oy’ Oz
Generalizando:
Gradiente (V) no R™: VU (zy, 29, ,x,) = (g—i, cee %) — n-upla ordenada.

Matriz hessiana

No R? é uma matriz 2 x 2, por isso sao necessarias 4 derivadas parciais: 27

No R3? ¢ uma matriz 3 x 3, por isso sao necessarias 9 derivadas parciais: 3%;

Tensor matricial

Paran =3 e k = 3, tem-se 27 derivadas, porém s6 podemos organiza-las em matrizes
3 x 3 x 3, denominadas de tensores matriciais,

O software Wolfram Mathematica foi o que nos proporcionou a construcao e visua-
lizacao dos referentes graficos das fungoes, de forma que nao nos limitassemos somente a

parte abstrata dos calculos.
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Notamos que, quanto maior o numero de variaveis de uma funcgao, torna-se mais complexo
determinar os pontos criticos, classifica-los e representa-los graficamente.

Graficamente também percebemos que os pontos de maximo podem ser interpretados
como um topo de uma montanha, os pontos de minimo como um fundo de um vale, e os
pontos de sela como uma passagem entre essas montanhas. Nos extremos condicionados
foi mais dificil classificar a natureza dos pontos criticos, por isso que utilizamos o método
dos multiplicadores de Lagrange que nos permitiu encontrar os maximos e minimos.
Dessa forma, finalizamos o nosso estudo de maximos e minimos, do qual tivemos pouco
material de apoio para o estudo de fungoes de trés varidveis , isso fez com que nao nos
aprofunddssemos tanto. Deixamos caminhos para estudos mais avancados para pontos
extremos de fungoes de mais de trés variaveis. Tendo em vista que o estudo pode ser
aplicado em diversas areas, como por exemplo: Economia, Fisica, Quimica, Engenharia
e até mesmo em nosso dia a dia este problema persiste, quando geralmente precisamos

maximizar a utilidade de nossos bens de consumo.
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