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RESUMO

O trabalho de conclusao de curso apresentado, trata-se do estudo das equagoes de diferenca
linear e nao linear (de primeira e segunda ordem), sistemas de equagoes lineares e sistemas
de equagoes nao lineares e aplicagoes, as equacoes de diferenca tem um papel importante
(fundamental), pois ao construir um modelo matemdtico interessa escolher uma variavel
que assumi valores discretos. Assim ocorre, como exemplo, com o tempo, ja que é comum
realizar medigoes regulares na hora de controlar um experimento. Estes dados constituem
um conjunto finito, ou infinito contavel, de valores da varidavel independente. Para este
tipo de modelos deterministico discreto, as ferramentas matematicas mais adequadas para
analisarmos sao as equacoes de diferenca e os sistemas de diferenca. O presente tema é
uma breve introducao a seu estudo. Comegaremos com os conceitos e defini¢oes basicas e
vamos nos concentrar no estudo das equacoes de diferenca lineares de primeira e segunda
ordem com coeficientes constantes, assim como nos sistemas de equagoes diferenciais de
primeira ordem e segunda ordem com coeficientes constantes e aplicagoes das equagoes
de diferenca nao linear e sistemas nao linear usaremos o modelo de Nicholson-Bailey que
¢ um modelo para a resolucao do sistema hospedeiro-parasita.

Palavras-chave: equacgoes de diferenca linear, nao linear, primeira e segunda ordem,
sistemas lineares e nao lineares, modelo de Nicholson-Bailey e aplicagoes.



ABSTRACT

The present paper, is the study of equations of linear and non-linear difference (of first
and second order), systems of linear and non-linear equations in applications, the equati-
ons apart has an important part (fundamental), because when building a mathematical
model interests to choose an variables that assumed discreet values. It occurs, for ins-
tance, in time, since it is common to perform regular measurements time controlling an
experiment. This data constitute a finite set, or the accounting infinite, values from the
independent variables. For this discreet kind of models, more appropriate the mathema-
tical tools to analyze the equations apart and the systems of difference. The subject is
a short introduction to your study. We will start with the concepts and basic definitions
and concentrate on the study of linear equations apart from first and second order with
constant coefficients greater, as well as in the system of differential equations first and
second order with constant coefficients and applications of linear and non-linear equati-
ons difference systems, we will use the model of Nicholson-Bailey that is model for the
resolution of the host-parasite system.

KEY WORDS: equations of linear, non-linear difference, first and second order, linear
and non-linear systems, model of Nicholson-Bailey and applications.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Com este trabalho, objetivamos a conclusao de graduagao em licenciatura em ma-
tematica, e foi feito utilizando o eixo tematico as equagoes de diferencas em aplicagoes.

A teoria de equagoes de diferenca é rica em aplicagoes para ramos das ciéncias
naturais. As equacoes de diferenca na maioria dos casos , descrevem fenomenos ao longo
do tempo, este tempo é medido em intervalos de a ser interpretado como uma variavel
discreta. Como por exemplo, se tiver que estudar o crescimento de uma determinada
populacao de espécies, cada unidade de tempo poderd ser algumas horas, dias, semanas,
meses ou anos, para o calculo de uma cultura de bactérias, podera ser dias, para a medicao
de caudais de rios, podera ser semanas, para o produto nacional bruto, podera ser anos,
etc.

O primeiro problema envolvendo as equagoes de diferenca aparece por volta do ano
de 1202, pelo matemético Leonardo de Pisa (FIBONACCI). O problema foi o seguinte:

"quantos pares de coelhos serao produzidos num ano, comecando com um sé
par, se em cada meés cada par gera um novo par que se torna produtivo a

partir do segundo més?”

Todo este problema considera que os coelhos estao permanentes em um local fe-

chado e que nao ocorrem mortes. Se n representar o nimero de meses, entao.

n | Pares de coelhos

0 1

1 2 O ”velho” par mais o "novo” par

2 3 dois "velhos” pares mais o "novo” par

3 5 Tres ”velhos” pares mais o "novo”

4 8 Cinco ”velhos” pares mais os trés “novos” pares

12 377




Assim, 377 é a resposta ao problema proposto for Fibonacci. Nota-se que o novo
nimero pode ser determinado adicionando os dois ultimos valores, ou seja, se n representa
o numeros de pares de coelhos do mes, entao.

Fn =rp1+ Fn—2

Mais tarde foi acrescentado no inicio da sequéncia um 1, o que originou o nimero
de Fibonacci: {1,1,2,3,5,8,13,21,...}

Mais de 600 anos depois (1843), Jacques Binet publicou uma férmula que permite
determinar o n-ésimo numero de Fibonacci, sem se determinar todos os outros niimeros

anteriores da sequéncia. Essa férmula da equacao de diferenca anterior é dada por
1 [[1+5 1-+/5
F=— | Y2 - ve
NG 2 2

Esta expressao denomina-se por solucao particular da equacao de Fibonacci. Para

poder determinar a solugao particular de equagao de diferencas, é necessario ter condicoes
iniciais. Para cada condicao inicial tem-se uma solucao particular distinta, pode-se querer
escrever a solucao geral da equagao. Esta solugao depende de constantes arbitrarias, tan-
tas quanto a ordem da equacao de diferencas. Para determinar esta solucao é necessario
desenvolver métodos apropriados para cada caso das equacoes que estao a se tratar de
modo coerente e explicito.

Os capitulos apresentados a seguir serao organizados por temas de modo a apre-
sentar os assuntos que sao necessarios para determinar as equacgoes de diferencas em
aplicagoes.

Nas preliminares veremos as equacoes de diferencas de primeira ordem, equacoes
de diferencas de segunda ordem, os sistemas de equagoes de diferencas linear, definigoes
de cada item subtendido. No capitulo 3 teremos um breve comentario e definicoes de
equacoes de diferenca nao - linear e sistema de diferencas nao - linear, no capitulo 4 te-
remos as aplicacoes de equagoes de diferencas de ambos os capitulos para os sistema de

equacoes nao linear utilizaremos o modelo Nicholson-Bailey.
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Capitulo 2

PRELIMINARES E CONCEITOS

Ao longo deste capitulo chamaremos t a variavel independente, e suponhamos que
sO leva valores inteiros t = 0,1,2,3, ... Geralmente, t representa um nimero de geracoes
(anos, trimestre, meses, dias,...) que tem transcorrido desde um momento inicial t = 0.

Do mesmo modo que, {yo;y1; Y2, ...} é uma sucessao onde y; = y(t) é o valor no ponto t

2.1 Equacoes de diferencas lineares

Definicao 2.1.1 FEquacgoes de diferencas sao equagoes de recorréncia. Uma equagao geral

de diferenca de ordem n, tem a sequinte forma:

Yirn = F(Yrin1,Yern—2, - Yes1, Yt) (2.1)

Onde f: D CR" — R. Uma solu¢io da mesma, e toda sucessao que verifica 2.1. [4]

O conjunto de todas as solucoes recebe o nome de solucao geral. Esta solucao
geral representa certo nimero de parametros, podem-se determinar a partir das condigoes

iniciais, dando lugar as diferentes solugoes particulares.



2.1.1 Equacoes de diferenca linear de primeira ordem

Definicao 2.1.2 Uma equacdo de diferencas linear de primeira ordem, € uma equagao

que pode ser expressa como:

P1(t)yer1 + p2(t)ye = q(t) (2.2)

Onde p;(t), i=1,2 e ¢(t) sao fungdes de variavel discreta t. Se a sucessao ¢(t) for nula,

entdo a equagao linear recebe o nome de Equacao Homogénea. Quando as fungoes p;(t)

e po(t) sdo constantes, se diz que a equagao linear (2.2) é de coeficientes constantes.
Esse tipo de equacoes sao muito interessantes no estudo da dinamica de populacoes

aparecem escritas como:

Yer1 = p()y + q(?) (2.3)
Onde p(t)y; representa o crescimento da populagdo no tempo t e ¢(t) é o nimero de

individuos que no tempo t se incorporam na populagao como consequéncia da imigragao. [4]

2.1.2 Equacoes de diferencas lineares homogéneas

Dada uma equacao linear do tipo:

Yerk + Qe 1Yerk—1 + Qpqpp—2Yirk—1 + -+ Q11 + oy = 0 (2.4)

Seja 1, = cA! uma solucao de 2.4 e substituindo ¥,, temos:
NP b e AR g ae N2 e N e\ =0

4
C)\t()\k + OéH_k_l)\k_l + at+k_2)\k_2 + -+ Oét+1>\ + CYt) =0

cAt=0

Pk(l’) = /\k + OétJrk,l)\k_l + -+ Oét+1>\ + o = 0

Dessa equacao tiramos que:



Portanto: A’ é uma solugao de (2.4) < X é uma solugao de pi(\) e pr(N) é chamado

de polindmio caracteristico. [4]
Teorema 2.1.1 O conjunto solu¢io da equagio (2.4) é um espago de dimensao k.

Logo, (vy + fzy) € solugao da equagao (2.4).
Se A' = 0, entao ' também é solugao da equagao (2.4), portanto o espaco solugao

da equagao (2.4) é um espaco vetorial de dimensao k.

Corolario 2.1.1 Se o polinomio py(z)(N\) tiver k raizes simples, entao Ni, N5, ..., AL for-

mam uma base do conjunto solugao.

Proposigao 2.1.1 Se « for uma raiz de py(\) com multiplicidade m entdo X, tA! t2X\E, ... ™I

sao solucao linearmente independente.

Assim a solugao geral da equagao (2.4) tem a forma:
Y = AN+ Bt 4 e (DTN A+ XL+ e, tT2TINN, -+ Oyt N

em que my + mg + -+ - +my, = k[4]

2.1.3 Equacoes de diferencga linear de segunda ordem

Definicao 2.1.3 FEquacgdes de diferenca de sequnda ordem sdo equacoes que dependem de
duas geragoes anteriores.[4]

Formula geral de uma equacao linear de sequnda ordem:

Yr2 + byYri1 +cyr =0 (2.5)

ou

Y + by +cyp—o =0

Suponha que y; = kA" seja uma solucao geral para a equagao (2.5). Substituindo
v = kA" em (2.5) teremos:
p2(A) = A2+ A +c=0

15



2.1.4 Tipos de solucgoes para equacoes de segunda ordem

e se \; # A\y: a solugao de po()) é dada pela forma y; = c1 A} + A5,
e se A\ = \y = ; a solugao de py()\) é dada pela forma y; = cia’ + cotalr.

e se \; com i=1,2 forem complexos, teremos \; = a + b; e Ay = a — b;, a solugao

complexa vem sempre em par conjugado.

No caso de solucoes complexas podemos transforma-las na forma trigonomérica,

ou seja, yp = c1(a + b;)" + cala — b;)', onde (a — b;)t = r(cosbt + isenbt), r' = v/a® + b,
0= arctg(%); a#0el= g se a=0. Portanto teremos que, y; = r*(arcs(0t) + bisen(6t))

onde A=c;+cye B=cy — co.[4]

2.2 Sistema de Equacoes de Diferencas Lineares

Um sistema de equacoes de diferencas de primeira ordem ou equivalentes a equacoes
de diferengas de segunda ordem. Para entender tais equagoes vamos momentaneamente

voltar a nossa atengao para o sistema linear na forma:|[4]

Ti41 = Q11T + G12Y;

Yi41 = 21Tt + G22Y;

onde a;; sao constantes.
O sistema de equagoes de diferenga acima pode ser escrito da seguinte forma ma-
tricial
Tig1 a11 Qa2 Iy
Y1 Q21 Q22 Yt
A solugao do sistema (2.6) faremos por meio de equagoes de diferencas de segunda
ordem. Considerando a equagao seguinte e da primeira equagao do sistema (2.6), temos:

Tiro = Q11 Te1 + G12Y141

16



Utilizando 341 da segunda equacao e substituindo na equacao anterior, teremos:

Tiyo = A11T¢41 + A12021T¢ + A12022Y:

Tiro = 11011 + Q12021 T4 + Q12022 (Tep1 — a1174)
Tiio = A11T¢41 T Q12021 + A12022T¢ 11 — A22011T¢
(2.7)
Ti42 = (an + a22)$t+1 - (a11a22 - CL12@21)It

0= 440 — (@11 + a22)Tir1 + (a11022 — a12a21) 74

0= T4 — (tTM)QfH_l -+ (detM)a:t

ail Az

Onde, M =
21 Q22

Outra forma de resolver o sistema (2.6) é através do seguinte teorema:

Teorema 2.2.1 Se \; e Ay sao autovalores de M com autovetores associados

U1 U1
V= elU =
) U2
entao
1
Ty — V)\t = )\tl
()
e
Uy
y = UM = A
Uz
¢ uma solugao do sistema (2.6).
Seja A autovalor M e
U1
v =
V2

17



, autovetor associado a A\. Entao temos:

Mo = \v < air a2 U1 ) U1
a1 QA22 V2 ()
desse sistema temos que:
p(\) = X2 — (tr M)\ + det M (2.8)

Como A é um autovalor de M, temos que se p(A) = 0= \? — (tr M)\ + detM = 0
e comparando (2.7) e (2.8), temos que x40 = A é solugado do sistema (2.6), portanto, a

solugao do sistema (2.6) é dado por:

Ty U1 Uy
t t
= Cl )\1 + C2 )\2

Yt V2 U2

Proposicao 2.2.1 O conjunto solugdo do sistema (2.6) é um espago vetorial de dimensdo

2

Proposigao 2.2.2 Se Ay # )y forem autovetores associados a v e u, entdo v e u $ao

linearmente independentes.

Demostracgao:
Suponha que ¥ e u sejam vetores linearmente dependentes, isto é, ¥ = au com
a € R, logo temos:
MU = MU = M(at) = aMi = adtd = Aol = AU
Portanto, podemos ver que:
MT=XU=MT—A= (A —A)U=0
Como v é um autovetor, entdao v # 0, e A\ — Ay = 0 = \; = A\, mas por hipdtese

temos A\; # Ag. Portanto, U e 4 sao vetores linearmente independentes.

18



Capitulo 3

Equacao de Diferenca Nao Linear

3.1 Conceito

Desenvolveremos a equacao de diferenca nao linear de primeira ordem na forma:

Yn+1 = f(yn) (3-1)

Onde f: D C R — R ¢é uma funcao dependente das combinacoes nao lineares de

Yn-

Dado um valor inicial y, entao as sequéncias de iteragoes sobre f
{yo, f(Wo), 2 (W), s [ (), -}
E a solucio ou 6rbitas de 4o, isto &, y, = f™(yn) ¢ a solucao de (3.1).
O estudo desta equagao (3.1) se faz qualitativamente encontrando um ponto de
equilibrio, isto é, definimos um ponto fixo 7 tal que f(7) = 7.
A estabilidade da equacao de diferenca nao linear pode ser definida da seguinte

forma:

Definigao 3.1.1 Seja y um ponto de equilibrio para (2.7) entdo j € dito estdvel se,
Ve > 0,30 > 0 tal que se lyo — 7| < I = |f"(vo) — 7| <€

Yy € dito instavel se nao € estavel

€ assintoticamente estavel se for estdvel e existe v > 0 tal que

<

Yo =9l < = (lim f"(y0) = ) [4]



Teorema 3.1.1 Critério de estabilidade: Seja f de classe C' e § ponto de equilibrio,

entdo, f € assintoticamente estavel se

df (y)
7 1

dy <
e € instavel se
df ()

> 1
dy

Prova

¥ é um ponto de equilibrio de (3.1) se, e somente se

Ynt+1 = 9(Yn) (3.2)

Onde g(y) = fU+y) = f(W) = fG+y) -7

Portanto, as propriedades de estabilidade para 7 sao as mesmas, que para o ponto
de origem (0, 0) entao para (3.2) temos ¢'(y) = f'(¥+y), logo ¢'(0) = f'(¥), supondo que
zero é um ponto de equilibrio e fazendo a expansao através de série de taylor obtemos que

9(yn) +9(0) + g'(0)yn + 0((yn)?)
Entao o sistema (2.8) é linearizado , assim y,,+1 = ¢'(0)y,, portanto a solucao é
Ynt1 = c1(A)"

onde A = ¢'(0).

Se |¢’(0)| < 1, o equilibrio nulo é assintoticamente estével, e instével se |¢’(0)] > 1.
A solucdo y,, da equagao (3.1) pode ser constituida por um nimero finito de valores, isto
& Yn =Ynir, ' =0,1,2, .. eyn, . #y, paraj=1,2,..,I'—1 tal que a solugao é chamada
ciclo limite ou ciclo de periodo T'.

O ponto de equilibrio i pode ser encontrado fazendo a intersecao da bissetriz com
f(y). Isto significa que y, = ¥ e portanto, satisfaz § = f(y). Usando o diagrama de
Lamery para demonstrar e garantir a existéncia do ponto de equilibrio de acordo com o

grafico seguinte.[4]
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Figura 3.1: Lamery
Fonte: Notas de aula

3.2 Sistema de Equacao de Diferenca Nao Linear

Seja o sistema de n equagoes de diferenga nao lineares dada na forma
Xipr = F(xy)
Onde F' : D C R — R, consideremos primeiro um sistema de duas equagoes de

diferenca nao linear, isto é, n = 2, entao o sistema é

Tir1 = f(ffm yt)

Yi+1 = g(xtv yt)

Com f,g: D C R? = R os pontos de equilibrio ou pontos fixos estao definidos por

@Y =Xeg@y =Y.
Agora analisaremos a estabilidade local destes pontos de equilibrio, isto é, dado
um valor (x4, y;) préximo ao ponto (Z,7), portanto teremos z; =T+, e yy =G+ y; €

desenvolvendo encontraremos,

l’;+1=$t+1—f:f(xt)—f:f(f"'x;)_x

Yr =1 —0=f(y) —5=fG+v) -7

fazendo expansao pela série de taylor de f na vizinhanca deste ponto, teremos que

o [@+a,T+y)=[@7)+ L@D7 + f,((2. D)y + 0P, y?)

21



e y(T+ Y+ y) = 9.(T. Yz, + 9,(T. Yy, + O(@?, y)?)

O novo sistema linearizado é

! / /
Ty = 11Ty + a12Y;

/ _ ! /
Yir1 = G217, 1+ Q22

Podemos escrever este sistema na forma matricial do tipo Xj,, = AX/, onde

a | BED @D |
9:(T,7)  94(T,7) Yi
a matriz A é chamada Jacobiana do sistema, para analisar a estabilidade do sistema li-
nearizado obtemos o polinomio caracteristico, fazendo
P(\) =det(A—X)=0

Entao teremos \2 — 8 +v=0,com 8 =trA= f, +g, e v=detA= fr9,— 9. [,

Agora vamos determinar as raizes desta equagao, ou seja, os autovalores, sao em
magnitude menores que a unidade. [4]

O segundo critério ¢é suficiente e necessario para a estabilidade do sistema, por-

tanto, como critério de estabilidade, podemos dizer que (T,7) é estavel se, e somente se

2>1+v>|p| (3.3)

Prova

Seja v um ponto estavel, isto é, v < 1, temos que:

p()‘):)‘Q_B/\Jrv:O—n\:gjL#

5

como]5]<2—>7|<1

1_@>¢HW—M%O_@Y><F@LM>

2
132 B 4y

1— WIS 2 20,9 —

|6|+4 > T 18] > —v
v> (8l —1

Portanto, encontramos que v < 1 ey > |8], =1 =-> v > |B| — 1, ou seja:
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2>~v+1>|0|
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Capitulo 4

Exemplo e Aplicacoes

4.1 Aplicacao para Equacao de Diferencas de 1° Or-
dem

Suponhamos que uma determinada populacao de insetos com 100 individuos du-
plica em cada geracao, e também 10 novos individuos se incorporam em cada geracao
procedente de outro lugar. Vamos construir uma equacao em diferencas que modele esta
situacgao e posteriormente resolveremos. O enunciado segue-se:

Y = 2y,-1 + 10, yo = y(0) = 100

O que nos permite escrever

yi = 2x 100+ 10
Yo = 2(2x1004+10)+10=2x 2 x 100+ 2 x 10 + 10

ys = 2x2x2x100+2x2x10+2x 10+ 10

Y = 2X..x2x1004+2x ... x2x104+2x..x2x10+---+2x10+10
1 t—2
t t— _

= 20x1004+2"' x 104+ 22 x10+---+2x 10+ 10
= 28 x 100+ (2 4272 o 12t 129 < 10

= 2% 1004 (2 — 1) x 10 = 110 x 2 — 10



Onde o ultimo dos termos utilizados que nos da a soma de t termos de uma

progressao geométrica de razao 2. Portanto a solucgao é:

yi = 100 x 2t — 10

4.2 Exemplo: Equacao de diferenca linear de segunda

ordem

L Yo — SYpy1 + 6y, =0

Seja y; = ! substituindo na equacao linear acima, encontramos A2 — 5\ +6 obtemos

um polinomio de segunda grau e usando a féormula de Baskara temos:

A =b? — dac
b+ VA 541 A =2
/\172:2—:>>\1’2:T:>
a

Como \; # A\ entao a solucao é da forma:

Yr = N+ Ny &y = 2 + 3!

. Consideramos agora uma equacao de diferenca linear de segunda ordem com condigoes
iniciais
Tyl — 5£L’t + 4£L’t_1 =0
T = 9

ZE2:23

O polinomio caracteristico associado é:

N—_BA+4=0=>N=1eX =4

At # Ao
Ty = Cl)\i + Cz)\g
Ty = ¢+ codt
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Para xy = 9 e para x5 = 23 temos o seguinte sistema:

9:C1+4CQ

23 = ¢1 + 16¢7

Resolvendo o sistema acima encontramos:
26

CIZ—QCQIZ

6 6
Entao temos:

Figura 4.1: Grafico solucao da questao 2
Fonte: Notas de aula

4.3 Aplicacao de equacao de diferencas de 2* ordem

Em um determinado ecossistema é suposto que em uma determinada populacao
nao influenciam fatores que modifiquem seu crescimento, se observa que, partindo de 100
individuos, o primeiro ano atinge 110, e que a cada ano se duplica o crescimento do ano
anterior e se acrescentam 10 individuos de fora. Desejamos determinar a equagao geral
de evolucao de efetivos.
Temos

Yer2 — Yep1 = 2(Ye1 — ye) + 10, yo = 100, y; = 110

Teremos que resolver a equagao em diferencial de segunda ordem, dai:
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Yey2 — Y1 + 2y, = 10

Com as condicoes iniciais yo = 100 e y; = 110. Para fazer isso, precisamos encon-
trar as raizes da equacao caracteristica
N3\ +2=0=X\=1led=2
Quer dizer que a solucao geral da equagao homogénea é
Ye = ki + k2"
Para resolver a equagao completa, utilizaremos o método de variagao das constan-

tes.

ki(t+1) — ky(t) = =10

ko(t +1) — ko(t) = 2}%

Da primeira lei de recorrencia obtemos

k(1) = ki(0) - 10

k1(2) = ki(1) — 10 = k(0) — 2% 10

ki(t) = ki(0)—10t

De maneira similar, da segunda equagcao

10
k(1) = ka(0) + =
10 10 10
k2(2) = ko(1) §:k2(0) 5 T 5
10 10 10 10
k?g(t) = ]{?2(0)4-54‘?4‘?—1—...4—?
10 10 10
= k2(0)+5+§+§+---+2f
1
= ko(0)+10(1 — =)

2t

Em consequéncia, da solucao geral, a solu¢cao completa é
Y = k1(0) — 10 % ¢ + [k2(0) +10(1 — 5)]2f

As constantes k1(0) e k2(0) podem encontrar-se fazendo uso das condigdes iniciais
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Yo = 100 e y; = 110 em g4,
100 = k1(0) + k2(0), 110 = k1(0) — 10 + (k2(0) + 5)2
Dando como solugao k1(0) = 90, ko(0) = 10.
A equacao dos efetivos da populacao é:

i = 80 — 10¢ + 10 % 241 £=0,1,2,....

4.4 Aplicacao para sistemas de equacoes de diferencas
linear

Sejam x; e y; o nimero de individuos de duas populagoes de animais em um mes
t, que convivem em um ecossistema e que é realizado um controle cada meés, suponhamos
que inicialmente teremos xy = 150 e yo = 325, e que o desenvolvimento de convivéncia

esta governado por um sistema de equacoes em diferencas.

iy =31 — Yy + 1
=Y = —Tpp1 + 30 + 1

Yir1 = —T¢ + 2y + 3

Para encontrar o valor de x(t) e y(t) procederemos de maneira seguinte, da pri-
meira das equagoes
Tipo = 3Tiq1 — Yeg1 + 1
Substituir a segunda das equagoes na expressao anterior
Tppo = 3wi1 — (—xe + 2y, +3) + 1 = 3241 + 2y — 2y — 2
Que segue dependendo de y(t), por isso podemos utilizar a primeira equacao e
substituir esse valor na equacao anterior.
Tppo = 3xp1 + 2 — 2(—241 + 324+ 1) — 2 = Dby — by — 4
Que é uma equacgao de diferenca de segunda ordem com coeficientes constantes,
que pode ser escrita da forma:
Ty — OTpyq + D1y = —4

E facil ver que as raizes da equacao caracteristica de sua equacao homogénea é:

5++5
2

A:
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Dando lugar a seguinte solucao geral da equacao homogénea.
t t
5+5 5—+5
2 Ml

Para encontrar uma solugao particular da solucao completa, ao ser o termo inde-

JZ? = k?l
pendente uma constante, tomamos x} = a.
Substituimos entao:
a—5a+d5a=—-4=a=—4

A solugao da equagao completa serd: z; = z' + 7.

t t

5 5 5— 5

++5 Tk e A
2 2

Agora teremos que substituir na primeira equagao do sistema

t+1 t+1 t t
o= —Tpp1 + 31+ 1 = —ky [%3] — &y [%ﬂ 4+ 3k [%} + 3k [5—;5} 1241
t t
Yy = (1—2\/5> ky (5—%—2\/5) + (1—%—2\/5) ks (5—2\/5> —7

Para encontrar os valores de ki e ks vamos impor as condigoes iniciais.

xy = ky

150 =k + ky — 4

325 = (1 _2\/5) ki + <1+2\/5> ko — 7

O sistema de equacoes lineares que tem como solucio ky = 77 — 515 ¢ ky =

77 + 51v/5. Em consequéncia da solucdo particular para estas condicdes iniciais é:

2

y = (166 — 64v/5) (52\/5) + (166 + 64v/5) (5 _2\/5) —7

z, = (77—51V5) <5+\/g> +(77+51\/S)<5_2¢5) —4

29



4.5 Aplicacao de Equacoes de Diferenca Nao Linear

4.5.1 Interacoes entre duas espécies: sistema hospedeiro - para-
sita

Modelos de equacao de diferenca discreta aplica-se mais facilmente a grupos, como
populagoes de insetos onde existe uma divisao natural de tempo entre as geracoes discre-
tas. Nesta secao, analisaremos um modelo particular de duas espécies que tem recebido
uma atencao considerada para os bidlogo, tanto nas areas experimentais como nas areas
tedricas, que é o sistema hospedeiro - parasita.[4]

Encontrado quase exclusivamente no mundo dos insetos, na qual o sistema de duas
espécies tém varias caracteristicas distintas. Essa espécie tém um niimero de fases no seu
ciclo de vida que inclui as fases de ovos, Larvas, Pupa e adultos. Uma delas é chamada
de parasita, explora a segunda da seguinte forma: Uma fémea adulta parasita estuda o
hospedeiro na qual a oviposita (deposita seus ovos). Em alguns casos, os ovos sdo anexa-
dos a superficie exterior do hospedeiro durante seu estagio de pupa ou larva. Em outros
casos, 0s ovos sao injetados no corpo (na carne) do hospedeiro. As larvas do parasita
se desenvolve e cresce a custa do seu hospedeiro, consumindo-o e eventualmente acaba
matando. Os ciclos de vida das duas espécies, mostrado na figura abaixo, sao, portanto,

intimamente interligados.[4]

Figura 4.2: Hospedeiro-Parasita
Fonte:Notas de aula
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Um modelo simples para este sistema tem o seguinte conjunto de restrigoes:

1. Hospedeiro que foram parasitados darao origem a préxima geracao de parasitas;

2. Hospedeiro que nao foram parasitados darao origem a sua prépria prole;

3. A fracao dos hospedeiros que sao parasitados depende da taxa de encontro das duas
espécies em geral, esta fracao pode depender da densidade de uma ou de ambas as

espécies.

Enquanto outros efeitos provocam mortalidade encontrada em todo o sistema natu-
ral, é instrutivo considerar apenas este conjunto minimo de primeiro encontros e examinar

as suas consequéncias. Estamos, portanto, definindo o seguinte:

e N,= quantidade de hospedeiro na geracao t;

P,= quantidade de parasitas na geracao t;

f = f(Ny, P,)= fracao dos hospedeiros nao parasitados;

e )\= taxa reproducao do hospedeiro;

e c¢= numero médio de ovos depositados por um parasita em um unico hospedeiro.

Esses pressupostos conduzem a:
Niy 1= numero de hospedeiros na anterior geracao x fracao nao parasitados x taxa
reprodutiva(\).
P;11= nimero de hospedeiros parasitados na anterior geracao x fecundidade de para-

sitoides(c).
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Observando que 1 — f é a fracao de hospedeiros que sao parasitados, obtemos:

o) N =ANS(NL B

Pry1 = eNy(1 — f(N, Py))

Essa equacgoes esbocam um quadro geral do modelo hospedeiro-parasita. Para
proseguir, é necessario especificar em termos de f(Ny, P,) e como ele depende de duas
populacoes. Examinaremos a seguir uma determinada forma sugerida pelo Nicholson E

Bailey (1935).

4.5.2 O Modelo de Nicholson - Bailey

A.J. Nicholson foi um dos primeiros a bidlogos a sugerir o sistema hospedeiro-
parasita que poderia ser entendida utilizando um modelo tedrico, embora apenas com a
ajuda do fisico V.A. Bailey que seus argumentos foram desenvolvidos com o rigor ma-
tematico.

Nicholson e Bailey estruturaram mais duas hipdteses sobre o ntimero de encontro e a taxa

de parasitismo de um hospedeiro:

e Encontros ocorrem aleatoriamente. O niimero médio de encontros N, dos hospedei-
ros com os parasitas é, portanto, proporcional ao produto da sua densidade.
Ne = aNtPt

Onde a é uma constante, que representa a busca da eficiéncia dos parasitas.

e Apenas o primeiro encontro entre o hospedeiro e o parasita é levado em conta.

A distribuicao de Poisson é a que descreve a probabilidade de ocorréncia de eventos
discretos, aleatoriamente (como o encontro entre um predador e suas presas). A probabili-
dade de certo nimero de eventos ird ocorrer em algum intervalo de tempo (como o tempo
de vida do hospedeiro) é dado pelos sucessivos termos nesta distribuigao. Por exemplo, a

probabilidade de r eventos é:




Onde i é o nimero de eventos de um determinado intervalo de tempo.
No caso de encontros entre hospedeiro-parasita, o nimero médio de encontros por hospe-

deiro por unidade de tempo é:

Assim, por exemplo, a probabilidade de exatamente dois encontros seria dada por
—aPru”
e Atk

2!
A probabilidade de um parasita escapar é a mesma que a probabilidade de zero

Py =

encontros durante o acolhimento da vida, ou seja, p(0). Assim,

eiapt(_apt)o —aP;

f(NtaPt):p(O):T:e

Portanto, substituindo no sistema teremos

g Nt = AN P

Pt+]. = CNt(l — €_apt)

Vamos agora analisar esse modelo, os passos incluem:

e Encontrar os coeficientes da matriz jacobiana (para o sistema linearizado);

e Analisar a estabilidade do sistema.

Modelo de Nicholson-Bailey: Equilibrio e Estabilidade. Seja
F(N;, P,) = AN;e o
G(Ny, Py) = cNy(f — e7or),
Ao estudar os estagios estaveis, obtemos a solucao trivial P = N = 0, para outro

ponto de equilibrio, pelo ponto fixo, teremos que,

F(N, P) =N, AN e~P = N,
G(Ny, P,) = P, Cﬁt(f - €_aﬁ) = P,

Desenvolvendo este sistema encontramos:

)\e_aP’f:1:>e_aPt:§:>—aE:1n % = —aP,= —In(\) = P, = In(3)
a

(1) =i (1-1) - () < - ()
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Portanto temos dois pontos de equlibrio P, = (0,0) e p, = (N, P), para analisarmos

a estabilidade desses pontos, devemos encontrar o traco e o determinante da matriz Jacobi-

ana, que sao encontradas através das derivadas parciais das fungoes F'(Ny, P;) = AN;e 2%

e G(N;, P,) = cNy(1 — e2), onde teremos:

1 g—; e P

2. g—i = —a\Ne P
3. g—](\;[ =c(l—eP)
4. g_]GD = acNe

Para o primeiro ponto P, = (0,0), encontramos:

OF OF

oG oG
T (0.0)=0 . Z5(0.0)=0

A matriz Jacobiana é,

A0
00
desta matriz temos que: det(J;) =71 =0
tT'(Jl) = 51 = )\

Portanto temos que P; é estével <> [\ < 1, mas A < 1= P < 0.

Para o segundo ponto Py(N, P), encontraremos:
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OF — — OF

a—N(N,P):]_ > ﬁ(N,P):—CLN
0G — — 1 0G — — caN
A matriz Jacobiana é,
1 —aN
JQ = . 1 C(IN (42)
C( B X) By
desta matriz temos que:
N — 1
det(Jy) = vo = @t (—aN)(c|1-~ (4.3)
A A
e
N
tr(Jy) = o =1+ % (4.4)

Podemos desenvolver a equagao (4.3) para verificar o a estabilidade, 7, sera:

T2 = @ - (—CLN) (c (1 — %))
ca (2
T () ()

22 () (5
)

In(A
7= 1 +In()
In(A) + (A —1)In(N)
B A—1
In(A) + (Aln(A)) — In(X)
Yo =
An(A) A
n
Y2 = N_1
e (o temos,
Br=1+ CC;N
Aln(\)
ca —
B =1+ —<ac>(\/\ 1)>

35



52214-M

A—1
In(\)

. . A .
Vamos mostrar que 72 > 1, para isto precisamos mostrar que 5= > 1, ou seja,

HA) =X—1-XIn()) <0.

Observe ainda que H(1) =1 —-1—1In(l) =0e H'(A) =1 —1In(\) — A <§> =
—In(\) < 0, para A > 1, portanto a fun¢do H () é decrescente e H(\) < 0 para A > 1,
mas por ys € 2 A # 1, entao A > 1.

Pelo critério de estabilidade (3.1.1), temos que 2 > 1+~ > ||, mas A > 1, logo o

ponto P, nao é estavel.

Portanto, os pontos de equilibrio (N, P) ndo sdo estaveis.[4]
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Consideracoes Finais

Este trabalho teve por objetivo ampliar nossos conhecimentos matematicos obti-
dos no decorrer da Graduagao, bem como estender e compreender conceitos que envolvem
equacoes de diferenca linear, entendendo que, para estas, existem intimeras aplicagoes
desde a matematica elementar as ciéncias experimentais, neste caso, ciéncias bioldgicas,
a engenharias, dentre outras.

Os resultados aqui apresentados demonstram que, para o estudo de Equacoes de
diferenca linear, torna-se fundamental uma sélida base calculos matemaéticos, posto que
para as demonstracoes de conceitos e teoremas, por vezes, recorremos as anotagoes previa-
mente coletadas em sala de aula no decorrer das disciplinas desta graduacao. No primeiro
capitulo explanamos as defini¢oes de Equacoes de diferencas lineares de primeira ordem,
homogéneas, bem como Conceito e Tipos de solucoes de Equagoes de diferenca linear
de segunda ordem. Também, Sistema de Equagoes de Diferencas Lineares, onde utiliza-
mos diversos conceitos previamente assimilados, como a resolucao de sistemas lineares,
dimensao de espaco vetorial, e a nocao de autovalores e autovetores.

Para o estudo de Equagoes e de Sistemas de equagoes de diferenca nao linear,
abordadas no segundo capitulo, relembramos conceitos de Critérios de estabilidade de
ponto de equilibrio, o que nos propiciou a interligacao entre assuntos distintos, a fim de
ampliarmos nosso conhecimento acerca deste importante estudo.

Por fim, apds conceituar, exemplificamos aplicacoes relevantes para o estudo de
Equacoes de diferenca linear de primeira e segunda ordem, e de Diferenca Nao Linear,
onde, analisamos um modelo particular de Interacoes entre duas espécies: sistema hos-

pedeiro - parasita, em que as duas espécies tém varias caracteristicas distintas, e seus



comportamentos sao estudados através do reconhecido Modelo de Nicholson - Bailey.
Portanto, os resultados apresentados mostraram que, como toda a matematica, as
Equagoes de Diferenca Linear e Nao Linear tem seu valor relevante perante a sociedade,
visto que sua descoberta foi um dos maiores avancos, tanto para a mateméatica quanto
para o mundo. O uso de suas aplicagoes, sem duvida, irao se propagar, podendo ser

estudadas e desenvolvidas em qualquer area de conhecimento.
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