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RESUMO

O estudo e a leitura da matematica sempre se mostram como os principais subsidios
para o aprimoramento da riqueza intelectual, as matrizes por serem um dos conteidos
mais antigos e possuir grande utilidade nas aplicagoes nos varios campos, ganharam um
valor imensuravel. Dessa maneira buscamos apresentar em nosso trabalho algumas destas
peculiaridades; primeiro fizemos uma abordagem histérica dos povos que ja utilizavam
as matrizes de maneira implicita, passando pelo uso relacionado aos quadrados magicos,
que tiveram sua primeira aparicao desenhado no casco de uma tartaruga, chegando ao
método usado na China para resolucao de sistemas lineares, chamado método Fangcheng.
Definimos algumas matrizes, e por fim elencamos trés aplicacoes que estao relacionadas

a criptografia, a modelos populacionais e ao controle de trafego terrestre.

Palavras-chave: Aplicagoes. Matrizes. Sistemas Lineares.



ABSTRACT

The study mathematics and reading always appear as the main contribute for the im-
provement of intellectual wealth, the headquarters for being one of the oldest content
and have great use in applications in various fields, they gained an immeasurable value.
In this way we seek to present our work in some of these peculiarities; first we made a
historical approach of people already using arrays implicitly, through the use related to
magic squares, which had its first appearance drawn on the shell of a turtle, coming to the
method used in China for solving linear systems, called Fangcheng method. We define
some matrices, and finally we selected three applications that are related to encryption,

the population models and control of terrestrial traffic.

Key-words: Applications, Matrices and Magic Squares.
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1 INTRODUCAO

A matematica é uma das ciéncias mais antigas que se tem conhecimento, e vem se de-
senvolvendo conforme as necessidades do homem. Nos séculos IX e VIII a.c os babilonios
e os egipcios ja utilizavam as areas da geometria e da algebra em situacoes simples do
seu dia a dia, porém ela ainda era desorganizada. Foi somente a partir dos séculos VI
e V a.c , com 0s gregos, que comecgou a se tornar uma ciéncia organizada. E com o seu

desenvolvimento todos passaram a ter acesso a ela.

Em nosso processo de aprendizagem nos deparamos desde cedo com os conceitos
bésicos de contagem, passando a conhecer as quatro “operacoes basicas”. Na adolescéncia
nos deparamos com os conjuntos numeéricos, fatoracao, geometria plana, dentre outros.
E quando enfim chegamos ao nivel médio conhecemos outros contetidos matematicos:

sequéncias, progressoes aritmética e geométrica, fungoes do 1° e 2° grau, matrizes, etc.

Ao longo desses anos de educagao bésica (nivel fundamental e médio) muitas das vezes
os conteuidos da matematica nos sao apresentados sem nenhuma aplicagao, somente na
sua forma “crua”e com férmulas e mais férmulas para decorarmos o que acaba intitulando
a matematica como uma das disciplinas mais dificeis de aprender. E claro nem todos os
contetidos possuem uma aplicacao de facil entendimento para os alunos que ainda estao

nesse nivel.

Conhecendo essa realidade organizamos nosso trabalho com o objetivo de apresentar
algumas aplicacoes simples de matrizes, conteido que é abordado na maioria das vezes,

aos adolescentes que estao cursando o 2° ano do ensino médio.

Nosso trabalho estd dividido em trés capitulos. No primeiro buscamos fazer uma
abordagem histérica sobre o surgimento das matrizes. Passamos por sua origem, na

qual os povos do oriente destacam-se como os primeiros a utilizarem esses conceitos, en-
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tretanto a tao famosa consolidagao algébrica das matrizes que conhecemos hoje s6 veio
pelas maos dos mateméaticos Arthur Cayley e James Sylvester ja em torno do século
XVIII. Apés esse processo abordamos também um tépico sobre os quadrados magicos,
que apresentam conceitos rudimentares sobre matrizes, o quadrado mégico teve sua pri-
meira apari¢ao desenhado no casco de uma tartaruga (considerado um animal sagrado na
China). Passando por essa abordagem apresentamos também a relacdo que as matrizes
possuem com os sistemas lineares e com os determinantes, expondo ainda um problema

préatico que trata o método Fangcheng (método Chinés para resolver sistemas lineares).

No segundo capitulo baseando-nos nas obras de Boldrine 1980,Iezzi 2004, Paiva 2010
e Dante 2012, apresentamos definicoes referentes a teoria das matrizes, como o assunto
¢ introduzido aos alunos do ensino médio, passando pela sua definicao, representacao
genérica, tipos especiais, operagoes entre matrizes, chegando até matriz inversa. Vale
ressaltar que as demonstragoes das propriedades aqui apresentadas foram omitidas, de-

vido o foco do trabalho nao esta se dando para tais.

Em nosso ltimo capitulo baseamo-nos em Edwards e Penney 1998, Kilhian 2011 e
Smolle e Diniz 2013, para apresentar aplicagoes simples de matrizes. Primeiro apresen-
tamos dois exemplos de matrizes relacionadas a criptografia que utiliza a inversao e a
multiplicacao de matrizes para codificar e decodificar uma mensagem esse método ainda
apresenta, de forma implicita, alguns conceitos basicos de fungao, que tentamos exibir
através dos graficos apresentados. Logo em seguida detalhamos a aplicagao de matrizes
relacionada a modelos populacionais, onde é dada certa populacao, que pode ser subdivi-
dida em grupos e busca-se determinar como essa populacao se modifica ano a ano. Apds
esse processo apresentamos nossa ultima aplicagao, que esta relacionada ao controle de
trafego terrestre. Nessa aplicacao é dado um “cruzamento”de ruas de mao dupla e o
fluxo de carros é controlado por um conjunto de trés semaforos, buscamos através de um
exemplo hipotético, mostrar a quantidade maxima de carros que podem passar por esse
“cruzamento”sem que haja um congestionamento.

Através do exposto buscamos mostrar as diversas aplicacoes que o estudo da teoria
das matrizes podem nos proporcionar, é claro, sao intimeras essas aplicagoes: tendo da
mais simples a mais complexa. Nosso trabalho estd longe de ser um estudo concluido ou

terminado.
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2 MATRIZES- UMA
ABORDAGEM HISTORICA

2.1 Origens das matrizes

A Historia da matemaética retrata que os estudos das matrizes em sua esséncia esta
presente desde os tempos antigos da humanidade, mas conceitos elementares foram di-
fundidos apenas no século XIX, é indissoluvelmente relacionada aos sistemas lineares;
A teoria das matrizes é consequéncia de uma extensa e ardua evolucao. Atribui-se,
portanto, acepcao bastante valiosa a afirmacao contida em BOURBAKI 1999 de que o
tema “é¢ um dos mais antigos e um dos mais novos da Matemaética”. Podemos-nos de-
parar apontamento de sua origem em registros babilonicos e chineses da Antiguidade;
em materiais escritos por Gottfried Leibniz; nas técnicas de calculo de Carl F. Gauss
e em apéndices de trabalhos publicados por diversos matematicos e fisicos, chegando a
cobicada consolidacao algébrica pelas maos de Arthur Cayley e James J. Sylvester. Ao
longo desse periodo, as matrizes auferiram inovagoes e admiraveis acepcoes em diversos

campos de interesse da matemaética.

Intensamente utilizada as matrizes pelos povos do oriente em véarias areas, como
por exemplo, os calculos efetuados pelos chineses na contabilidade através de diagramas
desenhados em bambu, este o respalda como uns dos primeiros povos a fazer uso das
matrizes, aplicando no controle de armazenamento de alimentos e calculos elementares,
os chineses eram habilidosos nas areas de resolugoes de sistemas lineares, estudo de clima

e quadrado magico.

O algoritmo utilizado na China para resolugdo simultanea de equagoes (sistema de

16



equagoes lineares) ficou conhecido como método Fangcheng, na qual ocupa um capitulo
inteiro do livro Jiuzhang Suanshu (Nove capitulos da arte matemadtica). Este livro é
um dos principais registros histéricos de como os chineses da antiguidade praticavam a

matematica.

Ergue-se no século XVII uma surpreendente e inovadora solucao para os sistemas
lineares até entao nao vista, foi utilizado os determinantes para tal resolucao, fato este,
apareceu nos paises do oriente como no Japao transcrito pelo Takakazu Seki Kowa (1642-
1708), que instituiu ao método Chinés (que ainda era limitado), toda a sua conjuntura
empregada didaticamente, colocando-os em tabelas o que acarretou a sistematizacao do

método, um grande passo para a evolucao das matrizes.

Gottfrid Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) sintetizou o método de Kowa, criando um
arranjo com os coeficientes e termos independentes contendo até trés equagoes e conseguiu
extrair um determinante compativel dessas notacoes, o estudo de um sistema linear de
equagoes como é conhecido hoje teve inicio em 1678. Kline (1927:p.606) conta que, em
1693, Leibniz usou um conjunto sistematico de indices como coeficiente de um sistema de
trés equacoes lineares em duas incognitas, x e y. Ele reescreveu as equacoes eliminando as
incognitas e obteve uma regra para alcancar o que hoje conhecemos como determinante

de um conjunto de equacoes lineares.

O primeiro registro dessa notacao foi encontrado em uma carta que Leibniz enviou
a Guillaume Francois Antoine (1661-1704), o Marqués de L’Hospital (BASHMAKOVA,
2000:p.149). Na correspondéncia, datada de 28 de abril de 1693, Leibniz explicou que,
para resolver o problema da eliminacao das incégnitas do sistema usou um método pa-

recido com que um dia seria o método de Sarry.

O apice da conjuntura para que as tabelas e sistemas lineares se tornassem as matrizes
que nos abstém no cotidiano transcorreram pelas ideologias de Arthur Cayley (1821 -
1895), pelo meio de sua inestimével obra “Memoir on The Theory of Matrices”em 1858,
que além de reescrever as equagoes no formato que conhecemos hoje, deu nome as matrizes

e introduziu os conceitos de soma, multiplicacao entre matrizes e por escalares.

James Joseph Sylvester (1814 - 1897) utilizou o significado coloquial da matriz, qual

seja local onde algo se gera ou cria, com efeito, via-as com um bloco retangular de termos,
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0 que nao representa um determinante, mas é como se fosse uma matriz a partir da qual
podemos formar varios sistemas de determinantes, ao fixar um numero P e escolher a
vontade P linhas e P colunas artigo publicado na Philosophical magazine de 1850, pg
363-370; Sylvester ainda via as matrizes como mero ingrediente dos determinantes. E s6
com Cayley que elas passaram a ter vida propria e gradativamente comecam a suplantar

os determinantes em importancia.

A maioria dos resultados bésicos da teoria das matrizes fora descobertas quando
os matematicos dos séculos XVIII e XIX passaram a investigar a teoria das formas
quadraticas, hoje em dia é imprescindivel estudar essas formas através da notacao e
metodologia matricial, mas naquela época elas eram tratadas escarlamente. Um exemplo

de uma forma quadratica de duas variaveis, por notacao escalar e matricial ao mesmo

a b x
tempo q(z,y) = az? + 2bzy + cy? = [ Ty }
b ¢ Y

2.2 Matrizes e os quadrados magicos

Embora a teoria de matrizes tenha sido desenvolvida a partir de meados do século
XIX, conceitos elementares de matrizes remontam ao periodo anterior ao nascimento
de Cristo, uma vez que os chineses aplicavam métodos matriciais para resolver certos
sistemas de equacgoes. Outro exemplo de aplicacdo do conceito rudimentar de matriz
sao os Quadrados Magicos. Algumas lendas sugerem que os quadrados magicos sao
origindrios da China, tendo sido citados pela primeira vez em um manuscrito do templo
do imperador Yu, cerca de 2800 anos a. C. Santinho e Machado (2006) revelam que
os quadrados méagicos surgiram desenhados no casco de uma tartaruga- considerado um

animal sagrado na China.

Yu percebeu que as marcas na forma de nés, feitos num tipo de barbante, podiam ser
transformadas em numeros e que se somassemos cada linha, cada coluna e cada diagonal
obteriamos o nimero quinze em todas as diregoes, como se fossem algarismos magicos.

Santinho e Machado (2006).
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Figura 2.1: A tartaruga sagrada e o Lo Shu
Fonte: Blog do Colegiao Matematica

Surgira entao o primeiro quadrado magico chamado: Quadrado Magico de Lo-Shu.

Na qual a soma das linhas, das colunas e das diagonais era sempre o nimero 15.

4 9 2
5 7
8 1 6

Figura 2.2: Quadrado magico de Lo-Shu.

Fonte: Péagina Jornal da Orla

Acredita-se ainda que os quadrados mégicos tenham sido inventados na fndia, che-
gando a Arabia no século IX, e espalharam-se pelo Japao e Oriente Médio, onde eram
associados a astrologia, para cédlculos dos horéscopos. O primeiro uso dos quadrados
magicos no Ocidente apareceu na gravura intitulada Melancolia I, do pintor alemao Al-

brecht Durer (1471-1528).
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Figura 2.3: Melancolia I.

Fonte: Pagina Jornal da Orla

Ao ampliarmos a figura acima, somente no canto superior direito, podemos ver um
quadrado formado por quatro linhas e quatro colunas e nelas estao dispostos varios

nimeros, como segue a figura abaixo.

Figura 2.4: Quadrado magico de Albrecht Durer.
Fonte:Blog Matcolegiao
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O numero méagico desse quadrado é o 34, que resulta além da soma de suas linhas,
colunas e diagonais, também da soma dos niimeros que estao nos vértices do quadrado

(16 +13+4+ 1 =34). Além dessas caracteristicas ainda temos:

-Deslocando-se uma casa, no sentido horario, dos ntimeros que estao nos vértices do
quadrado (16,13, 1,4) a soma desse outros nimeros (3,8, 14,9) também serao 34;
- O mesmo acontece se forem deslocadas duas casas a partir desses nimeros (16,13, 1,4)
a soma deles (2,12,15,5) também sera 34;
- A soma dos campos centrais (10,11,7,6) desse quadrado também é 34;
- A soma dos extremos médios (3,2,14,15) e (8,12,9,5) também resulta no nimero 34;
- Na tltima linha, nos dois nimeros localizados ao centro (15,14) ao uni-los teremos o
ano em que a obra foi realizada (1514);

Além de Albrecht Durer, o fisico e teologista alemao Heinrich Cornelius Agrippa
(1486- 1535) construiu sete quadrados méagicos de ordens 3 a 9, na qual representavam

simbolicamente os sete planetas conhecidos até entao, incluindo o Sol e a Lua.

Alguns matemadticos dentre eles Bernard Frénicle de Bessy (1602-1675), Claude-
Gaspar Bachet (1581-1638), Pierre de Fermat (1601-1665) e Leonhard Euler (1707-1783),
também se interessaram pelo estudo dos quadrados mégicos, devido a complexidade em

sua construcao, classificacao e enumeracao dos quadrados de uma determinada ordem.

Apobs passarmos um pouco pela histéria dos quadrados magicos nos deparamos com
uma pequena definicao de QM, que pode ser encontrada no trabalho de Santinho e

Machado (2006).

Um quadrado mégico de ordem n é um arranjo quadrado de n? elementos- inteiros
distintos, dispostos de tal maneira que os niimeros de uma linha qualquer, de uma coluna
qualquer ou das diagonais tém a mesma soma chamada soma (ou constante) méagica do

quadrado

A ordem de um QM é determinada pelo ntimero de elementos existentes em uma
linha, uma coluna ou de uma diagonal. Por exemplo, a ordem de um QM 4x4 é 4, pois
existem 4 elementos em cada linha, coluna e diagonal.

Se os numeros utilizados na construcao do quadrado mégico forem os primeiros

nimeros naturais de 1 ate n? (usamos todos os nimeros de 1 a n?, sem repeticao de
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qualquer nimero, para preencher o quadrado), dizemos que ele é um quadrado mégico

normal, entao a constante magica ou soma maéagica é dada por K = @

O que pode ser demonstrado.
De fato:

S=142+4+3+4+--+n*—2)+(n*—1)+n?

S=n?+n*-1)+0*-2)+--+3+2+1

2=+ )+ + D)+ 0° + 1)+ + (n° +1)

n2vezes

25 = (n? + 1)n?

S = w Se K é a soma de cada coluna e se ha n colunas S = Kn, Entao
Kn == m Logo obtemos K = w

Dessa maneira podemos dispor de uma tabela com a ordem do quadrado e a soma

magica.

Tabela 2.1: Ordem e a soma magica dos QM
Ordem n 3145 6 |.. n

Soma Mégica | 15 | 34 | 65 | 111 | ... | 2ty
Fonte:Santino e machado (2006)

Caso os ntmeros utilizados para a construcao do QM nao estiverem entre 1 e n?, a
soma magica pode ser determinada realizando-se o quociente entre a soma dos niimeros
(Sn) e a ordem do QM (n). Para exemplificar, tomemos um conjunto com nove inteiros:
4,6,8,10,12,14,16, 18,20 e queremos dispor em um quadrado magico, porém nao sabe-
mos qual é a sua constante magica. Basta somarmos todos os elementos desse conjunto
e dividimos pela ordem do QM que nesse caso é 3.

Entao temos: K é a soma magica

K = % = 4+6+8;r---+20 = 12_8 — 36

Logo teremos que organizar o conjunto de nimeros acima em um quadrado de 3x3
de maneira que a soma das linhas, colunas e diagonais sejam sempre a constante 36.

O conjunto de niimeros acima esté disposto sob a forma de uma PA finita (progressao

(a1+an)n

aritmética) na qual a soma de seus n primeiros elementos pode ser expressa: K = 5

Dessa maneira podemos concluir que, qualquer conjunto de n? niimeros dispostos sob a
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forma de uma progressao aritmética forma um quadrado méagico.

O estudo dos quadrados magicos nao se restringe apenas ao que foi apresentado no su-
bitem do trabalho, existem diversas outras propriedades, na qual nao convém menciona-
las, devido a intencao que pretendemos apresentar ser apenas mostrar o uso dessa fer-
ramenta e com o que ela contribuiu para o desenvolvimento do estudo da teoria das

matrizes.

Ao longo dos tempos, os quadrados magicos foram venerados pelas mais variadas
civilizagoes. Ha evidencias que comprovam a utilizacao de quadrados mégicos simples,
de ordem 3 (com soma maégica 15) pelos indios maias e pelo povo hausa da Africa.
Hoje em dia investigadores estudam estes objetos matematicos em dimensoes elevadas.
Trabalham com cubos, hipercubos magicos em diversas dimensoes, em que é possivel

obter a constante magica em todas as direcoes correspondentes.

2.3 Matrizes, determinantes e sistemas lineares

Na matematica ocidental antiga, sao poucas as aparicoes de sistemas de equacoes li-
neares. No Oriente, contudo, o assunto mereceu atencao bem maior. Com seu gosto
especial por diagramas, os chineses representavam os sistemas lineares por meio de seus
coeficientes escritos com barras de bambu sobre os quadrados de um tabuleiro. Os sis-
temas de equagoes lineares eram especialmente usados pelos chineses para contabilidade
através de diagramas escritos em pedagos de bambu. As equagoes eram dispostas de
modo semelhante ao utilizado hoje em dia e a resolucao usava um método simplificado
de eliminagao dos coeficientes (comparado ao método da eliminacdo de Gauss, apresen-
tado somete no século XIX). Esse método é citado no livro chinés Nove Capitulos da

Arte Matematica, datado entre os séculos II e III a.C.

O algoritmo utilizado na China para resolucao simultanea de equagoes (sistema de
equagoes lineares) ficou conhecido como método Fangcheng, na o qual ocupa um capitulo
inteiro do livro Jiuzhang Suanshu (Nove capitulos da arte matemadtica). Este livro é
um dos principais registros historicos de como os chineses da antiguidade praticavam

a matematica. O termo ”Fangcheng” nao tem tradugao exata, em geral a palavra é
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entendida como “equacao”, porém “Fang’significa tanto 'quadrado’ quanto ’retangulo’.
Dai entao o método ter esse nome, pois exige um arranjo de nimeros dispostos na forma

de um quadrado ou de um retangulo.

Um problema pratico que trata o Método Fangcheng e pode ser encontrado no capitulo
VIII do livro Nove Capitulos da Arte Matematica, é citado no livro Eves (2004). é o
seguinte:

Trés feixes de uma colheita de boa qualidade, dois feixes de uma de qualidade
regular e um feixe de uma de ma qualidade sdao vendidos por 39 dou. Dois feixes de
boa, trés de regular e um de ma sao vendidos por 34 dou. Um feixe de boa, dois de
regular e trés de ma sao vendidos por 26 dou. Qual o preco do feixe para cada uma das

qualidades?”

Segundo o método chinés, o problema deve ser representado da seguinte maneira:

1¢ 2¢ 3¢

Boa Qualidade 1 2 3
Qualidade Regular 2 3 2
Méa Qualidade 3 1 1

26 34 39

Apoés a tabela disposta por linhas e por colunas ser montada, segue-se os passos:

1° Passo: multiplicam-se todos os termos da coluna central (2, 3, 1, 34) pelo primeiro

termo da coluna a direita (3). Obtendo-se (6, 9, 3, 102).

1 2% 3@

Boa Qualidade 1 6 3
Qualidade Regular 2 9 2
Ma  Qualidade 3 3 1

26 102 39

2° Passo: subtraia-se de cada elemento da coluna central os seus respectivos valores
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localizados na coluna a direita (6-3=3; 9-2=7; 3-1=2; 102-39=63).

1¢ 2¢ 3¢

Boa Qualidade 1 3 3
Qualidade Regular 2 7 2
Ma Qualidade 3 2 1

26 63 39

3° Passo:Repetimos continuamente o 2° passo ate que o primeiro elemento da coluna

central seja eliminado (3 —3=0;7—-2=5;2—1=15;63 — 39 = 24).

1¢ 2% 3¢

Boa Qualidade 1 0 3
Qualidade Regular 2 5 2
Ma Qualidade 3 1 1

26 24 39

4° Passo: o 1° e o 2° passo sao repetidos entre as colunas 1 e 3, eliminando-se o pri-
meiro elemento da linha 1 (3 . 1=3;, 3 . 2=6; 3 . 3=90, 3 . 26 =

78 , 1°passo) , (3—3=0; 6—2=4; 9—-1=8; 78—-39=39 , 2°passo).

1¢ 2% 3¢

Boa Qualidade 0 0 3
Qualidade Regular 4 5 2
M4 Qualidade 8 1 1

39 24 39

5° Passo: Por ultimo repete-se o 1° e 2° passo entre as colunas 1 e 2,eliminando-se o
segundo elemento da coluna de nimero 1. A observacao que deve ser feita é em relacao a
multiplicacdo da coluna a direita (coluna 1) pelo primeiro elemento nao nulo da coluna a
esquerda (5). Apds a multiplicacdo segue-se o 2° passo até o segundo elemento da coluna

a direita ser zero (0).
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Ao efetuar os passos acima terfamos a seguinte matriz:

1¢ 2¢ 3¢

Boa Qualidade 3
Qualidade Regular 5 2
Ma Qualidade 36 1 1
99 24 39

Com isso eles conclufam que o preco do feixe de mé qualidade é 2. o equivalente a

367
2,75 dou.

O preco do feixe de qualidade regular era determinado por uma substituicao de valores.
= (Qualidade Regular) x 5+2,75=24
= (Qualidade Regular) x 5=24—275
= (Qualidade Regular) = 22
= (Qualidade Regular) = 4,25

Concluindo que o preco do feixe de qualidade regular era de 4,25 dou. Para determinar
o prego do feixe de boa qualidade efetuava-se 0 mesmo processo (substituigao).
= (Boa Qualidade) x 34 (Qualidade Regular)x 2+ (Ma Qualidade = 39
Boa Qualidade) x 342 x (4,25)+2,75 =39
Boa Qualidade) x 348,504 2,75 =39
Boa Qualidade) x 3+ 11,25 =39
Boa Qualidade) x 3=39—11,25
Boa Qualidade) = 2%
)

3
Boa Qualidade) = 9,25

Dessa maneira tem-se que o preco do feixe de boa qualidade é de 9,25 dou. Ao
atribuimos uma letra ao preco indicado para cada feixe com qualidade diferente, temos
a representacao algébrica do problema.

- Feixes de boa qualidade: x.
- Feixe de qualidade regular: y.
- Feixe de ma qualidade: z.
Pelo enunciado do problema teriamos as seguintes igualdades:

a) Soma de 3 feixes de boa qualidade, 2 feixes de qualidade regular e 1 de mé qualidade,
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sao vendidos por 39 dou: 3x + 2y + z = 39

b) A soma 2 feixes de boa qualidade, 3 de qualidade regular e 1 de mé qualidade sao
vendidos por 34 dou:2z + 3y + 2z = 34

c) A soma de 1 feixe de boa qualidade, 2 de qualidade regular e 3 de ma qualidade sao

vendidos por 26 douw:x + 2y + 3z = 26

Logo o problema pode ser expresso da seguinte forma:
3r+2y+2=39 (1)
2 + 3y + 2 =34 (2)
x+2y+ 32 =26 (3)
Verifica-se que os valores encontrados satisfazem as equagoes acima.
- Preco do feixe de boa qualidade: 9,25 dou.
- Prego do feixe de qualidade regular: 4,25 dou.
- Preco do feixe de ma qualidade: 2,75 dou.
Para a equacao (1):3.(9,25) +2.(4,25) + (2,75) = 39
Para a equacdo (2):2.(9,25) +3.(4,25) + (2,75) = 34
Para a equacao (3):(9,25) +2.(4,25) + 3.(2,75) = 26
O processo de eliminagao dos coeficientes citado anteriormente sé foi usado em 1809,
pelo matemético alemao Gauss (1777- 1855), em um estudo feito entre 1803 e 1809 sobre

a orbita do asteroide Pallas; nele aparece um sistema linear com 6 equacoes e 6 incognitas.

A ideia de determinante surgiu simultaneamente na Alemanha e no Japao. Leibniz
(1649- 1716), em uma carta escrita para L’Hospital (1661-1704), sugeriu usar combinagoes
dos coeficientes para resolver sistemas de equacoes lineares e, além disso, encontrou uma
maneira de indexar tais coeficientes com numeros. No mesmo ano, no Japao, o ma-
temédtico Seki Kowa (1642-1708) escreveu um livro apresentando sistemas lineares sob
a forma matricial, como j& tinha aparecido na matematica chinesa. Seki foi o primeiro
matematico a calcular determinantes. Em seu livro ele apresentou varios exemplos, mas

nao mostrou algo que fosse valido em casos gerais.

O uso de determinantes no Ocidente comecou dez anos depois num trabalho de Leib-
niz, ligado também a sistemas lineares. Em resumo, Leibniz estabeleceu a condicao de

compatibilidade de um sistema de trés equagoes a duas incoégnitas em termos do de-
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terminante de ordem 3 formado pelos coeficientes e pelos termos independentes (este
determinante deve ser nulo). Para tanto criou até uma notagdo com indices para os

coeficientes: o que hoje, por exemplo, escreveriamos como al2, Leibniz indicava por 12.

O matematico escocés Maclaurin (1698-1746) também comparece na histéria dos de-
terminantes. Em 1730, Maclaurin escreveu um livro chamado Um tratado sobre Algebra,
que s6 foi publicado em 1748, dois anos apds a sua morte. Neste livro, Maclaurin apre-
senta o que chamou de "teorema geral”para eliminagao de incégnitas de um sistema
linear, faz a demonstracao para matrizes de ordem 2 e 3 e explica como fazer a demons-
tracao para matrizes de ordem 4. Maclaurin, porém, nao comenta se o resultado pode

ser generalizado para matrizes de ordem n > 4 .

O “teorema geral de Maclaurin”é conhecido hoje como regra de Cramer, pois foi o
matemaético suigo Gabriel Cramer (1704-1752) quem publicou o resultado para matrizes

de ordem n, no apéndice do seu livro Introducao a Analise de Curvas Algébricas, de 1750.

A conhecida regra de Cramer para resolver sistemas de n equagoes a n incégnitas,
por meio de determinantes, é na verdade uma descoberta do escocés Colin Maclaurin
(1698-1746), datando provavelmente de 1729, embora sé publicada postumamente em
1748 no seu Treatise of algebra. Mas o nome do suigo Gabriel Cramer (1704-1752) nao
aparece nesse episédio de maneira totalmente gratuita. Cramer também chegou a regra
(independentemente), mas depois, na sua Introdugao a andlise das curvas planas (1750),
em conexao com o problema de determinar os coeficientes da conica geral A+ By+ Cx +
Dy? + Ezy + Fa? = 0.

O francés Etienne Bézout (1730-1783), autor de textos matemadticos de sucesso em
seu tempo, sistematizou em 1764 o processo de estabelecimento dos sinais dos termos
de um determinante. E coube a outro frances, Alexandre Vandermonde (1735-1796), em
1771, empreender a primeira abordagem da teoria dos determinantes independente do
estudo dos sistemas lineares - embora também os usasse na resolucao destes sistemas. O
importante teorema de Laplace, que permite a expansao de um determinante através dos
menores de r filas escolhidas e seus respectivos complementos algébricos, foi demonstrado
no ano seguinte pelo préprio Laplace num artigo que, a julgar pelo titulo, nada tinha a

ver com o assunto: “Pesquisas sobre o calculo integral e o sistema do mundo”.
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O termo determinante, com o sentido atual, surgiu em 1812 num trabalho de Cauchy
sobre o assunto. Neste artigo, apresentado a Academia de Ciéncias, Cauchy sumariou e
simplificou o que era conhecido até entao sobre determinantes, melhorou a notagao (mas a
atual com duas barras verticais ladeando o quadrado de niimeros s6 surgiria em 1841 com
Arthur Cayley) e deu uma demonstragao do teorema da multiplicacao de determinantes
- meses antes J. F. M. Binet (1786-1856) dera a primeira demonstragao deste teorema,

mas a de Cauchy era superior.

Além de Cauchy, quem mais contribuiu para consolidar a teoria dos determinantes
foi 0 alemao Carl G. J. Jacobi (1804-1851), cognominado as vezes “o grande algorista”.
Deve-se a ele a forma simples como essa teoria se apresenta hoje elementarmente. Como
algorista, Jacobi era um entusiasta da notacao de determinante, com suas potenciali-
dades. Assim, o importante conceito de jacobiano de uma fungao, salientando um dos

pontos mais caracteristicos de sua obra, é uma homenagem das mais justas.

A contribuigao inglesa a teoria dos determinantes foi feita por Arthur Cayley (1821-
1895) em 1841, na qual usou da notagao de duas barras verticais para indicar determi-

nantes. Notacao que ¢ utilizada nos dias atuais.
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3 DEFINICOES E
PROPRIEDADES REFERENTES
A TEORIA DAS MATRIZES

3.1 Introducao ao estudo das matrizes

Os livros didaticos, em sua maioria, comecam o estudo da teoria das matrizes com
uma pequena introducao. Apresentando tabelas, dispostas de linhas e colunas, sobre um
determinado fato ou acontecimento do dia a dia. Para (PAIVA, 2010) "as tabelas sao
uma forma de organizar varias informacoes em pequenos espagos proporcionando uma
consulta rapida, dada a simplicidade de sua representacao em linhas e colunas.”

Em sua obra voltada para o 2° ano do ensino médio Paiva introduz o estudo das matrizes
com uma tabela que apresenta a expectativa de vida do brasileiro no ano de 2008, segundo

as regioes brasileiras, Como segue na tabela 2.1.

Tabela 3.1: Expectativa de vida dos brasileiros em 2008
[1]Norte || [2]Nordeste || [3]Sudeste || [4]sul || [5]Centro-Oeste

[1]Homens | 69,1 66,5 70,4 71,6 70,6

[2]Mulheres 74,9 73,8 78,5 78,5 77,5
Fonte:www.ibge.gov.br

Os dados organizados sob a forma de tabelas apresentam uma grande simplicidade
quando os interpretamos. Por exemplo, se quisemos saber qual a expectativa de vida de

um homem (género 1) residente na regiao Norte ( regiao 1), basta olhar o cruzamento da
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linha 1 com a coluna 1 e encontraremos 69,1 anos.

Na matematica essas tabelas sao chamadas de matrizes. As defini¢des a seguir

foram baseadas nos livros:Boldrini 1980,lezzi e Hazzan 2004, Paiva 2010, Dante 2012.

Definicao 3.1 Dados dois nimeros m e n naturais e nao nulos, chama-se matriz m por
n ( indica-se m x n) toda tabela M formada por nimeros distribuidos em m linhas e n

colunas.

Os elementos de uma matriz podem ser, nimeros reais , complexos ou até mesmo

expressoes algrebricas e sao chamados de entradas da matriz. Exemplos:

cos(x) —sin(x 4 5 9 2 341
Al - ( ) ( ) ) A2 - ) € A3 —
sin(z)  cos(z) 8 10 0 i 5i

3.2 Representacao genérica

Em uma matriz qualquer M, cada elemento ¢é indicado por a;;. O indice i indica a
linha e o indice j a coluna as quais o elemento pertence. Com a convencao de que as
linhas sejam numeradas de cima para baixo (de 1 até m) e as colunas, da esquerda para

a direita ( de i até n), uma matriz m x n é representada por:

_ - / A
aix ai2 - A1n aix a2 - QAip
ag1 A22 - A2n Ag1  Ag2 -+  Aap

M = ou M=
Am1 Am2 - Amn L Am1 Am2 - Amn )

Uma matriz M do tipo m x n também pode ser indicada por : M = (a;); i €
{1,2,3,---,m} e je{1,2,3,---,n} ousimplesmente M = (a;;)mxn-
Por exemplo, na matriz M acima o elemento a;, encontra-se na primeira linha e na

segunda coluna.
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3.3 Matrizes especiais

Algumas matrizes, por apresentarem uma utilidade maior nessa teoria, recebem um

nome especial.

3.3.1 Matriz linha

Definicao 3.2 Matriz linha € toda matriz do tipo 1 X n, isto €, uma matriz que tem uma

unica linha.

A1=[1 3 \/5] A2=[1+z' i \/27]

3.3.2 Matriz coluna

Definicao 3.3 Matriz Coluna € toda matriz do tipo m X 1, isto €, uma matriz que tem

uma unica coluna.

3.3.3 Matriz nula

Definicao 3.4 Matriz nula € a matriz que apresenta todos os seus elemento iguais d

ZET0.

3.3.4 Matriz quadrada

Definigcao 3.5 Consideramos uma matriz m x n.

Quando m=n(nimero de linhas € igual ao nimero de colunas), diz-se que a matriz é

quadrada do tipo m x n ou simplesmente de ordem n.
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11 A1z -+ Qin

Q21 Qg2 -+ Q2n

Qp1 Ap2 -°° Qpn

Chama-se diagonal principal de uma matriz quadrada de ordem n o conjunto dos
elementos que tem os dois indices iguais.

{aij tal que i=j}={ai1, a0, -, auwm}

Chama-se diagonal secundaria de uma matriz quadrada de ordem n o conjunto dos

elementos que tem soma dos indices iguais a n + 1, isto € :

{a;; tal que i+ j}={ain,a0n-1, - ,an1}

3.3.5 Matriz triangular

Consideremos uma matriz quadrada de ordem n.

Definicao 3.6 Quando os elementos acima ou a abairo da diagonal principal sao todos
nulos, dizemos que a matriz € triangular. A matriz é dita triangular superior se a;j =0

quando 1 > j,ou seja, os elementos abairo da diagonal sao nulos. Por exemplo,

2 47
M=10 3 10
00 1

A matriz triangular inferior, se a;; = 0 quando © < j, ou seja, os elementos acima da

diagonal principal nao nulos. Por exemplo,

2 0 0
M=17 3 0
10 -4 1

3.3.6 Matriz diagonal

Definicao 3.7 E wma matriz quadrada de ordem n onde todos os elementos acima e

abaizo da diagonal principal sao nulos, isto €, a;; = 0 para i # j. Por exemplo,
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2 00
Mi=10 3 0|, M=

3 0
0 -2
00 1
Um caso especial de matriz diagonal ocorre quando todos os elementos da diagonal
principal sao correspondentes ao mesmo escalar. Nesse caso dizemos que essa matriz é

uma matriz escalar.

300
-2 0

M = My=10 30
0 -2

00 3

Quando os ntmeros da diagonal principal forem iguais a 1, teremos um outro tipo de

matriz descrita a seguir.

3.3.7 Matriz unidade ou matriz identidade

Definicao 3.8 E uma matriz de ordem n, A = (a;j) em que todos os elementos foram
da diagonal principal sao nulos e os elementos dessa diagonal sao todos iguais a 1, isto

¢, a;; =0 parai # j e a;; =1 parai = j. Pode ser denotada por I,,. Vejamos o exemplo,

1 00
10
I = =101 0
0 1
001

3.4 Igualdade de matrizes

Definig¢ao 3.9 Duas matrizes A = (aij)mxn € B = (bij)mxn SG0 iguais quando a;; = b;;
para todo i € {1,2,3,--- ,m} e todo j € {1,2,3,--- ,n}, isto significa que para duas

matrizes serem iquais elas devem ter:

e O mesmo numeros de linhas e colunas, ou seja, devem ser do mesmo tipo,

e ¢ apresentar todos os elementos correspondentes (elementos com indices iguais)

1GUALS;
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31 6+2 2-1

Exemplo 3.1 M; = =
5 6 5.1 4+2
34 8+4 122 12 2 24
My=11-1 3+1 2=2|=| 0 4 1
5+2 2 5-4 7 3 1

3

3.5 Operacoes entre matrizes

3.5.1 Adicao

Defini¢ao 3.10 Dada duas matrizes A = (@ij)mxn € B = (bij)mxn, denomina-se soma
da matriz A com a matriz B, que representamos A + B, a matriz C' = (¢;j)man tal que
¢ij = Qi + bij, para todo i e j. Isso significa que a soma de duas matrizes A e B do tipo
m X n é uma matriz C do mesmo tipo em que cada elemento é a soma dos elementos

correspondentes em A e B.

3 4 7T+3 844
Exemplo 3.2 A = ;B = ; A+ B=C, OndeC =
5 9 6 2 546 9+2
10 12
11 11

A adicao de matrizes possue algumas propriedades onde A e B sao matrizes quaisquer

m X n, sao elas.

e associatividade:(A+ B) 4+ C = A+ (B + C) para quaisquer que sejam A, B e C do

tipo m x n;
e Comutatividade: A + B = B 4+ A quaisquer que sejam A e B, do tipo m x n;
e Elemento Neutro: IM/A + M = A qualquer que seja A do tipo m x n;

e Elemento Simétrico: Para todo A do tipo m x n: JA'/A'+ A = M;

Defini¢ao 3.11 Dada a matriz A = (a;;)mxn, denomina-se matriz oposta de A (representa-

se -A) a matriz que, somada com A, resulta em uma matriz nula: A+(-A)=0.
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1 =2 -1 2
Exemplo 3.3 A = = -—-A=
=1 5 1 _5
2 2
1 =2 -1 2 0 0
Onde A = + =
=5 T =5 0 0

3.5.2 Diferenca entre matrizes

Definigao 3.12 Dada duas matrizes A = (aij)mxn € B = (bij)mxn, denomina-se dife-

renca entre A e B (representada por A - B) a soma da matriz A com matriz oposta de

B: A-B = A+(-B).

3 -2 5 2 -3 6 3 -2 5
Exemplo3.4 [ 10 0 —-1|—| -4 5 1 |=]10 0 -1 |+
4 7 1 8 —9 11 4 7 1
) ’ . % T ’
-2 3 -6 11 -1
4 -5 -1 | =| 14 -5 =2
-8 9 -11 —4 16 —10
h _B h A+(—B) }

3.5.3 Multiplicagao de um niimero real por uma matriz

Definigao 3.13 Dado um nimero k e uma matriz A = (aij)mxn, chama-se produto kA
a matriz B = (bij)mxn tal que bj; = ka;; para todo i e todo j. Significa que multiplicar
uma matriz A por um numero k é construir uma matriz B formada pelos elementos de

A multiplicados por k.

3 —4 3.(3) —4.(3) 9 —12
Exemplo 3.5 A = , entdo se 3A = =

5 —1 5.(3) —1.(3) 15 -3

O produto de um nimero qualquer por uma matriz possui as seguintes propriedades:

e a.(B.A) = (a.p).A

e v.(A+B)=a.A+a.B
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o (a+p)A=aA+p.A
e 1LA=A

Em que a e 8 sao numeros reais quaisquer e A e B sdo matrizes do mesmo tipo m X n.

3.5.4 Produto entre matrizes

Definicao 3.14 Dada uma matriz A = (aij)mxn € uma matriz B = (b;j)nxp, 0 produto

de A por B, denotado AB, é a matriz C' = (Cig)mx, definida por:

Cit. = Qi1.-b1g + Qi0.bop, + a;3.b31 + - + Wi bpi, = E?Zl a;;jbix Para todoi € (1,2,3,---,m)
e todo k € (1,2,3,--- ,p).
Algumas observagoes importantes .

1°) A definicao dada garante a existéncia do produto AB, somente se o nimero de
colunas da matriz A for igual ao nimero de linhas da matriz B. A matriz A ¢é do tipo

m xn e B édo tipon x p.

2°) Pela defini¢ao pode-se afirmar que o produto AB é uma matriz que tem o nimero

de linhas da matriz A e o niimero de colunas da matriz B, pois C=AB ¢ do tipo m x p.

3°) Pela definigao, um elemento ¢;; da matriz AB deve ser obtido pelos procedimentos

a seguir:

e seleciona-se a linha i da matriz A:

;132043 *  + Qi N elementos .

e secleciona-se a linha k da matriz B:
b1k

bok

sy, n lementos
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e (Coloca-se a linha i da matriz A na ”vertical”ao lado da coluna k da matriz B:

41 b1
A2 bak
;3 b3
Ain bnk

e Calculamos os n produtos dos elementos que ficam lado a lado:

;1 big
Q32 bak
;3 by
Aim bnk

e somamos esses n produtos, obtendo c;.

3 2
3 1
Exemplo 3.6 Dadas as matrizes A= |5 0| e B= , determinar AB.
6 2
1 4

Como A é uma matriz 3 X 2 e B é uma matriz 2 x 2, o nimero de colunas de A
¢ igual ao numero de linhas de B; dessa maneira existe o produto AB, que serd uma

matriz 3 X 2, que chamamos de C.
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C11 C12 3 2 33+26 31+22 21 7

3 1

C=1¢cy co|=1|50]. =1534+06 51+02 | =115 5
6 2

Ca1 Ca 14| 2 1.34+46 1.1+4.2 27 9
—— 2x2

3x2
O produto entre matrizes apresenta algumas propriedades:

(P1) Associatividade;'(AB).C = A.(BC), quaisquer que sejam as matrizes A =
(aij)mxan - (bjk:>n><p eC = (Ckl)pXT;

(P2) Distributiva a direita em relagao a adicao; (A + B).C = AC+BC, quaisquer

que sejam as matrizes A = (a;;)mxnB = (bjk)nxp € C = (Cki)pxr;

(P3) E distributiva & esquerda em relacdo a adi¢ao: C.(A + B) = CA4CB, quaisquer

que sejam as matrizes A = (a;;)mxnB = (bjk)nxp € C = (Cki)pxr;

(P4) (k.A).B = A.(k.B)=k(A.B), quaisquer que seja o nimero k e as matrizes
A= (aij)erwB = (bjk)nxp-

Ainda em relagao ao produto de matrizes vale fazer algumas observacoes.

(1) A multiplicacdo de matrizes nao é comutativa, isto é para duas matrizes quaisquer

A e B é falso afirmar que AB = BA necessariamente.

10 4 5
Exemplo 3.7 A = e B= efetuamos os produtos AB e BA.
6 0

2 3
10 4 5 4 5
2 3 6 0 26 10
45 10 14 15
BA = . = Logo AB # BA.
6 0 2 3 6 0

(2) Quando A e B sao tais que AB=BA, dizemos que A e B comutam, porém a
condicao necessaria para que isso ocorra é que as matrizes precisam ser quadradas e de

mesma, ordem.
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1 0
Exemplo 3.8 Sejam as matrizes A = e B= quadradas de mesma

-1 1 1 2
ordem. efetuamos AB = BA.

1 0 20 2 0
AB = =

-1 1 1 2 -1 2

1 0 20 2 0
BA = . =

-1 1 1 2 -1 2

(3) Na multiplicagdo de matrizes nao vale a propriedade do cancelamento. Se A, B

e C sao matrizes tal que AB = AC, nao podemos garantir que B e C sejam iguais.

3 0 11 2
Exemplo 3.9 Dada as matrizes A = , B = e C = cal-

1 2 47 0 6|
culemos AB e AC.

1 2 3 0 11 14
1 2 4 7 11 14
1 2 11 2 11 14
1 2 0 6 11 14

Podemos notar que AB=BC, porém B # C.

(4) Na multiplicacdo de matrizes nao vale a propriedade do anulamento. Se A ¢ B

sdo matrizes tal que AB = O(matriz nula), ndo podemos garantir que uma delas seja

nula.
1 2 4 —6

Exemplo 3.10 Sejam A = e B = , 0 produto AB = 0, porém
2 4 -2 3

A#£0eB#0.

3.5.5 A transposta de uma matriz

Definigao 3.15 Seja a matriz A = (a;j)mxn, denomina-se matriz transposta de A a

matriz A' = (aj;)nxm tal que aj; = a;;, para todo i e todo j. Isso significa , por exemplo
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, 11, Q91,031, " ,Ap1 TeSpectivamente 1quais a aqq, 12,013, - ,a1,, logo a 1° coluna de
At éigual a 1° linha de A. Repetindo o processo, chega-se a conclusdio de que as colunas

de A! sao ordenamente iguais as linhas de A.

4 1 2
Exemplo 3.11 Seja a matriz A = 0 5 8 a sua matriz transposta €
-3 2 10
4 0 -3
A=115 2
2 8 10

A matriz transposta possui as propriedades:
(I) (A")" = A para toda matriz A = (a;;)mxn-
(ITI) (A+ B)' = A"+ B para todo A = (aij)mxn € B = (bij)mxn
(III) se A = (a;;j)mxn € k um nimero real, entao (kA)" = kA"

(IV) se A= (aij)an e B = (bij>m><n entao (AB)t = BtAt

3.5.6 Matriz simétrica e matriz antissimétrica

Definigao 3.16 Uma Matriz quadrada A de ordem n é dita simétrica se A* = A, ou seja,

A € simétrica se e somente se a;; = aj;, para todoi=1,2,3,--- mej=1,23,--- n.

2 3 5 2 3 5
Exemplo 3.12 A= | 3 4 8 eAt =13 4 8 |; A = A, portanto A é uma

5 8 =9 5 8 =9
matriz simétrica.
Definigao 3.17 Uma matriz quadrada A de ordem m é dita antissimétrica se A = —A,
ou seja A é antissimétrica se e somente se a;; = —a;;, para todo v = 1,2,3,--- ,n e

i=1,2,3,--,n.

Na matriz antissimétrica a diagonal principal tem todos os elementos nulos.

41



0 4 =5 0O —4 5
Exemplo 3.13 A = | —4 (0 8 e At = 4 0 -8 |; como At = —A

)

5 =8 0 -5 8 0
portanto A é uma matriz antissimétrica.

3.6 Operacoes elementares por linha

As Operagoes elementares numa matriz sao trés por defini¢ao:
(I) Permuta das i-ésimas e j-ésimas linhas.(L; <> L;)
(IT) Multiplicagao da i-ésimas linha por um escalar nao nulo k(L; — kL;)

(III) Substituicao da i-ésima linha pela i-ésima linha mais k vexes a j-ésima linha

Definicao 3.18 Uma matriz A de ordem m xn € equivalente por linhas a uma matriz B
de ordem inxn se B pode ser obtida aplicando-se uma sequéncia de operacoes elementares

nas linhas de A.

1 0
Exemplo 3.14 A matriz A = 4 —1 | € equivalente por linhas a matriz B =
-3 4
1 0
4 -1 , POIS :
-1 4
Somando-se 2 vezes a primeira linha de A com a terceira linha, obtemos:
1 0
B=1 4 -1
-1 4

Podemos observar ainda que se a matriz A é equivalente por linhas a B, entao B ¢é
equivalente por linhas a A. O mesmo ocorre se A é equivalente por linhas a B e B é

equivalente por linhas a C, entao A é equivalente por linhas a C.
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3.7 Matriz na forma escalar reduzida por linha

Definicao 3.19 Uma matriz m X n € linha reduzida a forma escada se:
(I) O primeiro elemento néo nulo de uma linha nao nula é 1.

(IT) Cada coluna que contém o primeiro elemento nao nulo de alguma linha tem todos

os seus outros elementos iguais a zero.

(III) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas nao nulas (isto é, daquelas que

possuem pelo menos um elemento nao nulo).

(IV)Se as linhas 1,--- ,r sdo linhas ndo nulas, e se o primeiro elemento nao nulo da
linha i ocorre na coluna ki, entao k; < ko < --- < k.. O que impoem a forma

escada a matriz.
10 0 0
Exemplo 3.15 (1°) | 0 1 —1 0 | ndo é a forma escada, pois a condigaé II nao é

00 1 0
satisfeita.

0 2 1

()| 1 0 —3 | nao € a forma escada, pois nao satisfaz as condi¢oes I e IV.
00 O
01 -3 0 1

() |0 0 0 0 0| ndao € da forma escada pois ndao satisfaz nem I e IIT
00 0 -1 2

condicao.

01 -3 0 2

(4°) | 0 0 0 1 2| €a forma escada, pois todas as condi¢oes sao satisfeitas.
00 0 00

3.8 A inversa de uma matriz

Definicao 3.20 Dada uma matriz quadrada A, de ordem n, se X € uma matriz tal que

AX =1, e XA = 1, entao X € denominada a matriz inversa de A e € indicada por
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AL

Observacao: Dada uma matriz quadrada n X n, nem sempre existir uma matriz X, do
tipo n x n, tal que AX = XA = I,, Quando existi a matriz inversa de A, dizemos que A

é uma matriz invertivel.

Exemplo 3.16 A matriz A = é invertivel e A7 = , pois:
1
AATL =
2

3
7 _
1
e A71A = .
2
Teorema 3.1 Se A € inversivel (ou invertivel), entao € unica a matriz X tal que AX =

XA=1,

3
=1,
7

Demonstracao: Admitamos que exista uma matriz B tal que AB = BA = I,,, Temos :
B=1I1,B=(X.A).B=X.(AB)=X.I,=X.

Propriedades
(1°) Se A ¢ invertivel, entao A™! também é e (A71)"1 = A
(2°) Se A e B sdo invertiveis, entao o produto AB também ¢, e (AB)™! = B~1A~L.

(3°) Se A é invertivel, entao A’ também é, e (A")~! = (A7)

O processo para a obtencao da matriz inversa ¢ feito a partir da resolugao de sistemas
lineares. Dessa maneira para determinar a inversa de uma matriz quadrada de ordem n,
temos que obter n? incégnitas, resolvendo n sistemas de n equacoes a n incégnitas cada
um. Porém em alguns casos isso nao é nada pratico, logo existem outras maneiras de

determinar a inversa de uma matriz, que nao serao enunciadas no momento.
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4 APLICACOES DE MATRIZES

As matrizes possuem grande aplicabilidade em nosso dia a dia, sao diversas as areas
que utilizam dessas “tabelas”para auxiliar os estudos. Dentre elas esta a informaética, que
as utiliza no auxilio dos cdlculos matematicos, editores de imagem, e o proprio teclado
onde sua configuracao é realizada por um sistema de matrizes, entre outros tantos.

No ramo da economia as matrizes sao utilizadas como uma grande ferramenta na
interpretacao de gréaficos que sao originados de tabelas. Muitas organizagoes fazem o uso
de tabelas para auxilia-las em sua situacao financeira.

Na engenharia civil, por exemplo, elas sao usadas para a divisao de metros e distri-
buigao de material na construcao de uma estrutura de sustentagao (lage).

Na matematica em si ela possui diversas aplicacoes, especialmente na Algebra Linear
e computacao grafica. Também pode ser utilizada, por exemplo, na organizagao de dados
como a tabela de um campeonato, calendario, em situacoes problemas, ficha de aposta
de loteria e até a tela do computador que é formada por “pixels”gerados por uma matriz.

Entre tantos outros exemplos, em nosso trabalho buscamos relacionar o uso das ma-
trizes para codificar e decodificar mensagens (criptografia), para mostrar modelos popu-

lacionais e para o controle de trafego terrestre.

4.1 Matrizes e criptografia

A palavra “criptografia”’tem origem grega (“kripto”= oculto; “grafo”= grafia) e diz
respeito a arte ou ciéncia de escrever mensagens em codigos, de forma que somente

certas pessoas possam decifra-las.

Existem métodos criptograficos tao antigos quanto a prépria escrita. Eles ja estavam
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presentes no sistema de escrita hieroglifica dos egipcios, os romanos também utilizavam
cédigos secretos para comunicar planos de batalha. Atualmente utiliza-se a criptografia
em transacoes bancarias e varios servigos disponiveis na internet, os quais necessitam de

uma comunicacao confidencial de dados.

A criptografia é o estudo dos principios e técnicas pelas quais a informagao pode
ser transformada da sua forma original para outra ilegivel, de forma que apenas seu

destinatario possa conhecé-la.

Em nosso trabalho adotaremos o método criptografico que utiliza matrizes como “cha-
ves” para codificar e decodificar a mensagem, as aplicagoes 4.1.1 e 4.1.2, tiveram emba-

samento tedrico na obra de Edwards e Penney (1988).

Sejam duas matrizes A e B quadradas de ordem 2, cujos elementos sao nimeros

inteiros e que a matriz B seja a inversa de A.

1 3 7T =3
A= B =
27 -2 1

O remetente vai usar a matriz A para codificar a mensagem, e o destinatario vai usar
a matriz B para decodifica-la. O objetivo é que a mensagem seja codificada utilizando
pares de caracteres, de modo que tabelas de frequéncia de letras e coisas do tipo nao

ajudem em nada um decodificador nao amigavel.
Dada uma mensagem para ser codificada, o primeiro passo sera converté-la da forma

alfabética para a forma numérica. Para isso utilizaremos a seguinte correspondéncia entre

letras e numeros:

Tabela 4.1: Associacao letras e niimeros
A/B|C|D|E|F|G|H|I|J|K|L|M|N|O

12345678 |9ltwof1r]12]13]14]15
PIQ|R|Ss|T|U|VIW|X|Y|Z]|.]|,|=*|:

16 |17 || 18 || 19 || 20 || 21 || 22| 23 || 24 || 25 || 26 || 27 || 28 || 29 || 30
Fonte: Os autores

Qualquer outra numeracao além dos 30 simbolos tipograficos também seria possivel,
mas o remetente e o destinatario teriam que combinar previamente. Usaremos o simbolo

* para indicar um espago entre as palavras (ou em outros lugares).
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4.1.1 Aplicacao 1

Suponhamos que “RECUAR TROPAS”é a mensagem a ser codificada e transmitida.
Para converté-la para a forma numérica, usamos a correspondéncia entre letras e niimeros

exibida na tabela anterior.

Tabela 4.2: Mensagem a ser codificada.
RIE(C|U|A|R|*|T|R|O|P|A|S

181 5 3121 1 18129120118 15| 16| 1 | 19
Os autores

Uma vez que a matriz codificadora A é uma matriz 2 x 2, organizamos a sequéncia
de numeros, dispostos na tabela 4.2, como elementos de uma matriz com duas linhas.
Observando que a mensagem possui um nimero impar de elementos, completamos o fim
da primeira linha com o simbolo *, que estd associado ao nimero 29. Obtemos uma

matriz M.

18 5 3 21 1 18 29
20 18 15 16 1 19 29

Para codificar a mensagem, multiplicamos pela esquerda a matriz M, a matriz codi-

ficadora A, obtendo uma matriz N, tal que: N = A.M.

13 18 5 3 21 1 18 29
27'2018151611929

Efetuando a multiplicacao de matrizes obtemos:

78 59 48 69 4 75 116
176 136 111 154 9 169 261

N =

Os elementos N = A.M constituem a mensagem codificada: 78, 59, 48, 69, 4, 75, 116,
176, 136, 111, 154, 9, 169, 261, utilizando de virgulas para maior clareza. Podemos per-
ceber, que enquanto havia repetigoes representando letras iguais na mensagem original,

nao ha nenhuma na mensagem codificada.

Quando esta mensagem codificada chegar ao destinatario, ele ira utilizar a matriz
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decodificadora B para reverter o processo anterior, sabendo que:

BN=BAM=I1I.M=M

Logo, se o decodificado usar a mensagem codificada para construir uma matriz com
duas linha e depois multiplicar pela esquerda desta matriz, a matriz B( matriz inversa

de A) ird obter a matriz M do remetente.

7T =3 78 59 48 69 4 75 116
B.N = .
-2 1 176 136 111 154 9 169 261
18 5 3 21 1 18 29
B.N =
20 18 15 16 1 19 29

Notemos que o produto B.N é de fato a matriz M do remetente. O passo final da
decodificacao é, utilizando os niimeros obtidos no produto acima, associa-los aos simbolos

da tabela 1.

Em resumo, o remetente multiplica a mensagem original (na forma matricial numérica
M) pela matriz A para obter a mensagem codificada. O destinatario, por sua vez,
multiplica a mensagem codificada (em forma matricial N) pela matriz B para reconstituir
a mensagem original. Como A e B sao inversas a multiplicagdo do destinatario por B
desfaz o efeito da multiplicacao por A.

Dessa maneira tudo que precisa ser secreto sao as matrizes codificadora e decodifica-
dora, sendo uma tarefa muita mais simples do que esconder um grande livro de codigos

de um decifrador nao amigavel.
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4.1.2 Aplicacao 2

Ainda sobre a codificacao e decodificacao de mensagens podemos utilizar outro método,

bastante semelhante ao anterior, porém ao invés de associar um simbolo a apenas um

nimero, iremos associar cada letra do alfabeto e outros simbolos a vetores de ordem (2

x 1), conforme mostra a tabela abaixo.

Tabela 4.3: Associagao letras e vetores

A|B|C|DJE]|F|G|H 1 J | K L @)
W 6| GGG ]|6]6 606 @ ()
P Q| R| S T|U |V |W| X | Y| Z | espaco ?

(s)

(s

(3

(3

(2

()

Fonte: Os autores

Podemos representar esses vetores graficamente como pontos de um plano, conforme

o grafico abaixo.

Espago Ponto  [Mirgula |Interrogacio
® ® ® ®

U v W X ¥
4@ L ] L ] L L]
P 0 R S T
e L ] L ] L L ]
K L M N
2 L ] L ] L] L ]
F G H | J
18 L ] L ] L] L ]
o A B C D
—T L L L L T
i} 1 2 3 4 bl

Figura 4.1: Representacao dos vetores no plano.

Fonte: Os autores

Dessa maneira podemos codificar e decodificar a mensagem desejada “BOM ES-

TUDO”, construindo uma matriz M de ordem 2 x 1 colocando os vetores, que estao

associados as letras e simbolos um na frente do outro, conforme segue:

49




Tabela 4.4: Vetores da frase BOM ESTUDO
B | O | M| Espaco | E S T | U| D] O

Gl 6 1666 ]

Fonte :Os autores

Onde a matriz M é:
1 4 2 1 4 3 40 3 4 2

022503340235

Agora criemos uma matriz C, por exemplo, do tipo 2 x 2 para usarmos como “chave” para
codificar a mensagem. Essa matriz deve ser inversivel para garantir que a mensagem seja

decodificada.

C:
5 3

Codificando a mensagem, transformando a matriz M em uma matriz M’ através da

multiplicacao, pela esquerda, da matriz pela matriz M a matriz C.

M =CM

2 1 14214340342
M = .

5 3 02250334025

210 6 7 8 9 11 4 6 10 9
5 26 16 20 20 24 29 12 15 26 25

A matriz M’ representa a mensagem codificada. Para voltar a mensagem original

M =

basta encontrarmos a matriz inversa de C que chamaremos de C’ e multiplicar, também

pela esquerda, da matriz-mensagem codificada M’ de modo que tenhamos: M = C".M'.

Além das nogoes de matrizes (multiplicagao, inversao, soma, etc.) o método aqui
usado ainda apresenta conceitos bésicos de funcao, que leva pontos do plano a outros

pontos. Por exemplo, as letras da mensagem “BOM ESTUDO.”sao representadas no

grafico abaixo:
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Espaco Ponto
5 - [ ) pg'l
Il
4
5 T
3 - ® ]
M 0
2 - ] ]
i 4
o B D E
- . - -
] 1 2 3 4

Figura 4.2: Representacao dos vetores da frase BOM ESTUDO.

Fonte: Os autores

Podemos ainda plotar o grafico da matriz M’ e verificar que as letras e simbolos estao

associados a outros a outros vetores.

30 1 .
Pnntn'.o

E | e
20 4 o e E

Figura 4.3: Representacao da mensagem codificada no plano.

Fonte: Os autores

Notemos que cada vetor inicial da tabela 4.4 sofre uma transformacao.

=()+c()- ()
() e ()-(2)
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w= () e (2) -

As transformacoes efetuadas anteriormente devem ser guardadas em sigilo de modo
que apenas o codificador e o decodificador tenham acesso, para evitar que um “espiao” descubra

a matriz chave.

Supondo que o “espiao”tenha acesso aos vetores que estao associados as letras O e E

(o) ()
(o)~ ()

Ele sabera, que se a matriz chave for igual a:

(antes e depois criptogragao).

)
I

&y
I

a b
C:
c d
Entao:

a b 4 10
c d 2 26
a b 4 8
c d 0 20
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Efetuando as devidas multiplicacoes chegar-se-ia ao sistema linear:

da + 2b =10
4c + 2d = 26
4a +0b =8
| 4c 4+ 0d = 20

Resolvendo o ”espiao” encontraria que a=2; b=1; ¢=>5; d=3, chegando a nossa matriz

chave.

2
5 3

O —

Ficando mais facil para ele decodificar a mensagem enviada, ja que para voltarmos a
mensagem original basta efetuar a multiplicacao, pela esquerda, da matriz M’ (que é a

mensagem codificada) pela matriz C’ (que é a inversa da matriz cédigo C).

4.2 Matrizes e modelos populacionais

Em nossa préxima aplicagao baseada na obra de Edwards e Penney (1988), é dada certa
populagao de individuos que pode ser subdividida em grupos etarios ou racas diferentes,
busca-se determinar como essa populacao se modifica ano a ano.

O caso mais simples é o da populacao homogénea unica, com inicio no tempo t=0,
com F, individuos crescendo a uma taxa anual constante, ou seja, existe um nimero a
tal que depois de 1 ano a populacao é P, = a.P, depois de 2 anos serd Py, = a.P;, = a%. P,
depois de 3 anos serd P; = a.P, = a®.Py, e assim por diante. A populacdo de um ano
simplesmente é multiplicada por a para se definir a populacao do ano seguinte. Apds n

anos, a populacao Fy multiplicou-se n vezes por a e, portanto sera:

Pn:a".Po (41)

No caso de uma populagao subdividida em grupos, a populacao (escalar) P, é subs-

tituida por um vetor p,,, cujos elementos diferentes especificam os nimeros de individuos
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no grupo. O “numero de transicao”a ¢é entao substituido pela matriz transicao A, tal
que o vetor populacao de cada ano seja multiplicado pela matriz A para se obter o vetor
populagao do ano seguinte. Vejamos um exemplo.

Considere uma area metropolitana com uma populagao constante de 1 milhao de in-
dividuos, dividida em uma area de cidade (urbana) e seus subirbios, e queremos analisar
a modificagao das populagoes urbanas e suburbanas.

Seja C,, a populagao central (populagao urbana) e S,, a popula¢do suburbana apds n
anos. A distribuicao da populacao urbana e suburbana depois de n anos é descrita pelo

vetor populagao:

Dp = (4.2)

Suponha que a cada ano 15% da populacao da area urbana se mude para os subtirbios,
e que 10% da populagao dos subtirbios se mude para a area urbana, entao a populacao
da cidade (4rea urbana) no préximo ano C,; serd igual a 85% da populacao da area

urbana deste ano C,, mais 10% da populacao suburbana S,, deste ano, de modo que:
Chi1 = (0,85)C,, + (0,10)S,. Para qualquer n >0 (4.3)

A populacao da area suburbana no préximo ano S, serd igual a 90% da populacao
da drea suburbana deste ano S, mais 15% da populacao urbana C,, deste ano, de modo

que:

Sn+1 = (0,15)C,, + (0,90)S,,. Para qualquer n >0 (4.4)

Ao escrevermos as equagoes (4.3) e (4.4) em forma matricial, obtemos:

Coris 0,85 0,10 .
St 0,15 0,90 | | S,

A matriz de transicao para este exemplo é:
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0,85 0,10

- (4.6)
0,15 0,90
E a equagao (3.5) fica:
Pn+1 = Apn (4.7)
segue-se que: p; = Apo; pa = Apr = A%po;ps = Aps = A3py, em geral, temos:
pn = A".po, para todo n >1. (4.8)

Notemos, que a quagao 4.8 é analoga a equagao 4.1.

Agora supondo qua as populagoes iniciais urbanas e suburbanas sejam (em milhoes)
Co = 700 e Sy = 300. Nosso objetivo serd determinar a distribuicao das populagoes da
area urbana e dos subirbios resultantes da taxa de migracao dadas. Encontramos para

os trés primeiros anos que:

c, 0,85 0,10 700 625

S, 0,15 0,90 | | 300 375

P A Po

Cy 0,85 0,10 625 568, 75

S, 0,15 0,90 | | 375 431,25

P A p1

Cs 0,85 0,10 568, 75 526, 56

S 0,15 0,90 | | 431,25 473, 44
— — N ~ -/ ~ J

P3 A D2

Dessa maneira percebemos que a populagao urbana esta diminuindo enquanto que a
dos subtrbios esta aumentando durante este intervalo de tempo.

Para investigar a situacao de longo prazo precisa-se de muito tempo e trabalho logo,
vemos a partir da equacdo (4.8) que precisamos determinar como a matriz poténcia A"
se modifica a medida que n cresce. Uma maneira de explorar esta questao é calcular as

potencias uma a uma.
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A2 =AA A% = A AN
At = A%.A° A% = AN A%
AP = At A A1 = AP A% (4.9)
A0 — 42 48 AP0 — A0 440

Assim com oito multiplicacoes de matrizes , podemos verificar nossas populagoes
urbanas e suburbanas por 50 anos, a intervalo de 10 anos. Ao efetuarmos as multiplicacoes

de matrizes em (4.9) mantendo 2 casas decimais nos resultados, obtemos:

0,44 0,39 0,41 0,41

A0 — A0 —
0,56 0,61 0,59 0,59

50 _ 0,41 0,41 40 _ 0,41 0,41 50 _ 0,41 0,41
0,59 0,59 0,59 0,59 0,59 0,59

Percebemos que as poténcias da matriz A se “estabilizam”na matriz constante.

0,41 0,41
A = . (4.10)
0,59 0,59
Para verificar que (4.10) é vélido para todo n > 20 ( e nao somente em intervalos

de 10 anos), precisamos apenas da observacao de que a matriz constante em (10) nao se

altera quando multiplicada por A. Por exemplo:

0,85 0,10 0,41 0,41 0,41 0,41
AT = A A = = =
0,15 0,90 0,59 0,59 0,59 0,59
Por fim quando substituimos (4.10) em (4.8), encontramos que:
C, 0,41 0,41 700 410
Sh 0,59 0,59 | | 300 590

4.3 Matrizes e o controle de trafego terrestre

Como ja citado, as matrizes possuem grande aplicabilidade em nosso dia a dia; uma
delas esta voltada ao controle de tréafico terrestre. A aplicacao a seguir teve como base a

obra de Smole e Diniz (2013) e citado por Kilhian (2011).
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A figura 4.4 representa um “cruzamento”de duas ruas de mao dupla, cujo fluxo de

automoéveis nos pontos A, B e C é definido por trés conjuntos de seméforos.

Jllef |

Figura 4.4: “Cruzamento”’das ruas com bifurcacao em T.

Disponivel em: http://obaricentrodamente.blogspot.com

As matrizes M;,M, e Mj indicam o tempo em minutos, durante o qual alguns

semaforos se mantem simultaneamente abertos segundo a sequéncia dada:

De
A0 1 1
M, = B 1 0 0
c 0 0 0
| Para A B C |
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Inicialmente, durante 1 minuto, ficam verdes os semaforos de A para B, de A para C

e de B para A.
_ . -
A 0 0 O
My = B % 0 %
cC 0 1 0
I Para A B C |

Em seguida, durante % minuto, ficam verdes os seméforos de B para A, de B para C

e de C para B.
_ . -
A0 0 3
M; = B 0 0 0
c i L0
I Para A B C |

Por fim, durante % minuto, ficam verdes os semaforos de C para A, de C para B e de
A para C.
A matriz M é obtida somando-se M;,M5 e M;s,termo a termo e mostra o tempo que

cada semaforo fica aberto em cada sentido no periodo de 2 minutos.

_De -
Ao 1 3
v=| B30
c i 1o
_ParaABC’_

Por essa matriz podemos observar, por exemplo, que o semaforo de B para A, fica

aberto durante 1 minuto e meio a cada periodo de 2 minutos.

Se multiplicarmos todos os termos da matriz M por 30, ja que o periodo é de 2

minutos, obteremos o tempo, em minutos, que cada seméaforo fica aberto durante 1 hora.

N =30.M
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013_
N=30.|3 0 1L
110
0 30 45|
N=145 0 15
15 30 0

No exemplo hipotético, sabe-se que nestas ruas é possivel passar até 15 carros por
minuto cada vez que os seméforos abrem. Entao, se multiplicarmos por 15 todos os
termos da matriz N, teremos a quantidade maxima de carros que podem passar pelo

“cruzamento”no periodo de 1 hora.

0 450 675
I5.N = | 675 0 225
225 450 0

Se o nimero de carros em algumas das direcoes for maior que a quantidade maxima
possivel, teremos um engarrafamento, que poderd ou nao ser resolvido alternando-se os
tempos de abertura dos semaforos, isto é, modificando-se os valores das matrizes M;,M,

[§ Mg.
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5 CONCLUSAO

Em nosso trabalho apresentamos algumas aplicagoes de matrizes, para desenvolvermos
tais relagoes passamos por todo um contexto de origem, elencando varios precursores, que
se tornaram imprescindivel para a historia das matrizes, relatamos alguns dos processos
e transformacoes pelas quais as matrizes percorreram até os dias atuais, passando as
principais definicoes que sao dadas sobre a teoria e por fim chegamos as nossas aplicagoes,

que nao sao unicas.

A justificativa para a escolha do tema origina-se, primeiramente pela magnitude do
contetido nas varias areas que podemos utiliza-la, além de conhecer a realidade e dificul-
dade de como o assunto é exposto dentro de sala de aula, baseou-se também na citacao
do matematico russo Nikolai Lobachevsky de que “nao ha ramo da matemaética, por mais
abstrata que seja que nao possa um dia vir a ser aplicado aos fenomenos do mundo real”.
A abrangéncia das aplicagdes dos contetidos de matrizes, nos varios campos, implica que
nos professores sejamos continuos pesquisadores, para melhorar a cada dia o ensino da

matematica.

Para atingir nosso objetivo dispomos o trabalho em trés capitulos. No primeiro fi-
zemos uma abordagem histérica sobre a teoria das matrizes. No segundo mostramos
as principais definigbes sobre o tema. Chegando ao terceiro capitulo expomos algu-
mas aplicacoes simples de matrizes relacionadas a modelos populacionais, ao controle de

trafego terrestre e a criptografia.
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