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RESUMO

Este trabalho objetiva apresentar o Teorema da Função Inversa e uma aplicação ao

grau de Brouwer. Os principais resultados que utilizamos para demonstrar o Teorema

da função inversa foram :

1− teorema da função injetora

2− teorema da função sobrejetora

3− teorema da função aberta

Estes resultados, e outros, foram obtidos através de um estudo sobre a diferenciabilidade

em Rp.

Palavras-Chaves: Teorema da Função Inversa; diferenciabilidade .



ABSTRACT

This work aims to present the Inverse Function Theorem and an application to the

Brouwer degree. The main results we use to demonstrate the theorem of the inverse

function were:

1− function theorem injective

2− function theorem surjective

3− theorem of the open function

These results and others were obtained through a study on the differentiability in Rp.

Key-words: : Theorem of the inverse function; differentiability.



NOTAÇÕES

(1) [·] referência bibliográfica.

(2) 〈·, ·〉 roduto interno.

(3) Se f : A ⊂ Rp → Rq é uma função, usaremos as seguintes notações:

(i) ‖f(x)‖ é a norma usual do Rp para f(x).

(ii) ‖x‖ é a norma usual do Rp para x.

(iii) ‖f ′(x)‖ é a norma da transformação linear de f ′(x), se f for diferenciável.

(4) B̄r(x) é a bola fechada de centro x e raio r.

(5) Br(x) é a bola aberta de centro x e raio r.

(6) =(Rp,Rq) espaço das funções cont́ınuas de Rp em Rq.

(7) Jf (x) = det[f ′(x)] é o valor do determinante jacobiano de f aplicado no ponto x.

(8) | α | é o valor absoluto, se α ∈ R.

(9) Å é o conjunto dos pontos interiores de A.

(10) ∂Ω é a fronteira do conjunto Ω.

(11) sgnϕ é o sinal da função ϕ.
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INTRODUÇÃO

Neste trabalho nossa proposta é apresentar um importante teorema da Análise no

Rp, o Teorema da Função Inversa. Este teorema provém do estudo da diferenciabilidade

em Rp e nos garante que uma função seja bijetora localmente e que sua inversa seja

diferenciável. O Teorema da Função Inversa diz basicamente que se f é de classe C1 e

a derivada f ′(x0) é bijetora, ou seja, Jf (x0) 6= 0 (o determinante da matriz jacobiana é

diferente de zero), então f é invert́ıvel em uma vizinhança de x0 e sua inversa é de classe

C1.

No caṕıtulo 1, faremos um estudo sobre a diferenciabilidade de funções em Rp apre-

sentando definições e resultados importantes concernentes à diferenciabilidade.

No caṕıtulo 2, temos uma aplicação do Teorema da Função inversa ao grau de Brouwer

que será seguido por dois exempos aplicando a definição do grau.
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Caṕıtulo 1

Diferenciabilidade em Rp

No que se segue, faremos neste caṕıtulo um estudo sobre a diferenciabilidade em Rp.

Para a boa compreensão deste caṕıtulo é necessário ao leitor ter o conhecimento das

principais definições e propriedades da Análise no Rp tais como limite, norma, produto

interno, sequências, conjuntos abertos e etc .

Definição 1.1. Sejam f : A ⊂ Rp → Rq uma função e c ∈Å. Diremos que um vetor

Lu ∈ Rp é a derivada de f em c na direção do vetor u ∈ Rp se dado ε > 0, existe

δ = δ(ε) > 0 tal que

0 <| t |< δ ⇒
∥∥∥∥1

t
{f(c+ tu)− f(c)} − Lu

∥∥∥∥< ε

ou ainda

lim
t→0

f(c+ tu)− f(c)

t
= Lu ,

o vetor Lu quando existir é chamado de Derivada Direcional de f em c na direção

de u.

Notações para Lu:

Df(c)u

ou
∂f(c)

∂u
.

Quando fixamos u = ei = (0, . . . , 1, . . . , 0) ∈ Rp, onde ei é o vetor cuja i-ésima coor-

denada é 1 e as outras são 0, a derivada direcional ∂f(c)
∂ei

quando existir é chamada de

12



derivada parcial e pode ser denotada também por Df(c)i ou ∂f(c)
∂xi

.

Exemplo 1.1. A função f : R2 → R dada por

f(x, y) =| x | (y + 1)

tem derivada parcial ∂f(0,0)
∂y

, mas não tem derivada parcial ∂f(0,0)
∂x

. De fato

∂f(0, 0)

∂y
= lim

t→0

f((0, 0) + t(0, 1))− f(0, 0)

t
= lim

t→0

f(0, t)− f(0, 0)

t
= lim

t→0

0

t
= 0

e
∂f(0, 0)

∂x
= lim

t→0

f((0, 0) + t(1, 0))− f(0, 0)

t
= lim

t→0

f(t, 0)− f(0, 0)

t
= lim

t→0

| t |
t

Verificando a existência desse limite através dos limites laterais obtemos

lim
t→0−

| t |
t
6= lim

t→0+

| t |
t

mostrando assim que
∂f(0, 0)

∂x

não existe.

Exemplo 1.2. A função f : R2 → R dada por

f(x, y) =

 x
y
; y 6= 0

0; y = 0

possui derivadas parciais ∂f(0,0)
∂x

e ∂f(0,0)
∂y

, porém não têm derivadas direcionais em qual-

quer direção u = (a, b) ∈ R2 com a, b 6= 0. Vejamos

∂f(0, 0)

∂x
= lim

t→0

f((0, 0) + t(1, 0))− f(0, 0)

t
= lim

t→0

0

t
= 0

∂f(0, 0)

∂y
= lim

t→0

f((0, 0) + t(0, 1))− f(0, 0)

t
= lim

t→0

0

t
= 0 ,

já para a direção (a, b) ∈ R2 com a, b 6= 0, tem-se

∂f(0, 0)

∂u
= lim

t→0

f((0, 0) + t(a, b))− f(0, 0)

t
= lim

t→0

f(ta, tb)− f(0, 0)

t

13



= lim
t→0

ta
tb
− 0

t
= lim

t→0

a

tb
=
a

b
lim
t→0

1

t

façamos uma anlásise deste limite calculando seus limites laterais

lim
t→0−

1

t
= −∞

lim
t→0+

1

t
= +∞

mostrando que este limite não existe e consequentemente

∂f(0, 0)

∂u

não existe.

1.1 A Derivada

Definição 1.2. Sejam f : A ⊂ Rp → Rq uma função e c ∈Å. Diremos que f é dife-

renciável em c quando existir uma transformação linear L : Rp → Rq verificando:

dado ε > 0, existe δ = δ(ε) > 0 tal que para todo x ∈ A

0 ≤‖ x− c ‖< δ ⇒‖ f(x)− f(c)− L(x− c) ‖≤ ε ‖ x− c ‖

ou equivalentemente, para todo u ∈ Rp

‖ u ‖< δ ⇒‖ f(c+ u)− f(c)− Lu ‖≤ ε ‖ u ‖

ou ainda,

lim
‖u‖→0

‖ f(c+ u)− f(c)− Lu ‖
‖ u ‖

= 0

a transformação linear L é chamada a Derivada de f em c, sendo denotada por f ′(c),

ou seja,

L = f ′(c) .

Lema 1.1. A derivada de f em c quando existir é única.

Demonstração. Vamos supor que existam L1, L2 : Rp → Rq com L1 6= L2 que sejam
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derivadas de f em c, isto é, para todo u ∈ Rp

‖ u ‖< δ ⇒

 ‖ f(c+ u)− f(c)− L1u ‖≤ ε ‖ u ‖

‖ f(c+ u)− f(c)− L2u ‖≤ ε ‖ u ‖

assim,

0 ≤‖ L1u− L2u ‖=‖ L1u− f(c+ u) + f(c) + f(c+ u)− f(c)− L2u ‖

Usando a desigualdade triangular, temos

‖ L1u− L2u ‖≤‖ f(c+ u)− f(c)− L1u ‖ + ‖ f(c+ u)− f(c)− L2u ‖≤ 2ε ‖ u ‖ ,

como L1 6= L2, então deve existir z ∈ Rp com z 6= 0 tal que

L1z 6= L2z . (1.1)

Defina

û =
δ

2

z

‖ z ‖

observe que

‖û‖ =
δ

2
< δ

dáı,

‖ L1û− L2û ‖≤ 2ε ‖ û ‖= 2ε
δ

2
= εδ ⇔

∥∥∥∥L1

(
δ

2

z

‖ z ‖

)
−L2

(
δ

2

z

‖ z ‖

)∥∥∥∥≤ εδ .

Usando o fato de L1 e L2 serem transformações lineares e propriedade de norma

(‖ αx ‖=| α |‖ x ‖) resulta que

δ

2 ‖ z ‖
‖ L1z − L2z ‖≤ εδ ⇒‖ L1z − L2z ‖≤ 2ε ‖ z ‖

para todo ε > 0. Segue que (ver Teorema A 1, Apêndice)

L1z = L2z
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o que contraria (1.1), mostrando assim o lema.

�

Exemplo 1.3. Se f : A ⊂ Rp → Rq é constante, temos que f ′(c) = O para todo c ∈Å,

onde O : Rp → Rq (Transformação linar nula). De fato.

lim
‖u‖→0

‖ f(c+ u)− f(c)−Ou ‖
‖ u ‖

= lim
‖u‖→0

‖ 0 ‖
‖ u ‖

= 0 .

Exemplo 1.4. Se f : A ⊂ Rp → Rq é uma transformação linear, temos que f é dife-

renciável em Rp com

f ′(c) = f , ∀c ∈ Rp .

Basta ver que

lim
‖u‖→0

‖ f(c+ u)− f(c)− fu ‖
‖ u ‖

= lim
‖u‖→0

‖ f(c) + f(u)− f(c)− fu ‖
‖ u ‖

= 0 .

Definição 1.3. Dado X ⊂ Rp, uma função f : X → Rq é Lipschitziana quando existe

K > 0 (constante de Lipschitz de f) tal que, para quaisquer x, y ∈ X, tem-se

‖ f(x)− f(y) ‖≤ K ‖ x− y ‖ .

Observação. Toda função Lipschitziana é uniformemente cont́ınua e toda função uni-

fomemente cont́ınua é cont́ınua. Ver em [5].

Lema 1.2. Se f : A ⊂ Rp → Rq é diferenciável em c ∈Å, então existem k, δ > 0 tais

que para todo x ∈ A( ou seja, f é Lipschitiziana)

0 ≤‖ x− c ‖< δ ⇒‖ f(x)− f(c) ‖≤ k ‖ x− c ‖

em particular f é cont́ınua em c.

Demonstração. Segue da diferenciabilidade de f em c que dado ε = 1 existe δ = δ(ε) > 0

tal que para todo x ∈ A

0 ≤‖ x− c ‖< δ ⇒‖ f(x)− f(c)− L(x− c) ‖≤ 1 ‖ x− c ‖

16



assim,

0 ≤‖ f(x)− f(c) ‖=‖ f(x)− f(c)− L(x− c) + L(x− c) ‖

pela desigualdade triangular

‖ f(x)− f(c) ‖≤‖ f(x)− f(c)− L(x− c) ‖ + ‖ L(x− c) ‖

sabemos que como L é transformação linear, existe M > 0 verificando (ver Teorema A

2, Apêndice)

⇒‖ f(x)− f(c) ‖≤‖ x− c ‖ +M ‖ x− c ‖⇒‖ f(x)− f(c) ‖≤ (M + 1) ‖ x− c ‖

tomando k = M + 1 segue que f é Lipschitziana, portanto para todo x ∈ A

‖ x− c ‖≤ δ ⇒‖ f(x)− f(c) ‖≤ K ‖ x− c ‖

em particular f é cont́ınua em c.

�

Consequência do Lema 1.2. Se uma função f : A ⊂ Rp → Rq é descont́ınua em

c ∈ A temos que f não é diferenciável em c.

Exemplo de função que não é diferenciáveis na origem por não ser cont́ınua.

Exemplo 1.5. A função f : R2 → R dada por

f(x, y) =

 x
y
; y 6= 0

0; y = 0

é descont́ınua em c = (0, 0). Verifiquemos que

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = f(0, 0)

tomando x = t e y = t2 com t→ 0 tem-se

lim
(x,y)→(0,0)

f(t, t2) = lim
(x,y)→(0,0)

1

t

17



sabendo que tal limite não existe, logo f não é cont́ınua em c = (0, 0).

Teorema 1.1. Se f : A ⊂ Rp → Rq é diferenciável em c ∈Å, temos que ∂f(c)
∂u

existe para

todo u ∈ Rp com

f ′(c)u =
∂f(c)

∂u
.

Demonstração. Sendo f diferenciável em c, dado ε > 0, existe δ = δ(ε) > 0 tal que

para todo v ∈ Rp

‖ v ‖< δ ⇒‖ f(c+ v)− f(c)− f ′(c)v ‖≤ ε ‖ v ‖

dado u ∈ Rp e t ≈ 0 de modo que ‖ tu ‖< δ, temos

‖ f(c+ tu)− f(c)− f ′(c)(tu) ‖≤ ε ‖ tu ‖

Segue de f ′(c) ser transformação linear e propriedade de norma (‖ αx ‖=| α |‖ x ‖) que

‖ f(c+ tu)− f(c)− tf ′(c)u ‖≤ ε | t |‖ u ‖⇒
∥∥∥∥1

t
{f(c+ tu)− f(c)− tf ′(c)u}

∥∥∥∥≤ ε ‖ u ‖

⇒
∥∥∥∥f(c+ tu)− f(c)

t
− f ′(c)u

∥∥∥∥≤ ε ‖ u ‖ ∀ε > 0

mostrando que (ver Teorema A 1, Apêndice)

lim
t→0

f(c+ tu)− f(c)

t
= f ′(c)u

ou equivalentemente

f ′(c)u =
∂f(c)

∂u
.

Assim, mostramos que se f é diferenciável em c ∈Å, então a derivada direcional ∂f(c)
∂u

existe para todo u ∈ Rp.

�

Exemplo 1.6. Segue deste resultado que a função do Exemplo 1.1 não é diferenciável

na origem pois ∂f(0,0)
∂x1

não existe.

18



Definição 1.4. Seja f : A ⊂ Rp → Rq uma função diferenciável em c ∈Å. O vetor

∇f(c) =

(
∂f(c)

∂x1

,
∂f(c)

∂x2

, · · · , ∂f(c)

∂xp

)

denomina-se gradiente de f em c.

Corolário 1.1. Seja f : A ⊂ Rp → Rq diferenciável em c ∈Å. Então para todo u =

(u1, u2, · · · , up) ∈ Rp, temos

f ′(c)u = 〈∇f(c), u〉 .

Demonstração. Sendo u ∈ Rp, temos que

u =

p∑
i=1

uiei

onde ei = (0, · · · , 1 · · · , 0).Dáı, usando o fato de f ′(c) ser transformação linear, tem-se

f ′(c)u = f ′(c)(

p∑
i=1

uiei) =

p∑
i=1

f ′(c)(uiei) =

p∑
i=1

ui
∂f(c)

∂xi

isto é equivalente ao produto interno de u com o vetor gradiente de f em c,

f ′(c)u = 〈∇f(c), u〉 .

�

Lema 1.3. Uma função f : A ⊂ Rp → Rq é diferenciável em c ∈Å se, e somente se,

fi : A ⊂ Rp → R é diferenciável em c ∈Å para todo i = 1, · · · , q.

Demonstração. Se f é diferenciável em c ∈Å, então

lim
‖u‖→0

‖ f(c+ u)− f(c)− f ′(c)u ‖
‖ u ‖

= 0

onde

f ′(c)u = (f ′1(c)u, f ′2(c)u, · · · , f ′q(c)u)

Dáı,

lim
‖u‖→0

‖ (f1(c+ u), · · · , fq(c+ u))− (f1(c), · · · , fq(c))− (f ′1(c)u, · · · , f ′q(c)u) ‖
‖ u ‖

= 0
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⇒ lim
‖u‖→0

‖ (f1(c+ u)− f1(c)− f ′1(c)u, · · · , fq(c+ u)− fq(c)− f ′q(c)u) ‖
‖ u ‖

= 0

usando a norma da soma (ver Teorema A 3, Apêndice) e o fato de que cada f ′i(c) : Rp →

R com i = 1, 2, · · · , q é uma transformação linar, obtemos

lim
‖u‖→0

q∑
i=1

‖ fi(c+ u)− fi(c)− f ′i(c)u ‖
‖ u ‖

= 0

isto é,

lim
‖u‖→0

‖ f1(c+ u)− f1(c)− f ′1(c)u ‖
‖ u ‖

= 0

lim
‖u‖→0

‖ f2(c+ u)− f2(c)− f ′2(c)u ‖
‖ u ‖

= 0

...

lim
‖u‖→0

‖ fq(c+ u)− fq(c)− f ′q(c)u ‖
‖ u ‖

= 0

mostrando assim que fi é diferenciável em c ∈Å para todo i = 1, 2, · · · , q.

Agora, se fi : Rp → R é diferenciável em c ∈Å para todo i = 1, 2, · · · , q. Analisemos

a diferenciabilidade de f em c. Note que

lim
‖u‖→0

‖ f(c+ u)− f(c)− f ′(c)u ‖
‖ u ‖

=

lim
‖u‖→0

‖ (f1(c+ u), · · · , fq(c+ u))− (f1(c), · · · , fq(c))− (f ′1(c)u, · · · , f ′q(c)u) ‖
‖ u ‖

=

lim
‖u‖→0

‖ (f1(c+ u)− f1(c)− f ′1(c)u, · · · , fq(c+ u)− fq(c)− f ′q(c)u) ‖
‖ u ‖

=

usando novamente a norma da soma e o fato de fi (i = 1, 2, · · · , q) ser diferenciável

temos

lim
‖u‖→0

q∑
i=1

‖ fi(c+ u)− fi(c)− f ′i(c)u ‖
‖ u ‖

= 0

mostrando assim o lema.

�
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Consequência do Lema 1.3 Se f é diferenciável em c ∈Å, então

f ′(c)u = (f ′1(c)u, f ′2(c)u, · · · , f ′q(c)u)

ou ainda

f ′(c)u =

(
∂f1(c)

∂u
,
∂f2(c)

∂u
, · · · , ∂fq(c)

∂u

)
.

1.2 Cálculo da Derivada

Seja f : A ⊂ Rp → Rq diferenciável em c ∈Å. Sabemos que a derivada f ′(c) :

Rp → Rq é uma transformação linear. Dadas as bases B = {e1, e2, · · · , ep} de RP

e C = {e1, e2, · · · , eq} de Rq sendo ei = (0, · · · , 1, · · · , 0). Encontraremos a matriz

jacobiana Jf que determina f ′(c). Seguindo as idéias de álgebra linear (ver Definição A

1, Apêndice) temos o seguinte

f ′(c)ej =

(
∂f1(c)

∂xj
,
∂f2(c)

∂xj
, · · · , ∂fq(c)

∂xj

)
(j = 1, 2, · · · , p)

o que implica em

f ′(c)ej =
∂f1(c)

∂xj
e1 +

∂f2(c)

∂xj
e2 + · · ·+ ∂fq(c)

∂xj
eq (j = 1, 2, · · · , p)

de maneira equivalente

f ′(c)ej =

q∑
i=1

∂fi(c)

∂xj
ei (j = 1, 2, · · · , p)

desta forma, segue da definição de matriz de transformação linear que a matriz f ′(c) é

Jf =



∂f1(c)
∂x1

∂f1(c)
∂x2

· · · ∂f1(c)
∂xp

∂f2(c)
∂x1

∂f2(c)
∂x2

· · · ∂f2(c)
∂xp

...
...

. . .
...

∂fq(c)

∂x1

∂fq(c)

∂x2
· · · ∂fq(c)

∂xp


p×q
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ou também

Jf =


∇f1(c)

∇f1(c)
...

∇fq(c)


essa matriz é denominada matriz Jacobiana de f ′(c).

Exemplo 1.7. Façamos o caso em que p = q = 1.Quando f : A ⊂ R→ R é diferenciável

em c ∈Å, para u 6= 0, tem-se

Df(c)u =
∂f(c)

∂u
= lim

t→0

f(c+ tu)− f(c)

t
= lim

t→0

f(c+ tu)− f(c)

t
.
u

u
=

u. lim
t→0

f(c+ tu)− f(c)

tu

tomando h = tu como t→ 0, então h→ 0, dáı

Df(c)u = u. lim
h→0

f(c+ h)− f(c)

h

⇒ Df(c)u = u.f ′(c)

assim, a matriz jacobiana de f ′(c) é

Jf = f ′(c)

1.3 Álgebra de Funções Diferenciáveis

Sejam f, g : A ⊂ Rp → Rq e ϕ : A ⊂ Rp → R funções diferenciáveis em c ∈Å. Então

a) A função h : A ⊂ Rp → Rq dada por

h(x) = f(x) + αg(x) com α ∈ R

é diferenciável com

h′(c) = f ′(c) + αg′(c) .
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b) A função k : A ⊂ Rp → Rq dada por

k(x) = ϕ(x).f(x)

é diferenciável com

k′(c)u = (ϕ′(c)u)f(c) + ϕ(c)(f ′(c)u) .

Demonstração. Para a) vamos considerar L : Rp → Rq tal que para todo u ∈ Rp e

α ∈ R tem-se

Lu = f ′(c)u+ αg′(c)u

então

lim
‖u‖→0

‖ h(c+ u)− h(c)− Lu ‖
‖ u ‖

=

lim
‖u‖→0

‖ f(c+ u) + αg(c+ u)− f(c)− αg(c)− f ′(c)u− αg′(c)u ‖
‖ u ‖

=

lim
‖u‖→0

‖ f(c+ u)− f(c)− f ′(c)u+ α[g(c+ u)− g(c)− g′(c)u] ‖
‖ u ‖

=

usando propriedade de norma

lim
‖u‖→0

‖ f(c+ u)− f(c)− f ′(c)u+ α[g(c+ u)− g(c)− g′(c)u] ‖
‖ u ‖

≤

lim
‖u‖→0

‖ f(c+ u)− f(c)− f ′(c) ‖
‖ u ‖

+ lim
‖u‖→0

| α |‖ g(c+ u)− g(c)− g′(c)u ‖
‖ u ‖

segue do fato de f e g serem diferenciáveis que

0 ≤ lim
‖u‖→0

‖ h(c+ u)− h(c)− Lu ‖
‖ u ‖

≤ 0

⇒ lim
‖u‖→0

‖ h(c+ u)− h(c)− Lu ‖
‖ u ‖

= 0

mostrando a).

b) Neste caso, consideremos

Lu = (ϕ′(c)u)f(c) + ϕ(c)(f ′(c)u)
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dáı

lim
‖u‖→0

‖ k(c+ u)− k(c)− Lu ‖
‖ u ‖

a priori observe que

k(c+ u)− k(c)− Lu = ϕ(c+ u)f(c+ u)− ϕ(c)f(c)− [ϕ′(c)u]f(c)− ϕ(c)[f ′(c)u]

somando e subtraindo [ϕ(c+ u)]f(c)

= ϕ(c+u)f(c+u)− [ϕ(c+u)]f(c)+[ϕ(c+u)]f(c)−ϕ(c)f(c)− [ϕ′(c)u]f(c)−ϕ(c)[f ′(c)u]

= [ϕ(c+ u)− ϕ(c)− ϕ′(c)u]f(c) + ϕ(c+ u)f(c+ u)− [ϕ(c+ u)]f(c)− ϕ(c)[f ′(c)u]

somando e subtraindo [ϕ(c+ u)]f ′(c)u

= [ϕ(c+ u)− ϕ(c)− ϕ′(c)u]f(c) + ϕ(c+ u)f(c+ u)− [ϕ(c+ u)]f(c)− ϕ(c)[f ′(c)u]

+[ϕ(c+ u)]f ′(c)u− [ϕ(c+ u)]f ′(c)u

= [ϕ(c+u)−ϕ(c)−ϕ′(c)u]f(c)+[f(c+u)−f(c)−f ′(c)u]ϕ(c+u)+[ϕ(c+u)−ϕ(c)]f ′(c)u

Assim, pela desigualdade triangular temos

lim
‖u‖→0

‖ k(c+ u)− k(c)− Lu ‖
‖ u ‖

≤ lim
‖u‖→0

‖ [ϕ(c+ u)− ϕ(c)− ϕ′(c)u]f(c) ‖
‖ u ‖

+

lim
‖u‖→0

‖ [f(c+ u)− f(c)− f ′(c)u]ϕ(c+ u) ‖
‖ u ‖

+ lim
‖u‖→0

‖ [ϕ(c+ u)− ϕ(c)]f ′(c)u ‖
‖ u ‖

aplicando novamente propriedade de norma (‖ αx ‖=| α |‖ x ‖)

lim
‖u‖→0

‖ k(c+ u)− k(c)− Lu ‖
‖ u ‖

≤ lim
‖u‖→0

| ϕ(c+ u)− ϕ(c)− ϕ′(c)u |
‖ u ‖

‖ f(c) ‖ +

lim
‖u‖→0

‖ f(c+ u)− f(c)− f ′(c)u ‖
‖ u ‖

| ϕ(c+ u) | + lim
‖u‖→0

| ϕ(c+ u)− ϕ(c) | ‖ f
′(c)u ‖
‖ u ‖

passando o limite e usamos o fato de | ϕ(c + u) − ϕ(c) |→ 0 e ‖f
′(c)u‖
‖u‖ ser limitada (ver

Teorema A 2, Apêndice ) concluimos que esta parcela converge para zero (ver Teorema
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A 4, Apêndice), por outro lado f e ϕ são diferenciáveis em c, então

lim
‖u‖→0

‖ k(c+ u)− k(c)− Lu ‖
‖ u ‖

= 0 ,

mostrando a diferenciabilidade de k, com

Lu = k′(c)u = (ϕ′(c)u)f(c) + ϕ(c)(f ′(c)u) .

�

Teorema 1.2. (Regra da Cadeia) Sejam f : A ⊂ Rp → Rq e g : B ⊂ Rq → Rr

funções com f(A) contido em B aberto, f é diferenciável em c ∈Å e g diferenciável em

b = f(c). Então a função h = g ◦ f é diferenciável em c com

h′(c) = g′(f(c)) ◦ f ′(c)

Demonstração. Sendo f diferenciável em c, então dado ε > 0, existe δ = δ(ε) > 0 tal

que para todo x ∈ A

‖ x− c ‖< δ ⇒‖ f(x)− f(c)− f ′(c)(x− c) ‖≤ ε ‖ x− c ‖ .

Façamos

f(x) = f(c) + f ′(c)(x− c)−R(x− c)

dáı, vejamos uma condição para R(x − c) de forma que f seja diferenciável, portanto

segue da definição de derivada que

‖ f(c) + f ′(c)(x− c)−R(x− c)− f(c)− f ′(c)(x− c) ‖≤ ε ‖ x− c ‖

usando propriedade de norma, temos (‖ αx ‖=| α |‖ x ‖)

‖ R(x− c) ‖≤ ε ‖ x− c ‖ ∀ε > 0 .

Veja que fazendo x → c, então R(x − c) → 0. Por f ser diferenciável segue do Lema
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1.2 que f é lipschitziana, portanto existe k > 0 verificando

‖ x− c ‖< δ ⇒‖ f(x)− f(c) ‖≤ k ‖ x− c ‖ .

Sendo g diferenciável em b, dado ε > 0, existe n > 0 tal que para todo y ∈ B

‖ y − b ‖< n⇒‖ g(y)− g(c)− g′(b)(y − b) ‖≤ ε ‖ y − b ‖

sabemos que f(c) = b, façamos y = f(x) dáı,

‖ f(x)− f(c) ‖< n⇒‖ g(f(x))− g(f(c))− g′(b)(f(x)− f(c)) ‖≤ ε ‖ f(x)− f(c) ‖

escolhendo 0 < δ < n
k

, portanto para todo x ∈ A

‖x− c‖ < δ ⇒‖ f(x)− f(c) ‖≤ k ‖ x− c ‖≤ kδ < n

logo, para todo x ∈ Bδ(c) temos

‖ g(f(x))− g(f(c))− g′(b)(f(x)− f(c)) ‖≤ ε‖f(x)− f(c)‖ ≤ εk ‖ x− c ‖

lembrando que

f(x) = f(c) + f ′(c)(x− c)−R(x− c)⇔ f(x)− f(c) = f ′(c)(x− c)−R(x− c)

Substituindo

‖ g(f(x))− g(f(c))− g′(b)(f ′(c)(x− c)−R(x− c)) ‖≤ εk ‖ x− c ‖

de g′(b) ser transformação linear tem-se

‖ g(f(x))− g(f(c))− g′(b)(f ′(c)(x− c))− g′(b)(R(x− c)) ‖≤ εk ‖ x− c ‖ .

Vamos utilizar a relação ‖ a ‖ − ‖ b ‖≤‖ a− b ‖(esta relação pode ser obtida através da
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desigualdade triangular),

‖ g(f(x))− g(f(c))− g′(b)(f ′(c)(x− c)) ‖ − ‖ g′(b)(R(x− c)) ‖≤ εk ‖ x− c ‖

⇒‖ g(f(x))− g(f(c))− g′(b)(f ′(c)(x− c)) ‖≤‖ g′(b)(R(x− c)) ‖ +εk ‖ x− c ‖ .

Recordando que

‖ g′(b)(R(x− c)) ‖≤M ‖ R(x− c) ‖ com M > 0

logo,

‖ g(f(x))− g(f(c))− g′(b)(f ′(c)(x− c)) ‖≤M ‖ R(x− c) ‖ +εk ‖ x− c ‖

visto que

‖ R(x− c) ‖≤ ε ‖ x− c ‖

então

‖ g(f(x))− g(f(c))− g′(b)(f ′(c)(x− c)) ‖≤Mε ‖ x− c ‖ +εk ‖ x− c ‖

⇒‖ g(f(x))− g(f(c))− g′(b)(f ′(c)(x− c)) ‖≤ ε(M + k) ‖ x− c ‖

para todo x ∈ A com ‖ x− c ‖< δ. Desta forma g ◦ f é diferenciável em c ∈Å com

(g ◦ f)′(c) = g′(f(c)) ◦ f ′(c)

�

Definição 1.5. Sejam x, y ∈ Rp. O conjunto

[x, y] = {(1− t)x+ ty ; 0 ≤ t ≤ 1}

denomina-se seguimento de reta de extremos x, y.

Teorema 1.3. (Teorema do Valor Médio) Seja f : A ⊂ Rp → R uma função dife-
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renciável no segmento de reta S = [a, b] ⊂ A. Então existe c ∈ [a, b] tal que

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a) .

Demonstração. Considere a função F : [0, 1]→ R dada por

F (t) = f((1− t)a+ tb)

Sabemos que a composição de funções cont́ınuas também é cont́ınua. Logo, como ϕ(t) =

(1 + t)a+ tb e f são funções cont́ınuas, temos que F = f ◦ ϕ também é cont́ınua. Além

disso, para todo t ∈ (0, 1) tem-se

F ′(t) = lim
h→0

F (t+ h)− F (t)

h
= lim

h→0

f((1− (t+ h))a+ (t+ h)b)− f((1− t)a+ tb)

h
=

lim
h→0

f(a− at− ah+ tb+ bh)− f((1− t)a+ tb)

h
=

lim
h→0

f((1− t)a+ tb+ h(b− a))− f((1− t)a+ tb)

h

tomando d = (1− t)a+ tb, temos

F ′(t) = lim
h→0

f(d+ h(b− a))− f(d)

h
.

Como f é diferenciável em S = [a, b], segue do Teorema 1.1 que

F ′(t) = lim
h→0

f(d+ h(b− a))− f(d)

h
=

∂f(d)

∂(b− a)
= f ′(d)(b− a)

mostrando assim que F é derivável em t ∈ (0, 1). Pelo teorema do valor médio de

Lagrange na reta (ver Teorema A 5, Apêndice) temos que existe θ ∈ (0, 1) tal que

F (1)− F (0) = F ′(θ)(1− 0)⇒ f(b)− f(a) = F ′(θ)

lembrando que

F ′(t) = f ′((1− t)a+ tb)(b− a) ,

assim,

F ′(θ) = f ′((1− θ)a+ θb)(b− a)
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dáı,

f(b)− f(a) = f ′((1− θ)a+ θb)(b− a)

finalmente tomando c = (1− θ)a+ θb

⇒ f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a) .

�

Lema 1.4. (Desigualdade do Valor Médio) Seja f : A ⊂ Rp → Rq (q > 1) uma

função diferenciável no segmente S = [a, b] ⊂ A. Então existe c ∈ S tal que

‖ f(b)− f(a) ‖≤‖ f ′(c)(b− a) ‖ .

Demonstração. No que segue, denotaremos

y0 = f(b)− f(a)

vamos supor que y0 6= 0, pois do contrário a desigualdade é imediata. Desta forma,

considere

y1 =
y0

‖ y0 ‖

e a função H : Rp → R expressa por

H(x) = 〈f(x), y1〉 .

deste modo, decorre do Lema 1.3 que fi : Rp → R é diferenciável para todo i = 1, · · · , q,

assim, segue da álgebra de funções que H é diferenciável para todo x ∈ S. Para todo

u ∈ Rp temos

H ′(x)u = 〈f ′(x), y1〉

observe que,

H(b)−H(a) = 〈f ′(b), y1〉 − 〈f(a), y1〉

usando propriedade de produto interno

⇒ H(b)−H(a) = 〈f(b)− f(a), y1〉 ⇒ H(b)−H(a) =

〈
f(b)− f(a),

f(b)− f(a)

‖ f(b)− f(a) ‖

〉
.
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Usando novamente propriedade de produto interno

H(b)−H(a) =
1

‖ f(b)− f(a) ‖
〈f(b)− f(a), f(b)− f(a)〉

decorre da normar associada ao produto interno que

H(b)−H(a) =
‖ f(b)− f(a) ‖2

‖ f(b)− f(a) ‖
⇒ H(b)−H(a) =‖ f(b)− f(a) ‖

Aplicando o teorema do valor médio para a função H, existe c ∈ S tal que

H(b)−H(a) = H ′(c)(b− a)⇒‖ f(b)− f(a) ‖= 〈f ′(c)(b− a), y1〉

da desigualdade de Cauchy-Schwarz (ver Teorema A 6, Apêndice) tem-se

‖ f(b)− f(a) ‖≤‖ f ′(c)(b− a) ‖‖ y1 ‖

lembrando que

‖ y1 ‖=
∥∥∥∥ y0

‖ y0 ‖

∥∥∥∥= 1

concluimos que

‖ f(b)− f(a) ‖≤‖ f ′(c)(b− a) ‖

�
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Caṕıtulo 2

Teorema da Função Inversa e

Aplicação

Neste caṕıtulo, veremos caracteŕısticas locais de funções f : Ω ⊂ Rp → Rq que são

diferenciáveis tais como:

i) Se f ′(c) é injetora, então f é localmente injetora em uma vizinhança de c.

ii) Se f ′(c) é sobrejetora, então f é sobrejetora em uma vizinhança de f(c)

iii) Se p = q e f ′(c) é bijetora, então f é localmente inverśıvel em uma vizinhança de

c e sua inversa é diferenciável.

E também uma aplicação do teorema da função inversa na construção do grau de

Brouwer.

Definição 2.1. Uma função f : Ω ⊂ Rp → Rq é dita ser de classe C1(Ω) quando f é

diferenciável em Ω e f ′ : Ω→ =(Rp,Rq) é uma função cont́ınua.

Definição 2.2. Uma função f : X → Y chama-se um difeomorfismo quando é dife-

renciável e possui uma inversa f−1 : Y → X também diferenciável.

Lema 2.1. Seja f : Ω ⊂ Rp → Rq uma função de classe C1(Ω). Considere o seguimento

S = [a, b] ⊂ Ω e x0 ∈ Ω. Então

‖ f(b)− f(a)− f ′(x0)(b− a) ‖≤ sup
x∈S
‖ f ′(x)− f ′(x0) ‖‖ b− a ‖ .
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Demonstração. Vamos definir a função g : Ω→ Rq dada por

g(x) = f(x)− f ′(x0)x .

Note que

g(b) = f(b)− f ′(x0)b

g(a) = f(a)− f ′(x0)a

dáı

g(b)− g(a) = f(b)− f(a)− f ′(x0)(b− a)

do Exemplo 1.4 concluimos que f ′(x0) é diferenciável em Ω e por hipótese f também

é diferenciável em Ω portanto g é diferenciável em Omega. E decorre do item a) da

Algebra de funções Diferenciáveis que a derivada de g é

g′(x) = f ′(x)− f ′(x0)

logo, para todo u ∈ Rp

g′(x)u = f ′(x)u− f ′(x0)u = (f ′(x)− f ′(x0))(u)

aplicando a desigualdade do valor médio para g, logo existe c ∈ S tal que

‖ g(b)− g(a) ‖≤‖ g′(c)(b− a) ‖

donde temos,

‖ f(b)− f(a)− f ′(x0)(b− a) ‖≤‖ (f ′(c)− f ′(x0))(b− a) ‖ .

Recordando que g′(c) é limitada (ver Teorema A 2, Apêndice) temos esta relação

‖ (f ′(c)− f(x0))(b− a) ‖≤‖ f ′(c)− f ′(x0) ‖‖ b− a ‖
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usando este fato obtemos,

‖ f(b)− f(a)− f ′(x0)(b− a) ‖≤‖ f ′(c)− f ′(x0) ‖‖ b− a ‖ .

finalmente, como c ∈ S, tomando

‖ f ′(c)− f ′(x0) ‖≤ sup
x∈S
‖ f ′(x)− f ′(x0) ‖ ,

portanto

‖ f(b)− f(a)− f ′(x0)(b− a) ‖≤ sup
x∈S
‖ f ′(x)− f ′(x0) ‖‖ b− a ‖ .

�

Lema 2.2. (Lema de Aproximação). Seja f : Ω ⊂ Rp → Rq uma função de classe

C1(Ω). Dado x0 ∈ Ω e ε > 0, existem δ = δ(ε) > 0 e x1, x2 ∈ Ω tais que

‖ xk − x0 ‖< δ (k = 1, 2)⇒‖ f(x2)− f(x1)− f ′(x0)(x2 − x1) ‖≤ ε ‖ x2 − x1 ‖

Demonstração. Sendo f ′ : Ω→ =(Rp,Rq) cont́ınua, então dado ε > 0, existe δ > 0 tal

que para todo x ∈ Ω

‖ x− x0 ‖< δ ⇒‖ f ′(x)− f ′(x0) ‖< ε

Como f é diferenciável em x0, então

Bδ(x0) ⊂ Ω

Sejam x1, x2 ∈ Ω satisfazendo

‖ xk − x0 ‖< δ (k = 1, 2)

note que

S = [x1, x2] ⊂ Bδ(x0) ⊂ Ω

‖ x2 − x1 ‖=‖ x2 − x0 + x0 − x1 ‖
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da desigualdade triangular obtemos

‖ x2 − x1 ‖≤‖ x2 − x0 ‖ + ‖ x1 − x0 ‖⇒‖ x2 − x1 ‖< 2δ

usando o Lema 2.1

‖ f(x2)− f(x1)− f ′(x0)(x2 − x1) ‖≤ sup
x∈S
‖ f ′(x)− f ′(x0)‖ ‖ x2 − x1 ‖

portanto, segue da cont́ınuidade de f ′ que

‖ f(x2)− f(x1)− f ′(x0)(x2 − x1) ‖≤ ε ‖ x2 − x1 ‖ .

�

2.1 Teorema da Função Injetora

Teorema 2.1. (Teorema da Função Injetora) Suponha que f : Ω ⊂ Rp → Rq é de

classe C1(Ω) e que f ′(c) : Rp → Rq é injetora em c ∈ Ω. Então, existe δ > 0 tal que

f |Bδ(c) é injetora. Além disso, a inversa de f |Bδ(c) é uma função cont́ınua de f(Bδ(c))

em Bδ(c).

Demonstração. Sendo f ′(c) : Rp → Rq injetora e linear, existe r > 0 tal que, para todo

u ∈ Rp (ver Teorema A 7, Apêndice)

r ‖ u ‖≤‖ f ′(c)u ‖ .

Usando o lema de aproximação com x0 = c e ε = 1
2
r, existem δ > 0 e x1, x2 ∈ Ω tais que

‖ xk − c ‖< δ (k = 1, 2)⇒‖ −f ′(c)(x2 − x1)− (f(x1)− f(x2)) ‖≤ 1

2
r ‖ x2 − x1 ‖

segue da desigualdade triangular que ‖ a ‖ − ‖ b ‖≤‖ a− b ‖

‖ f ′(c)(x2 − x1) ‖ − ‖ f(x2)− f(x1) ‖≤ 1

2
r ‖ x2 − x1 ‖

⇒‖ f ′(c)(x2 − x1) ‖ −1

2
r ‖ x2 − x1 ‖≤‖ f(x2)− f(x1) ‖
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usando a relação obtida por f ′(c) ser injetora

r ‖ x2 − x1 ‖ −
1

2
r ‖ x2 − x1 ‖≤‖ f(x2)− f(x1) ‖

concluimos assim que para todo x1, x2 ∈ Bδ(c)

1

2
r ‖ x2 − x1 ‖≤‖ f(x2)− f(x1) ‖ (2.1)

Considere x1 6= x2, então

0 <
1

2
r ‖ x2 − x1 ‖≤‖ f(x2)− f(x1) ‖

isto é,

‖f(x2)− f(x1)‖ 6= 0 ⇔ f(x2) 6= f(x1) .

Deste modo concluimos que f é injetora para todo x ∈ Bδ(c).

Defina g : f(Bδ(c))→ Bδ(c) a inversa de f . Assim,

f(x1) = y1 ⇔ g(y1) = x1

f(x2) = y2 ⇔ g(y2) = x1

assim, substituindo em (2.1), temos

‖ g(y2)− g(y1) ‖≤ 2

r
‖ y2 − y1 ‖

mostrando que g é cont́ınua em f(Bδ(c)).

�

Observação. No que se segue, L e M são transformações lineares tais que uma é a

inversa em relação a outra.

2.2 Teorema da Função Sobrejetora

Teorema 2.2. (Teorema da Função Sobrejetora) Seja f : Ω ⊂ Rp → Rq uma

função de classe C1(Ω). Suponha que para algum c ∈ Ω a transformação linear f ′(c) :
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Rp → Rq é sobrejetora e existem α,m > 0 tais que se y ∈ Rq e

‖y − f(c)‖ ≤ α

2m

então existe x ∈ Ω com

‖x− c‖ ≤ α

tal que f(x) = y.

Demonstração. No que segue, denote por L : Rp → Rq a transformação linear f ′(c),

logo L é sobrejetora e portanto para cada ei = (0, · · · , 1, · · · , 0) ∈ Rq, onde ei é a i-ésima

coordenada da base canônica, existe ui ∈ Rp tal que

L(ui) = ei .

Considere a transformação linear M : Rq → Rp que associa a cada ei o vetor ui, isto é,

M(ei) = ui .

Note que para todo y ∈ Rq

L ◦M(y) = y ,

por M ser limitada, existe m > 0 tal que

‖M(y) ‖≤ m ‖ y ‖ .

Tomando ε = 1
2m

e x0 = c, e usando o lema de aproximação, existe 0 < α < δ e x1, x2 ∈ Ω

verificando

‖ xk − c ‖≤ α (k = 1, 2)⇒‖ f(x2)− f(x1)− L(x2 − x1) ‖≤ 1

2m
‖ x2 − x1 ‖ .

Considere os conjuntos

B̄α(c) = {x ∈ Ω/ ‖ x− c ‖≤ α} e B̄ α
2m

(f(c)) =

{
y ∈ Rq/ ‖ y − f(c) ‖≤ α

2m

}
,

devemos mostrar que existe x ∈ B̄α(c) com f(x) = y para todo y ∈ B̄ α
2m

(f(c)).
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Definindo 
x0 = c

x1 = x0 +M(y − f(c))

xn+1 = xn −M [f(xn)− f(xn−1)− L(xn − xn−1)]

(2.2)

veja que a sequência {xn} para todo n ∈ N verifica:

a) ‖ xn+1 − xn ‖≤
α

2n+1
< α

b) ‖ xn+1 − c ‖≤
(

1− 1

2n+1

)
α < α ,

faremos a prova de a) e b) por indução em n.

Prova de a)

i) para n = 0

‖ x1 − x0 ‖=‖M(y − f(c)) ‖≤ m ‖ y − f(c) ‖≤ mα

2m
⇒‖ x1 − x0 ‖≤

α

21
.

ii) Supondo que a) seja verdade para n− 1, isto é,

‖ xn − xn−1 ‖≤
α

2n

verifiquemos a validez para n

‖ xn+1 − xn ‖≤
α

2n+1
.

Note que

‖ xn+1−xn ‖=‖M [f(xn)−f(xn−1)−L(xn−xn−1)] ‖≤ m ‖ f(xn)−f(xn−1)−L(xn−xn−1) ‖

do lema de aproximação tem-se

m ‖ f(xn)− f(xn−1)− L(xn − xn−1) ‖≤ m

2m
‖ xn − xn−1 ‖

⇒‖ xn+1 − xn ‖≤
1

2
‖ xn − xn−1 ‖ .
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Pela hipótese de indução

‖ xn+1 − xn ‖≤
1

2
‖ xn − xn−1 ‖≤

1

2
.
α

2n

⇒‖ xn+1 − xn ‖≤
α

2n+1
< α

com xn ∈ B̄α(c) .

Prova de b)

i) para n = 0

‖x1 − c‖ ≤
α

21
=

(
1− 1

21

)
α .

Supondo que b) é verdade para n− 1, isto é,

‖ xn − c ‖≤
(

1− 1

2n

)
α

devemos mostrar que é verdade para n, ou seja,

‖ xn+1 − c ‖≤
(

1− 1

2n+1

)
α .

De fato, temos

‖ xn+1 − c ‖=‖ xn+1 − xn + xn − c ‖

segue da desigualdade triangular que

‖ xn+1 − c ‖≤‖ xn+1 − xn ‖ + ‖ xn − c ‖

usando a) e a hipótese de indução tem-se

‖ xn+1 − c ‖≤
α

2n+1
+

(
1− 1

2n

)
α =

α

2n+1
+ α− α

2n
= α +

α

2n+1
− 2α

2n+1

= α− α

2n+1
=

(
1− 1

2n+1

)
α .

38



Vejamos que {xn} é de Cauchy (ver Teorema A 8, Apêndice). Façamos m ≥ n dáı

‖ xn − xm ‖=‖ xn − xn+1 + xn+1 − xn+2 + · · ·+ xm−1 − xm ‖ ,

aplicando da desigualdade triangular

‖ xn − xm ‖≤‖ xn − xn+1 ‖ + ‖ xn+1 − xn+2 ‖ + · · ·+ ‖ xm−1 − xm ‖ .

Usando a) temos

‖ xn − xm ‖≤
α

2n+1
+

α

2n+2
+ · · ·+ α

2m

⇒‖ xn − xm ‖≤
α

2n+1
[1 +

1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2m−(n+1)
]

⇒‖ xn − xm ‖≤
α

2n+1

m−(n+1)∑
i=0

(
1

2

)i

⇒‖ xn − xm ‖≤
α

2n+1

∞∑
i=0

(
1

2

)i
Temos razão igual a 1

2
e o primeiro termo igual a 1, logo pela soma infinita dos termos

de uma progressão geométrica

‖ xn − xm ‖≤
α

2n+1
.

1

1− 1
2

=
2α

2n+1
=

α

2n
,

passando ao limite com n→∞ concluimos dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

‖ xn − xm ‖< ε ∀ε > 0

Mostrando que {xn} é de Cauchy, justificando assim que {xn} é convergente, logo existe

x ∈ Rp tal que

xn → x em Rp

de b) temos

‖ xn+1 − c ‖≤
(

1− 1

2n+1

)
α

39



passando ao limite com n→∞ concluimos que para todo x ∈ B̄α(c)

‖ x− c ‖≤ α .

Note que (pela definição da sequência (2.2))

L(xn+1 − xn) = −L(M [f(xn)− f(xn−1)− L(xn − xxn−1)])

⇒ L(xn+1 − xn) = L(xn − xxn−1) + f(xn−1)− f(xn) . (2.3)

Afirmamos que

L(xn+1 − xn) = y − f(xn) (2.4)

Provaremos por indução em n

i) para n = 0

x1 − x0 = M(y − f(c))⇒ L(x1 − x0) = L(M(y − f(c))) = y − f(c)

ii) Supomos que para n− 1 (2.4) é verdade, isto é,

L(xn − xn−1) = y − f(xn−1)

devemos mostrar que para n (2.4) é verdade, ou seja,

L(xn+1 − xn) = y − f(xn)

observe que, de (2.3) tem-se,

L(xn+1 − xn) = L(xn − xn−1) + f(xn−1)− f(xn) .

Usando a hipótese de indução

L(xn+1 − xn) = y − f(xn−1) + f(xn−1)− f(xn)
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mostrando assim que

L(xn+1 − xn) = y − f(xn)

finalmente,usando a continuidade de L e f e passando o limite com n → ∞ em (2.4),

obtemos

L(x− x) = y − f(xn)⇒ 0 = y − f(x)⇒ f(x) = y

mostrando assim o teorema.

�

2.3 Teorema da Função Aberta

Teorema 2.3. (Teorema da Função Aberta) Seja f : Ω ⊂ Rp → Rq uma função de

classe C1(Ω) de modo que f ′(x) : Rp → Rq é sobrejetora para todo x ∈ Ω. Então para

todo G ⊂ Ω aberto, o conjunto f(G) é aberto, isto é, f é uma função aberta.

Demonstração. Seja b = f(c) com c ∈ G. Devemos mostrar que existe δ > 0 tal que

Bδ(b) ⊂ f(G)

isto é, se y ∈ Bδ(b) logo existe x ∈ G tal que f(x) = y.

Usando o fato de f ser cont́ınua e f ′(c) ser sobrejetora, aplicamos o teorema da função

sobrejetora à f |G e concluimos que existem δ > 0 e x ∈ G com f(x) = y tais que

‖ y − b ‖< δ com δ = α
2m

isto é,

Bδ(b) ⊂ f(G) .

�

Teorema 2.4. Seja f : U → V uma bijeção de classe Ck (k ≥ 1) entre abertos U, V ⊂

Rm. Se sua inversa f−1 : V → U é diferenciável então f−1 ∈ Ck. Diz-se então que f é

um difeomorfismo de classe Ck

Demonstração. Ver em [5]

41



2.4 Teorema da Função Inversa

Teorema 2.5. (Teorema da Função Inversa) Seja f : Ω ⊂ Rp → Rp uma função

de classe C1(Ω) de modo que f ′(c) : Rp → Rp é bijetora em c ∈ Ω. Então existem

vizinhanças abertas U de c e V de f(c) tais que f : U → V é bijetora e a função inversa

g : V → U é diferenciável. Além disso, g ∈ C1(V ) e para todo y ∈ V temos

g′(y) = [f ′(g(y))]−1 .

Demonstração. Sendo f ′(c) : Rp → Rp injetora, então existe r > 0 tal que para todo

u ∈ Rp

r ‖ u ‖≤‖ f ′(c)u ‖

dáı, pela linearidade de f ′(c)

⇒ r ≤
∥∥∥∥f ′(c)( u

‖ u ‖

)∥∥∥∥
tomando w = u

‖u‖ , temos que para todo w ∈ Rp com ‖ w ‖= 1

r ≤‖ f ′(c)w ‖ . (2.5)

Provaremos que para todo x ∈ Bδ(c) e u ∈ Rp tem-se

‖ f ′(x)u ‖≥ r

2
‖ u ‖ .

De fato, pois do contrário existiria {xn} ⊂ Rp e {un} ⊂ Rp tais que

‖ xn − c ‖<
1

n
⇒‖ f ′(xn)un ‖<

r

2
‖ un ‖ ,

desta maneira, tomando

w =
un
‖ un ‖

⇒‖ f ′(xn)wn ‖<
r

2
.

Portanto {wn} é limitada e segue do Teorema de Bolzano-Weierstrass (ver Teorema A 9,

Apêndice) que {wn} possui uma subsequência convergente, isto é, existem {wnj} ⊂ {wn}
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e w ∈ Rp com ‖ w ‖= 1 tais que

wnj → w em Rp .

Dáı,

‖ f ′(xn)wnj ‖<
r

2

Passando o limite com n→∞ e usando o fato de f ∈ C1, obtemos

‖ f ′(c)w ‖< r

2
,

o que contradiz (2.5).

Mostramos assim que para todo x ∈ Bδ(c) e u ∈ Rp

‖ f ′(x)u ‖≥ r

2
‖ u ‖

com isso, mostramos que f ′(x) : Rp → Rp é injetora para todo x ∈ Bδ(c).

Diminuindo o δ que foi dado no teorema da função injetora, se necessário podemos supor

que δ < α onde α foi dado no teorema da função sobrejetora. Deste maneira, aplicando o

teorema da função injetora, temos que para cada x ∈ Bδ(c) existe uma vizinhança aberta

em particular U de c tal que

f : U → V = f(U)

é bijetora.

Sendo f ′(x) : Rp → Rp injetora e portanto sobrejetora (ver Teorema A 10, Apêndice)

para todo x ∈ Bδ(c). Desta forma, aplicando o Teorema da Função Aberta a imagem de

U por f é um aberto, dáı V = f(U) é uma vizinhança aberta de f(c).

Por f ser injetora em U , existe g : V → U função inversa de f . Devemos mostrar que

g é diferenciável em V .

Sejam y1 ∈ V e x1 ∈ U de modo que f(x1) = y1. Como f é diferenciável em x1, podemos

fazer

f(x)− f(x1)− f ′(x1)(x− x1) =‖ x− x1 ‖ ϕ(x)

onde ϕ(x) → 0 quando x → x1. Considere também M1 : Rp → Rp a inversa de f ′(x1) :
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Rp → Rp. note que

M1(f(x)− f(x1)− f ′(x1)(x− x1)) = M1(‖ x− x1 ‖ ϕ(x))

Resulta de M1 ser transformação linear que

M1(f(x)− f(x1))− (x− x1) =‖ x− x1 ‖M1(ϕ(x))

⇒ x− x1 −M1(f(x)− f(x1)) = − ‖ x− x1 ‖M1(ϕ(x))

⇒ g(y)− g(y1)−M1(y − y1) = − ‖ x− x1 ‖M1(ϕ(x)) .

Dáı, usando o fato de M1 ser limitada, existe m1 > 0 de maneira que

‖ g(y)− g(y1)−M1(y − y1) ‖
‖ y − y1 ‖

=
‖ x− x1 ‖
‖ y − y1‖

‖M1(ϕ(x)) ‖≤ ‖ x− x1 ‖
‖ y − y1‖

m1 ‖ ϕ(x) ‖ .

Mas, de (2.1) temos que
r

2
‖ x− x1 ‖≤‖ y − y1 ‖ (2.6)

⇒ ‖ x− x1 ‖
‖ y − y1 ‖

≤ 2

r
,

decorre que
‖ g(y)− g(y1)−M1(y − y1) ‖

‖ y − y1 ‖
≤ 2

r
m1 ‖ ϕ(x) ‖

observe que quando y → y1 em (2.6) temos que x → x1 e consequentemente ϕ(x) → 0.

Faça v = y − y1 decorre de y → y1 que v → 0. Dáı concluimos que

lim
‖v‖→0

‖ g(v + y1)− g(y1)−M1v ‖
‖ v ‖

= 0

Desta forma g : V → U é diferenciável para todo y ∈ V com

g′(y) = M1 = [f ′(g(y))]−1 .

Assim, aplicando o Teorema 2.4 concluimos que g é de classe C1 .

�
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Seja f ′(c) bijetora, considere Jf a matriz jacobiana associada a f ′(c). Em termos

algébricos a inversa de f ′(c) corresponde a inversa de Jf , ou seja,

[f ′(c)]−1 = J−1
f

Dáı, para que [f ′(c)]−1 exista, então o determinante de Jf tem que ser diferente de zero,

isto é, Jf (c) 6= 0. Desta forma, podemos reformular o teorema da função inversa da

seguinte maneira.

Teorema 2.6. (Teorema da Função Inversa ) Sejam f : Ω ⊂ Rp → RP uma função

de classe C1(Ω) e c ∈ Ω com Jf (c) 6= 0. Então existem vizinhanças abertas U de c e

V de f(c) tais que f : U → V é bijetiva e a função inversa g : V → U é diferenciável.

Além disso, g ∈ C1(V ) e para todo y ∈ V temos

g′(y) = [f ′(g(y))]−1 .

Definição 2.3. Dados um conjunto X e um ponto a ∈ Rp, há três possibilidades que

se excluem mutuamente: ou a ∈ intX, ou a ∈ (Rp − X) ou então toda bola aberta de

centro a contém pontos de X e pontos do complementar de X. Os pontos com esta última

propriedade constituem ∂X, que chamaremos a fronteira de X. Os pontos y ∈ ∂X são

chamados pontos-fronteira de X.

Aplicação

2.5 Aplicação ao grau de Brouwer

Sejam Ω ⊂ Rp um aberto limitado e Ck(Ω̄,Rp) o espaço das funções k-vezes dife-

renciáveis em Ω̄, ou seja, o espaço das funções cont́ınuas em Ω̄ que possuem todas as

derivadas até a ordem k, sendo restrições de funções cont́ınuas definidas em Ω̄.

Para o espaço Ck(Ω̄,Rp) vamos considerar a seguinte norma

‖ϕ‖k = max
0≤j≤k

sup
x∈Ω
‖D(j)ϕ(x)‖
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Considere ϕ ∈ C1(Ω̄,Rp) e S = {x ∈ Ω; Jϕ(x) = 0} onde Jϕ(x) representa o valor do

determinante jacobiano de ϕ aplicado no ponto x. Tome b ∈ Rp com b /∈ ϕ(∂Ω) ∪ ϕ(S).

Se x ∈ ϕ−1({b}) logo Jϕ(x) 6= 0, então pelo Teorema 2.6 ϕ é um difeomorfismo de uma

vizinhança U de x sobre uma vizinhança V de b, isto é,

ϕ|U : U → ϕ(U) = V

é um difeomorfismo.

Afirmação: O conjunto ϕ−1({b}) é finito. De fato, pois ϕ−1({b}) é um conjunto fechado

em Ω̄. Como consequência ϕ−1({b}) é fechado e limitado em Rp pois o fecho de Ω é

limitado e ϕ−1({b}) ⊂ Ω̄. Mostrando assim que ϕ−1({b}) é compacto.

Para cada x ∈ ϕ−1({b}), considere a bola Brx(x) ⊂ Ux.

Assim,

ϕ−1({b}) ⊆
⋃

xj∈ϕ−1({b})

Brj(xj)

e desde que {Brj(xj)} é uma cobertura por abertos (ver Definição A 2, Apêndice) para o

compacto ϕ−1({b}), pelo Teorema de Borel-Lebesgue (ver Teorema A 11, Apêndice)

obtemos uma subcobertura finita de maneira que

ϕ−1({b}) ⊂
k⋃
j=1

Brj(xj)

mostrando que ϕ−1({b}) é finito, isto é, ϕ−1({b}) = {ξ1, ξ2, . . . , ξk} com Jϕ(ξi) 6= 0 para

todo i ∈ {1, 2, · · · , k}.

Definição 2.4. Sejam ϕ ∈ C1(Ω̄,Rp) e b /∈ ϕ(∂Ω) ∪ ϕ(S). Definimos o grau topológico

de Brouwer da função ϕ em relação a Ω no ponto b como sendo o número inteiro

d(ϕ,Ω, b) =
∑

ξi∈ϕ−1({b})

sgn(Jϕ(ξi))

onde sgn é a função sinal que é definida por

sgn(t) =

 1, se t > 0

−1, se t < 0
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2.6 Exemplos

Exemplo 2.1. Considere a função ϕ : R → R definida por ϕ(x) = sen x com Ω =(
0, 5π

2

)
e b = π

4
. Queremos calcular o grau tolológico de Brouwer de ϕ em relação a Ω

no ponto b, ou seja, d(ϕ,Ω, b).

Resolução: A priori vamos verificar se b /∈ ϕ(∂Ω)∪ϕ(S), para que o d

(
sen x,

(
0, 5π

2

)
, π

4

)
esteja bem definido. Segue do Exemplo 1.7 que Jϕ(x) = ϕ′(x) = cos x. Note que:

∂Ω =

{
0,

5π

2

}
; S =

{
x ∈

(
0,

5π

2

)
; cosx = 0

}
=

{
π

2
,
3π

2

}
;

ϕ(∂Ω) = {0, 1} ; ϕ(S) = {1,−1}

logo,

ϕ(∂Ω) ∪ ϕ(S) = {−1, 0, 1}

concluimos com isso que
π

4
/∈ {−1, 0, 1}

Fazendo uma análise no ćırculo trigonométrico concluimos que

ϕ−1

({
π

4

})
= {ξ1, ξ2, ξ3}

onde ξ1, ξ3 estão no primeiro quadrante e ξ2 está no segundo quadrante. Segue da de-

finição do grau que

d

(
sen x,

(
0,

5π

2

)
,
π

4

)
=

∑
ξ∈ϕ−1({π

4
})

sgn(Jϕ(ξi))

logo

d

(
sen x,

(
0,

5π

2

)
,
π

4

)
= sgn(cos(ξ1)) + sgn(cos(ξ2)) + sgn(cos(ξ3))

Consequentemente

d

(
sen x,

(
0,

5π

2

)
,
π

4

)
= 1 + (−1) + 1 = 1
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portanto

d

(
sen x,

(
0,

5π

2

)
,
π

4

)
= 1

Exemplo 2.2. Considere a função ϕ : R → R definida por ϕ(x) = cosx com Ω =(
0, 13π

6

)
e b = π

3
Queremos calcular d

(
cosx,

(
0, 13π

6

)
, π

3

)
.

Resolução: Vejamos primeiramente que b /∈ ϕ(∂Ω) ∪ ϕ(S). De fato:

Jϕ(x) = ϕ′(x) = −sen x

∂Ω =

{
0,

13π

6

}

S =

{
x ∈

(
0,

13π

6

)
; sen x = 0

}
= {π, 2π} ;

ϕ(∂Ω) =

{
1,

√
3

2

}
; ϕ(S) = {−1, 1}

logo,

ϕ(∂Ω) ∪ ϕ(S) =

{
−1,

√
3

2
, 1

}
concluimos que

π

3
/∈
{
−1,

√
3

2
, 1

}
Analisando o ćırculo trigonométrico podemos concluir que

ϕ−1

({
π

3

})
= {ξ1, ξ2}

onde ξ1 está no primeiro quadrante e ξ2 está no segundo.

Decorre da definição do grau que

d

(
cosx,

(
0,

13π

6

)
,
π

3

)
=

∑
ξ∈ϕ−1({π

3
})

sgn(Jϕ(ξi))

Dáı,

d

(
cosx,

(
0,

13π

6

)
,
π

3

)
= sgn(−sen (ξ1)) + sgn(−sen (ξ2)) = −1 + (−1) = −2

Portanto

d

(
cosx,

(
0,

13π

6

)
,
π

3

)
= −2
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A teoria do grau foi desenvolvida como uma ferramenta para estudar o conjunto de

soluções da equação

ϕ(x) = b .

A partir dessa teoria podemos obter informações sobre a existência, multiplicidade e

natureza destas soluções.
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CONCLUSÃO

No presente trabalho fizemos um estudo sobre a diferenciabilidade em Rp apresen-

tando as principais definições e resultados para demonstrarmos o teorema da função

inversa para um espaço de dimensão finita. Para isso, lançamos mão de conhecimentos

de Álgebra Linear, Análise na reta e Análise em Rp. Conclúımos aplicando o Teorema

da Função Inversa na construção do grau de Brouwer finalizando com dois exemplos .

Desta maneira, conseguimos atingir nosso objetivo apresentado no ińıcio deste tra-

balho. Vimos que o estudo da Análise em Rp nos proporciona resultados importantes,

como por exemplo o Teorema da Função Inversa, ressaltando o notável interesse de mais

estudos nesta área.
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Apêndice

Resultados importante utilizados neste trabalho.

Teorema A 1. Se ‖ b− a ‖< ε para todo ε > 0, então a = b.

Tomando

ε =
1

n
com n ∈ N

temos,

0 ≤‖ a− b ‖< 1

n

fazendo n→∞ tem-se

a = b

.

Teorema A 2. (Ver em [1])

Se E é um espaço vetorial de dimenção finita, então toda transformação linear T : E → Y

é limitada, isto é, existe M > 0 de maneira que

‖ Tx ‖≤M ‖ x ‖

com

M = sup
x∈E
{‖ Tx ‖; ‖ x ‖= 1} .

Teorema A 3. (Ver em [5])

Quaisquer duas normas em Rp são equivalentes.

Definição A 1. (Ver em [3])

(Matriz de uma transformação linear). Toda transformação linear pode ser re-

presentada por uma matriz. Desta maneira, vejamos como isto é posśıvel.
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Sejam U e V espaços vetoriais de dimensão n e m, respectivamente, sobre R. Conside-

remos uma transformação linear F : U → V .Dadas as bases B = {u1, u2, · · · , un} de U e

C = {v1, v2, · · · , vm} de V , então cada um dos vetores F (u1), F (u2), · · · , F (un) está em

V e consequentemente é combinação linear da base C:

F (u1) = α11v1 + α21v2 + · · ·+ αm1vm

F (u2) = α12v1 + α22v2 + · · ·+ αm2vm

...

F (un) = α1nv1 + α2nv2 + · · ·+ αmnvm

ou simplesmente

F (uj) =
m∑
i=1

αijvi (j = 1, 2, · · · , n)

onde os αij estão univocamente determinados.

A matriz m× n sobre R

(αij) =


α11 α12 · · · α1n

α21 α22 · · · α2n

...
...

. . .
...

αm1 αm2 · · · αmn


que se obtém das considerações anteriores é chamada matriz de F em relação às bases

B e C.

Teorema A 4. (Ver em [4])

Se limxn = 0 e (yn) é uma sequência limitada (convergente ou não), então limxn.yn = 0.

Teorema A 5. (Ver em [4])

(Teorema do valor médio de lagrange). Seja f : [a, b] ⊂ R→ R cont́ınua. Se f é

derivável em (a, b), existe c ∈ (a, b) tal que f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

Teorema A 6. (Ver em [1])

(Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja E um espaço vetorial com produto in-

terno 〈, 〉 e x, y ∈ E. Então

‖ 〈x, y〉 ‖≤‖ x ‖‖ y ‖
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onde ‖ · ‖ denota a norma associada ao produto interno 〈, 〉.

Teorema A 7. (Ver em [1])

Seja f : Rp → Rq uma função linear e injetora se, e somente se, existe um número

positivo r > 0 tal que para todo x ∈ Rp

r ‖ u ‖≤‖ f ′(c)u ‖ .

Teorema A 8. (Ver em [5])

(Sequência de Cauchy). Uma sequência xn ⊂ E é dita de Cauchy quando dado ε > 0

existe n0 ∈ N verificando

‖ xn − xm ‖< ε para n,m ≥ n0.

Uma sequência (xk) em Rp é de Cauchy se, e somente se, é convergente.

Teorema A 9. (Ver em [5])

(Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sequência limitada em Rp possui uma

subsequência convergente.

Teorema A 10. (Ver em [2])

Sejam U e V espaços vetoriais sobre R com a mesma dimensão finita n e suponhamos

F : U → V uma transformação linear. Então são equivalentes as seguintes afirmações:

(I) F é sobrejetora.

(II) F é bijetora.

(III) F é injetora.

(IV) F transforma uma base de U em uma base de V (isto é, se B é uma base de U ,

então F (B) é base de V ).

Definição A 2. (Ver em [5])

Uma cobertura de um conjunto X ⊂ Rn é uma famı́lia (Cλ)λ∈L de subconjuntos Cλ ⊂ Rn

tal que X ⊂
⋃
λ∈L

Cλ. Isto significa que, para cada x ∈ X, existe um λ ∈ L tal que x ∈ Cλ.

Uma subcobertura é uma subfamı́lia (Cλ)λ∈L′, L
′ ⊂ L, tal que ainda se tem X ⊂

⋃
λ∈L′

Cλ.

Diz-se que a cobertura X ⊂ ∪Cλ é aberta quando os Cλ forem todos abertos, finita se L

é um conjunto finito, enumerável se L é enumerável, etc.
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Teorema A 11. (Ver em [5])

(Borel-Lebesgue). Seja K ⊂ Rn compacto (isto é, limitada e fechado). Toda cobertura

aberta K ⊂
⋃
λ∈L

Aλ admite uma subcobertura finita K ⊂ Aλ1
⋃
· · ·
⋃
Aλi.
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