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RESUMO

Este trabalho objetiva apresentar o Teorema da Funcao Inversa e uma aplicagao ao
grau de Brouwer. Os principais resultados que utilizamos para demonstrar o Teorema

da funcao inversa foram :
1— teorema da funcao injetora
2— teorema da funcao sobrejetora
3— teorema da funcao aberta

Estes resultados, e outros, foram obtidos através de um estudo sobre a diferenciabilidade

em RP.

Palavras-Chaves: Teorema da Funcao Inversa; diferenciabilidade .



ABSTRACT

This work aims to present the Inverse Function Theorem and an application to the
Brouwer degree. The main results we use to demonstrate the theorem of the inverse

function were:
1— function theorem injective
2— function theorem surjective
3— theorem of the open function

These results and others were obtained through a study on the differentiability in RP.

Key-words: : Theorem of the inverse function; differentiability.



NOTACOES

(1) [] referéncia bibliogréfica.
(2) () roduto interno.
(3) Se f: ACRP — R?é uma fungao, usaremos as seguintes notagoes:
(7) ||f(z)]] é a norma usual do R? para f(z).
(77) ||z|| é a norma usual do RP para z.
(7i1) ||f'(x)|| é a norma da transformacao linear de f’(x), se f for diferencidvel.
(4) B,(z) é a bola fechada de centro x e raio 7.
(5) B,.(z) é a bola aberta de centro x e raio 7.
(6) S(RP,R?) espago das fungoes continuas de RP em RY.
(7) J¢(z) = det[f'(x)] é o valor do determinante jacobiano de f aplicado no ponto z.
(8) | | é o valor absoluto, se o € R.
(9) A é o conjunto dos pontos interiores de A.
(10) 99 é a fronteira do conjunto €.

(11) sgne é o sinal da fungao .
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INTRODUCAO

Neste trabalho nossa proposta é apresentar um importante teorema da Anadlise no
RP, o Teorema da Fungao Inversa. Este teorema provém do estudo da diferenciabilidade
em RP e nos garante que uma fungao seja bijetora localmente e que sua inversa seja
diferencidvel. O Teorema da Funcao Inversa diz basicamente que se f é de classe C' e
a derivada f'(z¢) é bijetora, ou seja, J¢(zg) # 0 (o determinante da matriz jacobiana é

diferente de zero), entao f é invertivel em uma vizinhanca de z e sua inversa é de classe

ch

No capitulo 1, faremos um estudo sobre a diferenciabilidade de fungoes em R? apre-

sentando definicoes e resultados importantes concernentes a diferenciabilidade.

No capitulo 2, temos uma aplicacao do Teorema da Funcao inversa ao grau de Brouwer

que sera seguido por dois exempos aplicando a definicao do grau.
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Capitulo 1

Diferenciabilidade em RP

No que se segue, faremos neste capitulo um estudo sobre a diferenciabilidade em R?.
Para a boa compreensao deste capitulo é necessario ao leitor ter o conhecimento das
principais defini¢coes e propriedades da Analise no RP tais como limite, norma, produto

interno, sequéncias, conjuntos abertos e etc .

Definigdo 1.1. Sejam f : A C R? — RY uma funcio e ¢ €A. Diremos que wm vetor
Lu € RP € a derivada de f em ¢ na direcao do vetor u € RP se dado € > 0, existe

d =9d(e) > 0 tal que

0<|t|<d= H%{f(chtu)—f(c)}—Lu <e€

ou ainda
o et — 1)

t—0 t

= Lu ,

o vetor Lu quando existir ¢ chamado de Derivada Direcional de f em ¢ na dire¢do
de u.

Notagoes para Lu:

Df(c)u
ou
9f(c)
ou
Quando firtamos u = e; = (0,...,1,...,0) € RP, onde e; é o vetor cuja i-ésima coor-

denada € 1 e as outras sao 0, a derivada direcional ag_(c)

€

quando existir € chamada de

12



. . ; 0f(c)
derivada parcial e pode ser denotada também por D f(c); ou o

Exemplo 1.1. A funcdio f : R*> = R dada por

flxy)=lz|(y+1)

8f( ), mas nao tem derivada parcial 2 00) De fato

tem deriwada parcial

9£(0,0) f((0,0) +¢(0,1)) = f(0,0) .. f(0,4) — f(0,0) .. 0

= lim = lim =lim-=0
8y t—0 t t—0 t t—0 ¢
e
0£(0,0) _ . S((0,0) +¢(1,0) = f(0,0) _ . f(£,0)~f(0,0) _ . |t
or 0 t t—0 t t=0 ¢

Verificando a existéncia desse limite através dos limites laterais obtemos

t
i L i 111

t—>0_ t—>0+ t

mostrando assim que

af(0,0)
ox

nao existe.

Exemplo 1.2. A funcdio f : R?> = R dada por

v y#0
flr,y) =4 "
0; y=0

possui derivadas parciais % e afg;’o), porém nao tém deriwadas direcionais em qual-

quer dire¢io u = (a,b) € R? com a,b# 0. Vejamos

0£(0,0) _ . f((0,0)+1(1,0) = f(0.0) _, 0
ax 50 t t—0 ¢t

01(0,0) _ . f((0.0) +1(0.1) = f(0.0) _ . 0 _
ay t—0 t t—0 t ’

jd para a direcio (a,b) € R* com a,b # 0, tem-se

01(0.0) _ . f((0.0) +#a,h) = £(0,0) _ . f(ta,th) — f(0.0)

ou t—0 t t—0 t

13



ta

= — a a 1

= lim & =lim — = = lim -
t—0 t t—0 tb bt—0t

facamos uma anldsise deste limite calculando seus limites laterais

o1

lim — = —o0
t—0_ t

o1

lim - =+
t—04 t

mostrando que este limite nao existe e consequentemente

0f(0,0)

ou

nao existe.

1.1 A Derivada

Definicdo 1.2. Sejam f : A C R? — R? uma func¢io e ¢ €A. Diremos que f € dife-
rencidvel em ¢ quando existir uma transformacao linear L : R? — R? verificando:

dado € > 0, eziste § = d(€) > 0 tal que para todo x € A
O<lz—cll<d=|flz)=fle)=Llz—c) ||<elz—c]
ou equivalentemente, para todo u € RP
Jull<d=flc+u)—flc)=Lul|[<el ul

ou ainda,
| fletu)—fle)—Lull _

ul| =0 | ]

0

a transformacao linear L é chamada a Derivada de f em ¢, sendo denotada por f'(c),
ou seja,

L= fc) .
Lema 1.1. A derivada de f em ¢ quando existir € unica.

Demonstracao. Vamos supor que existam Ly, Ly : RP — R? com L, # Lo que sejam

14



derivadas de f em c, isto €, para todo u € RP

I fletu) = fle) = Luu|[< el ull
fletu) = fle) = Lyu |[< €| u ]

|u|<o=

assim,

0 <|[ Lyw — Lou [|=[| Lyw — f(c +u) + f(e) + fle+u) = fc) — Lou |

Usando a desigualdade triangular, temos

I Lyw = Low [|<[| f(e +u) = f(e) = Lau || + || fle +u) = f(¢) = Lau [|< 2€ [[u ] ,

como Ly # Ls, entao deve existir z € RP com z # 0 tal que

le 7A LQZ .
Defina
0 oz
U= -
2| 2|
observe que
)
=25
il = <

dat,

J
|| L1t — Lot ||< 2€ || 4 ||= 2¢= —6(5<:>HL( > ( )H
s 2 2] 20 = |

Usando o fato de Ly e Ly serem transformagoes lineares e propriedade de norma

(Il azx ||=| a ||| x ||) resulta que

J

m | L1z — Loz [|< €0 = || L1z — Loz ||< 2¢ || 2 ||
z

para todo € > 0. Segque que (ver Teorema A 1, Apéndice)

le = LQZ

15
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o que contraria (1.1), mostrando assim o lema.

Exemplo 1.3. Se f : A C R? — R? ¢ constante, temos que f'(c) = O para todo ¢ €A,

onde O : RP — R? (Transformacdo linar nula). De fato.

| fletw =) =0ull _ . ol _,

ull =0 | w ] ol [l u

Exemplo 1.4. Se f : A C R? — R? € uma transformacao linear, temos que [ ¢ dife-
rencidavel em RP com

flle)=f, VeeRP.
Basta ver que

| fetw = fle) = full _ I+ f) = f(e) = full _

[ | lul| =0 |

0.

Definicao 1.3. Dado X C RP, uma funcdo f : X — R? € Lipschitziana quando existe
K > 0 (constante de Lipschitz de f) tal que, para quaisquer x,y € X, tem-se

[ f(@) = fy) IS K[z—y]| .

Observacao. Toda funcao Lipschitziana é uniformemente continua e toda funcdao uni-

fomemente continua é continua. Ver em [5].

Lema 1.2. Se f : A C R? — RY ¢ diferencidvel em ¢ €A, entio existem k,5 > 0 tais

que para todo x € A( ou seja, f € Lipschitiziana)
O0<[fz—cll<d=flz)-fl)|I<klz—cl

em particular f € continua em c.

Demonstracao. Segue da diferenciabilidade de f em ¢ que dado € = 1 existe § = §(e) > 0

tal que para todo v € A

O0<lfz—cll<d=[flz)=fle) = Lz —c) [<1]z—c]

16



assim,

0 <[] f(z) = fle) [I=]l f(z) = flc) = L(z —¢) + L(z — ¢) |
pela desigualdade triangular

I f(x) = fle) <] fz) = fe) = Lz =) [| + || Lz = <) |

sabemos que como L € transformagado linear, existe M > 0 verificando (ver Teorema A

2, Apéndice)
= f(@) = fe) <]z =cl[+M [z —c =] f(z) = fle) [< (M +1) [z —c]
tomando k = M + 1 seque que f € Lipschitziana, portanto para todo x € A
[z —cl<d=]flx)=flO <K |z—c]|

em particular f é continua em c.
[ |

Consequéncia do Lema 1.2. Se uma funcao f : A C R? — R? é descontinua em

c € A temos que f nao é diferenciavel em c.
Exemplo de fun¢ao que nao ¢ diferenciaveis na origem por nao ser continua.

Exemplo 1.5. A funcdio f : R?> — R dada por

v y#0

¢ descontinua em ¢ = (0,0). Verifiguemos que

lim f(z,y) = f(0,0)

(z,y)—(0,0)

tomando x =t ey =t* com t — 0 tem-se

1
lim t,t?) = lim =
(2,y)—(0,0) J(t.8) (z,y)—(0,0) T

17



sabendo que tal limite ndo existe, logo f ndao é continua em ¢ = (0,0).

Teorema 1.1. Se f: A C R? — RY ¢ diferencidvel em ¢ €A, temos que %ﬁf) existe para

todo u € RP com

Demonstracao. Sendo [ diferencidvel em ¢, dado € > 0, existe 6 = §(e) > 0 tal que

para todo v € RP
[oll<d=| fletv)—fle)=flevl<e|v]
dado u € RP et =~ 0 de modo que || tu ||< §, temos
I f(e+tu) = fe) = fe)(tu) [|< €| tu ||

Segue de f'(c) ser transformacao linear e propriedade de norma (|| ax ||=| a ||| x ||) que

I e tu) = 1) =7 @ e ¢l wll= | 1) = ) = 70

#wun

— f'eu

<e|u]| Ye>0

- [Lexin-se

mostrando que (ver Teorema A 1, Apéndice)

t—0 t

ou equivalentemente

9f(c)
/
c)u =
ey =2
Assim, mostramos que se f é diferencidvel em ¢ €A, entio a derivada direcional 839”_5;)
existe para todo u € RP.
[ |

Exemplo 1.6. Seque deste resultado que a funcao do Exemplo 1.1 nao é diferencidvel

: [ 0F00)
na origem pois 8—$1 nao existe.

18



Definicdo 1.4. Seja f: A C R? — R uma funcio diferencidvel em ¢ €A. O vetor

o= (2. 20 2)

denomina-se gradiente de f em c.

Corolario 1.1. Seja f : A C R? — RY diferencidvel em ¢ €A. Entio para todo u =
(w1, ug, -+ ,upy) € RP, temos

f'eu={Vf(c)u) .

Demonstracao. Sendo u € R?, temos que

p
u = E U;€;
i=1

onde e; = (0,---,1---,0).Dai, usando o fato de f'(c) ser transformacao linear, tem-se

PO = £ me) = F@)ue) = 3w d

i=1

isto € equivalente ao produto interno de u com o vetor gradiente de f em c,

f'le)u=(Vf(c),u) .

Lema 1.3. Uma funcio f : A C R? — RY ¢ diferencidvel em ¢ €A se, e somente se,

fi: ACRP — R € diferencidvel em ¢ €A para todoi=1,--- ,q.

Demonstracao. Se f € diferencidvel em ¢ €A, entdo

et w = f© = feul)

=0
lul|—0 |

onde

fQu= (filc)u, fy(c)u, -, fo(c)u)
Dai,

I (frle+w),--- fole+u)) = (file), -+, fule)) — (file)u, - -, fy(c)u) ||

lul|—0 |




= i I (fale+u) — fi(e) - f{(C)u,H- u |] Jaletu) = fole) = fy(w) | _

usando a norma da soma (ver Teorema A 3, Apéndice) e o fato de que cada f(c) : RP —

R comi=1,2,---,q € uma transformacao linar, obtemos
i S L0~ 40— g ] _
Jll—0 [ ]
1sto €,
o LAt w) ~ Al ~ filQul
Jull—0 I
et w) = o)~ fiteull
Jull—0 | w ]
A faletu) = fole) = flou ||
lim =0
Jull—0 | w ]
mostrando assim que f; é diferencidvel em ¢ €A para todo i =1,2,--- ,q.
Agora, se f; : RP — R € diferencidvel em ¢ €A para todo i =1,2,--- ,q. Analisemos

a diferenciabilidade de f em c. Note que

o I e0) = £(0) = f'@u | _

lul| =0 |

I (file+u),--- fole+u) = (fi(e),-- -, fy(e)) = (fil)u,-- -, fa(e)u) |

lim =
llul—0 | |l
| (file+u) = file) = file)u, - fole +u) = fole) = fol)w) || _
[[al| =0 | w ]
usando novamente a norma da soma e o fato de f; (i = 1,2,---,q) ser diferencidvel
temos

et ) — e S|
“123 [l -

[[ull =0 <

mostrando assim o lema.
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Consequéncia do Lema 1.3 Se f ¢ diferencidvel em ¢ €A, entdo

fieyu = (file)u, fy(c)u, -+, folc)u)

ou ainda

ion. (0file) 0fa(c) dfq(c)
f(c)u_( ou ' ou = Ou >

1.2 Calculo da Derivada

Seja f : A C R? — RY diferencidvel em ¢ €A. Sabemos que a derivada f'(c) :
R? — R? ¢ uma transformagao linear. Dadas as bases B = {ej,eq, -+ ,¢,} de RY
e C = {ey, ez, -+ ,e,} de R? sendo e; = (0,---,1,---,0). Encontraremos a matriz
jacobiana .J; que determina f’(c). Seguindo as idéias de algebra linear (ver Definicao A

1, Apéndice) temos o seguinte

fI(C)Gj: (m m m> (j:1’27... 7p)

9 9 Y
(9azj (%cj (9q:j
o que implica em

f'(c)e; = ag;@el 4220
J

8fq(c) o
8xj €2+ + 8$j eq (]*1727 7p)

de maneira equivalente

f'(c)e; = Z 8£ié)ei (j=1,2,---,p)

desta forma, segue da definigdo de matriz de transformagao linear que a matriz f'(c) é

ofi(c) 90fi(e) ... 9fi(e)
Ox1 Oxo Oxp
ofa(c) 0Ofale) .. 0Ofac)
Jp=| o
0fq(e)  Ofq(c) . 0fq(c)
Ox1 Oxo Oxp pXq

21



ou também
Vfi(e)
J, - Vf.l(c)
Vf(c)

essa matriz ¢ denominada matriz Jacobiana de f'(c).

Exemplo 1.7. Fa¢amos o caso em quep =q = 1.Quando f : A C R — R € diferencidvel

em ¢ €A, para u# 0, tem-se

tomando h = tu como t — 0, entao h — 0, da7

_ o e R) = f(e)
Df(c)u = w.lim h

h—0
= Df(c)u=u.f'(c)

assim, a matriz jacobiana de f'(c) €

1.3 Algebra de Funcoes Diferenciaveis

Sejam f,g: ACRP - R%¢e ¢: AC R — R funcées diferencidveis em ¢ €A. Entéo
a) A fungao h: A C R? — R? dada por

h(z) = f(z) + ag(x) com a € R

¢ diferenciavel com

h'(c) = f'(c) + ag'(c) .

22



b) A fungao k: A C R? — R? dada por

é diferenciavel com

K (c)u = (¢ (c)u) f(c) + ¢(c)(f'(c)u) -

Demonstracao. Para a) vamos considerar L : R? — R? tal que para todo u € RP e
a € R tem-se

Lu = f'(c)u+ ag'(c)u

entao
lim | h(c+u) —h(c) — Lu ||
lull—0 | |l
lim | fle+u)+aglc+u) = f(c) —ag(c) — fl)u—ag'(cu || _
lull—0 | |l
lim | fle+u) = fle) = f(u+alglc+u) —g(c) —g'(0)u] || _
] >0 | |

usando propriedade de norma

i ILfletu) = fe) = fie)u+algle+u) —g(c) — g'()d] |
luf—0 | |l

i et ) = f@ =PI, Lallgletw) - gle) = g(e)u]

lul =0 | w | lufj—0 [ u

seque do fato de f e g serem diferencidveis que

0< 1i <0
[l =0 | ||

= im || h(c+ u) — h(c) — Lu || 0
lull—0 | ]

mostrando a).

b) Neste caso, consideremos

Lu = (' (c)u) f(¢) + ¢(e) (f'(c)u)

23



dat

a priort observe que

k(c+u) = k(c) = Lu = ¢(c +u) f(c+u) = p(c) f(e) = [¢'(c)ul f(c) — (c)[f'(c)u]

somando e subtraindo [p(c + u)]f(c)

= p(ctu)flctu) = [pletu)lf(c) +elc+u)lf(c) —p(c) f(c) = [ (c)ul f(c) = p(c)[f(c)u]

= lplc+u) —p(c) = ¢'(ulf(c) + elc +u) flc+u) = [p(c +u)]f(c) = () [f(c)u]

somando e subtraindo [p(c + u)]f'(c)u

= [plc+u) —p(c) = ¢ (ulf(c) + plc+u)flc+u) = [plc+u)lf(c) = p(e)f (c)ul

+Hple + wlf' (Qu = [p(c + )l f(c)u
= [p(ctu)—p(c) =¥ ()u] f(c) + [f (ctu) — f(e) = f'(e)ulp(ctu) +[p(c+u) — (o) f(c)u

Assim, pela desigualdade triangular temos

i I k(c+u)H— kH(c) — Lu || <l | [(c+u) — gi(c) ||_ Pleyfe)ll,
i | [f(c+u) - f(? —Hf'(C)u]sD(c +u) | i | [p(c+ u)”— (,OH(C)]f’(c)u I
aplicando novamente propriedade de norma (|| oz |=| o || z |)
T, I k(c+u)”—uku(c) —Lull Tim | o(c+u) —” i(ﬁ) —¢(c)u | FO ]+
i, [ f(c+u)—“£(|c|)—f’(c)u I} et ) | + T | ple+ )~ p(0 [ J|C|'(;)|TL I

I ()ull

[l

passando o limite e usamos o fato de | (c+u) — p(c) |— 0 e ser limitada (ver

Teorema A 2, Apéndice ) concluimos que esta parcela converge para zero (ver Teorema
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A 4, Apéndice), por outro lado f e ¢ sdo diferencidveis em ¢, entdo

Teorema 1.2. (Regra da Cadeia) Sejam f: A CRP - Rl eg: B CRI — R"
fungoes com f(A) contido em B aberto, f € diferencidvel em ¢ €A e g diferencidvel em

b= f(c). Entao a fungio h = go f € diferencidvel em ¢ com

W(c) = g'(f(c)) o f'(c)

Demonstracao. Sendo f diferencidvel em ¢, entao dado € > 0, existe 6 = §(e) > 0 tal

que para todo v € A

|z —cll<dé=| fz) = flc) = fe)e—o)l[<ellz—c] .

Facamos

f@) = fle)+ f(e)(x = c) = R(z —¢)

dat, vejamos uma condi¢ao para R(x — ¢) de forma que f seja diferencidvel, portanto

seque da defini¢cao de derivada que

| fle)+ f(e)(x—c) = R(z—c) = flc) = fle)@—c) [Lellz—c]
usando propriedade de norma, temos (|| ax ||=| a ||| = ||)
| Rz —c)||<e||x—c]| Ve>0.

Veja que fazendo x — ¢, entao R(x — c¢) — 0. Por f ser diferencidvel seque do Lema
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1.2 que f ¢ lipschitziana, portanto existe k > 0 wverificando

[z —cll<d=|flx)-flOl<k]z—c]| .

Sendo g diferencidvel em b, dado € > 0, existe n > 0 tal que para todo y € B

ly=bll<n=Ig(y) —g(c) =g ®)y—b) I<ely—0b]

sabemos que f(c) = b, facamos y = f(x) dad,

I f(z) = fe) < n = g(f(x)) = g(f(c)) =g (0)(f(x) = f(c)) < el fz) = flo) |l

escolhendo 0 < 0 < 3, portanto para todo v € A

lo =l < o= fz) = fl) [<klz—cl<kd<n

logo, para todo x € Bs(c) temos

I9(f () = g(f(c)) = g'(0O)(f(x) = fo) IS ellf(z) = ()| S ek |z —c]|

lembrando que

f@)=fle)+ f()(x =) = Rz — ) & f(z) = flc) = f(c)(x — ) = R(x — ¢)

Substituindo

I9(f(x)) = 9(f(c) = g'(O)(f'()(z =) = Rz =) [[S ek || 2 —c |

de ¢'(b) ser transformacdo linear tem-se

I9(f(x)) = 9(f(c) = g'(O)(f'(e)(z =) =g (O)(R(z =) [ ek [z —c] .

Vamos utilizar a relagao || a || — || b [|<|| a — b || (esta relagdo pode ser obtida através da
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desigualdade triangular),

I9(f(x)) = g(f(c) = g' O} )z =) | = [ g O)(R(z =) |[< ek ||z —c |

= 9(f(2)) = 9(f(c)) =g D) ()(x = ) [I<I g (O)(R(z =) | +ek ||z —c | .

Recordando que

1g'(b)(R(z =) [< M || Rz —c) || com M >0

logo,
I 9(f(2)) —g(f(e)) =g ) f'()z =) | M || Rz —c) | +ek ||z — ¢ |
visto que
| B(z—c)|<elz—c]
entao

I9(f(2)) = g(f(c)) =g’ O)f'()(w =) IS Me ||z —cl +ek || z —c]|

= 9(f(z)) —g(f(c)) =g O)(f'()(w =) [[S (M + k) ||z —c]]

para todo x € A com || x — ¢ ||< 6. Desta forma go f € diferencidvel em ¢ €A com

(go f)(c) =g'(f(c)) o f(c)

Definicao 1.5. Sejam x,y € RP. O conjunto
[z,y] ={(1 =)z +ty ;0 <t <1}

denomina-se sequimento de reta de extremos x, .

Teorema 1.3. (Teorema do Valor Médio) Seja f : A C RP — R uma fungao dife-
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rencidvel no segmento de reta S = |a,b] C A. Entao existe ¢ € [a,b] tal que
f(b) = fla) = f(c)(b—a) .
Demonstracao. Considere a fun¢dio F : [0,1] — R dada por
F(t)=f((1—1t)a+tb)

Sabemos que a composicao de fungoes continuas também é continua. Logo, como ¢(t) =
(1+t)a+tb e f sao fungoes continuas, temos que F = f o também € continua. Além

disso, para todo t € (0,1) tem-se

F(t) = i LEED = FO) o SO = @+ mat E+hb) — (0= ta+th)

h—0 h h—0 h

I fla—at —ah+tb+0bh) — f((1 —t)a+1tb)
ho h B

S tattb+ h(b—a) = f(1—t)a+ th)
h—0 h

tomando d = (1 — t)a + tb, temos

F o) = i f(d+ h(b - @)~ f(d)

Como f € diferenciavel em S = [a,b], seque do Teorema 1.1 que

(1) i LA —0) =S 01

lim ; = S = @00

mostrando assim que F € derivdvel em t € (0,1). Pelo teorema do valor médio de

Lagrange na reta (ver Teorema A 5, Apéndice) temos que eziste 0 € (0,1) tal que

F(1) = F(0) = F'(6)(1 = 0) = f(b) — f(a) = F'(0)

lembrando que

F'(t) = f'(1 —t)a + tb)(b—a) ,

assim,

F'(0) = (1 — 0)a+ 0b)(b— a)
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dai,

f(b) = fla) = f/((1 = 6)a+6b)(b - a)
finalmente tomando ¢ = (1 — 0)a + 0b
= f(b) = fa) = f(c)(b—a) .

Lema 1.4. (Desigualdade do Valor Médio) Seja f : A C R? — R? (¢ > 1) uma

funcao diferencidvel no segmente S = [a,b] C A. Entao eziste ¢ € S tal que

I f(0) = f(a) I<] f'(e)(b—a) || -

Demonstracao. No que seque, denotaremos

Yo = f(b) — f(a)

vamos supor que yo # 0, pois do contrdrio a desigualdade é imediata. Desta forma,

considere
Yo
| Yo ||

y1:|

e a fungao H : RP — R expressa por

H(x) = (f(z), ) -

deste modo, decorre do Lema 1.3 que f; : RP — R € diferencidvel para todoi =1,--- ,q,
assim, seque da dlgebra de funcoes que H € diferencidvel para todo x € S. Para todo

u € RP temos

H'(z)u = (f'(x), 1)

observe que,

usando propriedade de produto interno

= H(b) — H(a) = (f(b) — f(a),y) = H(D) — H(a) = <f(b) — f(a) 1(0) — f(a) > .

F®) = fa) |
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Usando novamente propriedade de produto interno

B 1
) = fa) |

(f(b) = f(a), f(b) — f(a))

decorre da normar associada ao produto interno que

iy 0 = (@) P it ) e
H) ~ H(@) = ar—sesm = HO) = Ha) =] 1) = f(a) |

Aplicando o teorema do valor médio para a funcao H, existe ¢ € S tal que
H(b) — H(a) = H'(c)(b—a) = f(b) — f(a) [|= (f(c)(b—a), y1)
da desigualdade de Cauchy-Schwarz (ver Teorema A 6, Apéndice) tem-se

1£(0) = fa) <]l F'(e)(b—a) Il v |l

lembrando que

Yo
o 1= Hu ||H

concluimos que

I £(b) = f(a) I]] f'(e)(b—a) |
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Capitulo 2

Teorema da Funcao Inversa e

Aplicacao

Neste capitulo, veremos caracteristicas locais de fungoes f : 2 C RP? — R? que sao

diferenciaveis tais como:
i) Se f'(c) é injetora, entdao f é localmente injetora em uma vizinhanga de c.
ii) Se f’(c) é sobrejetora, entao f é sobrejetora em uma vizinhanga de f(c)

iii) Se p = g e f’(c) é bijetora, entao f é localmente inversivel em uma vizinhanca de

¢ e sua inversa é diferenciavel.

E também uma aplicacao do teorema da funcao inversa na construcao do grau de

Brouwer.

Definigao 2.1. Uma funcio f : Q C RP — R? € dita ser de classe C1(Q) quando f é

diferencidvel em Q e f': Q — S(RP,R?) € uma fungdo continua.

Definicao 2.2. Uma funcao f : X — Y chama-se um difeomorfismo quando ¢é dife-

rencidvel e possui uma inversa f~1:Y — X também diferencidvel.

Lema 2.1. Seja f: Q C RP — R? uma funcgdo de classe C*(Q2). Considere o sequimento

S =la,b] CQ exg e Q. Entao

I f(6) = fla) = f'(zo) (b —a) ||I< sup | f'@) = o) [llb—al
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Demonstracao. Vamos definir a funcao g : Q — R? dada por

Note que

dat
g(b) — g(a) = f(b) — fla) = f'(x0)(b— a)

do Exemplo 1.4 concluimos que f'(xo) € diferencidvel em Q e por hipdtese f também
¢ diferencidvel em Q portanto g € diferencidvel em Omega. E decorre do item a) da

Algebra de funcgoes Diferencidvets que a derivada de g €

aplicando a desigualdade do valor médio para g, logo existe ¢ € S tal que

I 9(b) = g(a) [I<]] g'(c)(b—a) |

donde temos,

I£(0) = f(a) = f(z0) (b — a) [|<]| (f'(c) = f'(za))(b—a) || .

Recordando que ¢'(c) € limitada (ver Teorema A 2, Apéndice) temos esta relag¢ao

I (f'(¢) = f (o)) (b= a) |I<[| f'(c) = f'(wo) [ b—a
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usando este fato obtemos,

I f(0) = f(a) = f'(zo) (b = a) <]l £'(c) = f'(wo) I b —all -

finalmente, como ¢ € S, tomando
I177(e) = F'(o) lI< sup | /() = F'(zo) I
portanto
| £(b) = fla) = F(zo)(b—a) || < sup || f(z) = (o) I b= all -

Lema 2.2. (Lema de Aproximacado). Seja f : Q C R? — RY uma funcgdo de classe

CHQ). Dado xy € Q e e >0, existem § = 5(e) > 0 e x1, 12 € Q) tais que

|2 —xo <0 (k=1,2) = f(x2) — f(z1) = f(xo) (w2 — 1) [S €| 22— a1 |

Demonstracao. Sendo f': Q — $(RP,RY) continua, entio dado € > 0, existe § > 0 tal

que para todo x € €}
|2 =g [|[<d = f'(z) — fxo) <€

Como [ € diferencidavel em xy, entao
Bs(xg) C Q
Sejam x1, 9 € Q) satisfazendo
|z —zo ||< 0 (k=1,2)

note que

S = [1’1,1‘2] C Bg(l‘o) Cc Q

| w2 — 21 [|=[ 22 — 20 + 20 — 21 ||
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da desiqualdade triangular obtemos
| w2 =y |<|| 22 — 20 || 4 [| 21 — 2o [|=] 22 — 21 [[< 20
usando o Lema 2.1

I f(2) = f(21) = (o) (w2 — m1) |I< sup If' () = f (o)l | 22 — 21 |

portanto, seque da continuidade de [’ que

| f22) = f(x1) = fl(2o)(we — 1) [|[< €| w2 — 21 || .

2.1 Teorema da Funcao Injetora

Teorema 2.1. (Teorema da Fungdo Injetora) Suponha que f: Q) C RP — R? € de
classe C1(Q) e que f'(c) : RP — RY € injetora em ¢ € Q. FEntao, existe § > 0 tal que
flBste) € injetora. Além disso, a inversa de f|py) € uma funcao continua de f(Bs(c))

em Bs(c).

Demonstracao. Sendo f'(c) : RP — R? injetora e linear, existe r > 0 tal que, para todo

u € RP (ver Teorema A 7, Apéndice)

rllu <l Feull

Usando o lema de aproximacdao com xog = c e € = %r, existem 0 > 0 e x1, x5 € Q) tais que

lze —cll<d (k=1,2) =| =f(c)(x2 — z1) = (f(z1) = f(22)) ||< %T | 22 — 1 ||

seque da desigualdade triangular que || a || — || b ||<||a —b ||

I () (w2 = z0) || = I flw2) = fla) [I< %T | 22 — 1 ||

= f(e) (w2 — 1) || —%T | 22 = 2y [|<[| f(22) = (1) |
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usando a relagdo obtida por f'(c) ser injetora

EE —%7“ |2y — 2y [I<]] f(2) = fl21) |l

concluimos assim que para todo x1,xs € Bs(c)

1

o7 w2 = [|<I| fe2) = fla) | (2.1)

Considere x1 # o, entdo

0< % | 22— 21 || £l2) — Fa) |

1sto €,

1f(z2) = f(@)]| #0 & f(z2) # f(z1) -
Deste modo concluimos que f € injetora para todo x € Bs(c).
Defina g : f(Bs(c)) — Bs(c) a inversa de f. Assim,

f@) =y < g(n) =n

f(x2) =92 & g(1) = 11

assim, substituindo em (2.1), temos

2
| 9(2) — 9(y1) || < - v — 1 ||

mostrando que g € continua em f(Bs(c)).

Observacao. No que se seque, L e M sao transformacoes lineares tais que uma € a

mversa em relagao a outra.

2.2 Teorema da Funcao Sobrejetora

Teorema 2.2. (Teorema da Funcgdo Sobrejetora) Seja f : Q C RP — R? uma

funcgdo de classe C*(Q2). Suponha que para algum ¢ € Q a transformacdo linear f'(c) :
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R? — RY € sobrejetora e existem o, m > 0 tais que se y € R? e

(0%

ly = f)ll < 5~

2m

entao existe x € ) com

[z =l <a
tal que f(x) =y.

Demonstracao. No que seque, denote por L : R — RY a transformagao linear f'(c),

logo L € sobrejetora e portanto para cada e; = (0,--- ,1,---,0) € RY, onde e; € a i-ésima

coordenada da base canonica, existe u; € RP tal que
Considere a transformacao linear M : R? — RP que associa a cada e; o vetor u;, isto €,

Note que para todo y € RY
LoM(y) =y,

por M ser limitada, existe m > 0 tal que

I My) I<m |yl -

Tomando € = ﬁ exg = ¢, e usando o lema de aproximacado, existe 0 < o < d e 11, x5 € €

verificando

|z, —cll<a (k=1,2) = f(z2) = fz1) = L2z — 71) IIS% [ 2o —ay |

Considere os conjuntos

Bule) = (e €/ o - cl< a} e By () = {u e B/ Iy = fl0) < 5

devemos mostrar que existe x € B,(c) com f(x) =y para todo y € Bﬁ(f(c)).
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Definindo
Tog = 2C
xy = x9 + M(y — f(c))
Tny1 = Tp — M[f(zn) — f(2n-1) — L(2y — 25-1)]

veja que a sequéncia {x,} para todo n € N wverifica:

a) || Tni1 — T [|< <a

2n+1

1
e = (1= g Ja <

faremos a prova de a) e b) por indugdo em n.

Prova de a)

i) para n =0

|2y = o 1= My = F@) < m |y = £ 1< 5 =l a1 20 1< 5

i1) Supondo que a) seja verdade para n — 1, isto é,

«
H Tp — Tp—1 “S on
verifiquemos a validez para n
o
.

Note que

__§T-

| nr = [|=[] MLf(2n) = f(@n) = L(zn =z )] [<m | f2n) = f(2n) = L@n—201) ||

do lema de aproximacado tem-se

m

m | f(zn) = f(2n-1) = L(zn — 2p1) IS om | w0 — 2ny ||

1
= || Tpp1 — 20 || 2 | T — oo || -
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Pela hipdtese de inducao

1 1 «
H Tpt1 — Tp HS B H Lp — Tp-1 HS 2 on
:>H Tnt+1 — Tn HS 2n+1 <«
com 1w, € Bu(c) .
Prova de b)
i) para n =0
o 1
||371—C||§§: 1—57 )
Supondo que b) é verdade para n — 1, isto €,
1
n Ol
lon=cls (1= 5 )a
devemos mostrar que € verdade para n, ou seja,
1
| Zpi1 —c||< [ 1— it ) ©
De fato, temos
| Tngr —c |=l Tnp1 — 2p + 20 — |

seque da desigualdade triangular que

| wnis = 1[Il @npr — 2 | + [ 20 — c ]

usando a) e a hipdtese de indugao tem-se

| Znp1 —cf|<

38

« 1 1 o« a «
2n+1+ " on a_2n+1+a_2_n_&+2n+1_

2c
2n+1




Vejamos que {x,} € de Cauchy (ver Teorema A 8, Apéndice). Facamos m > n dai
| n — o ||=] T — Tpgt + Tt — Tppo + -+ Tt — T ||
aplicando da desigualdade triangular
| %0 = T I<[ @0 = Togr |+ | s = T2 |+ 4 | @ = |

Usando a) temos

8]
| @ — xp ||< gt T o T T om
«Q 1 1
:>H5En—$m ”SW[1+§+§++W]

o m—(n+1) 1 i
o=l o Y ()

1=0

a /1)’
:>Hl’n—$m||§ﬁz<§>
=0

Temos razdao igual a % e o primeiro termo igual a 1, logo pela soma infinita dos termos

de uma progressao geométrica

«Q 1 2x «Q

2

| Zn
passando ao limite com n — oo concluimos dado € > 0, existe ng € N tal que
| 2p — 2w [|[<€ Ye>0

Mostrando que {x,} é de Cauchy, justificando assim que {x,} € convergente, logo existe

x € RP tal que

z, — r em RP

de b) temos

1
v =< (1 o )
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passando ao limite com n — 0o concluimos que para todo x € By/(c)

|z—cl<a.

Note que (pela defini¢ao da sequéncia (2.2))

L(zpy1 — xn) = —L(M[f(zn) — f(zpn-1) — L(zp — 24,-1)])

= L(zpy1 — xn) = L(xy — 24, -1) + f(Tno1) — fzn) -

Afirmamos que

L(xn+1 - mn) =Y - f(xn)

Provaremos por inducao em n

i) paran =0

x1 —z0 = M(y — f()) = L(z1 — 20) = L(M(y — f(c))) =y — f(c)

i1) Supomos que para n — 1 (2.4) € verdade, isto é,

L(zn — 1) =y — f(Tn1)

devemos mostrar que para n (2.4) € verdade, ou seja,

L(xni1 —xn) =y — f(2n)

observe que, de (2.3) tem-se,

L(wpy1 — n) = L(zn — 2p1) + f(zn1) — flzn) -

Usando a hipotese de inducao

L(zpir — on) =y — f(xn-1) + f(@n-1) — f(z0)
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mostrando assim que

L(xn—&-l - xn) =Y — f(xn)

finalmente,usando a continuidade de L e f e passando o limite com n — oo em (2.4),

obtemos

Lix—x)=y— f(v,) = 0=y — f(z) = f(z) =y

mostrando assim o teorema.

2.3 Teorema da Funcao Aberta

Teorema 2.3. (Teorema da Funcgao Aberta) Seja f: Q) C RP — RY uma fungao de
classe C1(Q) de modo que f'(z) : RP — R? € sobrejetora para todo x € §). Entdo para

todo G C § aberto, o conjunto f(G) € aberto, isto €, f € uma funcao aberta.

Demonstracao. Seja b= f(c) com ¢ € G. Devemos mostrar que existe § > 0 tal que
B;(b) C f(G)

isto é, se y € Bs(b) logo existe x € G tal que f(z) =y.
Usando o fato de f ser continua e f'(c) ser sobrejetora, aplicamos o teorema da fungao

sobrejetora a flg e concluimos que existem § >0 e x € G com f(x) =y tais que

[0}

|y —=0b|<0 com =35 isto €,

Bs(b) € f(G) .

Teorema 2.4. Seja f : U — V uma bijecio de classe C* (k > 1) entre abertos U,V C
R™. Se sua inversa f~':V — U ¢é diferencidvel entio f~* € C*. Diz-se entdo que f é

um difeomorfismo de classe C*

Demonstracao. Ver em [5]
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2.4 Teorema da Funcao Inversa

Teorema 2.5. (Teorema da Funcao Inversa) Seja f : Q C RP — RP uma fungdo
de classe C*(Q) de modo que f'(c) : R? — RP é bijetora em ¢ € ). Entdo existem
vizinhangas abertas U de ¢ e V de f(c) tais que f : U — V € bijetora e a fungdo inversa

g:V — U € diferencidvel. Além disso, g € C*(V) e para todo y € V temos

Demonstragao. Sendo f'(c) : RP — RP injetora, entao existe r > 0 tal que para todo
uecRP

rlw lI<IFFCe)u |l

dat, pela linearidade de f'(c)

:>7“§‘

ro ()l

temos que para todo w € R? com || w ||=1

C

tomando w = Tull?

r<| filewl] (2.5)
Provaremos que para todo x € Bs(c) e u € RP tem-se

, T

| Pzt ul -
De fato, pois do contrdrio existiria {z,} C RP e {u,} C R? tais que
0= cll< 2 = Fnun 1< 5 v |
Tp —C - T )Un a Unp, )
n 2

desta maneira, tomando

Unp r

= @) < 5

W= —"
(R

Portanto {w,} € limitada e seque do Teorema de Bolzano-Weierstrass (ver Teorema A 9,

Apéndice) que {w,} possui uma subsequéncia convergente, isto é, existem {wy; } C {w,}
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ew € RP com | w ||=1 tais que
Wy, —> W em RP .

Daf,

r
I o, l<
Passando o limite com n — 0o e usando o fato de f € C*, obtemos

r
a0

I f/ew i< S

o que contradiz (2.5).

Mostramos assim que para todo x € Bs(c) e u € RP

| P =5 lul

com isso, mostramos que f'(x) : RP — RP € injetora para todo x € Bs(c).

Diminuindo o 0 que foi dado no teorema da fungdo injetora, se necessdrio podemos supor
que 6 < a onde « foi dado no teorema da fungdo sobrejetora. Deste maneira, aplicando o
teorema da fungao injetora, temos que para cada x € Bs(c) existe uma vizinhanga aberta
em particular U de c tal que

f:U—=V=FfU)

é bijetora.

Sendo f'(z) : RP — RP injetora e portanto sobrejetora (ver Teorema A 10, Apéndice)
para todo x € Bs(c). Desta forma, aplicando o Teorema da Fungdo Aberta a imagem de
U por f € um aberto, dai V = f(U) € uma vizinhanc¢a aberta de f(c).

Por f ser injetora em U, existe g : V — U funcao inversa de f. Devemos mostrar que
g € diferencidvel em V.

Sejamy; € V exy € U de modo que f(x1) = y1. Como f é diferencidavel em x1, podemos

fazer

f@) = f(x1) = f'(@)(w —21) = & — 21 || (2)

onde o(x) — 0 quando x — x1. Considere também M, : RP — RP a inversa de f'(xq) :
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RP — RP. note que

My(f(x) = fx1) = fl(z)(x = 21)) = My([| & — 21 || ()

Resulta de M, ser transformacao linear que

My(f(x) = f(21)) = (2 = 21) =[] @ — 21 || Mi(p(2))

= x—x1— M (f(x) = f(21)) = = || 2 — 21 || Mi(p(7))
= 9(y) —gy) = Mi(y —y) = — | v — 21 || Mi(p(2)) .

Dai, usando o fato de M, ser limitada, existe my > 0 de maneira que

19(w) —9() = Miy—y) I _ [z —a | [z = |
= | Mi(p(x)) < T——rma | () ||
Iy =l Iy = wll Iy =l
Mas, de (2.1) temos que
,
g e =z l=<lly—u| (2.6)
— 2
NESAPES
ly = ll = r

decorre que

I 9(y) —g(y1) — Mi(y — 1) || 2 .
TR < |l e(a) |

observe que quando y — 1y, em (2.6) temos que x — x1 e consequentemente (x) — 0.

Faca v =y — y; decorre de y — y1 que v — 0. Dai concluimos que

i 9@+ y1) —g(y) = My || _

[o]|—0 | vl

0

Desta forma g : V — U é€ diferencidvel para todo y € V' com

Assim, aplicando o Teorema 2.4 concluimos que g € de classe C* .
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Seja f'(c) bijetora, considere J; a matriz jacobiana associada a f’(c). Em termos

algébricos a inversa de f’(c) corresponde a inversa de Jy, ou seja,

[f (] =J;"

Dai, para que [f’(c)] ™! exista, entdo o determinante de J; tem que ser diferente de zero,
isto é, J¢(c) # 0. Desta forma, podemos reformular o teorema da funcéo inversa da

seguinte maneira.

Teorema 2.6. (Teorema da Func¢do Inversa ) Sejam f:Q C R? — RY uma funcao
de classe C*(Q) e c € Q com Jy(c) # 0. Entdo existem vizinhangas abertas U de ¢ e
V de f(c) tais que f : U — V € bijetiva e a funcdo inversa g : V — U € diferencidvel.

Além disso, g € C*(V) e para todo y € V temos

Definicao 2.3. Dados um conjunto X e um ponto a € RP, ha trés possibilidades que
se excluem mutuamente: ou a € intX, ou a € (R? — X) ou entdo toda bola aberta de
centro a contém pontos de X e pontos do complementar de X. Os pontos com esta ultima
propriedade constituem 0X, que chamaremos a fronteira de X. Os pontos y € 0X sdo

chamados pontos-fronteira de X.

Aplicacao

2.5 Aplicacao ao grau de Brouwer

Sejam © C R? um aberto limitado e C*(Q,R?) o espaco das funcoes k-vezes dife-
rencidveis em (2, ou seja, o espaco das funcoes continuas em € que possuem todas as
derivadas até a ordem k, sendo restricoes de funcoes continuas definidas em €.

Para o espago C*(Q, RP) vamos considerar a seguinte norma

_ )
ek o@%i‘ég”D o(@)||
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Considere ¢ € C*HQ,RP) e S = {z € Q;J,(x) = 0} onde J,(z) representa o valor do
determinante jacobiano de ¢ aplicado no ponto z. Tome b € R? com b ¢ p(9Q) U ¢(S).
Se z € o1 ({b}) logo J,(z) # 0, entao pelo Teorema 2.6 ¢ é um difeomorfismo de uma

vizinhanca U de x sobre uma vizinhanca V' de b, isto é,
olp:U—=pU)=V

¢ um difeomorfismo.

Afirmagao: O conjunto ¢~ '({b}) é finito. De fato, pois ¢~ ({b}) é um conjunto fechado
em €. Como consequéncia p~!({b}) é fechado e limitado em RP pois o fecho de Q é
limitado e p~({b}) C Q. Mostrando assim que @' ({b}) é compacto.

Para cada x € ¢~ ({b}), considere a bola B, (z) C U,.

Assim,

et e U By

201 ({b})
e desde que {B,,(z;)} é uma cobertura por abertos (ver Definicao A 2, Apéndice) para o
compacto ¢ ' ({b}), pelo Teorema de Borel-Lebesgue (ver Teorema A 11, Apéndice)

obtemos uma subcobertura finita de maneira que
k
({0} < U By ()
j=1

mostrando que ¢! ({b}) é finito, isto é, 1 ({b}) = {&, &, ..., &} com J, (&) # 0 para
todo i € {1,2,--- ,k}.

Definigao 2.4. Sejam ¢ € CHQ,RP) e b & ©(9Q) U (S). Definimos o grau topoldgico

de Brouwer da funcao @ em relagao a €2 no ponto b como sendo o niumero inteiro

d(e,.0) = > sgn(J,(&))

Sicp~t({b})

onde sgn € a func¢ao sinal que € definida por

1, set>0
wgnlt) = 1 t<0
-1, set<
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2.6 Exemplos

Exemplo 2.1. Considere a funcio ¢ : R — R definida por p(x) = sen x com ) =
(0, %’T) e b= 7. Queremos calcular o grau tololégico de Brouwer de ¢ em relagdo a )

no ponto b, ou seja, d(p,<2,b).

Resolugao: A priori vamos verificar se b ¢ ¢(9Q2)Uyp(S), para que o d(sen x, (O, 57“) , %)
esteja bem definido. Segue do Exemplo 1.7 que J,(z) = ¢'(x) = cosz. Note que:

-} 5m fre () emrnr}- (52
p(09) = {0,1} 5 ¢(S) = {1, -1}

logo,
PO U e(5) = {-1,0,1}

concluimos com isso que

1 ¢ {-1,0,1}

Fazendo uma anélise no circulo trigonométrico concluimos que

o ({%})— {666

onde &1, &3 estao no primeiro quadrante e & estd no segundo quadrante. Segue da de-

finicao do grau que
d 0.7). )= Y son(ule))
sen x, o g )T SN\ Jp\Gi
e~ ({1}
logo

d<sen z, (0, %ﬂ) , %) = sgn(cos(&)) + sgn(cos(&2)) + sgn(cos(&3))

Consequentemente

Sm\ 7
d 0,— |, — =1 —1 1=1
(senx,(,2>,4> +(—1) +
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portanto

oT\ T
d — |,=)=1
<sen x, (0, 2),4>

Exemplo 2.2. Considere a funcio ¢ : R — R definida por ¢(x) = cosx com Q =
137 _ T 137 s
(0, T) e b= 7% Queremos calcular d(cos x, (O, T) , 5).

Resolugao: Vejamos primeiramente que b ¢ ¢(9€2) U ¢(S). De fato:

Jo(x) = ¢'(x) = —sen x

logo,

concluimos que
Tgl-1, E, 1
3 2

Analisando o circulo trigonométrico podemos concluir que

w({g})z (6.6}

onde &; esta no primeiro quadrante e & esta no segundo.

Decorre da definigao do grau que

137\ =
d(cos:c, (O’T)g): Z sgn(Jw(fi))
({3}

Dai,

d( (o, B—”),f)z sgn(—sen (€1)) + sgn(—sen (6)) = —1 + (~1) = —2

6 3
137\ =
d 0,— |, = |= -2
(x( ! )3)
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A teoria do grau foi desenvolvida como uma ferramenta para estudar o conjunto de
solugoes da equagao

o(z)=">.

A partir dessa teoria podemos obter informacoes sobre a existéncia, multiplicidade e

natureza destas solucoes.
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CONCLUSAO

No presente trabalho fizemos um estudo sobre a diferenciabilidade em RP apresen-
tando as principais definicoes e resultados para demonstrarmos o teorema da funcao
inversa para um espaco de dimensao finita. Para isso, lancamos mao de conhecimentos
de Algebra Linear, Andlise na reta e Andlise em RP. Concluimos aplicando o Teorema

da Funcao Inversa na construcao do grau de Brouwer finalizando com dois exemplos .

Desta maneira, conseguimos atingir nosso objetivo apresentado no inicio deste tra-
balho. Vimos que o estudo da Anélise em RP nos proporciona resultados importantes,
como por exemplo o Teorema da Funcgao Inversa, ressaltando o notavel interesse de mais

estudos nesta area.

50



Apeéendice

Resultados importante utilizados neste trabalho.

Teorema A 1. Se | b—a ||< € para todo € > 0, entdo a = b.

Tomando

e=—comnéeN

temos,

1
0<la—0b]|< =
n

fazendo n — oo tem-se

Teorema A 2. (Ver em [1])
Se E ¢ um espaco vetorial de dimengao finita, entdo toda transformacao linearT : E —'Y

¢ limitada, isto €, existe M > 0 de maneira que
| Tz ||< M|z |

com
M = sup{|| T ;]| = [|= 1} .
€l
Teorema A 3. (Ver em [5])

Quaisquer duas normas em RP sdo equivalentes.

Definigao A 1. (Ver em [3])
(Matriz de uma transformacao linear). Toda transformagao linear pode ser re-

presentada por uma matriz. Desta maneira, vejamos como isto € possivel.

o1



Sejam U eV espacos vetoriais de dimensao n e m, respectivamente, sobre R. Conside-
remos uma transformagao linear F': U — V. Dadas as bases B = {uy,us, -+ ,u,} de U e
C =A{v,v9, -+ , v} de V, entao cada um dos vetores F(uy), F(uz),- -, F(uy) estd em

V' e consequentemente é combinacao linear da base C:
F(Ul) = (111 + 21V9 + -+ Am1Um,

F(Ug) = (V12U + (e B0X%) + -+ Am2Um,

F(u,) = a1,01 + Q202 + -+ + Qg U,

ou simplesmente

Flu) =) ayv (j=1,2,---,n)
=1

onde 0s ayj; estao univocamente determinados.

A matriz m X n sobre R

11 Q2 Q1n

Qo1 Qg2 - Oy
(ij) =

Am1 Oy 0 Opp

que se obtém das consideracoes anteriores € chamada matriz de F' em relacao as bases

B eC.

Teorema A 4. (Ver em [4])

Selimz, =0 e (y,) € uma sequéncia limitada (convergente ou ndo), entdo lim x,,.y, = 0.

Teorema A 5. (Ver em [4])
(Teorema do valor médio de lagrange). Seja f : [a,b] C R — R continua. Se f é

deriwdvel em (a,b), existe ¢ € (a,b) tal que f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).

Teorema A 6. (Ver em [1])
(Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja E um espaco vetorial com produto in-

terno (,) e x,y € E. Entdo

I {zy) 1< = Il v
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onde || - || denota a norma associada ao produto interno ().

Teorema A 7. (Ver em [1])
Seja f : RP — R? uwma funcdo linear e injetora se, e somente se, existe um numero

positivo r > 0 tal que para todo x € RP
rllul<] flQul -

Teorema A 8. (Ver em [5])
(Sequéncia de Cauchy). Uma sequéncia x, C E € dita de Cauchy quando dado € > 0

existe ng € N wverificando
| n — m ||< € para n,m > ny.

Uma sequéncia (zy) em RP € de Cauchy se, e somente se, é convergente.

Teorema A 9. (Ver em [5])
(Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada em RP possui uma

subsequéncia convergente.

Teorema A 10. (Ver em [2])
Sejam U eV espacos vetoriais sobre R com a mesma dimensao finita n e suponhamos

F:U — V uma transformagao linear. Entao sao equivalentes as sequintes afirmagoes:

(I) F € sobrejetora.

(II) F € bijetora.

(111) F ¢ injetora.

(I1V) F transforma uma base de U em uma base de V' (isto €, se B é uma base de U,

entio F(B) € base de V).

Definigao A 2. (Ver em [5])
Uma cobertura de um conjunto X C R™ é uma familia (Cy)xer de subconjuntos C C R™

tal que X C U C\. Isto significa que, para cada v € X, existe um A € L tal que x € C).
AEL
Uma subcobertura é uma subfamilia (C\)aer, L' C L, tal que ainda se tem X C U C\.

AL
Diz-se que a cobertura X C UC) € aberta quando os C'\ forem todos abertos, finita se L

¢ um conjunto finito, enumerdvel se L é enumerdvel, etc.
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Teorema A 11. (Ver em [5])
(Borel-Lebesgue). Seja K C R" compacto (isto €, limitada e fechado). Toda cobertura

aberta K C U Ay admite uma subcobertura finita K C Ay, - Ay,
AeL
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