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Notacao

Na Teoria dos Conjuntos, a linguagem usada é de forma informal ao ponto de torna-
se o de uma conversacao. A verdade é que os conceitos sao muitos gerais e abstratos e
exigem esforco para se acostumarem com eles, na Teoria dos Conjuntos nao diferenciamos
elementos de conjuntos, para Conjuntos, por exemplo, os elementos podem ser tratados
com letras maitsculas ou mintsculas, o mesmo vale para os conjuntos. Trazemos uma

lista de notagao que irao surgir no decorrer do trabalho.

SB — (Subconjunto de B).
{z} — Sucessores de um elemento x.
(<) — Ordenagao.
(A, R) — Relagao de um Conjunto A.
(B, R') — Relagao induzida em um conjunto B.
R{z,y} — Relac@o entre dois elementos.
[L.c; ©i — Produto dos elementos de X;.
P(z) — Partes de um conjuntos X.
UC — Uniao dos elementos de C.
>— nao pertence.
(X, <) — conjunto X com ordenado.
(Y’ <) — subconjunto Y com uma ordem.
<— Simbolo designado para indicar Boa Ordem.

| | = Uniao.

X



Resumo

O Lema de Zorn, é cercado por um mistério em sua histéria que muitos matematicos
desconhecem, sua importancia em ramo matematicos como Algebra e Teoria dos Con-
juntos nos permitem trazer algumas equivaléncias que envolvem o Lema de Zorn umas
importantes outras nem tanto assim,aqui apresentaremos as equivaléncias do Lema de
Zorn, do Axioma da Escolha e do Principio de Boa Ordem, e também um pouco sobre
o axioma da escolha que é objeto de controvérsias e debates desde o seu surgimento,
apesar disto,sua relevancia pode ser percebida pela grande quantidade de aplicacoes e
consequeéncias apresentadas sobre a forma de enunciados equivalentes como enunciado
por Zermelo, algumas aplicacoes do Teorema de Zorn sao vistos baseando-se que o Lema

de Zorn é equivalénte ao Teorema de Zorn.

Palavras-chave: Axioma da Escolha, Lema de Zorn, Principio de Boa ordem,

Equivaléncias, Aplicagoes, Teorema de Zorn



Abstract

The Zorn’s Lemma, is surrounded by a mystery in its history that many mathematicians
are unaware of its importance in mathematical branch as algebra and set theory allow
us to bring some equivalences involving Zorn’s Lemma are important others not so well,
here we present the equivalences between Zorn’s Lemma, the axiom of choice and the
Principle of Good Order and also a bit on the axiom of choice is the subject of contro-
versy and debate since its inception, despite this, its relevance can be seen by the large
amount applications and consequences presented in the form of equivalent statements
as enunciated by Zermelo, some applications Zorn theorem are seen banseando that the

Zorn’s lemma is equivalent to Zorn’s theorem.

Key-words:Axiom of Choice, Zorn’s Lemma, Principle of good order, equiva-

lencies, Applications, Theorem Zorn
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Introducao

Uma vez que hoje muitas pessoas estudam os lemas, axiomas e teoremas sem neces-
sariamente saber de sua historia, de como chegou a tal nome, iniciaremos este trabalho
esclarecendo um mistério que cerca a origem de um dos Lemas mais conhecidos no mundo
matematico. O Lema de Zorn que leva consigo o nome de Max Augustin Zorn este que
em 1935 apresentou em trabalho sobre principios maximais. Mais tarde, uma carta aba-
lou a Sociedade Matemaética das Américas, pois a mesma trazia a noticia de que o Lema
da Zorn, nao possuia o nome de seu verdadeiro descobridor. Nesta busca pelas origens
do Lema de Zorn foram encontrados documentos que comprovam além de contribuicao

de diversos autores o seu uso anterior as pesquisas de Zorn [2].

Segundo [2], o lema conhecido atualmente como ”Lema de Zorn”j4 havia sido citado
por outros autores como, Rosser 1953, Cuesta 1955, Fraenkel e Bar-Hillel 1958, Rubin e
Rubin 1963, Beth 1964, Semadeni 1968, Jech 1973, Sappers 1960. Muitos desses autores
acabaram por estudar o tal Lema de Zorn, a histéria escondida por tras do nome é que
chama atencao, pois Zorn conhecia e ja havia ouvido falar de outros estudos sobre o

Lema.

Esses supostos trabalhos faziam referencias ou sao equivalentes ao Lema de Zorn Isto
por que, alguns desses trabalhos por seus autores possuiam equivocos e tinham que ser
reajustados. Alguns autores faziam as vezes referéncias a resultados de outros autores
para elaborar denfini¢oes, ou reformular-las. Campbell relata uma forma de linhagem de
como o principio maximal virou Lema de Zorn e chegou a conclusao de que certamente

Zorn foi essencialmente antecipado por alguns autores.

Seguindo a linhagem descrita por Campbell, o principio maximal virou lema de Zorn

por volta de 1933, quando Max Zorn que era Professor de uma universidade de Indiana



na época e fez um trabalho sobre o principio do maximo entitulado ”uma observacao
sobre o método de dlgebra transfinito”, e publicado no boletim da American Mathema-
tical Society em (1935). Entretanto, Hausdorff ja havia trabalhado com os principios
maximais, pois ele foi o primeiro a fazer isso, mas Max s6 tomou conhecimento de tal
trabalho em 1976, apesar disto Hausdorff foi o primeiro a chamar o principio maximal
de Lema de Zorn, passou a ser chamado assim depois de sua apresentagao nas américas
em outubro de 1934 sobre o seu trabalho em &lgebra, Max apenas se deixou aceitar a
teminacao Lema de Zorn, apesar de ter contribuido bastante ele tinha conhecimento das

linhagens que o sucederam em alguns resultados [8].

Naquela época, alguns autores faziam referénciais aos seus trabalhos nomeando-os
por: M1, M2, M3, principios Maximais. Kuratowski foi o primeiro a utilizar o Lema
de Zorn e ainda hoje podemos ver algumas citacoes do lema de Zorn, como Lema de

Kuratowski-Zorn. Na seugéncia demonstrou que o Lema era equivalénte ao Axioma da

Escolha.

S.bochner fez um artigo sobre superficies de Riemann, que foi Chamado por Rubin e

Rubin de M1, e estudado por Hausdorff e era tratado com Principio de Zorn ele diz :

M1:Se R é uma relagao transitiva em um conjunto nao-vazio, que definimos de X e
se todo subconjunto de X é linearmente ordenado por R e tem uma parte superior de R

ligado a esse subconjunto, entao héa uma relacao R maximal em um elemento de X.

O trabalho de Rubin e Rubin (1963) foi importante, pois apresenta reformulagoes do
Axioma da Escolha, diferencia varios principios maximais estudando-os e analisando-os.
Alguns dos principios Maximais sao definidos por M3 e M4.

M3: Se todas as classes nao vazias, sao um subconjunto de um nao vazio X, entao X

tem em sua uniao um elemento dele proprio, em seguida X tem um elemento méaximo.

M4: Se cada classe bem-ordenada, é um subconjunto de um nao vazio X, entao X
tem em sua uniao um elemento dele mesmo, logo X tem um elemento maximo.

M3 se assemelha com o lema de Zorn que conhecemos hoje em dia e M4 j& aparecia
em um teorema topolégico de 1910, e sua demonstracao foi baseada no teorema de boa

ordem por alguns autores como: Janiszewski, Mazurkiewicz, Brouwer e Kuratowski[6].

Rubin e Rubin apdés demonstrarem que o principio do maximo implicava no axioma



da escolha e no teorema de boa-ordem, optaram por nao publicar o resultado. Entao
Max Zorn, chegou a mesma conclusao, aplicou na algebra o principio maximal que ficou

conhecido como Lema de Zorn.

Zorn tomou conhecimento de varios principios maximais, como os que Hausdorff
formulou, provou e estendeu, a conclusao de Rubin e Rubin chamando de M5 e M6, que

dizem:
M6: Para cada conjunto X, existe um subconjunto maximal.

M5:Se R é uma relagao transitiva em X, entao existe um subconjunto maximal, com

X ordenado por R.

Tomando os conhecimentos de alguns maximais existentes, Zorn formulou duas de-

finigoes que sao elas :

Definicao 0.1 Um conjunto B de conjuntos B é chamado uma cadeia, se para cada dois

conjuntos B1, B2, tal que B1 D B2 ou B2 D B1.

Definigao 0.2 Um conjunto A de conjuntos A € dito fechado, se contiver a uniao SB de

cada cadeia B contido em A. Entdo, o nosso principio mazrimal € expressado no sequinte

formato(PM).

Em um sistema fechado, o conjunto A de conjuntos A existe pelo menos um, A* que

¢ 0o maximal,e nao estd contido em nenhum subconjunto A.

A partir de entao, com os conhecimentos sobre outros principios maximais, Zorn
passou a estuda-los antes de chegar a essas definicoes. O Lema de Zorn atual diz o
seguinte:

Seja X um conjunto parcialmente ordenado nao vazio tal que cada cadeia em X €

limitada superiormente. Entdo X possui pelo menos um elemento mazimal [6].

Boubaki fez uma formulagao que chamou de o Lema Fundamental, afim de discutir

sobre o Teorema de Zorn como ja eram chamadas as formulagoes de Zorn que dizia :

Seja - um conjunto ordenado indutivo. Entao é uma aplicacdo de E em E, tal que,
para todo x € E, f(x) > x, existe pelo menos um x € E tal que f(x) = x. O Lema de
Zorn surgiu de uma fusao entre o Teorema de Zorn e Lema Fundamental, de Bourbaki

que diz:



Seja E um conjunto ordenado indutivo, e F' uma aplicacao de EF em FE, tal que, para
todo x pertence a E, temos que f(x) = z, logo existe ao menos um elemento x pertencente
a E tal Que f(x) = z.

Hoje em dia o Lema de Zorn também conhecido como Teorema de Zorn, é utilizado
ainda em analise funcional, topologia, dlgebra linear, em especial na teoria dos conjuntos,
pois apesar de nao se usado tanto para uma construgao axiomatica da Teoria dos Conjun-
tos, sem ele nao conseguiriamos demonstrar tao facilmente, o teorema de Hanh-Banach

ou que um espaco de Hammel possui uma base.

A teoria dos conjuntos sofreu um grande preconceito quando adicionada ao ensino
regular nas escolas, ja que a mesma veio com o objetivo de substituir a geometria na
época e seu ensino repousa no fato de que hoje é fundamental seu aprendizado nas
escolas e nao apenas da teoria dos conjuntos mais também da algebra, ja que as duas

praticamente caminham juntas [4][3].

Existem equivaléncias em Teoria dos Conjuntos que sao bem conhecidas como, entre
o axioma da escolha, Lema de Zorn, teorema da boa ordem e o Teorema de Tychonoff,
todos esses sao equivaléntes, assim como existem aplicagoes utilizando o Lema de Zorn
na algebra que sao bem conhecidas, como, a sua aplicacao na base de Hammel, em Anéis,
etc. Nesse trabalho pretende-se mostrar algumas equivaléncias do Lema de Zorn e quanto
o mesmo é importante para a matematica, trazendo também o Axioma da Escolha, que é
importante na construgao axiomética dos conjuntos. Mesmo nao sendo importante nesta
area de axiomatizagao, o Lema de Zorn por sua vez se demonstra importante nao apenas
na teoria dos conjuntos mas também na area de andlise funcional, topologia e algebra,

como ja foi dito antes.



Capitulo 1

Teoria dos Conjuntos

Nesta secao vamos discutir um pouco de um conceito intuitivo da Teoria dos Conjuntos
antes de adentrar na parte axioméatica. A Teoria dos Conjutos se iniciou quando em 1870
Georg Cantor estudou a teoria sobre séries infinitas na area de andlise, a partir de entao,
Cantor passou a considerar conjuntos infinitos ou classes. Mas o que sao conjuntos? Pela
idéia contruida na Teoria dos Conjuntos, pode se dizer que todas entidades estudadas
na matematica podem ser consideradas conjuntos onde os objetos desse conjunto sao
chamados de elementos do conjunto. Surgiram alguns paradoxos, quando Cantor iniciou
os estudos, o que nos da a no¢ao de que o mesmo ainda nao poderia formar uma base
satisfatoria para a Teoria dos Conjuntos sendo assim, durante suas pesquisas Cantor
desenvolveu a Teoria dos Numeros Transfinitos para diferenciar e comparar os varios

”tamanhos de infinitos”.[10]

Nesta pesquisa consideremos como ponto de partida para o conceito de Conjuntos, a
ideia de varios objetos que compartilham de uma propriedade em comum, sendo assim
podemos pensar na palavra ”Ovelhas”, como sendo um grupo que compartilha dessa tal
propriedade, podemos extrair dessa ideia a nogao de conjuntos e se determinada ovelha
nao atende a essa propriedade, logo ela nao pertece a essa conjunto e nao é elemento desse
conjunto,o que nos nos remete ao conceito de pertinéncia e elementos de um conjunto. A
nocao de Conjuntos pode ser considerada a primeira a se formar nos seres humanos pois
parte da ideia de agrupamento ou colecao, apesar disso tal construcao nao se traduz em

uma defini¢ao.



Ernst Zermelo e Abraham Fraenkel formalizaram os conceitos axiomaticos dos con-
juntos que hoje é descrita pela sigla ZFC, o ”C”vem da palavra inglesa Choice que quer
dizer escolha e tem sua relagao com o axioma de escolha,ja que muitos matematicos evi-
tam o seu uso. Mesmo Ernst Zermelo e Abraham Fraenkel terem sido os responsaveis
pela parte de axiomatizagao dos conjuntos, hoje esse feito é atribuido a Jonh Neumann e
a partir de entao a teoria dos conjuntos e a logica passaram a segur caminhos diferentes.
Na teoria dos conjuntos persiste a ideia e o receio de tratarem do axioma da escolha, mas
Zermelo utilizou o axioma para demonstrar que todo conjunto pode ser bem ordenado.
Devido a axiomatizacao feita por Zermelo, podemos agora enunciar de forma um pouco

mais precisa os axiomas da Teoria dos Conjuntos.

1.1 Axiomatizacao

Nesta secao trazemos axiomas que serao utilizados no decorrer do trabalho, tendo em
vista que Cantor revolucionou a axiomatizacao e alguns autores como Zermelo e Haus-
dorff, a estudaram e contribuiram para a axiomatizacao da teoria dos conjuntos, esses
axiomas sao de extrema importancia para esse trabalho. E tradiconal na matematica
o uso da palavra“Familia” que nada mais é a idéia de “Conjuntos de Conjuntos”mas na

Teoria dos Conjuntos, qualquer conjunto tratamos como um conjunto de conjuntos.

Ernst Zermelo entre (1871-1953) apresentava a primeira axiomatizagao da Teoria dos
Conjuntos, se baseando-se na idéia que os paradoxos surgem quando admitimos que as
colegoes sao muito grandes e que Russell teria razao em suas conclusoes em 1906 [10]. A
partir dai comegaram a surgir os axiomas da teoria dos conjuntos alguns serao citados a

seguir.
1.1.1 Axioma de Existéncia

Este axioma nos garante a existéncia de um conjunto. O vazio é um conjunto.

Axioma 1.1 (Axioma de Existéncia) .

Isto é, existe um x , tal que para todo y, temos que y > x, que é designado pelo

simbolo ().



Nota-se com este axioma que o vazio ¢ um conjunto e que portanto, sempre existira

um conjunto.

1.1.2 Axioma de Extensao

O axioma de extensao reestringe Conjuntos semelhantes a um tinico Conjunto.

Axioma 1.2 (Axioma de Extensao) .

Dois conjuntos sao semelhantes se, e somente se, tem os mesmo elementos.

Em outras palavras queremos dizer que um conjunto fica determinado por seus elementos.
Teorema 1.1 FExiste um unico conjunto vazio

Demonstracao: A existécia de um conjunto vazio ja obtemos facilmente através do
axioma de existéncia, devemos mostrar que se existe x e y conjuntos vazios, esta sao
iguais.

Suponhamos que X e Y sao conjuntos vazios diferentes, logo deve existir um elemento
em X que nao pertence ao conjunto Y, ou deve existir um elemento em Y que nao
pertence a X, Mas pelo Axioma de Extensdao temos um contradicao, pois ambos sao

vazios. Portanto existe um tnico conjunto vazio.

1.1.3 Axioma do Infinito

Axioma 1.3 (Axioma do Infinito) .

O axioma do infinito consiste em uma ideia de conjuntos adquirida anteriormente.

FEziste um conjunto X tal que ) € X , que se v € X | entdo x U {z} € X.
Teorema 1.2 O conjunto vazio esta contido em qualquer conjunto.

Demonstragao: Pelo axioma de existéncia o vazio é um conjunto.

Suponhamos que X e Y sao conjuntos, tal que Y = () e X um conjunto qualquer,
Por hipotese , Y C X | pelo teorema 3.1 que diz que o vazio é tnico, para que Y C X,

deve existir um elemento em Y que pertence a X , mas Y = () logo, o unico elemento de



Y que pode pertencer a X é o conjunto vazio. Portanto, O conjunto vazio esta contido
em qualquer conjunto. Sendo assim o axioma nos garante a existéncia de um conjunto
infinito que é indutivo, com o qual podemos tentar construi-lo através dos nimeros

naturais, que serd nada mais nada menos que o préprio conjuntos dos naturais.[10]

1.1.4 Axioma da infinidade

A nocao de conjunto indutivo é bem distinta da nogao de conjunto comum que temos.

sendo assim citamos o o axioma de infinidade, que diz que:

Axioma 1.4 (Axioma da infinidade) .

Eziste um conjunto indutivo.

Observacao: Note que o conjunto indutivo precisa conter o vazio e todos os sucessores

a partir do vazio.



Capitulo 2

Axioma da Escolha

Neste capitulo abordaremos alguns conceitos para que o leitor possa de fato compreender
o objetivo do trabalho. Defineremos a no¢ao de ordem de um conjunto, como podemos
ordenar o conjunto, encontrar um elemento maximal nesse conjunto e, consequentemente,
um supremo, se existir. Todos esses conceitos serao repassados daqui em diante [7].

No Ano de 1908 Ernst Zermelo estudava a axiomatizacao da Teoria dos Conjuntos
e foi durante esse estudo que surgiu o Axioma de Escolha, por nao ser construtivo, o
Axioma foi alvo de muita polémica e discussao entre os matematicos da época, pois nos
tras a ideia de que temos muitas possibilidades de fazer infinitas escolhas arbitrarias, o

que nao se pode demonstrar por processos construtivos [10].

2.1 Conjunto Parcialmente Ordenado

Gragas ao conceito de conjunto parcialmente ordenado, que definiremos por esse simbolo

(<), podemos ordenar os elementos de um conjunto.

Uma ordem parcial em um conjunto F é uma relacao R em E que obedece as seguintes

relagoes :
e Reflexiva, isto é, (a,a) € R para cada a € F.
e Anti-simétrica, isto é, (a,b) € R e (b,a) € R implica que a = b.

e Transitiva, isto é, (a,b) € R e (b,c) € Re (a,c) € R (Tricotomia).



2.1.1 Subconjunto de conjuntos ordenados

Da ideia de conjuntos ordenados pode-se aplicar para seus subconjuntos. Seja B um sub-
conjunto de A. A ordem parcial R em A induz assim uma ordem parcial R© em B

do modo natural, como segue:
Se a,b € B entao (a,b) € R, isto é, a <b
Como a,b € B se, e somente se, (a,b) € R, isto é, (a < b) também sao elementos de A,

sendo assim, o par ordenado (B, R’) é chamado um subconjunto parcialmente ordenado

de um conjunto ordenado (4, R).

2.1.2 Conjuntos totalmentes ordenados

Desta forma, uma ordem parcial em um conjunto, nao necessariamente quer dizer que
este conjunto ¢é totalmente ordenado, segue entao o conceito para quando um conjunto é

totalmente ordenado.

Definicao 2.1 Uma ordem total num conjunto A é uma ordem parcial em A com a

propriedade adicional que

a<b , a=0b ou a>0b,

para quaisquer elementos a e b pertencentes a A. Um conjunto A com uma ordem

total especifica € chamado de um conjunto totalmente ordenado.

Podemos dizer em outras palavras que um conjunto é totalmente ordenado quando

podemos fazer uma “comparacao” com todos seus elementos.

2.1.3 Elemento Maximal

Quando tratamos de elemento maximal, ja possuimos o conhecimento de ordem, entao

temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.2 Consideremos um conjunto ordenado A. Um elemento a € A é chamado

de elemento maximal se a < x, = a = x,, para todo x, € A
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O que queremos dizer é que a é um elemento maximal se nao existir nenhum elemento

em A que domine estritamente a.

2.1.4 Elemento Minimal

Acompanhado de elemento maximo de um conjunto, também temos o minimo desse

conjunto, que é definido como:

Definicao 2.3 Seja A um conjunto ordenado, um elemento b € A é chamado de minimal

se xg < b= x9 =0, para todo xo € A

2.2 Elemento Supremo

Quando falamos em supremo, isso nos tras a ideia de ser o Maior elemento entre todos
os elementos do conjunto a ser tratado. Na definicdo e no exemplo a seguir vemos que

nao é bem assim.

Definicao 2.4 Um numero b € R chama-se supremo do conjunto X quando é a menor
das cotas superiores de X. Isto é, b é o supremo de X quando cumpre as sequintes

condicoes:
1°) Para qualquer x € X, tem-se x < b;
2°) Se c € R, tal que x < ¢ para qualquer x € X, entdo b < c.

Observacao: Isso nos diz que nenhum nimero real menor do que b pode ser cota superior

de X. Isto €, Para todo € > 0 existe v € X tal que b — e < x, e escrevemos b = SupX

Exemplo 2.1 Seja X o conjunto dos pontos de um plano referidos a um sistema de
coordenadas cartesianas ortogonais. Estabelecendo uma rale¢ao de ordem nos elementos

de X, temos que :

P de coordenadas € e n e P’ de coordenadas € e n'. Na relagao habitual entre os

niumeros reais , temos € > € en>1n'.

Dai, vemos facilmente que por exemplo.
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Dado A o conjunto dos pontos do triangulo retangulo de vértices (0,0),(1,0) e (0,1),
temos que os pontos da hipotenusa sao os elementos mdximais .

Temos que o SUP é Q = (1,1) e o conjunto dos pontos da bissetriz do primeiro
quadrante é totalmente ordenado, o conjunto dos pontos do plano nao € totalmene

ordenado.

Exemplo 2.2 Seja W o conjunto de todas as figuras de centro na origem e raios menores
ou iguais a 1, do espago E.

O conjunto W é uma parte do conjunto ordenado pela inclusio S(FE) e admite, para
supremo a esfera de centro na origem e raio 1. Como a esfera pertence a W ela € o

elemento maximal de W .

2.2.1 Conjunto Ordenado Indutivo

Este conjunto, por sua vez, é bem mais complexo do que os que conhecemos, mas nao
com tantas diferencas. Nao é tao facil ver que se o conjunto for totalmente ordenado vai
admitir um supremo, no exemplo anterior podemos fazer essa verificacao, sendo assim,

temos a definicao de conjunto ordenado indutivo.

Definicao 2.5 Um conjunto ordenado E se diz indutivo quando todo subconjunto de E,

totalmente ordenado, admite um Supremo.

2.2.2 Swucessor

A ideia de sucessao se assemelha a descrita no axioma de Peano.

Definicao 2.6 Dado um conjunto X, definimos X como o conjunto de sucessores de
X.Isto €, para qualquer y € X, implicay € X ouy = {X*t}.

Observacao: Quando um conjunto € fechado pela operacao de sucessor e possui o con-

Junto vazio, este €, nada mais nada menos, que um conjunto indutivo, através desta

definicao.

Com esses conceitos podemos prosseguir no trabalho, agora dando énfase maior para o

axioma de escolha e lema de Zorn, e suas equivaléncias.
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2.3 Axioma da Escolha

Segundo [10], o Axioma da Escolha foi utilizado primeiramente por Ernst Zermelo para
auxiliar em sua demonstracao de que todo conjunto pode ser bem ordenado. Conhecido
hoje como o Principio de Boa Ordem e que é equivalente ao Axioma da Escolha e ao Lema
de Zorn, o Axioma da Escolha difere dos demais Axiomas devido nos trazer a certeza de
um conjunto sem precisar contrui-lo. Por nao ser construtivo, o Axioma de Escolha é
muito questionado por muitos na época, devido as consequéncias importantes de qual o
mesmo derivava e de sua importancia na matematica, estando presente nao somente na
teoria dos conjuntos, mas também na topologia, na algebra e na analise funcional. Sendo
assim, em 1930, o Axioma da Escolha passou a se tornar uma forma padrao matemaética
que por muitos era considerado o Lema de Zorn que conhcemos hoje. Segue uma pequena

observagao para melhor compreensao do leitor e logo em seguida sua defini¢ao:

Observagao 2.1 Seja R{z,y} uma relagdo entre um elemento genérico x de um con-
junto A e um elemento genérico y de um conjunto B. As relagoes
“Qualquer que seja x € A existe y € B tal que R{x,y}” e

“existe uma aplicacdo f de A em B tal que qualquer que seja x € A, R{x, f(x)}”.

Essa observacao € para a melhor compreensao do Axzioma da Fscolha

2.3.1 Axioma da Escolha

Axioma 2.1 (Axioma da Escolha) :

Se I ¢ um conjunto qualquer de indices e (z;);c; € uma familia de subconjuntos de
um, congunto C tal que x; # 0 , para qualquer que seja i € I, o produto [[,., x; nao é

vazio. [5]

Por se tratar de um axioma nao precisa ser demonstrado[10].

2.4 Funcao Escolha

Definigao 2.7 Seja X um conjunto infinito, entio f : P(X) — {0} — X € dita uma
fungdo escolha para o conjunto X, se f(a) € X para todo a € P(X) — {0}.
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O que ocorre na verdade quando utilizamos a funcao escolha, é que queremos escolher
um elemento de cada conjunto da colecao aleatoriamente, por isso se chama “funcao

escolha”, pois é uma funcao que escolhe um elemento de cada subconjunto nao vazio.

Existe uma equivaléncia entre o axioma de escolha e a existéncia de uma funcao

escolha para todo X [6].

Precisaremos de umas importantes definigbes para nos auxiliar na demonstragao do

lema de Zorn, que sao as seguintes .

2.4.1 Segmento fraco inicial

Essa defini¢ao nos servira de auxilio mais adiante quando formos tratar da demonstracao

do Lema de Zorn.

Definigao 2.8 Seja X um conjunto parcialmente ordenado. Para cada v € X, s(x) €

chamado de segmento fraco inicial, € o conjunto que contém x e seus predecessores.

2.4.2 Cadeia

A ideia de cadeia s6 pode ser aceita devido a ordem parcial de um conjunto.

Definicao 2.9 S ¢ uma cadeia se, para todos y,z € S tivermos y < z ou z < y.
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Capitulo 3

Lema de Zorn

Neste capitulo falaremos do Lema de Zorn, dando énfase na demonstracao do mesmo
descrita por Halmos [6]. Como j& sabemos, o lema é cercado de mistérios devido o seu
verdadeiro nome e é também um dos mais importantes lemas na area de anélise funcional.
Por exemplo, ele estd presente na demonstracao do teorema de Banach. Mas nao é apenas
por isso que o mesmo chama tanta atengao, mas sim por suas equivalénciais. O lema de

Zorn que conhecemos hoje é escrito da seguinte forma:

Lema 3.1 (Lema de Zorn) : Seja X um conjunto parcialmente ordenado ndo vazio
tal que cada cadeta em X € limitada superiormente. Entdo X possui pelo menos um

elemento maximal. [6]

A seguinte demonstragao foi transcrita e adaptada do Livro de Halmos [6], que atribui a
seguinte demonstragao a Zermelo.
Demonstragao:
Antes de comecarmos sua demonstracio, vamos deixar definido X.
X é o conjunto de todas as cadeias do conjunto X ordenado pela inclusao .
Temos como objetivo mostrar que X tem um elemento maximal, isso serd o suficiente

para mostrar que X tem um elemento maximal, conforme as seguintes etapas.

ETAPA 1 : Se X possui maximal entdo X possui um elemento maximal.
De fato, Suponha que A é um Maximal de X. Temos pela hipétese sobre X, que seja

x € X um limitante superior de A, isto é a < x para todo a € A. Dai, temos que x € A
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pois, se x 5 A terfamos que AU {z} seria uma cadeia e A contendo apenas A e nao seria
maximal. Vemos que x é maximal em X, pois se nao fosse existiria um y € X com x # y
tal que = < y e terefamos novamente uma cadeia que seria A U {y} e seria uma cadeia
maior que A contradizendo novamente a maximalidade de A, Portanto x é maximal em
X.

Agora devemos mostrar que nossa suposicdo de que A é maximal em X e assim pela

etapa 1 concluiremos o lema de zorn.Dai temos a Etapa 2.

ETAPA 2 : Se C é uma cadeia em X entdo |JC € X.
Como | JC' é um subconjunto de X. Para mostrarmos isso, é simples basta provarmos
que [JC é uma cadeia em X. Daf ,
Sejam a e b pertecentes a | JC e sejam A, B € C taisque a € Aebe B . Como C é
uma cadeia temos que A C B ou B C A, o que significa que a,b € A ou a,b € B. Mas
como C' € X ,entdo tanto A quanto B sdo cadeias, isto éa <b ou b<a.
Seja f uma fungao escolha em P(X)\{(}. Definimos uma fungao S, tal que

S: X ~X

Como

5(A) AU f(r € X\A: AU (x) € X), se A ndo for maximal

A, se A for maximal

A funcao S faz o seguinte :

Se A nao é uma cadeia maximal, S estende A a um tnico elemento . Se A é uma cadeia
maximal, S(A) = A.

Se A é uma cadeia ndo maximal, vai existir um z 3 A tal que AU {x} é uma cadeia nao
maximal, pois todo subconnunto de uma cadeia é uma cadeia .

Agora devemos mostrar apenas que existe A € X tal que S(A) = A e assim concluiremos
a demonstracao do Lema de Zorn.

Antes de prosseguirmos com a demonstracao do lema, preisaremos de algumas definicoes.

Precisamos da definicao de torre para nos ajudar nas préximas etapas.
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TORRE

Dizemos que um subconjunto 7' de X é uma torre se satisfaz as seguintes condicoes.
vbheT

vSe AeT entao S(A) € T.

v'Se C' é uma cadeia em (T',C) entao |JC € T

J& notamos claremente que existe pelo menos uma torre que é o X é uma. Dai, temos a
seguinte definicao .

Xo=NT C X: T é uma torre

ETAPA 3: X, é uma torre e estd contida em qualquer outra torre.
Iremos fazer mais adiante que X, é uma torre, vamos fazer apartir de agora algumas
demonstragoes utilizando uma espécie de inducao, onde S vai desempenhar o papel de
sucesso. Com a 3° condicao de Torre essa tal inducao é a aqui mais se aproxima da
indugao transfinita .

O Objetivo nessa etapa é mostrar que X, é uma cadeia em X. Daf nao teremos
dificuldades para mostrar que |J X, é o maximal em X, isto é A = X, e X, é uma
cadeia em X que nao esta contida em nenhuma outra cadeia,com isso e pela afirmacao 1

provaremos o Lema de Zorn.

Dizemos que um elemento C' de X, é comparavel se, para todo A € X,, temos A C C

ou C C A.

Mostrar que X, é uma cadeia, é o mesmo que mostrar que todos os elementos de X

sao comparaveis. Dai temos uma ltima definicao.

Uma funcdo g : Xo — P(X;,) Dada por
9(C) ={A € Xy : (AC )V (s(C) C A)}

Agora, devemos verificar se o elemento C' de X, é comparavel, partimos para a etapa
4.
ETAPA 4: Se C é compardvel entdo g(C) = X,.

Como ja havia sido dito, vamos usar uma espécie de inducao onde S desempenha o

papel de sucessor. Precisamos mostrar que g(C') é uma torre e da etapa 3 teremos que
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0eg(C)
Claramente vemos que () € g(C), pois ) C C.
Se S é uma cadeia em g(C) entao |JS € g(C) Temos que : ou todo A € S estd

contido em C' ou existe pelo menos um A € S tal que s(C') C A. No primeiro caso,

temos que | JS C C e, portanto, |JS € g(C).

No segundo caso, como A C |JS, temos s(C) C |JS e novamente, | JS € g(C).
Portanto S é uma cadeia em g(C') e |J S € g(C). Para mostrarmos que ¢g(C) é uma
torre basta apenas mostrar um tultimo item.

Se A € s(C) entao S(A) € g(C).

Se A € ¢g(C), temos trés casos.

Primeiro A = C

Temos S(A) = s(c¢) em paticular temos que s(C) C S(A), o que nos prova que
5(A) € g(0).

Segundo caso (A estd contido propriamente em C).

Nesse caso, suponhamos que A estd contido em C' . Como C é comparavel, emos
que C C S(A) ou S(A) C C. Se A C C temos S(A) € g(C). Assumimos que
C c S(A4).

Se C'= S(A) caimos no caso de que S(A) C C

Se C' # S(A) existe y € C'\ A. Portanto z e y s@o elementos distintos( pois z € C' e
y nao, ou y € C' e x ndo)de S(A)\A , contradizendo que S(A) tem no méximo um

elemento que nao pertece a A.
Terceiro caso (s(C) C A).

no nosso terceiro caso, se s(C') C A, como A C S(A)temos que s(C) C S(A), o que
nos da S(A) € g(C)

Sendo assim concluimos que C' é comparavel e que g(C) = X, e X é uma torre .
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Agora devemos mostrar que Xy é uma cadeia em X

ETAPA 5:X, é uma cadeia e, X.

Vamos provar a afirmacdo dessa etapa por ”"Inducdo”que todo elemento de X, é
comparavel . Isto é, mostraremos que o conjunto dos elementos comparaveis de X, é
uma torre e coincidird que todo o conjunto X, é comparavel.

Seja A € X, temos,

Como () C A, para todo A, temos que () é comparével.

Seja S uma cadeia em X, formada pelos elementos comparaveis. Mostraremos que
U S é comparével de fato.

Temos que A € X;. Se existe um C € S tal que A C C,daf temos que A C |J S, caso
contrario como todo elemento de S é comparavel teriamos C' C A, para todo C' € S , o
que nos garante que | JS C A .

Falta Mostrar que , se C' é comparével entao S(C) é comparavel.

Como A € Xj. Pela Etapa (4), temos que A € g(C), pois ou A C C ou S(C) C A.

Como C C S(C), temos A C S(C) ou S(C) C A, logo C é comparavel e o conjunto
dos elementos de X, e uma torre e X, ¢ uma cadeia em X.

Agora basta mostrarmos que | J Xy é maximal em X e assim concluimos a demons-
tracao.

ETAPA 6: |J X, é maximal em X. Seja C' = |J X,. Devemos provar que S(C) = C.
J4 temos que X, é uma cadeia pela etapa 5, temos também que X, é um atorre pela
etapa 3 e que C' € X e S(C) € X, pela etapa 3 também.

Como S(C) € Xy, entdo podemos concluir que S(C) C |J Xo. Isto é, S(C) C C.

Como C' C S(C) concluimos que S(C) = C. Pela etap 1 X tem maximal que é | X,
e pela nossa suposicao em 1 UYO = A.

Portanto, como X tem maximal X também possui maximal e assim é vélida a etapa
(1) e concluimos aqui a demonstragao do lema de Zorn .

Assim finalizamos a demonstragao do Lema de Zorn. O Lema de Zorn tem uma
grande proximacao com o Teorema de Zorn que serd descrito nos proximos capitulos,

muitos confundem os dois, com razao, ja que os mesmos tém praticamente o mesmo.
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Sendo assim, considerando a demonstracao acima, partimos para a equivaléncia do

Lema de Zorn e Axioma de Escolha.

3.1 Equivaléncia entre o Axioma da Escolha e o Lema

de Zorn

O axioma da escolha tem suas peculiaridade de afirmar que determinado conjunto existe,(ou
nao existe), mas nao dd nenhuma informagao sobre como este conjunto pode ser cons-
truido e por isso foi rejeitado por diversos matematicos que apresentaram resultados e for-
mas equivalentes aparentemente de mais facil manuseio. Dentre estas formas encontram-
se 0 Lema de Zorn [5]. Essa equivaléncia é de grande importancia para a matemética e
principalmente para a Teoria dos Conjuntos, sendo assim, trazemos o Axioma da Escolha

novamente para melhor compreensao do leitor.

Axioma 3.1 (Axioma da Escolha) :

Se I € um conjunto qualquer de indices e (x;)ic; € uma familia de subconjuntos de
um congunto C' tal que x; # 0 , para qualquer que seja i € I, o produto [[..;x; nao é

vazio. [5]

el

Demonstracao da Equivaléncia

Para a demonstragao, Considera-se Um conjunto qualquer onde tem-se um conjunto de
fungdes escolhas neste conjunto|5].

Seja X um conjunto e F' um conjunto de fungoes de subconjuntos P(X) em X, sendo
F={f:D — X}, tal que o dominiode f = D € P(X). Consideremos A um subconjunto
de D, e para todo A € D = f(A) € A,assim a imagem de f C X e como P(X)C X eo
dominio de f C P(X), temos que a imagem de f pertece ao conjunto do dominio D, isto
é, imagem de f € D.

Suponhamos que F' e D sejam parcialmente ordenados (<), assim {f; < fo < f3 <--- <
fo}€Fe{di CdyCd3sC---Cd,} € D,dai tomando d; como o dominio de f; e assim

sucessivamente, se e somente se,{f; < fo < f3< - < f,}e{d; Cdy Cds C--- Cd,},
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sendo assim, temos {fl—i = f1,--- ,% = fu_1}. Agora ordenando por extensao F,

temos que f3 C fy e assim por diante, como F' e D sdo ordenados parcialmente (<),

claramente percebemos que f; < fi e dy C dy o que implica {5—? = f1,-, dj’il = fu1h
pois é a propriedade Reflexiva,sendo assim F' e D possuem também a anti-simétrica
3 fi= fi < fseds Cdy= dy Cds, oque os garante d3 = dy e f3 = f4, podemos
perceber que as funcoes de F' podem ter o mesmo dominio, pela transitividade, temos
fs< fa= fa< fseds Cdy= dy Cds, logo {{;—f:fl,--- 7%:]01}635511“17 F e D sao

ordenados.

Agora vamos provar que a validade do lema de Zorn implica no Axima da Escolha.

Tomando uma cadeia Z, tal que Z = {f;}ics5, dai como Z é uma cadeia em F', temos
fi: D; = X e D; € P(X) como vimos no inicio dessa demonstragao, e para qualquer que
seja A € D;, f(A) € A, pela ordem parcial D; = |J,.; D;, podemos definir uma funcao f
D;, dai

deve existir um 7y em § em que A € D;; e pela (<) f;(A) = fi,(A) € Ae f;, < f; para

i€s
tal que f; : D; — X, pois D; C D; para todo i, como A € D;logo A € Dj = ;5
qualquer ¢ € 0, logo f; é uma limitante superior em Z e pelo lema de Zorn, existe f,,
em F' que é o elemento maximal e o dominio de f,, C P(X). Sendo assim, suponhamos
uma fungao escolha onde D, # P(X) — {0}, assim A,, deve pertencer a P(X) tal que

Ay, ¢ D, logo temos a funcao

s se A, € D,,
A se ANe€eA, e Ac€A,—D,

fa(A) =

Definimos D, = D,,U{A,,} e D,, C D,, a funcao escolha estende A, a um tinico elemento
se f,, nao for maximal, e se f,, for maximal, entdo A,, € D,,, como D, = D,, U{A,.},
terfamos que f,, < fa, 0 que contradiz o lema de Zorn, sendo assim D,, = P(X) — {0}
e I é o conjunto de funcoes {f : P(X) — {0} — X} tal que para todo A € P(X) — {0},

teremos f(A) € A. Portanto, o Axioma de escolha e o Lema de Zorn s@o equivalentes.
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Capitulo 4

Principio da Boa Ordem

O Principio foi descrito e provado por Zermelo com o auxilio do Axioma da Escolha.

Neste capitulo demonstraremos este Prncipio utilizando o Lema de Zorn devido a sua

equivaléncia com ambos.

Principio da Boa Ordem: Para todo conjunto X existe uma relagao < tal que

(X, <) é uma boa ordem. [6]
Demonstracgao:

O lema de Zorn é aplicado, tomando Y como elemento maximal de essa ordem, se Y

nao for maximal em X, chegaremos a uma contradicao de maximalidade de Y.

Temos que o dominio desse teorema é formado pelos conjuntos bem ordenados (Y, <),

tal que Y C X.

Seja X o conjunto de todos os conjuntos bem ordenados(Y, <) . Dai, seja S uma
cadeia em X , temos a seguinte afirmacao.

Afirmacao : (Y, <) € X é um limitante superior de S

Devemos primeiro verificar se < é uma relacao de ordem em X. Como temos que
S é uma cadeia, dai dados x,y,z € Y existe (Y, <') € S, tal que x,y,z € Y’ e para
qualquer u,v € Y’, teremos u < v se, e somente se v < u. Portanto a relacdo < é uma

relacao de ordem.
Agora devemos verificar se é uma relacao de boa ordem.

Suponha que Z C Y um conjunto nao-vazio . Logo, existe (Y,<;) € S, tal que

22



Z NY; # 0, por hipotese, temos que existe z € Z NY] que é o minimo, em relacao a

ordem <;.
Devemos mostrar que z ¢ o minimo em Z também, em relacao a ordem <

Suponhamos, por absurdo, que existe w € Z tal que w # z e w < z. Como z é o
minimo em Z NY;, logo w 3 Y;, tomemos (Y3, <s) tal que w € Y5. Como S é uma cadeia
vale dizer (Y3, <5) =< (Y7, <q) ou (Y7, <q) =X (Ya, <3), no primeiro caso nao é valido, pois
w € Yo\Y].

Ja no segundo caso, temos (Y7, <y) = (Y2, <3). Da terceira condigao de ordem < que
é a trasitividade, segue que z <5 w. Mas, como w < z da defini¢ao de relagao de ordem,
como S é uma cadeia e da relacao de Simetria, segue que w <, z, logo como w € Z e
z € Z,vale z <o w ou w <y z, como w € Y5\Y], entao z € Y5\Y;. Portanto w C z ou
z C w, logo w = z. Contradizendo a hipotese e validando assim nossa afirmacao.

Agora, aplicaremos o lema de zorn para obtermos (Y, <) é o maximal em X. O que
falta para a conclusao do teorema é mostrar que Y = X.

Suponha que Y # X. Tomemos z € X\Y.

Consideremos Y' = Y U {z} e definindo uma ordem <’ em Y’, dal vale a condi¢ao
Y < X para todo y € Y. Isto é <'=< U{(y,z) : y € Y}, claramente (Y’,<') é um
conjunto bem ordenado e diferente de (Y, <) e tal que (Y, <) < (Y, <’), contradizendo
a maximalidade de (Y, <').

Finalizamos aqui a demonstracao desse importante teorema, vemos que é um exem-
plo também de como aplicar o Lema de Zorn e de que sua equivaléncia ja pode ser

considerada valida.

4.1 Equivaléncia Entre o Axioma da Escolha e o Principio

da Boa Ordem

Nesta secao serd demonstrado a equivaléncia do Axioma de Escolha e o Principio de
Boa ordem. Devido o axioma de escolha ser utilizado por Zermelo na demonstracao do

teorema, podemos ter uma facil nocao de que eles de fato vao ser equivalentes. Mas segue
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a demonstragao [10].

Demonstracao: Seja A um conjunto qualquer dado e seja A, subconjuntos de A nao
vazios, entao temos que o produto de A, é definido como uma funcao escolha f : J —
Ujes Ay » tal que f(v) € A,, e como [J;; A, é um conjunto pelo principio de boa ordem
¢ um conjunto bem ordenado.

Agora, definimos o seguinte:

f(v) = min{A,}, onde min{A,} é o menor elemento do subconjunto min{A4,} que
existe por que ele é um subconjunto de um conjunto ordenado e portanto por definicao

de subconjunto ordenado ele é um bem ordenado.

Como a funcao f é uma funcao escolha, isso quer dizer que para o produto cartesiano
de conjuntos nao vazios, teremos algo nao vazio, pois o axioma da escolha garante isso
e 0 menor elemento sempre existe.

Vamos ver a seguir algumas aplicacoes do Teorema de Zorn descrito no inicio do

trabalho.
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Capitulo 5
Aplicacoes

O teorema de Zorn tem quase a mesma funcao do Lema de Zorn, sendo que a diferenca
entre eles é que o, teorema trata com conjunto indutivo e o lema de Zorn com um conjunto

ordenado e que admite maximal. O teorema foi citado por Boubaki no inicio do trabalho.

5.1 Teorema de Zorn

Neste secao trazemos o Teorema de Zorn que é equivalente ao Lema de Zorn e por
consequeéncia, é equivalente também ao Axioma da Escolha e Principio da Boa Ordem.

Segue o Teorema sendo sua demonstragao bem simples.[9]

Teorema 5.1 (Teorema de Zorn) Seja E um conjunto ordenado indutivo. Entdo é
uma aplicagio de E em E, tal que, para todo x € E, f(x) > x, existe pelo menos um

x € E tal que f(z) = .

Demonstracgao:

Temos que para cada x € E fagamos corresponder o conjunto H, definido da seguinte

maneira.
H, = {y}y>2 (y € E), se existe Y € E tal que y > z.
H, = {x},>y, se ndo existir Y € E tal que y > x
Como qualquer x € E, entao H, # (), podemos afirmar, virtude do axioma de escolha

a existéncia de uma aplicagao f : E' — F, tal que qualquer que seja x € E, f(z) > =z,
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para qualquer x € FE.
Portanto pelo lema de Zorn, existe pelo menos um X = a tal que f(a) = a.

Sendo este X = a o elemento maximal, pois f(a) € H, e dai f(a) = a, donde temos

Hy, = {a}. Logo nao existe um elemento y € E, tal que y > a.

Portanto a é o elemnto maximal e assim finalizamos aqui a demonstragao do teorema

de Zorn.

O Teorema de Zorn possui muitos enuciados,portanto apresenta-se uma de suas formas

para nos auxiliar na aplicacao do teorema em espaco de Hilbert H:

Seja P uma propriedade comum a certos subconjuntos finitos de um conjunto X.
Eziste, em X, pelo menos um subconjunto mazximal M tal que toda parte finita de M
goza da propriedade P, sendo assim nao existe em X nenhum subconjunto N, cuja as
suas partes finitas goxem da propriedade P.[2]

Demonstracgao: Seja F' a familia de subconjuntos C' de X tal que toda parte finita de
cada conjunto C' de F' goza da propriedade P e seja F’, totalmente ordenada pela relacao

de inclusao em F. A uniao dos conjuntos de F’ € F, pois, dada uma parte qualquer

finita B da unidao dos conjuntos de F’ e designado por aq,as, - - ,a, os elementos de B,
existirdo n conjuntos ¢, ¢, -+ , ¢, , todos da familia F’, tal que a; € C;(i = 1,2,--+ ,n)
; Como F’ é totalmente ordenada, um dos conjuntos C; = (i = 1,--- ,n) , digamos

Cr(1 < k < n), vai conter um dos C; onde B C Cj, o que nos permite dizer que B
goza da propriedade P e portanto a unido dos conjuntos de F’ € F. A familia F' é um

conjunto indutivo e pelo lema de zorn possui um maximal.

5.2 Aplicagao 1

O Lema de Zorn é uma das ferramentas mais importantes que temos, junto com o axioma
de escolha, o lema de zorn é aplicado no Teorema da Base de Hammel[l], a fim de
encontrar-mos um elemento maximal, tal que para todo e, sendo e uma Base do Espaco
Vetorial V', possa ser escrito como combinagao linear dos elementos desse maximo, que é

dado pelo Lema de Zorn.

Considerando que a algebra linear é¢ uma parte da matematica usada por interessados
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nas mais diversas ciéncias exatas como engenharia, fisica, programacao e, ainda mais sua
importancia nao se restrinje 4 area de exatas, atingindo também questoes da atualidade
como sistemas ligados & biologia, podemos conceber a sua relevancia para o desenvol-
vimento de véarias ciéncias. Essa importancia nos conduziu na escolha da aplicacao a
ser apresentada que trata de um dos conceitos mais primitivos de espagos vetoriais de

dimensao finita.[2]
Definicao 5.1 (Base de Hammel). Todo espago vetorial admite uma base de Hammel. [2]

Demonstragao:

Considerando B o conjunto, cuja seus elementos sao subconjuntos de vetores LI de
V. Podemos notar que B nao é vazio, pois se v € V, onde V' é o espago vetorial, entao
V' é nulo pois o conjunto formado por {v} é LI.
Agora vamos considerar a relacao de ordem dada pela inclusao de conjuntos de em B,
istoé, C < D,seCCD.
Suponhamos que {1, ,en} seja uma cadeia em B, entdo | | I, € B pois dado um conjunto

finito {e1,--- ,e,} C || I, entdo existe I, tal que
{617 T 7€n} C [nO

Como 1,9 é formado por vetores LI, podemos concluir que | | I,, é um conjunto de vetores
LI. Pelo Lema de Zorn, existe um elemento em B que é o maximo I,,. Afirmamos que I,
¢ uma base de Hammel, efetivamente.

Dado e nao pertencente a I,,, suponha que para qualquer combinacao linear da forma

ke + kie1 + kees + - - - + ke, =0

Como {eq, -+ ,e,} C Iy, teremos k = 0. Entao como {ey, .., e,} sao vetores Li, teremos
k=k; =0,ondeie€ {1,---,n}, e consequentemente I, | |[{e} seria LI. o que contradiz
o fato de I, ser elemento maximal. Portanto existe e;--- ,e, € I, e k,ky,--- ,k, com
k # 0, tal que

k6+k161+k262+"'+1€n6n:0

Temos
_kl - kn

e=——€1 — -

k K

€n
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Isso mostra que todo elemento de e de V' pode ser escrito como combinacao linear de
elementos de I,,(do maximo),sendo assim teremos sempre uma Base de Hammel para

cada espaco vetorial.

Esse é uma aplicacao bem classica do Lema de Zorn, automaticamente, é um

exemplo de aplicacao do Axioma da Escolha.

O Lema de Zorn, o Axioma de escolha e o Principio de Boa Ordem sao equivalentes,

logo podemos ver que o Teorema de Zorn é apenas a equivaléncia deles.

5.3 Aplicagao 2

A aplicacao do Teorema de Zorn em anéis de identidade ocorre da seguinte forma,como
F = {I > R} e sendo um ideal , e F por ser ordenado pela relagao de inclusao, adici-
onamos uma cadeia C' de ideais assim, pertencentes a F. Dai a cadeia C' é o ideal
maximal gracas ao Teorema de Zorn podemos ver na demonstracao a existéncia de

ideais maximais num anel de identidade.|2]

O Teorema de zorn é importante na demonstracao, pois sem ele nao é possivel encon-

trar ideais maximais e assim invalida o teorema na area da algebra.
Teorema 5.2 FEuxiste ideais mazimais num anel identidade.

Demonstragao:

Seja R um anel com unidade nao vazio e F' = {I > R} e I é um ideal . Vemos
claramente que F' # ) | pois {0} € F, e note que podemos ordenar F' por inclusao. Dali,

seja C' = {I, : a € J} uma cadeia de ideais em F'.

Agora, devemos verificar se J,.; [o é maximal, sabemos que C' C J,.; I, mesmo a

acJ
unido de ideais nao garantindo que | J, . ; 1o seja um ideal, em geral, por C' ser um cadeia,
sabemos que o nosso candidato a maximal ¢ um ideal. Além disso, |J,c; o # R , caso

contrério x € Rtal que x € |J,.;lo = Ja € J:z € I, = I, = R, o que contradiz F'.

acJ
Logo, pelo Teorema de Zorn ¢é garantido a existéncia de um elemento maximal de F’,

chamaremos M, e M é um ideal Maximal de R.
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5.4 Aplicacao 3

A aplicacao do Axioma da escolha ocorre aqui na area da analise, onde muitas pessoas
mesmo desconhecendo, estao aplicando o Axima da Escolha, nesse teorema ele ocorre da

seguinte forma:

Sabemos que cada X; pode ser enumerado, mas sabemos também que para cada X;
existem infinitas enumeragaes e nesse ponto devemos escolher, para cada i € N, uma das

possiveis enumeragoes de X;, isto é, podemos fazer infinitas escolhas.[4]
Teorema 5.3 A unidao de conjuntos enumerdveis € um enumerdvel.

Demonstragao: Seja {X;};eny uma colecao de conjuntos enumeraveis, ou seja, para cada

i € N, temos X; = { X1, Xio, -+, Xin, - - - }, logo podemos enumerar o conjunto

U Xi = {Xu1, X1z, Xo1, Xop, Xog, -+ }
ieN
Dai, podemos construir uma ordem dos pares ordenados de numeros naturais, por
exemplo (a,b) < (¢,d),se a+b<c+dou,casoa+b=c+d, sea<b. E bem sutil a
utilizacao do axioma da escolha, ela se deu da seguinte forma. sabemos que cada X; pode
ser enumerado, mas para cada X; existem infinitas enumeracoes, sendo assim, devemos
escolher para cada ¢ € N, uma das possiveis enumeracgoes de X;, logo devemos fazer um
nimero infinito de escolhas. Nao podemos fazer outra demonstracao sem o Axima da
Escolha, pois estda demonstracao parte do Sistema Axiomatico de Zermelo e pode-se dizer
que, sem o Axioma da Escolha nao podemos nem mostrar que o Conjunto dos niimeros

reais é enumeravel [9].

5.5 Aplicacao 4

Definiremos o Espaco de Hilbert H para uma melhor compreensao do leitor de como

é aplicado o Teorema de Zorn nele [9].
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5.5.1 Espaco De Hilbert H

Definicao 5.2 Um FEspaco vetorial com o produto interno < .,. > é denominado pré-

hilbertiano quando temos:

<au,v >=a < u,v >

e também

<u,v>=<u,v >

Quando o espago Pré-hilbertiano é completo, ou seja, quando as sucessoes de Cauchy

convegem no espago pré-hilbertiano, chamamos de Espago de Hilbert H.[]]

O espaco de Hilbert por admitir uma base ortonormada enumeravel, temos que o
Axioma de Escolha age nessa base, pois podemos fazer infinitas escolhas para esta
base como foi vista na aplicagao 3. O Teorema de Zorn é aplicado para que possamos
encontrar uma um sistema ortonormal completo,isto ¢, um maximal em um espaco de
Hilbert, isso nos da uma noc¢ao de que o espaco de Hilbert é limitado, isso pode facilitar
de modo que o leitor saiba que num espaco de Hilbert obtemos um maximal pelo Teorema

de zorn para subconjuntos finitos de um conjnto.|2]

Sem o Axioma de escolha nao podemos escolher uma base enumeravel no espaco
de Hilbert e por consequéncia, sem o Teorema de Zorn para subconjuntos finitos de
um conjunto nao é possivél encontrar um sistema ortonormal completo, isto é, nao en-
contrarfamos um maximal. Dai o espaco de Hilbert nao teria um sitema ortonormal

completo.

O espaco de Hilbert H é separdvel se admite uma base ortonormada numeravel,
assim o Axioma da Escolha age nessa base, como foi visto no exemplo acima de

Aplicagao do Axioma da Escolha.[2]

5.5.2 Sistema Ortonormal Completo

Definicao 5.3 Seja S um sistema ortonormal, S se diz completo, se dado um conjunto

C' de todas as combinacoes lineares dos elementos de S € totalmente denso em H.
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S € totalmente denso em H, se todo conjunto aberto de H contém pelo menos um

elemento de C.

Aplicando o Teorema de Zorn podemos dizer que:

Num espacgo de Hilbert H qualquer existe, sempre, pelo menos um sistema
ortonormal completo, isto é, um maximal.[2]
Demonstragao: Consideremos os subconjuntos finitos de H, tal que cada um dos sub-
conjuntos finitos é um sistema ortonormal. Dali, pela propriedade P do enuciado do
Teorema de Zorn que diz: Seja P uma propriedade comum a certos subconjuntos fini-
tos de um conjunto X. Existe, em X, pelo menos um subconjunto maximal M tal que
toda parte finita de M goza da propriedade P, sendo assim nao existe em X nenhum

subconjunto N, cuja as suas partes finitas gozem da propriedade P.

Entao, teremos um maximal em H, em outras palavras, teremos um sistema ortonor-

mal Completo (Maximal).
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Conclusao

Sendo assim, finalizamos as aplicacoes, todos os Teoremas foram tomados como verdade
neste trabalho, o Lema de Zorn e Axioma da escolha continuam até hoje sendo ferramen-
tas importantes na matematica e continuara pois como visto neste trabalho, o axioma

da escolha pode ser considerado o suporte para a Teoria dos conjuntos.

Foram apresetendos neste trabalho o Lema de Zorn, suas aplicagoes e equivaléncias e
também um pouco sobre o Axioma de escolha que caminha lado a lado com o Lema de
Zorn e O Principio da Boa Ordem. Os instrumentos necessario para as demonstragoes
foram a axiomatizacao de Zermelo-Fraenkel, alguns resultados sobre conjuntos ordenados
e resultados da algebra. Devido a sua importancia, o Lema de Zorn é considerado com
um dos principais lemas matematicos, estando presente em varios ramos matematicos,

como podemos perceber neste trabalho.

O interesse deste trabalho é d&a énfase ao Lema de Zorn, trazendo consigo o Axioma
da Escolha e o Principio da Boa Ordenacao. E quase que impossivel falarmos de um
sem falar dos outros. As equivalénciais nao nos permitem esse privilégio, ou melhor, nao
nos deixam cometer esse erro. Por se tratar de assuntos nao vistos em uma graducao
matematica é fato de que aparecam algumas perguntas sobre o assunto, como : Por
que nao sao vistos na Graduacao? Deveriamos estudar isso na Graduacao?. O fato é
que esses assuntos sao vistos na graduacao de forma muito implicita quando estudamos
enumerabilidade na andlise, anéis, topologia, dlgebra. Infelizmente, nao vemos eles de
forma tao explicita, pois seria de grande importancia para os alunos de graduacao. Mas

sao vistos mais a fundo nos cursos de mestrado e doutorado.
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Anexos

Espaco Vetorial

Definicao: Um espago vetorial real é um conjunto, nao vazio com duas operacoes que
sao : Soma e Multiplicacao por um escalar, Va,b e R e a€R e x €V tal que azx.

Para ser espaco vetorial, precisa atender a algumas propriedades.
L. (U+V)+W=U+(V+W);
2. U+V =V+4+U;
3. Existe 0 € V' tal que U+0=U, (0¢ o vetor nulo);
4. Existe —U € V' tal que U+ (-U)=0;
5. a(u+v) = au + av;
6. (a+b)v=av+ av;
7. (ab)v = a(bv);

8. lu=uwu.

Subespaco de um espaco vetorial

Definicao: Dado um espago vetorial V', um subconjunto W nao vazio, serda subespaco

se:

e 0 e W;
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o Yu,v e W tivermos u+veW;
e Vac R ueW tal que aueW.

Proposicao: Todo subespaco vetorial é um espaco vetorial.

Demonstragao: Dado V um espaco vetorial e W um subespaco vetorial de V', temos
que, Como W é subespago de V' entao, W obdece as condicoes de subespaco vetorial.
Sabemos que W por ser subconjunto de V', o mesmo acaba por absorver de V', as condicoes
que validam as propriedades de espaco vetorial, vemos também que por W atender as
condicgoes de subespacos, entao temos a soma e multiplicacao por escalar, pela defini¢ao
de espaco vetorial, W ja possui as operagoes e como 0 € W, logo W pode adimitir dois
subespagos vetorias que sao os triviais (0 e W), logo W é um espago vetorial.

Exemplo: Seja R o conjunto dos Numeros reais e n € N. Prove que R" é um espago
vetorial se atender as propriedades.

Pela Proposicao que diz, que todo subespaco é um espacgo vetorial, podemos apenas

provar que R™ é Subespaco e assim ele sera espaco vetorial. Portanto temos, 0 € R™.

Dado0 e R* e veR™ tal que v=wi onde 1€{l,---,n}, e 0=1(0,0,0,---,0).

e 0+v=w
O+v = v
O_I'('Ulv"')Un) = (Ul_l_oa"')vn_l_o)
(Ula." 7Un> = v
tendo em vista que 0 € R™, pois 0 = (0,0,---,0) operado com qualquer vetor, teremos
o préprio vetor.
e utv=v+u tal que w=(uy,--,u,) e v=_(v1, " ,U)
U+ v
<u17"'7un)+<vlu"'7vn> = (U1—|—U1,"‘,Un+'l)n)

= (017"' 7Un)+(u1>"' 7un>

= v4+uelR"”



Logo u+v € R™
o au € R"
Dado a € Reu € R" tal que u = (uy, - ,uy)
a+u=al(ug,- - ,u,) = (aug, aus, -+ ,a,)

Pela definicao de combinagao linear, teremos um novo vetor que pertence ao R"™. Portanto
Pela proposicao que diz que todo subespaco é um espaco vetorial, entao R" é um espago
vetorial, pois possui dois subespacos, ja que o 0 € R™ | que sao o trivial.

Vamos falar um pouco agora de Combinagao Linear e Dependéncia e independéncia

linear, onde vamos precisar futuramente para definir base.

Combinacao Linear

Definigao: Seja V um espago vetorial real , vy, -+ , v, vetoresde V e ay, - - - , a, nimeros
reais . Entao, o vetor

V = ayvy, ag09, -+, Ay,

E um elemento de V' ao que chamamos de combinacao linear de vy, - ,v,.

Dependéncia e Independéncia linear

Definicao: Seja V um espaco vetorial e vq,---,v, € V. Dizemos que o conjunto
vy, -+, U, é linearmente independente (LI), ou que os vetores vy,--- ,v, sdo LI, se a
equacao

a1v1 + asvy + - + a,v, =0

implica

ag=a=---=a, =20

Se existir um a; # 0 ele serd Linearmente Dependente .

35



Base de um espaco vetorial ou base de Hamel

Definicao: Um Conjunto vy, ve, - - - , v, de vetores de V', serd uma base de V' se, e somente
se:

® vy, Uy, -+, v, ¢ Linearmente Independente.

o [vy,v9,--,v,] =V Dadov € Ve a; € R onde v =ayv1 + -+ + a,v, onde essa

combinacgao linear gera V.

Exemplo: O conjunto (1,0), (0,1) é uma base de R? ?

Sabemos que para ser base, precisa ser LI ou ser gerador de R2.

o LI

(0,0) = a(1,1)+b(0,1)
(0,0) = (a,a)+ (0,b)
(0,0) = (a,a+b)

a = 0

a+b = 0=0=0
Logo como a = b = 0 entdo ¢é LI e assim é uma base de R? e mais ainda é gerador de R2.
e Vamos verificar se sera gerador de R?. V = (z,y) € R? temos

(z,y) = (z,2)+ 0,y —2) = (x,z+y— )

(l’, y) = (l’, y)

Dimensao de um espaco vetorial

Definicao: Serd chamado de dimensao de um espago vetorial V' | o nimero de elementos

de qualquer base de um espaco vetorial .
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Exemplo: {(1,0),(0,1)} e {(1,1),(0,1)} sao bases de V. Entao a Dimensao de
V=2

Vamos Falar e mostrar dois teoremas que nos ajudarao para mostrar que a dimensao
de R" =n
Demonstracao: Se vy, --- ,v, sao LI, entao cuprem as condi¢oes para uma base e nao
temos mais nada a fazer. Se vq,--- ,v, sao linearmente dependentes, entao existe uma

combinagao linear deles , com algum coeficientes nao zero, dando o vetor nulo
101 + Tovg + - + TR0, = 0

Seja, por exemplo, X,, # 0. Entao podemos ecrever

TpUp = —T1U] — XUy — -+ — X, — lv, — 1
—I —29 -z, — 1
U, = v — Vg— v — —u, — 1
Ty Tn T
Como ;—? € R, V, é combinacao linear de vy, v, -+ ,v,_1 €, portanto vy, ve, -+ , v, 1
ainda geram V. Se vy, -+ ,v,, for LD, entao existe uma combinacao linear dele, dando o

vetor nulo e com algum coeficiente diferente de zero, assim podemos extrair o vetor que
corresponde a este coeficiente, assim chegaremos ao subconjunto r(r

legn) vetores LI v;1,v9, -+ , i, que ainda geram V', ou seja , fomaremos uma base.

Exemplo: Prove que R" possui dimensao n

Solucao:
Seja R™ um espaco vetorial de dim = n e vy, vy, -+ , v, vetores LI pelo teorema que
diz, que um espaco vetorial V' gerado por um conjunto finito de vetores vy, vo, -+, vy,.

Entao qualquer conjunto com mais de n vetores é LD ( Portanto qualquer conjunto LI
tem no maximo n vetores ),entdo (r < n). Se [Vi,---,v,] =V entdo vy, - ,v, forma

uma base e nao se tem mas nada a fazer , assim r = n. logo a dimR" = n [2].
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Formas do Axioma da Escolha

Conceitos Preliminares

Nas Presentes demonstragoes de equivaléncias, serao usados alguns conceitos que passa-
mos a enunciar a seguir.

O Produto Cartesiano : Seja X e Y conjuntos temos que X XY = {< z,y > x €
X e yeY}

Relagao: Um conjunto R é uma relacao se cada elemento de R é um par ordenado; isto
significa, naturalmente , que se Z € R, entao existem x e y tais que z = (z,y).Se R é uma
relagdo, entao (z,y) € R, e dizemos que xRy,em outras palavras, x estd na relacao R
com y. sendo assim definimos relacao como um conjunto de pares ordenados, e dizemos

que dominio e imagem de R sao :
dom{R} = {z : para algum y(zRy)}

Ima{R} = {y : para algum xz(zRy)}

Fungao: Sejam A e B conjuntos, dizemos que f : A — B é uma fungao de A e B, isto
é, uma funcao é uma relacao entre A e B.
Uma fungao consta em trés partes: Um conjunto A é chamado de Dominio da fungao,
B é chamado de contradominio da funcao, e mais para cada elemento = € A, existe um
unico elemento f(x) € B onde chamamos de Imagem da Fungao.
Funcao Injetiva : Uma funcao f : A — B chama-se Injetiva quando,dados x,y quais-
quer em A, f(z) = f(y) implica z = y. Isto é, quando x # y, em A, implica f(x) # f(y)
em B.

Conjunto Vazio: Qualquer que seja z, tem-se = ¢ ().

Funcado Escolha: Seja X um conjunto infinito, entao f : P(X) — {0} — X é dita

uma fungao escolha para o conjunto X, se f(a) € X para todo a € P(X) — {0}.

As Quatro Formas do Axioma da Escolha (AE)[§]

Considerando que o Axioma da escolha enunciado por Zermelo com a formulagao seguinte
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“Dado um conjunto S de conjuntos nao vazios e dois a dois sem elementos comuns,
existe um conjunto C, contido na reuniao dos conjuntos de conjuntos S, de modo que

todo conjunto pertencete a S possua um e somente um elemento de C”.

Possui formas diversas, apresentadas de acordo com o contexto, e ainda que sua
aplicagao ¢ imprescindivel as questoes relativas a espacos topoldgicos e véarias outras da

matematica pura, mesmo que implicitamente.

Apresentaremos algumas formas, do Axioma da Escolha, (designadas por AE) por

constituirem um grupo bastante usado dentre diversos livros consultados [8].

AE 1:Se S é um conjunto de conjuntos nao vazios, existe uma fungao f tal que, para

todox €S, f(x) € S.

AE 2:Para toda funcao f existe uma funcao g de tal modo que, para todo x, se
z € D(f)e f(xz) #0, entdo g(x) € f(x).

AE 3:Para toda relagdo R existe uma fungao g tal que D(f) = D(R) e f C R.

AE 4:Para toda fungao f existe uma funcao g tal que D(g) = Img(f) e para todo
z € D(g), f(g(x)) = =.

Equivaléncia entre as formas do axioma da escolha (AE)[8]

A seguir provaremos que embora aplicavéis a contextos distintos as formas do Axioma

da Escolha apresentadas anteriormente sao equivalentes.
(AE1 = AE?2)

Sendo T uma funcao escolha de S. Definimos uma funcao g de modo que para todo

x € D(f), g(x) = F(f(x)). Logo g é a fungao escolha e AE1 = AFE2.
(AE2 = AE1)

Seja S um conjunto de conjuntos nao vazios, seja f uma funcao injetiva tal que
Img(f) = S, definimos uma funcao F tal que para todo z € S, F(z) = g(f*(x)),
onde g é uma funcao definida por AE3, dai temos que é uma funcao escolha necessaria,

e AE2 = AE1.
(AE3 = AFE4)

Seja f uma fungdo arbitraria e seja r = {< z,y >:< y,z >€ f}.Obeservando AE4,
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vemos que implica que existe uma fun¢ao g tal que D(g) = D(r) e g C r.Claramente

para todo x € Img(f) = D(g), f(g(z)) e AE3 = AF4.
(AE4 = AE3)

Seja r uma relacao arbitraria e h uma funcao definida, como
h={<<zy>az><zy>€r}

AES5 implica que existe uma fungao g tal que D(g) = Img(h) e para todo z €
D(g),h(g(x)) = x. Agora, g(x) é um par ordenado de modo que f(x) é definido para a
segunda ordenada de g(x), para todo = € D(g) = D(r), claramente D(f) = D(r), f é

uma funcao escolha e f C 7.
(AE3 = AE?2)

Seja f uma fungao arbitraria, definimos a seguinte relagao :

r={<xz,y>vye f(xr)}

AE 4 implica, que existe uma fungao g, tal que D(g) = D(r) e g C r. Portanto vemos

que g é uma fungao escolha e (AE3 = AFE?2).

Provemos finalmente que (AFE2 = AE3)

Seja r uma relagao arbitraria, definimos uma fungao h, tal que para todo = € D(r),
h(z) ={y < z,y > r}, (h(x) =r"{z}).

Vemos que AE3 implica que, existe uma fungao f tal que, se z € D(h) e h(z) # 0,
entdo f(x) € h(x). Portanto f é uma fungao escolha e (AE2 = AE3).

Assim concluimos esta de muitas provas de formas equivalentes a esta axioma tao

notorio.
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