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RESUMO

O trabalho de conclusao de curso apresentado, trata-se o estudo das conicas (pardbolas,
hipérbole, elipse), abordando suas defini¢oes, elementos e equagdes, mas o objetivo central
da monografia foi determinar através de dois processos a eliminacao dos termos mistos
ry da quéadrica Ax? + Bxy + Cy?> + Dx + Ey + F = 0, os processos escolhidos foi via
autovalores e autovetores de um operador e a rotagao de eixo via geometria analitica. No
primeiro processo foi utilizado os conhecimentos de algebra linear e no segundo processo
os conhecimentos de geometria analitica. Posteriormente através de exemplos fizemos a
comparagao de ambos métodos, finalmente fizemos o analise da eficiéncia e dificuldades

de cada método e poder ser aplicado no ensino das quadricas.

Palavras-Chave: Conicas. Quadricas. Autovalores e Autovetores. Rotacao de Eixo.



ABSTRACT

The presented course completion work , it is the study of conic ( parables , hyperbole,
ellipsis) , addressing their definitions , elements and equations , but the main purpose of
the thesis was to determine through two processes the elimination of mixed terms xy of
quadric Ax? + Bay + Cy? + Dx + Ey + F = 0 , the process was chosen via eigenvalues
and eigenvectors of an operator and the axis of rotation via analytic geometry . The first
process was used the knowledge of linear algebra and the second axis of rotation process
knowledge of analytic geometry . Later through examples we compared both methods
finally made the analysis of the efficiency and difficulties of each method and can be

applied in the teaching of quadrics .

Keywords: Conical . Quadrics. Eigenvalues and Eigenvectors. Rotation axis.
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INTRODUCAO

Com este trabalho, objetivamos a conclusao de graduacao em licenciatura em ma-
temdtica, e foi feito utilizando como eixo temético as conicas em R?, sendo o tema

principal sua representacao via algebra linear e geometria analitica.

Os primeiros relatos sobre as conicas comecaram na Grécia, com a definicao inicial
com Menaecmo referentes ao cone reto de revolucao, e a sua classificacao e nomenclatura
seguiram a classificagao desses cones. Assim, elipse era a “se¢cao do cone acutangulo”, a
hipérbole a “secao do cone obtusangulo”e a parabola a “secao do cone reto” referindo-se
os termos “acutangulo”, “obtusangulo”e “reto”ao angulo entre duas geratrizes opostas
no vértice do cone. Essa abordagem manteve-se quase completamente ate Euclides e

Arquimedes.

As contribuicoes de Euclides sobre as conicas se perderam, mas existem referencias a
quatros livros de obra euclidiana sobre conica, no qual parte do conteido pode ser aferida
em referencia de trabalhos posteriores, principalmente de Arquimedes e pappus. Euclides
(c.295 a.C.) seria o primeiro a trabalhar o problema dos lugares geométricos de trés e
quatro linhas, no livro perdido dos Porismas, referido posteriormente por Pappus, de
grande importancia nas evolugoes futuras do tratamento das secoes conicas e da propria
geometria. As primeiras series de teoremas sobre as segOes coOnicas, apareceram nos
trabalhos de Arquimedes (c. 287-212 a.C.), onde encontram-se as primeiras referencias
e afirmacoes contidas os ”elementos das conicas”, conhecimentos atribuidos a Euclides e
Aristeu , além de determinar as areas de elipse e segmentos de parabolas, estabelecendo
inclusive a quadratura da parabola, e empenhar um estudo sobre superficies de revolucao,
inclusive quadratica, e as suas secoes no texto sobre conoides e esferoides. Mas foi
Apolonio, com sua obra as conicas, composta de oito livros dos quais apenas o ultimo
se perdeu, que desenvolveu generalizacoes, aplicou novos métodos, descobriu e provou
teoremas e praticamente exauriu as conclusoes puramente geométrica envolvidas nas
secoes, faganha pela qual ficou conhecido na sua época como “O Grande Geometra”.
Entre as facanhas de Apolonio estda a de ter descoberto a possibilidade de se obter as
coOnicas a partir de qualquer secao em qualquer cone, mesmo obliquo, partindo de um

cone de diametro geral e segao também geral. Para tanto, foi preciso admitir o cone
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circular duplo, ligado pelo vértice, e as duas folhas da hipérbole como uma curva.

O proximo a fazer o estudo sobre as conicas foi Pappus, e sua principal contribuicao foi
a discussao do problema lugar geométrica de trés e quatro linhas e seus estudos posteriores
para mais linhas. O famoso problema do lugar geométrico de 4 linhas, traduzido para a
linguem moderna, pede o lugar geométrico de um ponto p, sabendo-se que as distancias
P, P, PsePy de P a quatro retas dadas sejam proporcionais,i.e. P;.P, = k.P5.P;, sendo
k uma constante, a solucao do problema é como concluiu Apolonio, uma se¢ao conica.
Pappus entao buscou trabalhar a generalizacao do problema para 5, 6 ou, mais linhas
que nao podem ser construidas apenas com réguas e compasso, e encontrou as curvas por
métodos aproximados. No século XVII, foram recuperados os textos de Pappus, Descartes
entao comeca o estudo sobre o entao chamado “Problema de Pappus”e é incapaz de
resolvé-lo de forma puramente geométrica, desenvolve ideias da sua geometria analitica
na solucdo e prova, na sua geometria (1637) que o problema de 4 linhas era redutivel &
solugao de uma equacao de segundo grau, tendo como caso particular linear o problema
de 3 linhas, enquanto para 5 linhas a solugao era a de uma equacao de terceiro grau, nao
podendo ser resolvida por régua e compasso, assim como os problemas para mais linhas

correspondiam a equacao de graus superiores.

Nas preliminares veremos detalhadamente as defini¢coes das conicas: elipse, hipérbole,
parabola, apresentando suas equagoes e elementos de cada uma, e ja no capitulo 2 uti-
lizaremos conhecimento da &algebra linear, onde trabalharemos com equacoes do tipo
Ax? + Bxy+ Cy? + Dz + Ey + F, mostraremos como colocar essa equacao na forma ma-
tricial, e em seguida faremos diagonalizagao da forma quadratica contida nessa equacao,
para que assim possamos eliminar os termos mistos xy e identificar que conica esta sendo
representada, e qual sua posicao e localizacao no plano, o mesmo faremos no capitulo 3,
mas agora utilizando ferramentas da geometria analitica, com rotacao de eixo ,e auxilio

da identidades trigonométricas.

Objetivo deste trabalho é fazermos as estudo das conicas via algebra linear e geo-
metria analitica, a fim de mostrar como podemos reduzir as equagoes que tem termos
xy, para que possamos assim identificar que conicas esta sendo representada na equacao,
interessante observar que o problema em classificar as conicas estd quando existem nas

equacoes termos cruzados zy.
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Capitulo 1

Preliminares e conceitos

Para inciar este tema, serd necessario a apresentacao do conceito de conicas que se
posiciona como essencial para o estudo deste assunto. as conicas em R?, e quais sao seus

elementos.

1.1 Elipse

Definicao 1.1 Considere dois pontos Fy e Fy em um plano «, tais que Fy e Fy = 2¢,
e uma distancia 2a, tal que 2a > 2c. Chama-se elipse o lugar geométrico dos pontos do

plano o cuja soma das distancias a Fy e Fy é constante e igual 2a.:

Figura 1.1: Grafico da Elipse
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1.1.1 Elementos Elipse:

dpix=—— dyix =—
_/i,z ______________________
i Corda
Principal
2b E A Az reta
I | b focal
V2 !
i 2 SRR . :
e ;
i 2a !

Figura 1.2: Representacao dos elementos da Elipse

Focos: sao os pontos fixos I e Fy
Distancia focal: E a distincia dos focos, que, pela definicao, € igual a 2c.

Eixo maior: a reta conduzida pelos focos intercepta a elipse nos pontos Ay e As.

Cuja medida € A1 Ay = 2a.

Eixo menor: a mediatriz de Fi1Fy intercepta a elipse nos pontos By e By. O

segmento BBy € o eixo menor da elipse, cuja medida é BBy = 2.

Centro: E o ponto O, médio de F1F5. Note que O é o ponto de interseccao dos

e1r08.

Vértices: Sao os pontos Ay, As, By e Bo, isto €, sao as extremidades dos eizos.

o

Excentricidade: E a razio e = —,emque (0 < e < 1.

Q

Note que o triangulo FyB1O € retangulo. Assim, de acordo com o teorema de

Pitdgoras, temos a sequinte relacio: a®> = b? + c2.

13



1.1.2 Equacao da Elipse

Fizando um sistema cartesiano, vamos obter a equacdo da elipse em dois casos:

1° caso: A origem do sistema de coordenadas € o centro da elipse e o eixo maior

da elipse estd no eixo x.

Figura 1.3: Representacao do eixo maior da elipse no eixo x

Neste caso, os focos sao Fi(—c,0) e Fy(c,0).

Para um ponto P(x,y) da elipse, temos:

d(P,F\)+d(P,Fy) =2a=+\/(z4+ )2+ (y— 02+ (z —c)2+ (y—0)2=2a

Vie+e)?2+12=2a—/(z— )+ 12
Elevando os dois membros ao quadrado:
(x4 c)* + 9% =4a® —da/(z — )2 + y? + (x — ¢)* + y?
22+ 2cx + A +y? = 4a® — dar/(z — )2 + y2 + 2% — 2cx + A +
dar/(x — 2 +y2 =4da® + 22 —2? = 2cx — 2cx + 2 — 2 + > — y?
4ar/(z — ¢)? + y? = 4a* — 4dex
Dividindo os dois membros por 4:
ay/(r — )2 + 2 = a?
Elevando os dois membros ao quadrado
(o~ e + 7] = (@ - o)’
a’(z? — 2cx + *) = a* — 2a*cx + A2?
a’x? — 2a’cx + a*c® + a®y? = a* — 2d%cx + 2’

a’x? + a’c® + a®y? = a* — 2a%cx + 2d’cx + A2’

14



az? — 2?4 a?y? = at — a2c2

22(a? — ) + a?? = a¥(a® — &)

Como a® = b* + 2, podemos escrever a®> — ¢ = b*. Dai temos:
a2 + a2y? = a2

Dividindo os dois membros por a*b*(b > 0,a > 0)

Pa? aPy?

a2b? = a?h?  a2b?

Y

pER

Como o eizo maior da elipse estd contido no eixo x e a e b sao positivos, entao a

> b. Assim, o denominador de x* é maior que o denominador de 1>.

2° caso: A origem do sistema de coordenadas € o centro da elipse e o eixo maior

da elipse estd no eixo y

-

Figura 1.4: Representacao do eixo maior da elipse no eixo y

Neste caso, os focos sao Fi(0,—c) e F5(0,c)

Para um ponto P(x,y) da elipse, temos:

d(P,F\)+d(P,Fy) =2a= /(- 02+ (y+ )2+ (x— 02+ (y—c)2=2a

Desenvolvendo a equacao de modo andlogo ao 1° caso, obtemos:

ZL’Q y2
Chr
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Neste caso, o eizo maior da elipse esta contido no eizo y e o denominador de € maior
que o denominador de z?.

Na demonstracao dessas formulas usamos a operacao de elevar ao quadrado os dois
membros de uma equac¢ao. Como essa operacao pode introduzir novas solugoes na equagao

em que atua somente a condi¢ao.

Se o ponto P(x,y) pertence a elipse de semi-eizos a e b, disposta simetricamente em

2 2
relagdo aos dois eizos de coordenadas, entdo P(x,y) satisfaz a equagdo — + e 1,ndo
a

2 2

basta para dizer que a equagao — + o 1 represente uma elipse.
a
Entretanto, pode se demonstrar que também € verdadeira a reciproca:
2 2
Se o ponto P(x,y) satisfaz a equagdo —+ o 1, entao esse ponto pertence a elipse de
a

semi-eizos a e b, disposta simetricamente em relacao aos dois eixos de coordenadas.

Satisfeitas essas duas condigoes, podemos afirmar que:

P ) N . . . ) . .
— + 7= 1,€ a equacao da elipse quando o eixo maior esta contido no eixo x.
a
2 2
x Y p ~ . . . , . .
7 + = = 1,€ a equagao da elipse quando o eizo maior estd contido no eizo y.
a

1.2 Hipérbole

Definicao 1.2 Considere dois pontos Fy e Fy em um plano «, tais que F1Fy = 2¢, e
uma distancia 2a, tal que 2a > 2c.
Chama-se hipérbole o lugar geométrico dos pontos do plano o cuja diferenca, em um

valor absoluto, das distancias a Fy e Fy € constante e igual a 2°.

Figura 1.5: Grafico da Hiperbole

16



Se P é um ponto da hipérbole, entao:

fjfﬂ —-]D}E = 2a

1.2.1 Elementos da Hipérbole

\\
\,
\
A
\
A
\\
\ b
F, \
H A 0 X
i /
1 /
i / \
/t Y
/ff B 5 A,
; \

Figura 1.6: Elementos da Hipérbole

Focos: sao os pontos fixos Fy e Fs.
Distancia focal: ¢ a distancia F1Fy = 2c.
Centro: € o ponto O, ponto médio do segmento I Fs.
Vértices: sao os pontos Ay e As.
Eixo real ou transverso: ¢ o segmento B1Bs, A1As com A1 Ay = 2a
Eixo imaginario ou conjugado: ¢ o segmento By By, com B; By = 2b.
. . , ~ c .
Excentricidade: ¢ a razao e = —, em que e > 1, pois a < c.
a

Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo retangulo BiOA,, obtemos: ¢? = a® + b?.

1.2.2 Equacao Reduzida da Hipébole

Fizando um sistema cartesiano, vamos obter a equacao da hipérbole nos sequintes

casos:

1° caso: Hipérbole com eixo real sobre o eixo x e o centro na origem

17



-

) N

Figura 1.7: Representacao da Hipérbole no x

O ponto P(z,y) pertence a hipérbole se, e somente se :

d(P, F)d(P, Fy)| =20 = |/ + 2+ (y— 02— /(z—c + (y—0)?| = 2a

(Pt = V=0 442 =
(x4 )2+ y? = +/(x — ¢)%y?

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos:

(4 ) +y*>=4a® +4da\/(x — )2 + 2 + (x — ¢)* + ¢*

22+ 2cx + A+ y? = 4a® + dar/(v — )2 + y2 + 2% — 2cx + A2 + 12
+4ar/(x — ¢)? + y? = 4a® — 4dex

4a\/m = —4a® + 4dcx

Simplificando a equagao temos: +a\/m = —a’+cx
Elevando ambos os membros ao quadrado, temos:

@@~ ¢) + 9] = (—a® + ca)?

a?(z? — 2cx + A2 +y?) = a* — 2a%cx + Aa?

a’x? — 2a’cx + a*c® + a®y? = a* — 2d%cx + 2’

a’r? — A2a? + a*y? = a* — a**  (—1)

+c?2? — a?2? — a*y? = +a?c? — a?

22 — a?) — a%y? = a(? — a?)

Como, na hipérbole, ¢* = a® + b* = ¢ — a® = b%,temos: b*x* — ay? = a’b?.

A Equacdo por a®b?:
222 a? a2

a?b?  a?b?  a?bh?

18



2 2
@y
a? b2

2° caso: Hipérbole com eizo real sobre o eizo y e centro na origem

//
~~ .FQ 0 e
\\\ el -
— _/,‘; Py
T K
A ;
i
;
)
;
;
0 / X
Al 7
LY Sy
— r —
/ /! .

Figura 1.8: Representacao da Hipérbole no eixo y

Procedendo do mesmo modo que no caso anterior, obtemos a equacao:

O caso da hipérbole é andlogo ao da elipse, ou seja, também é verdadeira a reciproca:
2 2

Se o ponto P(x,y) satisfaz d equagao e 1,entao esse ponto pertence a hipérbole.
a

Do exposto, podemos dizer que:

oy ) N - . .
T 1 € a equagao da hipérbole com focos sobre o eixo x e centro na origem do
a
sistema cartestano.

2 2
Y z p ~ o, . .
pri e 1 € a equagao da hipérbole com focos sobre o eixo y e centro na origem do
a

sistema cartesiano.
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1.2.3 Equacao da Hiperbole Com os Eixos Paralelos Aos Eixos

coordenados

Consideremos uma hipérbole de centro C(xo,yo) cujo eixo real € paralelos ao eizos x.

I

Figura 1.9: Hipérbole com o eixo real paralelos ao eixo x
Nesse caso, a equacao da hipérbole € dada por:

(z — $0)2 (y — y0)2 —1

a? b2

Raciocinando de modo andlogo ao anterior, quando o eixo real é paralelo ao eizo y a

equacao da hipérbole é dada por:

Yo

-
.
/

Figura 1.10: Hipérbole com o eixo real paralelos ao eixo y
(y — v0)° o (x — 20)? -1
a? b2 N

20



1.3 Parabola

Definicao 1.3 Sejam um ponto F' e uma reta r de um plano a,tal que F' r. Denomina-
se parabola o conjunto de pontos de o equidistantes ao ponto F' e a reta r.

Na pardbola abaizo:

d(A, F) =d(A,r);

d(B,F)=4d(B,r);
d(D,F)=d(D,r);
d(E,F)=d(E,r)

Figura 1.11: Grafico da Pardbola

1.3.1 Elementos da Parabola:

Figura 1.12: Representagao dos elementos da Parabola
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Foco: ¢ o ponto fixo F

Reta diretriz: € a reta r

Eixo de simetria: € a reta s que passa pelo foco F e € perpendicular a diretriz (1)
Vértice: € o ponto fito V. Corresponde ao ponto médio de FD.

Parametro (p): medida de FD

1.3.2 Equacao da Parabola

1° caso: Pardbola com vértice na origem e eixo de simetria sobre o eixo y.

Flom

()

©-) )

Figura 1.13: Representacao da parabola com vértice na origem e os eixos de simetria

sobre ao eixo y

Logo:
d(P,F)=d(P,d) = \/(x =02+ (y — p)*> = /(& —2)*> + (y + p)?

2*+(y—p)° = (y+p)°

2+ Yt —2py+p° =y + 2py + p°

2% = 2py + 2py
2

2% = 4py ouy:x—
4p

)

que sao equagoes reduzidas da pardbola de foco F(0,p) e diretrizy = —p.
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Se p > 0, a pardbola tem a concavidade voltada para cima.

2
x
Por exemplo, se p = 2,temos y = 3

Figura 1.14: Representagao da Pardbola com a concavidade voltada para cima

Se p < 0, a pardbola tem a concavidade voltada para baixo

]:2

Por exemplo, se p = —2, temos y = 3

q (0,-p) y=-p

Figura 1.15: Representagao da Pardbola com a concavidade voltada para baixo
2° caso: Pardbola com vértice na origem e eizo de simetria sobre o eizo x.

2
Trocando x por y nas equagoes anteriores vamos obter: y* = 4px ou v = Z—, que $ao
D

equagoes reduzidas da pardbola do foco F(p,0) e diretriz x = —p
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Py - -

tp.0y 0 X

Figura 1.16: Representacao da parabola com vértice na origem e os eixos de simetria

sobre ao eixo x

Se p > 0, a pardbola tem a concavidade voltada para a direita. Por exemplo, se p = 2,
2

temos r = —

v )
tp.0) 0 X

»
n
=

Figura 1.17: Representagao da Parabola com a concavidade voltada para direita

Se p < 0, a parabola tem a concavidade voltada para esquerda. Por exemplo, se p = —2,

temos r = ——

8
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- P 0 x

Figura 1.18: Representagao da Parabola com Eixo de Simetria paralelo ao Eixo y

A reciproca do que acabamos de expor também € verdadeira: as equacoes x* = 4dpy e
2=14 t ibol dos eizos, diretri lel tro ei
Yy~ = 4px representam pardabolas com foco em dos eizos, diretriz paralela ao outro eizo e

vértice na origem do sistema cartesiano.

1.3.3 Equagao da Parabola com Eixo de Simetria Parabola a

Um dos Eixos Coordenados

O Eizo da pardbola é paralelo ao eizo y e o vértice € o ponto V(xq,yo)-

Transladando a origem de coordenadas ao ponto ,V de modo que x' /] x ey /] y, temos:

Figura 1.19: Representagao da Parabola com Eixo de Simetria paralelo ao eixo y

Considerando os eivos © ey , a equacdo da pardbola é (x')? = 4py (1)

Mas, v = xo + o' =2’ =r — 2o (1I)
y=yo+y=y =y—uyo(ll)

Substituindo-se (II) e (III) em (I), vem:
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(z —20)* = 4p(y — o) (1V)
A equagao da diretriz € da forma y = yo — p € o foco tem coordenadas F(xq,yo + p).

Observe que, se p < 0, a pardbola tem a concavidade voltada para baixo.

Vejamos o que acontece quando desenvolvemos a equagao (IV):
x? — 2xxy + x?) = 4py — 4pyo

Dividimos ambos os membros da equacao por 4p, temos:

1 0 x2 1 x x2

4p$ 2p$ 1 Y—% Y 4p$ 5 T+ Yo + 1

Fazendo:
1 T x?
g _ 0 20
4p “ 2p Yo+ 4p ¢

Obtemos y = ax® + bx + ¢ que é a férmula da funcao quadrdtica.
O eizo da pardbola € paralelo ao eizo x e o vértice é o ponto V(xg,yo). Transladando a

origem de coordenadas O ao ponto V', de modo que 2’/ x ey /]y, temos:

Figura 1.20: Representacao da Parabola com Eixo de Simetria paralelo ao eixo x
Consideremos os eizos ¢ ey a equacdo da pardbola é (y')? = 4px’ (I)
Mas, v =z +2 =2 =x—x9 (I
y=y+y =y =y—y (1)
Substituindo-se (Il ) e (Il ) em (I ), vem:
(¥ = 50)* = 4p(x — x0)

A equagao da diretriz € da forma x = xo—p e as cooredenadas do foco sio F(xo+p,yo)-

Observe que, se p < 0, a pardbola tem a concavidade voltada para esquerda.
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Capitulo 2

Rotacao de eixos via algebra linear

Para tratar das conicas procederemos estudando sua equacao definida algebricamente,
e através da diagonalizacao de formas quadrdticas associadas, permite-nos classificar as

conicas possivelmente, em outro referencial.

Definicdo 2.1 Uma conica em R? é um conjunto de pontos P = (z,y) cujas coordena-

das em relagdo d base candnica {e=(1,0),e = (0,1)} satisfazem a equagao.
Ar? + Bay +Cy* + D+ Ey+ F =0

Onde A,B,C,D,E sao numeros reais com A # 0 ou B # 0 ou C # 0.

Podemos notar que a equacao da conica envolve:
e Uma forma quadrdtica Q = (z,y) = Ax* + By + Cy?
e Uma forma linear L = (z,y) = Dx + Ey
o Um termo constante F'

Isto €, a equagao da conica pode ser também escrita da sequinte forma:

Qz,y) + L(z,y) + F'=0
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Definicao 2.2 (Forma quadrdtica matricial da coénica): Uma forma de determinar o

tipo de conica representada por Ax? + Bxy+ Cy*+ Dz + Ey+ F = 0 ou seja da sequinte

forma:

Q(x,y) = Az® + Bxy + Cy°

L(z,y)=Dx+ FEy e F

¢ escrevendo essa equac¢do na forma matricial

cown[e o] |2 2| [
Y) =1z vy |- g o . )
-L(x,y)z[D E] Z

(e y] Ag e v _
X go y DE] ) +[F]—[0}
De fato,

[J:y]. /;Jrgy +[Dx+Ey}+[F}:[o]

B B
@AwQ—{—ixy+§xy+0y2+Dx+Ey—l—F:0

& Az’ + Bry + Cy?* + Dx + Ey+ F = 0.

Observemos que a equacao geral de uma conica também pode ser do tipo:

X'MX 4+ BX + FI, = 011
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Onde

B
x A —

X = M= 5 2 eB:[D E}
Y e

O produto X*M X ¢é chamado forma quadrdtica

Veremos alguns exemplos de conicas na forma matricial

2)? 1)
Exemplo 2.2.1 Escrevendo a equacao da elipse ($—{1 ) + (yz )
1

=1 em termos de

formas quadrdticas e formas lineares.

Solucao:
(x+2)?*  (y+1)
1 +
1 4
4@+ +1)+ (¥ +2y+1)—1

S 16(x? +4r+4)+ (VPP +2y+1) —4

=14z +1)2+5y+1)?2=1

& 1622 +y? + 642 +2y + 61 =0

16 0 T T

<:>[$ y] 01 . y +[64 2] y +[61]:0
CELNURRY

=1 em termos de

Exemplo 2.2.2 Escreva a equacao da hipérbole —

formas quadraticas e formas lineares.

Solucgao:

—(xg3)2 + (y_44)2 =1 —4(x+3)+9(y +4)* =36
& —4(x? + 62 +9) +9(y* — 8y +16) —36 =0

& —4a? — 24+ 36+ 9y® — T2y + 144 — 36 = 0

& 42+ 9y — 240 — T2+ 72=0

—4 0 T

<:>[xy]- 0 ol'l, +[—24 —72] z +[72}=0

Note que nenhuma tem termos cruzados zy nas expressoes e a forma quadrdtica XM X

e M ¢é matriz dada por:

A0
0 A

M =
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Onde na diagonal principal existem constantes A; e Ay e na diagonal secundaria ter-
mos nulos, entao a conica € alinhada a um dos eixos cartesianos.

Para expressoes desses tipos podemos classificd-la usando as sequintes regras:

(i) Se A\1.Ae = 0 entdo a equagao € de uma pardbola ou de sua forma degenerada(
uma reta ou duas retas paralelas);

(ii) Se A\1.Aa > 0 entao a equagao € de uma elipse ou de sua forma degenerada( um
ponto ou o vazio);

(71i) Se A\1.\y < 0 entdo a equagao é de uma hipérbole ou de sua forma degenerada

( duas retas concorrentes).

No caso em que a express oes tem termos cruzados xy , veremos com o auxilio do proximo

assunto € possivel também classifica-las.

2.1 Diagonalizacao de Formas Quadraticas

Como nosso objetivo é determinar que tipo de conica que esta sendo representada no
plano, precisaremos eliminar os termos cruzados xy diagonalizando a forma quadrdtica.
Para isso procuraremos uma base B ortonormal de V' no qual a matriz da forma quadrdtica
Q =V — R € diagonal.

De modo que:

)\1 0 T

o) =[m w ]| )

Primeiramente veremos como diagonalizar a forma quadrdtica do exemplo.
Exemplo 2.1.1 Q(v) = 2% — 10zy + y* onde v(x,y)

Colocando na forma matricial temos:

Q(U)Z[x y]
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t oY oY
Qx,y) = [ v ] : [ B ] : [ v ] , o base canonica R%. Observe que [ B ] € uma matriz

[0}

simétrica, logo € diagonalizdvel, admitindo um conjunto de autovetores ortonormais.
1 =5
-5 1

Calculando os autovalores da matriz A =

1-XA =5

-5 1-=A
=(1—=XA)2+25=1—-2XA+ N +25=) *—2X—24

P()\) = det(A—\I)=det

Os autovalores sao A\ = 6 e Ay = —4. . Para encontramos os autovetores resolvemos a

equacao Av = \v para cada .

Para \y =6
1 -5 x 6x T — 5y = 6bx —Hr —Hy =0
. = = -
-5 1 Y 6y -5z +y = 6y —5x —dy =0
r=-y
Para Ao = -4
1 =5 x —4dx r— by =—4x or — oy =0
. = = -
-5 1 Y —4y —br+y=—4y —5x + 5y =0
=1y - T
Logo os autovetores associados Ay = 6, v = (x,—x) e para \y = —4, vo = (z,x).Em

particular temos vy = (1,—1) e vy = (1,1).

Normalizando os vetores, teremos:

vy (1,—1) (1,-1) (1,-1) <1 —1>

Sl TGN T VR V2 \V2 VR
L_wo_ (L) (@1 JLU_(L L)
Tl T T VErE . 2 VB vR

Assim, uma base ortonormal 8 de autovetores serd dada por:

1 -1 11
w=(zw == (7%

Sendo a matriz [ B } simétrica , entao corresponde a um operador auto-adjunto T :

V — V que tem como matriz [ T ] = [ B } temos que:

« «
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B 6 0 o
Onde [ B ] = e a, B sao bases ortonormais e, portam‘o[ P } € uma matriz

8 0 —4 8
diagonal.

Onde,
@ B o
Q(@:([P}B.[UL)P[B] ([P]B.[u]a)
=[], (2] 0],
Isto €,
Q<U>:|:$1 y1i| " _04 ' jl
627 — 4y
oL

Veremos outro exemplo como determinar a figura da conica através da diagonalizacao da

forma quadrdtica.

Exemplo 2.1.2 Identifique a conica no plano dada pela equacdo quadrdtica

1122 — 10v/3ay + 4> — 32 =0
Solucao:
Escrevemos a equacao na forma matricial, temos:

[xy] =5V 132=0

—5\/3 1 ‘ Y
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11 —5V3
—5V/3 1
11—\ —5V3

—5v3 1-]A
= (11 = A\)(1 = N)-(=5v3)? = 11 — 11X — A + A2 — (75) = 0 Temos o polinémio carac-

Calculando os autovalores da matriz A =

P(X) = det(A—\I)=det

teristico P(\) = det(A—X\I)=)\*—12\—64. Como jd vimos, as raizes desse polinémio sdao
0s autovalores de A dados por Ay = —4 ou Ay = 16. . Para encontramos 0s autovetores

resolvemos a equacao Av = v para cada \.

Para Ay = —4
11 =53 T —4x 11z — 53y = —4x 152 — 5v/3y =0
53 1 |y | | —ay - 5Bty = —dy - —5V3x 4+ 5y =0
= 5y = 53z =y = V3z = (z, \/gzr) = (1, \/3)
com x7#0
Logo os autovetores associados a A\, = —4 sdo da forma vetor v, = (z,v/3x).

Em particular, temos v, = (1,V/3).

Normalizando este vetor, teremos:

% (17\/5) _ (17\/3) _(1’\/§)I<1 \/§>

Ul IOV T ey vme | VA N2 2
Paral, = 16

11 —5V3 x| | 16z 11z — 5v/3y = 16z —5z — 53y =0

5v3 1 |yl |16y - —5v/3z + 5y = 16y - —5v3x + 15y = 0

Assim os autovetores Ay = 16, sao da forma vy = (z, —?3:17) com x#0.Em particular
temos vy = (1, _\?)
Normalizando os vetores, teremos:
ot W) ) B

o2l (1, —22))| 12 4 (—¥B)2 27 2

Consideremos os autovetores f = {uy,us}, como o novo sistema referencial do R ,onde
a forma quadrdtica :

11 —5V3 x
’ ] 53 1 | |y * |y



O Processo de diagonalizacao de forma quadrdtica, que:

Q<v>=[U}t.[T]B.[U}ﬂondeD:[T]EGMﬁz 7

# A Y1
Mudanca de referencial cartesiano, que
B x % \/7‘5’ T
R RS Rl e e
. R v T
Deste modo, a equagao se reduz a
-4 0 T T 13 T
z R > " 4+32=0
1 0N V3 1
0 16 (7 y 3 T3 h
T1
& ~4ay 16y, | + 32
Y1

=—4z? + 16y + 32 =0 .(—1)
Sda? —16y7 —32=0
4r? = 1632 + 32

163 + 32
x%:—lél St =497 +8
s — 4yl =38 .%

2 2

T Y
S— - = =1.

8 2

Assim, podemos finalmente identifica-la claramente como sendo uma Hipérbole, através

de uma mudanca de referencial.

X,

D yez

yvs 1= 60°

2?2 g
Figura 2.1: Hipérbole gl — 31 =1
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Agora iremos formular o procedimento geral de classificacao das conicas, estabelecendo

em detalhes o que deve ser feito em cada passo.

2.2 Procedimento Geral de Classificacao das conicas
Dada a equagao algébrica
Ar? + Bay+Cy+Dx+ Ey+F =0

Onde A # 0 ou B # 0 ou C # 0, queremos classificar a conica em func¢do de sua equag¢ao

e fazer um esboco de seu grdfico, para isso, procederemos da sequinte forma:

1°Passo: Escrevemos a equacdo na forma matricial:

[m y} ;i —l—[D E] Zj +f=0

2'Passo: Diagonalizamos a forma quadrdtica para eliminar os termos mistos. Para

1850, precisamos encontrar os autovalores A\ e Ay e 0s autovetores ortonormais vy e vq

A B
de 2
5 C

2

3°Passo: Agora obtemos movas coordenadas, precisamos determinar a relagcdo entre

x x
e Y| e substituir o resultado na parte linear da equacdo dada.
) Y1
x
L@y =|D E|
Y
X autovetores 1
Mas, :[ P }
) Y1
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T U1 T
Logo =

Y %) Y1
4%Passo: substituido na equacdo da forma matricial da cénica:

Ex3 Ai z +|p B z +[F]|=0

I

Obtemos a equacao da conica no novo sistema de coordenadas. Que toma a sequinte

forma:
P e e )=o)

Ou seja, Mx3+X\oy? + azxy + by, + F =0
5%Passo: Eliminamos os termos lineares das coordenadas cujos autovalores sio nao

nulos. Temos entao trés casos a analisar:

e Caso 1 :(A #0 el #0)
o Caso 2: (M #0 e X =0)
o Caso 3:(A\y =0 ¢€ Xy #0)

Caso 1 (N #0e Ay #0)
Mt 4 azy + Aoy +byr + F =0
@)\1(&71—%%)2—£+)\2(y1+%)2—%+F:O

Fazendo a sequinte mudanca de variavel:

+ L0
X = _— pry _—
2 1 2N Y2 =W M

temos entdo M\iw3 + Xoyas + f = 0 (que é uma das equagdes tipicas: Elipse, Hipérbole ou

Pardbola) onde
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Caso 2: (M #0 e Xy =0)

M2 +axy +by; + F =0

ShMEi+E) -+t +F=0

Tomando 3 = x1+ 55, Y2 = Y1, temos Mag+bya + f=0

(que € uma da equagdes tipicas) onde

CL2

:F——
/ AN\

Caso 3:(A\; =0 e Xy #0)

Este ¢ similar ao caso 2
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Capitulo 3

Via Geometria Analitica

3.1 ROTACAO DE EIXOS EM R2

Sejam Ox e Oy os eixos primdrios, do sistema cartesiano de eixos coordenados com
origem 0O(0,0) e seja Oxy e Oy eixos de wm novo sistema criado a partir da rotagdo
do eizo primdrio de um angulo o em torno da origem O(0,0), o € o angulo formado
entre os eixos Ox e Oxy. Seja P(x,y) um ponto qualquer do sistema primitivo. Entdo o
mesmo ponto P terd coordenadas P(x1,y1), em relagao ao novo sistema.

OyJ

Figura 3.1: Angulo a entre OX e OX;
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Nocao Intuitiva:
Note que podemos relacionar as coordenadas de P em xOy e em x10y; como mostra
grdfico acima temos:

r=0M—-NM

y=NQ+QP

No triangulo OMR:

_ - N -
=0M =zxicosa e MR = NQ e sena= —Q:>NQ = xi15ena.
xrq X

No triangulo PQR:

COS x=

S — NM QP
QR =NM e sena= ¢

=NM =y;sena e cos x= ——=>= Y1 COS Q.
Y1 Y1
r=0M—-NM T = X1 COSQ — Ysenw ~
Portanto, L = ,chamadas de equacoes de
y=NQ+ QP = x18ena + Yy Cos

rotacdo no R2.

A rotagao de um plano Cartesiano € til na simplificacio da equacdo de uma conica.
Exemplo 3.1.1 Determinar o angulo, sequndo qual os eizos devem ser rotacionados
para eliminar o termo xy na equacdo: 11> — 10v3zy +y> +32=0
Solucgao:
Efetuando a rotagao de xOy por um angulo o, tem que:

T = T1Ccosa — ysen«

Y = T1Sen o + Y1 Cos
Substituindo as equacdes de rotacdo na equacdo dada, teremos:
12?2 — 1032y + 4> +32=0
11(zy cos a—yysena)?—10y/3(zy cos a—yisena)(zysena+y; cos a)+(zysenaty; cos o)+
32=0
(11 cos? —10v/3 cos asen a+sen?a)z34-(—20 cos asen a—10v/3 cos? a-+10v/3sen?a) 1y, +
(11sen?a + 10v/3sena cos o + cos? a)y? + 32 = 0
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Fazendo o coeficiente do termo x1y; igual a zero, teremos:
(—20 cos ausen v — 10v/3 cos? o + 10\/§sen2a)x1y1

—20 cos asena — 10v/3 cos? a + 10v/3sen?a = 0

—10(2 cos asena) — 10v/3(cos? a — sen’a) = 0

Usando as identidades trigonométricas:

sen2a = 2sena cos o e cos 2a = cos’a — sen’a ,na equacado,

—10(2 cos asena) — 10v/3(cos? a — sen?a) = 0,

temos:

2
—10sen2a — 10v/3 cos 200 = 0= 56”20‘ — —V3=tan2a = —/3
COSz(x

tan 2a = —/3 = 20 = 120° = o = 60°

Lembrando do desenvolvimento anterior,sabemos que:
11(z cos a—yysena)?—10y/3(zy cos a—yisena)(zysena+y; cos a)+(zysenaty; cos o)+
32=0

_ V3

Substituindo os valores encontrados para o (lembrando que sen60° = 5, cos 60° = %)

Temos a equacao

2 2
% — %1 =1 (Hipérbole)

A figura abaizo ilustra a hipérbole 112> — 10v/3zy + y> 4+ 32 = 0 no plano z0y, sendo

210y, obtido através da rotagao de xOy por um angulo o de 60°.

Y1

2 2

Figura 3.2: Hipérbole % — y2—1 =1
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Exemplo 3.1.2 Determine o angulo, sequndo qual os eixos devem ser rotacionados para
eliminar o termos xy da equacdo 3x> — 2xy + 3y* — 16 =0

Solucao:

Substituindo na equagao acima as equacgoes de transformacoes temos:

3(z1 cosa—yisena)? —2(xy cos a — yysena)(xysena+y; cos ) + 3(xysena+ 1y, cos a)? —

16 =0

Desenvolvendo e pondo os termos x2, y? e x1y, em evidencias temos:

(3cos’a—2 cos asen a+3sena)x?+(—6 cos asen a—2 cos? a+2sen?a+6 cos asen a) w1y, +
2 2 V2 —

(3sen’a — 2 cos asena + 3 cos” a)y® = 16

Fazendo o coeficiente do termo x1y1 igual a zero teremos:

—6cosasena — 2cos? a + 2sen’a + 6 cos asena = 0

Portanto

2sen’a = 2cos>

Onde a = 45°. Usando este angulo obtemos,2x3 + 4y? = 16 ou simplesmente x? + 2y3 = 8

que € a equacao da elipse, como mostra o grdfico abaizo.

Figura 3.3: Elipse z7 + 2y7 = 8
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho de conclusio de curso, apresentamos o estudo das quddricas Ax?® +
Bzy + Cy* + Dx + Ey + F = 0, particularmente as conicas a saber (Pardbola, elipse,

hipérbole), na eliminagao dos termos mistos xy. Foi utilizado dois métodos.

O primeiro método utilizado foi via dlgebra linear, respectivamente escrevendo a
equacao na forma matricial, diagonalizamos a forma para eliminar os termos mistos,
para 1sso precisamos encontrar os autovalores logo 0s autovetores ortonormais para ob-
termos as nova coordenadas e em sequida substituindo as novas coordenadas na equagao
e eliminarmos o termo misto. Fste procedimento nos permite, através de uma mudanca
de referencial, colocar qualquer conica com termo misto, na forma de uma das equagoes

tipicas apresentadas no primeiro capitulo.

No sequndo método utilizamos a rotagao de eixo, com os conhecimentos de geometria
analitica, podendo relacionar o angulo o que sofreu uma rotagao a partir do sistema roy,
criando um novo sistema x10yq,podemos relacionar através de um ponto qualquer no eixo
ox1 e relacionar com o primeiro sistema, criando relacoes ,para serem substituidas na
equacao primaria € logo em sequida, fazendo coeficiente x1y, e dessa forma encontrando
o angulo, que serd utilizado na equacdao modificada pelas relacoes e usando conhecimentos

da trigonometria achamos a equacao da conica.

No exemplo 03 abordado no método via dlgebra linear, fica muito trabalhoso, jd no
método de rotacao de eixo via geometria analitica, € menos trabalhoso,sendo que tem que
conhecer as identidades trigonométricas. Concluimos que nosso trabalho € util para ajudar
na compreensao da resolucao da equacao da conica com os temos mistos, utilizando dois

métodos de melhor compreensao.

42



BIBLIOGRAFIA

[1] BOLDRINI, JOSE LUIZ, Algebra Linear, 3.ed Campinas: HARBRA, 1986.

[2] WINTERIE, PAULO, Vetores e Geometria Analitica,Sdo Paulo: PEARSOM
MAKRON BOOKS, 2000.

[3] GIOVANNI, JOSE RUY:BONJORNO, JOSE ROBERTO, Mateméatica Com-
pleta,2.ed Sao Paulo: FTD S.A., 2005.

[4] MEDEIROS, LUIZ ADAUTO;ANDRADE, NIRZI GONCALVES
DE;WANDERLEY, AUGUSTO MA URfC’IO, Algebra Vetorial e Geome-
tria, Rio de Janeiro: CAMPUS, 1980.

[5] BOYER, CARL B., Hist6ria da Matematica, Sao Paulo: EDGAR BLUNCHER
LTDA, 1996.

[6] RIBEIRO, JACKSON, Matematica: Ciéncia, Linguagem e Tecnologia, I.ed
Sao Paulo: SCIPIONE, 2010.

43



