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Resumo

O presente trabalho, intitulado espacos métricos completos e teorema de Banach-
Steinhaus, tem por objetivo realizar uma conexao entre, a teoria dos espagos métricos, os
espagos métricos completos e os espacos de Banach, que juntamente com os operadores
lineares e continuos nos darao a base para trabalharmos um dos principais resultados em

analise funcional, o teorema de Banach-Steinhaus.

Palavras-chave: Espacos métricos, espagos de Banach, operadores lineares e continuos.
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Introducao

A teoria dos espagos métricos e a andlise funcional além de suas proprias aplicacoes,
sao disciplinas que possuem ligagoes com outras partes da matemaética, porém nao sao

obrigatérias num curriculo minimo de um curso de Licenciatura em Matemaética.

Alguns dos pré-requisitos basicos para seguir com o entendimento deste trabalho,
é um estudo de andlise na reta (conjuntos abertos, fechados, continuidade etc ...), nogoes
de convergéncia de sequéncias e sequéncias de fungoes, além de algumas nocoes basicas

de algebra linear.

A escolha do tema se deu pelo interesse de se aprender algo novo, comprender
contetdos diferentes do que se ver em niveis de graduacao, pois como ja dissemos, espacos
métricos e analise funcional sao disciplinas nao obrigatérias em um curso de licenciatura
em matematica, sendo a andalise funcional, muitas das vezes apenas disciplina introdutoria

em cursos de doutorado.

Nos objetivos pensados para este trabalho, pretende-se abordar diversos topicos
importantes da teoria dos espagos métricos e trabalhar a completeza de certos espacos.
Pretende-se ainda tratar de uma parte introdutoria da andlise funcional, dando énfase ao
teorema de Banach-Steinhaus conhecido também como teorema da limitacao uniforme, o
qual garante que uma familia de operadores lineares continuos é uniformimente limitada
sempre que for pontualmente limitada.

Este trabalho divide-se em 3 capitulos. O primeiro capitulo, espagos métricos,
serao abordados alguns resultados como: Métrica, conjuntos limitados, continuidade e
algumas nogoes basicas de topologia ( conjuntos abertos, fechados, ponto de acumulacao,
etc ...). O segundo capitulo, espagos métricos completos, tras diversos resultados so-

bre sequéncias, na ocasiao definimos sequéncias de Cauchy, chegando aos espacos métricos



completos e os espacos de Banach.

Por fim, no tltimo capitulo, operadores lineares e continuos e teorema de
Banach-Steinhaus, tratamos dos operadores lineares e continuos que juntamente com
a teoria trabalhada nos capitulos anteriores nos darao a base para desenvolvermos os
principais resultados deste trabalho, o teorema de Baire, teorema de Banach- Steinhaus
e seu corolario. Ao final deste capitulo, foram acrescentado dois apéndices, tratando da

desigualdade de Cauchy-Schwarz e sobre operagoes com conjuntos.



Capitulo 1
Espacos Métricos

Este capitulo apresentara resultados de grande relevancia para o desenvolvimento
deste trabalho, traremos alguns conceitos topoldgicos, dentre os quais: bolas e esferas,
abertos, fechados, continuidade etc. A ideia de métrica estd associada a nocgao intuitiva

de distancia, a qual precisa satisfazer algumas propriedades, conforme definicao abaixo.

1.1 Definicoes e exemplos

Definicao 1.1 Uma métrica num conjunto M €é uma funcao d : M x M — R, que
associa a cada par ordenado de elementos x,y € M um nimero real d(x,y), chamado
a distancia de x a y, de modo a serem satisfeitas as sequintes condig¢oes para quaisquer

r,y,z € M :

di) d(z,z) = 0;
dy
ds
dy

se x #y entao d(z,y) > 0;

)
)
) d(z,y) = d(y, v);
) d(x, 2) < d(x,y) + d(y, ).

As condigbes dy) e dp) dizem que d(z,y) > 0 e que d(z,y) = 0 se, e somente
se, x = y. O postulado d3) afirma que a distancia d(x,y) é uma funcao simétrica das
variaveis x, y. A condi¢do dy) chama-se desigualdade do triangulo; ela tem origem no

fato de que, no plano euclidiano o comprimento de um dos lados de um triangulo nao

excede a soma dos outros dois.



Definicao 1.2 Um espago métrico € um par (M,d), onde M ¢é um conjunto e d é uma

métrica em M.

Os elementos de um espaco métrico podem ser de natureza bastante arbitraria:
numeros, pontos, vetores, matrizes, fungoes, conjuntos, etc. Mas nds os chamaremos

sempre os pontos de M.

Daremos agora alguns exemplos de espacos métricos.

Exemplo 1.1 (A métrica “zero-um”) Qualquer conjunto M pode se tornar um espago

métrico de maneira muito simples. Basta definir a métrica

d:MxM — R

(x,y) — d(z,z)=0ced(z,y)=1sex#uy.

As condigoes dy) a d3) sao facilmente verificadas. Vamos mostrar que esta
métrica cumpre a condi¢ao dy), a desigualdade triangular.
dy) d(x,2) < d(a,y) +d(y,z) Va,y,z € M.

Demonstragao: Para mostrarmos esta condi¢cao, vamos diwvidir em quatro casos:

(1°) Caso: x #y # z
d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) =1 <1+1 =1 <2.

(2) Caso:x=y=zx
d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) =0 <0+0 =0 <0.

() Caso:x =y, x # 2,y # 2
d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) =1 <0+1 =1 <1.

Portanto fica verificada a condi¢cao dy para a métrica “zero-um”. a

O espaco métrico que se obtém desta maneira €, naturalmente, bastante trivial,

embora seja util para contra exemplos.

Observacao 1.1 Na demonstracao anterior nao existe a possibilidade de termos o caso
de x # z ,y = z ex =y, pois se x # z ex = y, entdo y # z, logo teriamos

T #z,x =1y ey F#z que € justamente o & caso.



Exemplo 1.2 (Subespago; métrica induzida) Se (M,d) é um espago métrico, todo
subconjunto S C M, com S # (), pode ser considerado, de modo natural, como espaco
métrico, basta considerar a restrin¢ao de d a S X S, ou seja , usar entre os elementos
de S a mesma distancia que eles possuiam como elementos de M. Quando isto € feito,
S chama-se um subespaco de M e a métrica de S diz-se induzida pela de M. Esta ideia
nos permite obter uma grande variedade de exemplos de espagos métricos, considerando

0s diversos subconjuntos de um espago métrico dado.

Exemplo 1.3 (O espago euclidiano R"™) Os pontos do R" sao as listas v = (z;, ..., x,)
onde cada uma das n coordenadas x; € um numero real. Hd trés maneiras naturais de
se definir a distancia entre os pontos em R™. Dados x = (xs,...,x,) €y = (Yiy- .., Yn)

ESCTevVemos:

n 1/2
d(z,y) = V(w1 =)+ 4 (T —yn)? = [Z(fv - yf] :

=1
d(z,y) = |lo—wml+-F o=l = |lri—uil e
=1
d’'(z,y) = maX{|171—yl|a"'7|$n—yn|}:11£1ia<>;|$i—yi|-

As funcoes d, d', d’: R™ x R™ — R sdo métricas. De fato elas cumprem as condi¢oes
dy) ,ds) e d3). A condi¢iao dy) ndao é tao direta assim, para ver que todas as métricas
assim definidas acima cumprem esta condi¢ao (ver apéndice A, Teorema A.1).

A métrica d € chamada euclidiana. Ela provém da formula para distancia entre
dois ponto do plano (em coordenadas cartesianas), a qual se prova com o Teorema de
Pitagoras. FEuvidentimente, para consideracoes de natureza geométrica , d € a métrica

natural pois fornece a distancia da geometria euclidiana.
O resultado seguinte fornece uma comparacao entre as métricas d, d' e d”.

Proposigao 1.1 Sejam d, d'e d” as métricas definidas no exemplo 1.8. Quaisquer que

sejam x, y € R™, tem-se:
& (z,y) < d(z,y) < d(z,y) <n-d(z,y)

Demonstragao: sejam x, y € R",



a) d’(z,y) < d(z,y)

De fato , d"(z,y) = max |z; — vi| = |z; — y;|, para um certo j, entdo

d’? (l‘,y) = ‘SC] — y]| = (x] — yj)2’ pOiS |x’ :1/x2’

Mas

V(@ =y < V(@ — )+ + (@ — yn)? = dl,y),

portanto d” (z,y) < d(x,y).

b) d(z,y) < d'(x,y).

Temos que

d(l'a?/) :\/(331 - y1)2 4+ 4 (l’n — yn)Z :\/‘xl — y1’2 4+ ’l’n _ yn’2 pois, |x‘2 _ :L‘2.

Mas

Vie =P o = gl <\ [loy = gl e o = g2 42 Y = il - oy = )
i#]

=V(lz1 =]+ [en = val)? = 20 = | + -+ 20— val = d'(2,y).
Portanto d(z,y) < d'(z,y).
¢) d(z,y) <n-d’(z,y).

Observe que , |z; — y;| < max |z; — y;|, assim temos

/ — — — < s il = ned?
d(2,y) = ler=y|+ - Hlza—yal < max |zi—y| +--+ max [zi—yi| =n-d"(z,y),
Portanto d'(z,y) <n-d’(z,y).
Logo d’(z,y) <d(z,y) < d(z,y) <n-d’(z,y)

O

Um espaco de fungoes. Seja X um conjunto arbitrario e nao vazio. Indicamos por

F(X;R) o conjunto de todas as fungoes reais f : X — R.

Definigao 1.3 Dado um conjunto X # (), uma funcdo real f : X — R chama-se limitada

quando existe uma constante K = K; > 0 tal que |f(z)| < K, para todo x € X.
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Exemplo 1.4 Seja B(X;R) o conjunto de fungoes limitadas f : X — R. A soma, a

diferenca e o produto de funcoes limitadas sao ainda limitadas.

Definiremos agora uma métrica d em B(X;R) pondo, para todas f, g € B(X;R)
d(f,g) = sup |f(z) — g(z)|.
zeX

A métrica assim definida € a chamada métrica do supremo, onde {|f(x)—g(x)|}
¢ o conjunto das imagens de |(f — g)(x)|. Este conjunto é um subconjunto real ndo vazio
e limitado, logo faz sentido tomarmos o seu supremo. O conjunto B(X;R) munido da

métrica d definida acima € um espago métrico.

Exemplo 1.5 (Espagos vetoriais normados) Seja E um espago vetorial real. Uma

norma em E é uma funcao real

|l-]:F — R

=

de modo a serem cumpridas as condigoes abaizo para quaisquer x, y, z € E e X escalar:
Ny) se x # 0 entao || = || # 0.

No) [ A=l =TAl-l=]-

Ns) [z+yll<llzl+lyl-

Dessas condi¢oes acima, podemos obter outras:

e N)) o] =o.
Em Ny pondo A = 0,temos que:
10l = 110 - z|[ = [O] - [l]} = O - [|]| = O portanto [[0] = 0.

o Ns) [ == ==l
Em Ny pondo A = —1,temos que:
=zl =[[(=1) -zl = =1 |lzll = 1-|lz|| = ||=]| portanto || — x| = ||=|.

e Ng) |lz|| > 0.

Fazendo y = —x em N3, obtemos :
N3 Ns Ny

=~ ~~ =~
[z+(=2)[|” < lzl+l—=l" < [lzl[+[z] = (0] < 2[jz[| = 0" < 2[jz]| = [lz]| = 0.

11



Um espago vetorial normado é um par (£, || - ||) onde E é um espago vetorial real e
| - || ¢ uma norma em E. Frequentemente se designa o espago vetorial normado com FE,

deixando a norma subentendida.

Proposicao 1.2 A fun¢io d: E x E — R definida por d(x,y) = ||z — y|| € uma métrica

em E.
Demonstracao: Seja z, y € F,

dy) d(x,z) =0.
De fato, d(z,x) = |Jx — z|| = ||0]| =0

dy) se x #y, entao d(z,y) > 0.
De fato, d(z,y) = || — y|| > 0, por hipétese x # y, dai resta que d(z,y) > 0.

ds) d(z,y) = d(y, ).
De fato, d(z,y) = lz —yll = [ —y + =l = (=) =) = [ 1] - [ly — =[] =
ly — ]l = d(y, ).

dy) d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2).
De fato, d(z, 2) = ||lz—z[| = [z —y+y—z[| = [[(z—y)+(y—2)|| < [lz—yll+ly—z[ =
d(z,y) +d(y, 2).

Logo d é uma métrica em FE. a

Da proposicao acima segue que, todo espaco vetorial normado é um espaco

métrico. A métrica assim definida é dita proveniente da norma || - || ou induzida pela
norma || - ||.

Exemplos de espagos vetoriais normados sao (R, || -|]), (R™, ||-||") e (R™ || -]|"),
onde, para © = (1, -+, ©,) € R" se tem

n n

/ "
D@ llzl =)zl ellz|” = max |z

i=1 =1

] =

As condigoes que caracterizam uma norma sao de verificagao imediata, salvo no N3) para

a primeira destas normas. Ela sera verificada mais adiante na proposigao 1.3.

12



Outro exemplo de espago vetorial normado é B(X;R), o espago de fungoes reais

limitadas, onde definimos || f|| = sup |f(x)],x € X.

As métricas d, d' e d” do exemplo 1.3 sdo provenientes das normas || - |, || -

I"e || -||" respectivamente.

Exemplo 1.6 (Espacos vetoriais com produto interno) Seja E um espaco vetorial

real. Um produto interno em E é uma fungdo
() ExE — R
(z,y) — (z,9)

que associa a cada par ordenado de vetores x,y € E um numero real (x,y), chamado
o produto interno de x por y, de modo a serem cumpridas as condi¢oes abairo, para

x,y,z € E e A € R arbitrdrios:
Pl) <x+y7 Z> = <$,Z> + <y7 Z>7
Py) (A, y) = Ma,y);

P3) <I,y> = <y,IL’>;

Py) x#0= (z,x) > 0.
De Py) a Ps3) podemos tirar outras condigoes:

o« B) (v,y+2) = {2,y) +(2,2); pois

(x,y + 2) \:’/(y + 2, 1) \z/(y, x) + (z,x) v(x, y) + (z,x).

Ps3 P Py
b PG) <ZC,>\y> :>\<£C,y>, pOiS

(x, \y) = My, @) = Ay, ).

Ps Py
e P7) (0,y) =0; pois
0,y) =(0-z,y) = 0(z,y) = 0.
Py

Um espago vetorial E com produto interno € um par ( E,(-,-) ) onde E é um

espaco vetorial real e (-,-) € um produto interno em E.

13



Proposicao 1.3 Em um espaco vetorial com produto interno, define-se a norma de um

vetor v € E do sequinte modo: ||z| =+/{(z,z), ou seja, ||z||* = (x, z).
Demonstracao: Sejam xz, y € E e A € R.

Ny) |lz]| =0 < 2 =0, pois
llz|]| =v/(z,z) =0 < (z,2) =0< o =0, pela contrapositiva de Py.

No) [[A -z ff=[X]- =]
IIA - z|]| =+/(Az, \x) \/ (x, \z) \/ (A\x, x) \/ (x,z) = || \/(z,2) =
RYRBIEA

N) [[x+y||<|l x| + ||y, Para provar N3) usaremos a desigualdade de Cauchy-

Schwarz, 2° versao (ver apéndice A, Teorema A.2).

le+yl? = (@+y,z+y) = (z,2)+{z, y)+ (@, 2) + (Y, y) = (z,2)+2 (2,y)+{y,y) =

= [lzl*+2 ) +llyl® < ll=lP+2 Kz ol +lvl* o l=IP+2 Ko p)l+yl® <
Cauchy—Schwar

< ll2l* +2 ll[l - 1yl + llyl* = (el + lyl)*.

temos portanto,

lz+yl* < (lzll + lyl)* <l z+yl < =1+ 1yl

O exemplo mais natural de espaco vetorial com produto interno é R", com

x = (x5, ,2n) ey = (Yi, - ,Yn), define-se (z,y) = xy; + -+ + TuYn. A norma

n

llz]| = Z(xz)Q introduzida no exemplo 1.5, provém deste produto interno. em parti-
i=1
cular, fica verificada a condicao N3) ||z +y || < | z || + [l y || que faltava no exemplo

1.5.

Nem toda norma num espaco vetorial E provém de um produto interno. Quando
isto ocorre, vale a chamada lei do paralelogramo: ||z + y||? + ||z — y[|* = 2(||z||* + ||y||*)
que decore imediatamente da definigao ||z||* = (z, z), em outras palavras vale o resultado

a seguir:

14



A norma ||z|| provém do produto interno (ou seja , ||z|| =+/(z,x)) se, e somente
se vale a lei do paralelogramo.
Conclusao: Todo espaco vetorial com produto interno é um espaco vetorial normado
por meio da norma ||z| =+/{(x, z), e todo espago vetorial normado é um espago métrico
por meio da métrica d(z,y) = ||z —y||. Portanto todo espago vetorial com produto interno
é um espaco métrico. Em outras palavras temos que: todo produto interno induz uma

norma e toda norma induz uma métrica.

d(z,y) = |z =yl =/ (v —y,x — y).

1.2 Bolas e Esferas

A nocao de bola é fundamental no estudo dos espagos métricos. Seja a um ponto do

espaco métrico M. Dado um nimero real r > 0, definimos:

i) A bola aberta de centro a e raio r é o conjunto B(a;r) dos pontos de M em que

distancia ao ponto a ¢ menor do que r. ou seja:

B(a;r) ={x € M; d(z,a) < r}.

ii) A bola fechada de centro a e raio r é o conjunto Bla; r| formado pelos pontos de

M que estao a uma distancia menor do que ou igual a r do ponto a. Ou seja:

Bla;r] = {x € M; d(x,a) < r}.

iii) A esfera de centro a e raio r é o conjunto S(a;r) formado pelos pontos de M tais
que d(z,a)=r. Assim:
S(a,r) ={z € M; d(z,a) =r}.

Bolas e esferas as vezes adquirem aspectos inesperados. O aspecto de cada bola

depende de cada métrica usada. Vamos aos exemplos.

Exemplo 1.7 Com a métrica usual da reta, para todo a € R e todo r > 0, a bola

aberta B(a;r) é o intervalo aberto (a —r,a+ 1), pois a condi¢io |x — a| < r equivale
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—r<x—a<r ousea a—r <x<a-+r. Analogamente, a bola fechada Bla,r] € o

intervalo fechado [a — r,a + 1] e a esfera S(a;r) tem apenas dois pontos: a —1r e a + 7.

Exemplo 1.8 No plano R? para todo x = (x1,72) e a= (a1,az), temos:

i) Usando a métrica usual d, d(z,a) = /(x1 — a1)? + (z2 — az).

B(a;r) = {z € R?% d(z,a) < r}, Observe que, d(z,a) = \/(x1 — a1)? + (x2 — a2)? <

r& (1 —a1)® + (13 — az)? < r? (equagdo da circunferéncia de centro a e raio ).

B(a,r) € o interior de um circulo de centro a = (ay,a3) e raio r.

Figura 1.1: Bola na métrica d

ii) Usando a métrica d’, d'(x,a) = |x1 — a1] + |22 — asl.
B(a;r) = {zx € R? d'(z,a) < r}, observe que, d'(z,a) = |r1—a1|+|ra—as] <1 que
¢ o interior de um quadrado de centro a = (ay,az) e diagonais de comprimento

2r paralelas aos eixos.

Figura 1.2: bola na métrica d

iii) Usando a métrica d”, d’(z,a) = max{|z; — a1],|z2 — as|}.
B(a;r) = {z € R d’(z,a) < r}, observe que d’ (z,a) = max{|z; —ay|, |z2—as|} <
r=|r1—a1| <71 e |ra—ay <r que é o interior de um quadrado de centro

a = (a1, as2) e lados de comprimentos 2r, paralelos aos eizos.
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Figura 1.3: Bola na métrica d”

Exemplo 1.9 No espaco de fungoes, (exemplo 1.4), com a métrica do supremo em

que d(f,g) = sup |f(x) — g(z)|, com f, g € B(la,b],R). Dado um nimero real r > o
z€[a,b]

temos:

Bola aberta B(f,r) ={g € B([a,b],R) ;d(f,g) <1}
Bola fechada B|f,r] = {g € B([a,b],R) ;d(f,9) <7}

A condigdo para que uma fungdo limitada g : [a,b] — R pertenca a bola fechada
B(f,r] € que d(f,g) = sup|f(z) — g(x)] < r, ou seja, |f(x) —g(x)] <7, V z € [a,b].
geometricamente consideremos, G(f) = {(z, f(z)) € R?%, z € [a,b]}. Como z € [a,b]
e 1) — g(@)| < 7 = y € [f(&) — 1, f(z) + 1] Bntdo Glg) = {(r,9(x)) € R% v €
la,b]} estd contido numa faiza de amplitude 2r em torno de G(f). Agora, para que
g € B(f,r), |f(z) —g(x)] <r, Vae [ab], geometricamente, G(g) estd contido numa

“faiza aberta”de amplitude 2r em torno de G(f).

A

Figura 1.4: Bola na métrica do sup
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1.3 Conjuntos limitados

Definigao 1.4 Um conjunto X # () contido num espaco métrico M chama-se limitado

quando existe uma constante K > 0 tal que d(x,y) < K para quiasquer z, y € X.

O menor desses nimeros K serd chamado o diametro de X. Ora, dizer que z, y €
X implica d(z,y) < K significa afirmar que K é uma cota superior para o conjunto das
distancias d(z,y) entre os pontos de X. A menor das cotas superiores de um conjunto de
nimeros reais chama-se o supremo desse conjunto. Logo, podemos definir o diametro de

um conjunto limitado X C M como o numero real:
diam(X) = sup{d(z,y) ;z,y € X}.

Quando X nao é limitado escrevemos diam(X) = co. Isto significa que, para todo

K € R, existem pontos =, y € X tais que d(z,y) > K.

Proposicao 1.4 Se X € limitado e Y C X, entao Y € limitado valendo diam(y) <
diam(X).

Demonstracao: Sejam z,y € Y, por hipétese Y C X, entao z,y € X. Ainda pela
hipétese, temos que X é limitado, isto é, existe K > 0 tal que d(z,y) < K, Vz,y €
X. Entao existe K > 0 tal que d(z,y) < K, Vx,y € Y, pois todos os elementos de
Y sao elementos de X. Portanto ¥ C X é limitado. Pelo fato de Y C X, temos
que {d(z,y) ;z, y € y} C {d(z,y) ;o, y € X}. Logo sup{d(z,y) ;z, y € y} <
sup{d(z,y) ;z, y € X}. Portanto diam(Y") < diam(X). O

Proposigao 1.5 Se A e B sao conjuntos limitados de um espaco métrico, entao AU B

¢ limitado.

Demonstragao: Se A = () e B = () nada a fazer, pois o vazio é limitado por definicao.
Caso contrario, fixemos um ponto a € A e um ponto b € B. por hipdtese A e B sao
limitados, entao existem K; > 0 e Ky > 0 tal que d(x,y) < K;,Vx,y € Ae d(x,y) <
Ky, ¥V x,y € B. Em particular d(z,a) < K1,V z,a € Aed(y,b) < Ky, Vy,b € B.
Assim fazendo K = K7 + K5 + d(a, b) temos, para qualquer z € A ey € B,

d(z,y) < d(x,a) +d(y,a) < d(z,a) +d(a,b) + d(y,b) < Ky +d(a,b) + K3 = K,
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Logo d(z,y) < K,Vz, y € AU B. Portanto, AU B ¢é limitado. a

Proposicao 1.6 Toda bola B(a,r), num espago métrico, é um conjunto limitado e seu

diametro nao excede 2r.

Demonstracao: De fato, dados dois pontos z,y € B(a,r) temos que a d(z,a) <

r e d(y,a) <r. Dai pela desigualdade triangular temos
d(x,y) < d(x,a) +d(a,y) <r+r=2r=dx,y) <2

ou seja, existe K = 2r > 0 tal que d(z,y) < K, Vz, y € B(a,r). O mesmo se aplica a
bola fechada Bla;r]. Como Bla;r] = B(a;r) U S(a;r) entdao S(a;r) também é limitada.
Agora vamos mostrar que seu diametro nao excede 2r. De fato, suponha que exista o
diam B(a;r) = D, tal que D > 2r, que é uma cota. Mas por hipétese de contradigao
2r < D =sup{d(z,y);x,y € B(a,r)}. Absurdo, pois D é a menor das cotas superiores,

logo nao pode ser maior do que uma cota. Logo D < 2r. O

Proposicao 1.7 Um subconjunto X de um espagco métrico M é limitado se, e somente

se, estd contido em alguma bola de M.

Demonstracao: (=) Se X C M ¢ limitado, entdo X estd contido em alguma bola de
M. De fato, se X é vazio, X esta contido em qualquer bola. Se X nao é vazio , tomando
qualquer a € X, existe K > 0 tal que d(a,z) < K, para todo x € X (pois X é limitado).
Logo, X C Bla, K| C B(a,2K).

(<) Se X C B(a,r), entdao X é limitado e tem diametro menor ou igual a 2r.

De fato, pois toda bola é um conjunto limitado, por hipétese X C B(a,r), logo X é

limitado, pois um subconjunto de um conjunto limitado é limitado. a

1.4 Funcgoes continuas

Definicao 1.5 Sejam M,N espacos métricos. Diz-se que a aplicagao f : M — N €
continua no ponto a € M quando, para todo € > 0 dado, € possivel obter 6 > 0 tal que

d(z,a) < 6 implica d(f(x), f(a) ) <e.
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Em notagao temos que uma aplicacao f : M — N é continua no ponto a € M
quando,

Ve>0,35>0 ; dx,a)<d =d(f(x), f(a)) <e.

Equivalentimente, f : M — N é continua no ponto a € M quando, dada qualquer
bola B'(f(a);e) de centro f(a), pode-se encontrar uma bola B(a,d) de centro a tal que

f(B) C B'. isto é;
Ve>0,35>0; f(B(a;0)) C B(f(a);e).

A nocao de continuidade num ponto é local, isto é, depende apenas do compor-
tamento de f nas proximidades do ponto. Diz se que f: M — N é continua quando ela

¢é continua em todos os pontos a € M.

No importante caso particular em que M C R e f : M — R, dizer que f é
continua no ponto a € M significa afirmar que para todo € > 0 existe o > 0 tal que
r€Mea—3d§<x<a+dimplicam f(a) —e < f(z) < f(a)+ €, ou seja, f transforma
os pontos de M que est@o no intervalo aberto (a — d,a+ ) em pontos do intervalo aberto
(f(a) — ¢, fa) +¢).

Uma funcao f : X — R diz-se continua quando é possivel tornar f(x) arbitrari-

amente proximo de f(a) desde que se tome x suficientemente préximo de a.

Exemplo 1.10 Dada f : M — N, suponhamos que exista uma constante ¢ > 0 (cha-
mada constante de Lipschitz) tal que d(f(z), f(y)) < c¢-d(x,y) quaisquer que sejam

x,y € M. Dizemos entao que f é uma Aplicagcao Lipschitziana. Neste caso, f €
continua (em cada ponto a € M ).

Vamos mostrar que toda aplicacao Lipschitziana é uma aplicacao continua.

Isso significa que qualquer que seja € > 0 escolhido devemos encontrar 6 > 0
tal que d(z,a) < 0 = d(f(x), f(a)) < e. Vamos trabalhar a sequinte desigualdade
d(f(z), f(a)) < € para estimarmos o valor de 6, ou seja; d(f(x), f(a)) < e, f € lipschizi-
ana, entdo podemos fazer: d(f(x),(a)) < c-d(x,a) < d(z,a) < £ entdao tomando § = £,

temos

Vo, dz,a) <d=d(f(x),(a) <c-d(z,a) <c-5:c-£:e:>d(f(x),f(a)) <e
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Portanto, f é continua.

Exemplo 1.11 Se uma funcao real f : I — R, definida num intervalo I, é derivdvel e
|f'(x)] < ¢ para todo x € I, entdo pelo teorema do valor médio, dados z, y € I quais
quer, existe um ponto z, entre x, y tal que
f(x) — f(y)
r—y
S f@) = fWI =Gz —yl=[f(@) = fy) <c |z -yl

f'(z) = & fl@) = fly) = @) —y) = @) - fWl =1/ -y

Isto éd(f(z)—f(y)) < c-d(x,y). Assim toda fungdo com derivada limitada num intervalo

(o qual pode ser ilimitado) é Lipschitziana.

Uma aplicacao f : M — N chama-se Localmente Lipschitziana quando cada
ponto a € M é centro de uma bola B(a;r) tal que a restringao f|B é lipschitziana. Uma

aplicacao localmente lipschitziana é, evidentimente, continua.

1.5 Continuidade uniforme

Seja f : M — N continua. Dado € > 0 podemos, para cada a € M, obter 6 > 0 (que
depende de € e de a) tal que d(z,a) < 0 = d(f(x), f(a)) < e.

Nem sempre é possivel obter, a partir de ¢ > 0 dado, um unico § > 0 que sirva

para todos os pontos a € M.

Exemplo 1.12 Seja f : (0,400) — R, f(z) = L. Dado € > 0 mostraremos que ndo

se pode escolher 6 > 0 tal que |v —a| < § = ‘i — l‘ < € seja qual for a > 0. Com

a
efeito, dado € > 0, suponhamos escolhido 6 > 0. Tomemos um numero positivo a tal que

O<a<(560<a<i. Entdo,pamxza+%, temos |x — a| < 6 mas

1 1

a—i—g a

B ) - ) _1>
 (2a+68)a” 30-a 3a “

2 1

20+6 a

Portanto para esta fung¢ao nao se pode escolher 0 > 0 a partir de um € tal que

|z —a| < 6= |t 1| <e seja qual for a.

x a
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Exemplo 1.13 Seja f : R — R definida por f(x) = cx + d, com ¢ # 0. Dado € > 0,

escolhamos § = ﬁ Entao qualquer que seja a € R, temos

lz —a| <0=|f(x) = f(a)| = |(cx +d) — (ca+ d)| = |cx — ca| = |c||z — a] < |c|d =e.

Neste caso foi possivel, a partir do € dado, obter um d > 0 que servisse para todos
os pontos a do dominio de f. As funcées com essa propriedade chamam-se

uniformimente continuas. Mais formalmente:

Definicao 1.6 Sejam M, N espacos métricos. Uma aplicagao f : M — N diz-se uni-
formimente continua quando, para todo € > 0 dado, existir 6 > 0 tal que, sejam quais

forem x,y € M, d(z,y) < 0= d(f(z), f(y)) <e.

Exemplo 1.14 Toda aplicacao Lipschitziana f : M — N € uniformimente continua.
De fato, se d(f(z), f(y)) < c¢-d(z,y) para quaisquer x, y € M, entdo, dado € > 0, nds
tomamos 6 = €/c. De d(z,y) < § seque-se d(f(x), f(y)) <c-d(z,y) <c-0=¢e.

Evidentimente, toda aplicacao uniformimente continua é uma particular aplicagao
continua, para qual a escolha de 0 a partir de € dado é independente do ponto onde se
analisa a continuidade. Porém a reciproca nao vale.

Assim a fungao continua f : (0, +00) — R, definida por f(z) = %, nao é unifor-
mimente continua pois, como vimos no exemplo 1.12, dado € > 0, seja qual for § > 0

podemos encontrar pontos z,y no dominio de f com |z —y| <de |f(z) — f(y)| > e

Por outro lado, a func¢do f : R — R, definida por f(z) = cx+d, é uniformemente

continua, como vimos no exemplo 1.13.

Conforme [1], a continuidade uniforme é analisada da seguinte forma:

ao contrario da simples continuidade, que é um fenomeno local, a continui-
dade uniforme é uma nogao global, isto é, se relaciona com o comportamento
da aplicacao em todo o espaco simultaneamente.
Deve-se ainda levar em conta com cuidado que a nocao de continuidade
uniforme nao é uma noc¢ao topoldgica. Dito de outro modo: a defini¢ao

de aplicacao continua foi dada com € e § mas como veremos na préxima
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se¢do, a continuidade (simples continuidade) pode ser caracterizada apenas
com os conjuntos abertos. Em contraste, nao é possivel dar-se uma condicao
necessaria e suficiente para a continuidade uniforme de f : M — N em termos

dos abetos de M e N.(2009, p.148).

1.6 Nocgoes basicas de topologia

A topologia é o ramo da matematica no qual sao estudadas, com grande gene-
ralidade, as nocoes de limite, de continuidade, e as ideias com elas relacionadas. Nesta
secao abordaremos alguns conceitos topologicos elementares referentes a subconjuntos de
um espaco métrico M, visando estabelecer a base adquada para desenvolver os topicos

seguintes. Comecaremos com algumas definigoes.

1.6.1 Conjuntos abertos

e Ponto interior: Seja X um subconjunto de um espago métrico M. Um ponto
a € X diz-se ponto interior a X quando é centro de uma bola aberta contida em

X. Ou seja, quando existe 7 > 0 tal que d(z,a) <r =z € X.

e Interior de X: O conjunto formado por todos os pontos interiores do conjunto

X, chama-se de interior de X em M e denotamos por intX.
e Vizinhanca: Quando a € intX diremos que X é uma vizinhanca de a.

e Fronteira de X: Dizer que o ponto b € X nao é interior a X significa afirmar
que toda bola aberta de centro b contém algum ponto que nao pertence a X. Neste

caso, o ponto b pertence a fronteira de X.

A fronteira de X pode também conter pontos que nao estao em X, de acordo

com a definicao abaixo.

A fronteira de X em M é o conjunto dX formado pelos pontos b € M tais
que toda bola aberta de centro b contém pelo menos um ponto de X e um ponto

do complementar (M — X).
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Observacao 1.2 Toda bola contém evidentimente um centro, o qual pertence a X ou a
M — X. Para mostrar que b € 0X basta, para b € X, provar que toda bola aberta de

centro b contém pontos de M — X.

e Conjunto aberto: Um subconjunto A de um espago métrico M diz-se aberto em

M quando todos os seus pontos sao interiores. Ou seja, intA=A.
Proposicao 1.8 A C M € aberto se, e somente-se ANOA = ().

Demonstragao: Vamos supor A N 9JA # (), ou seja, existe a € ANOA, isto é,a € A e
a € 0A. Mas se a € 0A, entao Vr > 0, B(a;r) contém elementos de A e do A°. Absurdo,
pois se A é aberto, deveria existir B(a;r,) C A. Portanto ANJA = ().

Reciprocamente, vamos supor que A nao seja um aberto, entao int A # A, isto é, existem
pontos de A que nao sao interiores a A, mas se a € A nao é ponto interior, entao a € 0A,

daf temos ANAA = a # (). Absurdo, pois por hipétese AN IA = 0. O

Para provar que um conjunto A C M é aberto em M devemos, em principio, obter,

para cada a € A, um raio r > 0 tal que B(a;r) C A.

Exemplo 1.15 Seja Q o conjunto dos numeros racionais. O interior de Q em R € vazio,
pois nenhum intervalo aberto pode ser formado apenas por niumeros racionais. Por outro
lado a fronteira de Q € toda a reta R porque qualquer intervalo aberto contém niumeros

racionais e numeros irracionais.

Proposicao 1.9 Em qualquer espago métrico M, uma bola aberta B(a;r) € um conjunto

aberto.

Demonstracao: Seja x € B(a;r), entao d(a,z) < r e portanto s = r — d(a,z) é um
numero positivo. Afirmamos que a bola B(x;s) C B(a;r). De fato, para todo a, =, y €
M se y € B(z;s), entao d(z,y) < s e portanto d(a,y) < d(a,z) + d(z,y) < d(a,z)+ s =
r—s+s=r=d(a,y) <rLogoy € B(a;r), ou seja, B(x;s) C B(a;r). Portanto B(a;r)

¢ um conjunto aberto. a

Corolario 1.1 Para todo X C M, wntX ¢é aberto em M.
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Demonstracao: Com efeito, o interior de X é o conjunto de todos os pontos interiores a
X. Seja a € intX, logo existe r > 0 tal que B(a;r) C X. Pela proposigao anterior temos
que B(a;r) é um conjunto aberto em M, ou seja, intB = B, isto é, todo x € B(a;r) é

interior a X, logo B(a;r) C intX. Portanto intX é aberto. a
Exemplo 1.16 Uma bola fechada pode ser um conjunto aberto ou nao, conforme o caso.

o Se M =R—{—1,1}, com a métrica induzida da reta entdo a bola fechada de centro
0 e raio 1 em M coincide com a bola aberta de mesmo centro e mesmo raio, logo
¢ um conjunto aberto em M. de fato,

B[0;1]] ={x € M ;|z—0| <1} = x € [-1,1], mas por hipdtese M =R — {—1,1},
logo x € (—1,1).

B(0;1) ={z e M ;jlz—-0| <1} =z e (-1,1).

portanto neste caso B[0;1] = B(0;1).

e Mas se E é um espago vetorial normado diferente de 0, uma bola fechada Bla;r]

nunca € um subconjunto aberto de E.

z_
lll

De fato pois, Tomando x # 0 em E, pondo u = e b= a+ru, vemos que
Ib—al|l =||(a +7ru) —al|| = |la —a+rul| = ||rul| = |r| - |u|]| = r -1 =r. Portanto
|b —al| = r. Logo b € Bla;r|. Mas b nao é interior a estd bola fechada pois, para
todo s > 0, o ponto a+ (r+ %) -u € B(b;s) mas estd fora de Bla;r]. Assim nem

uma bola aberta de centro b pode estd contida em Bla;r].

Proposigao 1.10 Seja i a colecao dos subconjuntos abertos de um espaco métrico M.

entao:

(1) M et e el (O espago inteiro e o conjunto vazio sao abertos.)

(2) Se Ay,--- A, €U entio A;N---NA, €l (A interse¢io de um nimero finito de

conjuntos abertos é um conjunto aberto.)

(3) Se Ay € U para todo \ € L entdo A = U Ay € . (A reunidao de uma familia

AeL
qualquer de conjuntos abertos é um conjunto aberto.)

Demonstracao:
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1. Vamos mostrar que M € i (O espago inteiro é um conjunto aberto.)
Vamos supor que M N OM # (b, ou seja, existe a € M NOM, isto é, a € M e
a € OM, mas se a € OM, entao V r > 0, B(a;r) contém elementos de M e do M¢,
absurdo pois M¢ = (). Logo M NOM = () e portanto M é aberto em M.
Vamos mostrar que () € {4 (O vazio é um conjunto aberto.)
Suponhamos que o () nao seja um aberto, isto é, int) # (, isto significa que existem
pontos pertencentes ao vazio que nao sao interiores a ele. Absurdo, pois o vazio

por definicao nao possui elemento algum. E portanto o () é um aberto.

2. Suponhamos que Ai,---, A, # 0, ou seja , existe a € Aj,---,A,, isto éa €
Ai,---,a € A,. Por hipéteses estes conjuntos sao abertos, logo existem r; >
0,---,r, > 0 tais que B(a;r) C Ay,---,B(a;r,) C A,. Seja r o menor dos
nimeros 71, -+ ,7,. Entdo B(a;r) C B(a;r), -+, Bl(a;r) C B(a,r,) C A, e dai,
B(a;r) Cc Ayn---NA,. Logo A;N---N A, é aberto.

3. Sejax € A = U A, , entao existe A € L tal que x € A,. Por hipdtese, existe

AeL
r > 0 tal que B(x;r) C Ay, pois cada A, é um conjunto aberto. Observe ainda que

Ay C A= U Ay, logo B(z;r) C Ay C A= U A, e portanto B(x;r) C U Ay,
AEL AEL AEL
ou seja, U A, é aberto.
AeL

O

Corolario 1.2 Um subconjunto A C M ¢€ aberto se, e somente se, € uma reuniao de

bolas abertas.

Demonstracao: Se A é aberto, entao para cada x € A, podemos obter uma bola aberta
B, tal que x € B, C A, o que se escreve também como {z} C B, C A. Tomando
reunioes temos A = U{x} C U B, C A. Logo A = U B,, o que mostra que todo

z€A T€EA €A
aberto é reuniao de bolas abertas. Reciprocamente, se U B, é uma reuniao de bolas
z€A

abertas, entao A é aberto em M, pois toda bola aberta em M é um conjunto aberto pela
proposicao 1.9 e a reuniao de uma familia qualquer de conjuntos abertos ¢ um comjunto

aberto pela proposicao 1.10. a
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Exemplo 1.17 A intersecdo de uma familia infinita de abertos pode nao ser um conjunto
aberto.

Por exemplo, um ponto a € M nao é aberto em M a menos que seja isolado. Mas todo
ponto a € intersecao de uma familia enumerdvel de abertos, a saber,

@=-Ne(o)

neN

Vamos mostrar que além do ponto a, nao existem outros pontos que pertencem a ﬂ B < a;
neN

1
Com efeito, suponha que exista v # a tal que x € ﬂ B < a; — ) , ou seja, d(x,a) >0,
n
neN
logo existe n € N tal que d(z,a) > % > 0, isto €, x ¢ a nem uma bola B ( a; % )

Absurdo (Pois tinhamos admitido no inicio que = € B (a; %)), entao x = a. Isto mostra
que apenas o ponto “a’pertence a todas as bolas abertas B ( a; % ) , neN.
Portanto a intersecao de uma familia infinita de abertos pode nao ser um aberto.

{a}:ﬂB<a; %)

neN
1.6.2 Relagoes entre conjuntos abertos e continuidade

A importancia da nogao de conjunto aberto na topologia dos espacos métricos se

deve principalmente ao resultado seguinte.

Proposigao 1.11 Sejam M, N espacos métricos. A fim de que uma aplicagao
f @ M — N seja continua, é necessdrio e suficiente que a imagem inversa f~'(A’)

de todo subconjunto aberto A* C N seja um subconjunto aberto de M.

Demonstragao: Suponhamos primeiramente que f seja continua, tomemos A" C N
aberto e mostraremos que f~1(A’) é aberto em M.

De fato, para cada a € f~!(4’), temos f(a) € A’. Mas A’ C N ¢ aberto, entao
pela defini¢ao de conjunto aberto, existe € > 0 tal que B(f(a);€) C A’. Da continuidade
de f segue que existe 6 > 0 tal que f(B(a,0)) C B(f(a);e) C A’ Isto quer dizer que
B(a; ) C f71(A"). Logo f~1(A’) é aberto.

Reciprocamente, suponhamos que a imagem inversa por f de cada aberto em N seja um

aberto em M. Seja a € M. Mostraremos que f é continua no ponto a.
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Com efeito, dado € > 0, a bola A" = B(f(a); €) ¢ um aberto em N, contendo f(a).
Logo sua imagem inversa A = f~!(A’) é um aberto em M, contendo a. Assim existe
§ > 0 tal que B(a;8) C A, ou seja, B(a;0) C f~1YA") = f(B(a;9)) C f(f~HA)) =
A" = f(B(a;0)) C A" = B(f(a);¢). Portanto f(B(a;d)) C B(f(a,€)), o que mostra que
f é continua. a

Uma aplicagao f : M — N chama-se aberta quando para cada A C M aberto,
sua imagem f(A) é um subconjunto aberto de N. Em suma, quando f transforma abertos
em abertos. Logo a proposicao 1.11 poderia ser enunciada assim: f : M — N é continua

se, e somente se f~! é uma aplicacao aberta.

Definicao 1.7 Sejam M, N espagos métricos. Um homeomorfismo de M sobre N ¢é
uma bijecdo continua f : M — N, cuja inversa f~1: N — M também € continua. Nesta

caso diz-se que que M e N sao homeomorfos.

Exemplo 1.18 Uma aplicacdo continua nao precisa ser aberta. Tampouco uma aplicagao
aberta precisa ser continua. Ou seja;

f:M — N é uma aplicagao continua < f ¢ uma aplicacao aberta.

De fato, pois existem aplicagoes continuas que nem sempre sao aplicacoes abertas.
Tomemos como contra exemplo, uma aplicagio f : R — R definida por f(x) = x2.

Sabemos que f(x) = x* € uma aplicagdo continua, porém ndo é uma aplicagdio
aberta, pois se tomarmos o intervalo aberto A = (—a,a) C R, o conjunto imagem de f(A)
¢ o intervalo B = [0,a*) C R, que nao é um subconjunto aberto de R, logo f : R — R
nao € uma aplicagao aberta. Tomemos agora uma bijecao continua que nao seja um
Homeomorfismo, ou seja, f : M — N é uma bijecio continua, porém f=': N — M
¢ descontinua. Mas de acordo com a proposicio 1.11, f~1 : N — M ¢é uma aplicacao
aberta. Ou seja, mesmo f~1: N — M sendo descontinua, f~' : M — N € uma aplicacdo

aberta.

1.6.3 Conjuntos fechados

e Distancia de um ponto a um conjunto

Sejam a um ponto e X um subconjunto nao vazio de um espaco métrio M.
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Definiremos a distancia do ponto a ao conjunto X como o nimero real

d(a, X) = inf d(a,x).

zeX

O conjunto de nimeros reais nao negativos {d(a,z),z € X} formado pelas
distancias de a aos diversos pontos de X é nao vazio e limitado inferiormente por

zero. Se esse conjunto possuir um elemento minimo, ele serd a distancia d(a, X).

Evidentimente, se a € X = d(a, X) = 0, mas a reciproca nao é verdade, ou

seja, d(a, X) =0 # a € X. Notemos ainda que

da,X)=0&Ve>0, Iz € X, tal que d(a,x) < e.

Ponto aderente: Um ponto a diz-se aderente a um subconjunto X de um espago
métrico M quando d(a, X) = 0, isto é, in)f( d(a,z) = 0. Isto significa que existém
xe
pontos de X arbitrariamente préximos de a, ou seja, para cada ¢ > 0, podemos

encontrar x € X tal que d(a,z) < e.

Outra maneira equivalente de dizer que a é aderente a X é: Para todo € > 0,
tém-se B(a;e) N X # 0.

De fato, se a é aderente a X, entao d(a, X) =0, isto é, Ve > 0, 3z € X tal que
d(a,z) = d(z,a) < e = x € B(a;¢€) e portanto B(a;e) N X # ). Reciprocamente, se
Ve>0, B(a;e)NX # 0, entao a é aderente a X. Com efeito, seja x € B(a;e)NX =

x € B(aje) = d(a,z) = d(z,a) < e = d(a, X) = 0. Portanto a é aderente a X.

Segue ainda uma outra definicao para ponto aderente, dada através de limites de

sequéncias. vejamos:

Definicao 1.8 Seja M um espago métrico qualquer e a um ponto de M. Diremos que

a ¢ aderente a um conjunto X C M quando a for limite de uma sequéncia de pontos

T, € X.

Exemplo 1.19 Todo ponto a € X ¢ aderente a X. Pois, se a € X, entao d(a,X) =0

logo a € aderente a X. De fato, basta tomar x € X como sendo ele o préprio a (v = a),

e dat, temos d(a, X ) = in)f( d(a,a) = 0. Mas pode se ter um elemento aderente a X sem
ac
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que a pertenca a X. Vamos mostrar que se b € 0X, entao b € aderente a X. Com
efeito, se b € 0X entao toda B(bje) possui pontos de X e pontos do X€¢. E isso nos
da que B(b,e)NX # 0 e portanto b € aderente a X .

e Fecho de um conjunto X: O fecho de um conjunto X num espago métrico M é
o conjunto X dos pontos de M que sdo aderentes a X. Portanto escrever a € X é

o mesmo que afirmar que o ponto a é aderente a X em M.

e Conjunto fechado: Um conjunto X de um espaco métrico M diz-se fechado
quando X = X. Assim, um conjunto X C M é fechado se, e somente se, todo ponto
aderente a X pertence a X (pois como ja virmos podemos ter pontos aderente a X

sem que os mesmo pertencam a X.)

Para que a nao seja aderente a X é necessario e suficiente que exista uma bola
aberta de centro a, na qual ndo ha pontos de X. Ou seja, a ¢ X < a € int(M — X).
Podemos entéo escrever: M — X = int(M — X), ou X' = int(X°).

Proposicao 1.12 Seja M um espaco métrico e X C M. A sequinte igualdade

X = intX¢ é verdadeira.

Demonstracao: De fato, poissea € X < ad¢ X < a ¢ (X NIX) < a € intX®, pois

seadintX°=a€ Xoua€ 0X.

Definicdo 1.9 Um subconjunto X C M diz-se denso em M quando X = M, ou seja,
quando toda bola aberta em M contém algum ponto de X, ou ainda, para cada aberto

nao-vazio A em M, tem-se AN X # ().

No importante caso particular em que M = R um conjunto X C R chama-se
denso em R quando todo intervalo aberto (a,b) contém algum ponto de X. Em outras
palavras, diremos que o conjunto X de numeros reais é denso em R quando, dados

arbitrariamente a < b em R, for possivel encontrar x € X tal que a < x < b.

Exemplo 1.20 O conjunto Q dos nimeros racionais ¢ denso em R. Também o conjunto
R—Q, dos niumeros irracionais, € denso na reta. Com efeito, todo intervalo aberto contém

nuUmeros racionais e numeros irracionais.
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A seguir, vemos uma proposicao que caracteriza conjuntos fechados.

Proposicao 1.13 Um subconjunto F' C M ¢€ fechado se, e somente se seu complementar

M — F ¢ aberto.

Demonstragao: De fato, pois se um conjunto F' é fechado, entao ele contém todos
seus pontos aderentes, isto é, F = F, seja a ¢ F, entdo a € M — F, logo a nao é
aderente a F. Mas afirmar que a é um ponto que néo pertence a F é garantir que existe
uma bola aberta B(a;€) que nao contém ponto algum de F, ou seja, B(a;e) C M — F.
Portanto M — F' é aberto. Reciprocamente por hipétese de M — F' ser aberto, temos
Va e M — F, existe € > 0 tal que B(a;e) C M — F, isto é, B(a;€) ndo contém pontos
de F', logo ndo ha pontos no complementar de F que seja aderente a F. Isto é,se b € F,

entdo b € F, ou seja F = F. portanto F é fechado. O
Corolario 1.3 Para todo X C M, X ¢ fechado.

Demonstracao: De fato, basta observar que M — X é aberto, pois V a € M — X néo
pode ser um ponto aderente a X, entdo existe ¢ > 0 tal que B(a; €) ndo possui pontos de
X isto é, B(a;e) € M — X, logo M — X é aberto. Pela proposicdo 1.13, concluimos que
X ¢é fechado. O

Podemos concluir que em todo conjunto X, temos que X C X, pois todo ponto
que pertence a X pertence a X (todo ponto de X é aderente a X), porém se X C X,
diremos que X é um conjunto fechado, pois o mesmo contém todos os seus pontos de
aderéncia. Negar que um subconjunto X C M seja fechado significa admitir a existéncia
de algum ponto a ¢ X que seja aderente a X. Ou seja, a ¢ X mas para cada € > 0

tem-se B(a;e)NX # (. Esse ponto a € 0X. Logo, X é fechado se, e somente se X D 0X.

Proposicao 1.14 Os subconjuntos fechados de um espago métrico M gozam das sequin-

tes propriedades:

(1) O conjunto vazio () € o espago inteiro M sao fechados;

(2) A reunigo F = FyU---UF, de um nimero finito de subconjuntos fechados

Fy,--- JF, CM € um subconjunto fechado de M ;
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(3) A interse¢io F = ﬂ F\ de uma familia qualquer (F)\)x er (finita ou infinita)
A€EL
de subconjuntos fechados F\ C M ¢é um subconjunto fechado de M.

Demonstracao:

1. Vamos mostrar que o vazio () é um fechado.
Faremos isso por absurdo, Suponhamos que o ) ndo seja um fechado. Isto é, 0 £ ).
ou seja, existe um ponto a ¢ () mas é aderente a ele, logo B(a;€) N # (). Absurdo,

portanto o () é um fechado.

para mostrar que o espaco inteiro M é fechado, basta observar que, para todo

e>0 eV ae M, Bla;e) N M # (.

2. De fato, pois pela proposicao 1.13, temos que os conjuntos A; = F|°, Ay =
£, - A, = F,° sao abertos em M, pois cada F, ¢é fechado. Logo pela
proposigao 1.10, A;NAyN---NA, =F°‘NES- - NES=(FMURU---UFE,)° é

aberto e portanto F; U Fy U---U F,, é um subconjunto fechado de M.

3. Ponhamos A, = F\° para cada A € L. Entao cada A, é aberto, pois F) é fechado.
Logo pela proposicao 1.13 a reuniao UA, = UF)\° = (NF))¢ é um aberto em M,
segue que NF) é fechado.

O

Observacao 1.3 Na demonstracao da proposi¢ao acima, usamos algumas propriedades

da operagao de tomar complementares. Para verificar Tais propriedades (ver apéndice

B).

A proposicao a seguir tras uma importante relacao entre conjuntos fechados e

continuidade.

Proposicao 1.15 Sejam M, N espagos métricos. A fim de que uma aplicagao
f : M — N seja continua, € necessirio e suficiente que a imagem inversa f~'(F")

de todo subconjunto fechado F' C N seja um subconjunto fechado de M.
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Demonstracao: Seja f : M — N continua. Dado F' C N fechado, F'® é aberto,
donde f~1(F'®) = (f~'(F"))¢ é aberto, isto é, f~!(F’) é fechado. Reciprocamente, se
J~YF") € M é um fechado. Entdao dado A’ C N aberto, f~1(A") = (f~'(A’))¢ é fechado

em M, donde f~1(A’") é aberto e, pela proposigao 1.11, f é continua. O

Corolario 1.4 O grdfico de uma aplicagio continua f : M — N ¢é um subconjunto
fechado de M x N. Em particular, a diagonal A = {(z,y) € M x N;xz = y} € um
subconjunto fechado de M x N.

Demonstracao: Definimos o grafico de f: G(f) = {(z,y) € M xN;y = f(x)}. A funcao
¢ : M x N, definida por ¢(z,y) = d(f(x),y) é evidentimente continua e G(f) = {(z,y) €
M x N;¢(x,y) = 0}. Logo o grafico de f é fechado em M x N, pois ¢ é continua e {0}
é fechado, daf pela proposi¢iao anterior temos que ¢~'(0) = G(f) é fechado. A diagonal
A C M x N é o grafico da aplicagao identidade M — M, logo é um subconjunto fechado
de M x N. 0

1.6.4 Ponto de acumulacao

Definicao 1.10 SejaX um subconjunto do espaco métrico M. Um ponto a € M chama-
se ponto de acumulacao de X quando toda bola de centro a contém algum ponto de X,

diferente do ponto a.

Indicaremos com a notacao X’ o conjunto dos pontos de acumulacao de X em
M. O conjunto X’ chama-se derivado do conjunto X.

Assima € X' & a € X — {a}.

Se toda bola de centro a contém uma infinidade de pontos de X entao, eviden-
timente, algum deles é diferente de a. Entdao a € X’ . Reciprocamente, Se a € X',
entao toda bola de centro a contém uma infinidade de pontos de X. Com efeito , dada
B(a;r), existe um x; # a tal que x; € X N B(a;r). Seja r = d(a,z1). Existe 23 # a
tal que 3 € X N B(a;ry). Ponhamos ry = d(a, ;). Temos 0 < ry < ry. Existe um
x3 # a, 3 € X N B(a;rs). Pondo 13 = d(a, x3), temos 0 < r3 < 5 < r1. Isto mostra que
x1, X9, T3 sao pontos diferentes um dos outros. Prosseguindo analogamente obtemos,

uma infinidade de pontos x1, zs,--- pertecentes a X e contidos na bola inicial B(a;r).
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Este resultado se resume na seguinte equivaléncia:

Bla,e)N (X —{a}) # 0D < ac X'

Exemplo 1.21 Na reta R, tomemos:

a) X =Q, entio X' =R, poisVe>0 e Ve eR, B(x;e)NQ—{z} #0 pois

todo intervalo aberto possui nimeros racionais, logo x € Q.

1
b) V={0,1,1,---,2} entao V' = {0}, pois lim — =0.

12’ n—oo 1,

1 n
_ 1\n. 5 I ; 3 _ —
c) W= {(1+n) ,neN}, entao W' = {e} Pois nhm (1+n> e.

Observacao 1.4 Deste estudo podemos obter algumas conclusoes:

eac X' &©Ve>0, Bla;e)y N X—{a} #0 < Ve >0, Blaje) possui infinitos pontos

x; & existe sequéncia {x;} C X tal que lim x; = a.
1—00

Todo ponto de acumulacao € ponto aderente. Mas Nem todo ponto aderente € ponto

de acumulacao.

Basta tomar como contra exemplo um espago métrico discreto, ou seja, todo

ponto desse espago € um ponto isolado, isto é, B(a;e) = {a}.

Tomando os N = {1, 2, 3,---} como meu espago métrico, a B (1; %) =1, da7

B (1; %) NN # (@ = 1. ( 1 € ponto aderente dos N, mas ndao € ponto de acumulagao).

A diferenca entre ponto aderente e ponto de acumulagcao € muito sutil, pois para que
um ponto a € M seja aderente a um subconjunto X C M, basta que
Ve>0, Blaje)NX # 0. Sendo que nesta intersegio pode da o proprio centro
a ou um elemento diferente dele. Porém para que um ponto a € M seja ponto de
acumulagao de um subconjunto X C M, deve-se ter¥ e >0, B(a;e)NX—{a} # 0.
Ou seja, esta intersecao nao estd levando em conta o centro a, mas sim obrigato-

riamente um elemento da bola B(x;a) diferente do centro.
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Capitulo 2

Espacos métricos completos

Neste capitulo, estudaremos sequéncias em espagos métricos, exibindo e demons-
trando alguns resultados como; Sequéncias, limites de sequéncias, sequéncias de funcgoes,
destacando as sequéncias de Cauchy, tendo como objetivo a definicao de espagos métricos
completos a qual depende da sequéncia de Cauchy. Traremos alguns resultados impor-
tantes desses espacos que serao de grande importancia no capitulo seguinte. Ainda neste

capitulo trataremos dos espacos de Banach.

2.1 Sequéncias

Uma sequéncia num conjunto M é uma aplicacao x : N — M, definida no conjunto
N ={1,2,---,n,---}. O valor que a sequéncia x assume para o nimero n € N serd
indicado por z,, em vez de x(n), e chamar-se-4 o n-ésimo termo da sequéncia. Em

notacao de funcao:

zr: N — M

n — z(n) =z,

Usaremos as notagoes (1, To,« * ,Tp, ), (Tn)nen, ou (x,) para representar
uma sequéncia. Por outro lado, escreveremos {x1, xa, -+ ,Zy, -}, {zn; n € N} ou z(N)
para indicar o conjunto dos valores, ou o conjunto dos termos da sequéncia. Este conjunto

nao deve ser confundido com a sequeéncia.
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Por exemplo, se definirmos z : N — R pondo z, = (—1)", entdo obteremos a
sequéncia (—1, 1, —1, 1,---) cujo conjunto de valores é {—1, 1}. Vemos assim que entre
os termos z, da sequéncia podem ocorrer repeticoes, isto é, pode-se ter x,, = x, com
m # n. Quando a aplicagao x : N — M for injetiva, ou seja, quando m # n = x,, # T,

diremos que (x,) é uma sequéncia de termos distintos ou sem repetigoes.

Uma subsequeéncia de x,, ¢ uma restringao da aplicagao n — x,, a um subconjunto

infinito N' = {n; < ny < --- < mnp < ---} de N. A subsequéncia é indicada pelas

notacoes (Tn1, Tnay > Tnks )y (Tn)nens (Tnk)ken OU, simplesmente, ().
Por exemplo, a sequéncia (4, 16, 64,---,4% -..) ¢ uma subsequéncia de
(2, 4, 8, 16,---,2",--+), na qual N’ é o conjunto dos niimeros pares.

Definicao 2.1 (sequéncias limitadas) Uma sequéncia (z,,) no espago métrico M chama-
se limitada quando o conjunto dos seus termos é limitado , isto é, quando existe ¢ > 0

tal que d(Tpm, x,) < ¢ para quaisquer m, n € N.

Como a sequéncia é uma funcao, é claro que o conceito de sequéncia limitada
coincide com o de funcao limitada. Além disso, toda subsequéncia de uma sequéncia

limitada também é limitada.

Exemplo 2.1 Seja M =R, a sequéncia (z,) definida por z,, = *. Entdo (z,) ¢ limitada.

11 1 1
EDNES
m n m n

Exemplo 2.2 Seja M = R, a sequéncia (x,) definida por z, = (—1)". Entdo (x,) €

Com efeito,

1
g'—’gl, VYm, n € N.
m

limitada pois d(zp, xm) =0 ou d(x,, Tpy) =2, Ym, n € N.

2.2 Limites de sequéncias

Defini¢ao 2.2 Seja (x,) uma sequéncia num espago métrico M. Diz-se que o ponto
a € M ¢ limite da sequéncia (x,) quando, para todo nimero € > 0 dado arbitrariamente,

pode-se obter ng(e) € N tal que n > ng = d(z,,a) < e.
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Escreve-se entao lim x, = a; diz-se também que z,, tende para a e escreve-se

ainda z,, — a.
limz, =a.=.Ve>0,3ng € N;Vn > ng = d(z,,a) <e.

Mais precisamente, estipulando-se uma margem de erro € > 0, existe um indice
no € N tal que todos os termos z,, da sequéncia com indice n > ng sao valores aproximados
de a com erro menor do que e.

Esta importante definicao significa que, para valores muito grandes de n, os
termos z,, tornam-se e se mantem tao préximos de a quanto se deseje.

Quando existe limz, = a € M, diz-se que a sequéncia de pontos z, € M
¢é convergente em M, e converge para a. Se nao existe lim x, € M, dizemos que a

sequencia é divergente em M.

Afirmar que lim z,, = a num espago métrico M equivale a dizer que toda bola B
de centro a (e portanto todo aberto A contendo a ou toda vizinhanga V de a) contém
x,, para todo valor de n, com exce¢do de um numero finito deles (que sdo no maximo os

pontos Ty, To, -+, Tp,)-

Exemplo 2.3 Toda seqiiéncia constante, x, = a, € convergente e converge para a.

De fato, para todo € > 0 e todo n € N, d(z,,a) = d(a,a) = 0 < €. Portanto

limz,, = a.

Exemplo 2.4 Sequéncias de numeros reais.

Monotonicidade: Diz-se que (x,) é mondtona quando € uma das opgoes abaizo.

e Diz-se que uma sequéncia (x,) € crescente quando: T, < Tpi1 < Tpie, ¥V n € N.

e Diz-se que uma sequéncia (x,) € nao-decrescente quando: x, < Tyi1 < Tpie, VN €

N.

e Diz-se que uma sequéncia (x,) € decrescente quando: T, > Tpi1 > Tpia, ¥V 1 € N,

e Diz-se que uma sequéncia (x,) € nao-crescente quando: x, > Tpy1 > Tpie, VN €

N.
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Afirmacao: Toda sequéncia mondtona limitada de niimeros reais € convergente.

Demonstracao: Consideremos o caso crescente, ou seja, (x,) uma sequéncia crescente
limitada de nimeros reais. Do fato da sequéncia ser limitada, sup{z,,n € N} < +o0.
Seja a = sup{x,}. Afirmamos que a = limz,. Com efeito, dado ¢ > 0, o nimero
a — €, Sendo menor do que a, ndao pode se cota superior do conjunto dos valores x,.
Logo, existe ng tal que a — € < x,, < a. Como x1 < g < -+ < x, < .-+, entdo
n>n==0a—€< Ty <rtp,<a<ate=>a—e<z,<a+eVnecN, ouseja,
|z, — a| < e. Portanto a = limz,,. Analogamente prova-se a proposicio para os outros

tipos de sequéncias mondtonas. O

Exemplo 2.5 Dada a sequéncia de numeros reais x,, = %, temos que lim x, = 0.

Com efeito, dado qualquer € > 0, tomamos ng > 1/€ e vemos que

1
n>ng=>0<—-—<e=

n n

-
——0]| <e.

Em termos mais geométricos: para todo n suficientimente grande, 1/n pertence ao inter-

valo (—e€, €), para todo € > 0.

Demonstraremos, agora, alguns resultados simples sobre limites de sequéncias ,

que serao usados em resultados mais importantes a frente.
Proposicao 2.1 Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstragao: Sejam (z,) uma sequéncia convergente e a = lim x,,. Dado € > 0 existe
no € N tal que n > ng = z, € B(a;e). Em particular para ¢ = 1 a bola contém

uma infinidade de pontos da sequéncia, com excecao de um numero finito de pontos,

a saber {z1, =3 -+ ,xp,}. O conjunto de elementos da sequéncia estd contido
no conjunto A = {xy, xg, -+, x,,} U B(a;1). Como {z1, xa, - ,x,,} € B(a;1) sdo
conjuntos limitados, A também é limitado e assim, a sequéncia é limitada. O
Observagao 2.1 Temos {x1, xa, -+ ,xn,} € B(a;1) sdo conjuntos limitados, pois, da

andlise real vem que, todo todo conjunto finito € limitado e jd mostramos que toda bola

B(a;€) é um conjunto limitado.
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Exemplo 2.6 A reciproca desta proposi¢io é falsa, pois nem toda sequéncia limitada é
convergente. Como contraezemplo temos a sequéncia de numeros reais x, = (—1)" que

¢ limitada, porém nao € convergente. Veremos o porqué a frente.

Proposicao 2.2 (Unicidade do limite). Uma sequéncia nao pode convergir para dois

limites diferentes.

Demonstracao: Seja (z,) uma sequéncia convergente em um espago métrico M. Su-
ponhamos que limz, = a e limx, = b, com a # b. Como limz, = a entao dado € > 0
existe n; € N tal que, para todo n > ny = d(z,,a) < e. Como limz, = b entdo dado

e > 0 existe ng € N tal que, para todo n > ny = d(z,,b) < e. Em particular, para

€ = d(;’b), tomando ny = max{ny,ny} e tomando a desigualdade triangular temos que,

V' n>ng, dla,b) < d(x,,a)+dx,,b) <et+e=2e=2- d(;’b), temos d(a,b) < d(a,b), o

que é absurdo. O
Proposicao 2.3 Se limz,, = a entdo toda subsequéncia de (x,) converge para a.

Demonstracao: Seja (z,,) uma subsequéncia de x,. Como lim z, = a, entdo, V € > 0,
existe ng tal que n > ng = d(zp,a) < e. Seja N = {n; <ny < -+ <np <---} um
subconjunto infinito de N. Para ng existe ny, tal que ng, > ng. Se k > ko entao ny > ny,.
Como ny, > ng entdo d(x,,,a) <€, ¥V ngp > ng,. Portanto, limz,, =limz, = a. a

H& duas aplicagoes especialmente tuteis das proposicoes 2.2 e 2.3. Uma delas é
para determinar o limite de uma sequéncia (x,,) que, a priori, se sabe que converge: basta
determinar o limite de alguma subsequéncia, e este serd o limite da sequéncia. A outra é
para mostrar que uma certa sequéncia (x,) ndo converge: basta obter duas subsequéncias

de (x,) com limites distintos . E isso que trata o préximo resultado.

Corolario 2.1 Se uma sequéncia (z,) possui duas subsequéncias que convergem para

limites distintos, entao ela € divergente.

A sequéncia (0,1,0,1,---) nao é convergente porque possui duas subsequéncias
que convergem para limites diferentes, a saber, (0,0,0,---) e (1,1,1,---). A sequéncia
(—1)" no Exemplo 2.6 também nao converge pois & subsequéncia (—1)?" converge para

2n+1

1, j& a subsequéncia (—1) converge para —1, isto é, as subsequéncias convergem para

limites distintos.
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Proposicao 2.4 Um ponto a, num espaco métrico M, é limite de uma subsequéncia
de (x,,) se, e somente se, toda bola aberta de centro a contém termos x, com indices n

arbitrariamente grandes.

Demonstracao: Dada uma subsequéncia (2, Zpn,, - ,Zn,, -+ ) convergente para a,
para todo € > 0 existe kg € N tal que k > ko implica z,, € B(a;¢). Como o conjunto
N ={n <mg < -+ < my < ---}, entdo temos infintos termos z,, € B(a;e¢). Em
particular z,, , sdo termos da sequéncia (x,). Logo, toda bola aberta de centro a contém
termos x, com indices arbitrariamente grandes, a saber, todos os indices n; com k > ky.
Reciprocamente, suponhamos que toda bola aberta de centro a contenha termos x,, com
indices arbitrariamente grandes. A bola B(a;1) contém um termo x,,, a bola B(a;1/2)
contém um termo z,, com indice ny > ny, e assim por diante: para todo k € N, podemos
achar z,, € B(a;1/k) com ny > ng_1 > --- > ng > ny. Isto define um subconjunto
infinito N’ = {ny; < ng,--- < ng < ---} e uma subsequéncia (z,,) tal que d(z,,,a) < 1/k.
segue-se que kh_)rglo Tp, = a. O

No enuciado da proposicao acima, podemos substituir “bola aberta de centro

a”’por “conjunto aberto contendo a”ou “vizinhanca de a.”

2.3 Sequéncias de funcoes

H& diferentes maneiras de se definir o que se entende por: Uma sequéncia de
aplicacoes f, : X — M, tomando valores num espaco métrico M, converge para a

aplicacao f : X — M. Estudaremos nesta secao a convergéncia simples e uniforme.

Definigao 2.3 Diz-se que a sequéncia de aplicagoes f, : X — M (definidas num con-
gunto arbitrdrio X e tomando valores em um espago métrico M) converge simplesmente
(ou pontualmente) em X para a aplicacio f : X — M quando, para cada x € X, a
sequéncia (fi(x), fa(x), -+, fu(x), ) tem limite f(x) em M. Ou seja, para cada x € X,

tem-se li_)m fulz) = f(2).

Isto significa, equivalentemente, que dados arbitrariamente z € X e € > 0, existe

ny € N (dependendo de z e de €) tal que n > ng = d(f,.(z), f(z)) < e.
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Exemplo 2.7 A sequéncia de funcoes f, : R — R, dadas por f,(x) = x/n, converge
simplesmente em R para a funcao identicamente nula.
Com efeito, dados x € R e € > 0, tomamos ng € N tal que ng > |z|/e. Assim, se n > ny
entao

‘f—o‘:‘§’:m<m<e.

n n n no
Isto quer dizer que para cada x € R fixado, tem-se nh_g)lo x/n = 0. Portanto f,(z) converge

simplesmente para a fun¢ao nula.

Note-se que, mantendo € > 0 fixo, nao se pode determinar um ntmero natural

ng que seja satisfatorio para todos os pontos z € R.

Salientamos que, na definicao 2.3, o valor de ng depende de = e de €. Quando
ng nao depende de x, mas apenas de ¢, temos outro sentido de convergéncia, assunto da

proxima definicao.

Definigao 2.4 Diremos que a sequéncia de aplicagoes f, : X — M converge unifor-
mimente em X para a aplicacao f: X — M quando, para todo nimero € > 0 dado, for

possivel obter ng € N tal que n > nyg = d(f.(z), f(x)) < €, qualquer que seja x € X.

Exemplo 2.8 Para cada n € N, seja f, : [0,1] — R dada por f,(x) = x/n para todo
x € [0,1]. Dado € > 0, tomemos ny € N tal que ng > 1/e. Assim, se n > ng e x € [0, 1],

entao

}z_o‘z‘f‘zligi
n n n

o

<€

Portanto f,(x) converge uniformemente para a fun¢ao nula.

Na convergeéncia do exemplo anterior o nimero natural ng, escolhido a partir do
€ > 0 dado, é satisfatério para garantir a convergéncia em todos os pontos x € X. Isto

caracteriza a convergéncia uniforme.

Salientamos novamente a diferenca entre convergéncia simples e uniforme através
da comparacao dos exemplos 2.7 e 2.8. No primeiro exemplo o valor de ny depende de x
||

e de € pois (no > ?> , enquanto que no segundo ele s6 depende de € (no > %) .

Evidentemente, se f, — f uniformemente em X entao f, — f simplesmente em

X. A reciproca é falsa.
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O resultado da proposicao seguinte garante que: se f, é continua em a € M
para todo n € N, entao f é continua em =z, desde que a sequéncia f, : M — N
convirja uniformemente para f : M — N. O mesmo nao ocorre quando temos apenas a

convergéncia simples (convergéncia pontual).

Proposicao 2.5 Sejam M, N espacos métricos. Se uma sequéncia de aplicagoes
fn: M — N, continuas no ponto a € M, converge uniformemente em M para uma

aplicacao f : M — N entao f € continua no ponto a.

Demonstracao: Seja a € M. Dado € > 0 e escolhemos um numero natural n tal que
d(fu(z), f(x)) < € para todo z € M. Como f, é continua no ponto a, existe 6 > 0 tal que
d(xz,a) < 6 em M implica d(f,(z), fn(a)) < €. Entao, para todo z € M com d(z,a) < §,

temos:

d(f(x), f(a)) < d(f(z), fa(x)) + d(fu(z), fn(a)) + d(fn(a), fa)) < e+ e+ €= 3e

o que prova que f é continua no ponto a. a

Dito de outra forma, a proposicao 2.5 enuncia que; o limite uniforme de uma

sequencia de aplicagoes continuas f, : M — N é uma aplicagao continua f : M — N.

2.4 Sequéncias de Cauchy

Passamos agora ao estudo das sequéncias de Cauchy analisando seus principais re-

sultados, os quais nos darao suporte para a proxima secao, os espagos Cauchy-completos.

Definicao 2.5 Uma sequéncia (z,) num espago métrico M chama-se uma sequéncia de

Cauchy quando, para todo € > 0 dado, existe ng € N tal que m,n > ng = d(zy, x,) < €.

Ser de Cauchy é uma propriedade intrinseca da sequéncia; depende apenas dos
seus termos, mas nao da existéncia de outros pontos no espago (em contraste com a
propriedade de ser convergente). Assim, se M C N, uma sequéncia de pontos x,, € M é

de Cauchy em M se, e somente se, é de cauchy em N.
Proposicao 2.6 Toda subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy é também de Cauchy.
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Demonstracao: Sejam (z,) uma sequencia de Cauchy e (z,,) uma subsequéncia qual-
quer de (z,). Se a sequéncia (z,) é de Cauchy entdao dado € > 0, existe ng € N tal
que m,n > ng implica d(z,,x,) < €. Se (x,,) é uma subsequéncia de (z,), entao
ng < ng < -+ < ng < --- Sao indices de N, que nao ¢é limitado superiormente, logo

existe ng, > ny. Entao para todo
Moy My, > Ny (T, T,y) < €.

Pois, em particular, os elementos da subsequéncia x,, sdo termos da sequéncia (z,) e
Nk, > no. Logo (x,, ) é de Cauchy. O

Intuitivamente, os termos de uma sequéncia de Cauchy vao se tornando cada vez
mais proximos uns dos outros, a medida que crescem os indices n. Comparando com
a definicao de limite, esta exige que os termos da sequéncia se tornem cada vez mais

préximos de um ponto fixado.

Quando os termos de uma sequéncia convergente se aproximam de um ponto
fixado, eles devem necessariamente aproximar-se uns dos outros a partir de um determi-

nado indice. Esta ideia embasa a proxima proposicao:
Proposicao 2.7 Toda sequéncia convergente € de Cauchy.

Demonstracao: Seja limx,, = a no espaco métrico M entao, dado € > 0, existe ng € N

tal que V n > ng = d(x,,a) < 5. Se m,n > ng entao d(z,,a) < § e d(zm,a) < 5. Assim
€ €
d(zp, ) < d(Ty,a) + d(Tm, a) < 5 + ;=€
Portanto toda sequéncia convergente é de Cauchy. a

Exemplo 2.9 Nem toda sequéncia de Cauchy é convergente. Para ver isto, tomemos
uma sequéncia de niumeros racionais T, convergindo para um niumero irracional a. (Por
exemplo, ©1 = 1, 5 = 1,4, x5 = 1,41, x4 = 1,414---, com limz, =+/2.) Sendo
convergente em R, seque-se da proposicao 2.7 que (z,) € uma sequéncia de Cauchy no

espago métrico Q dos nimeros racionais. Mas evidentemente (x,,) nao é convergente em

Q.
Proposigao 2.8 Toda sequéncia de Cauchy é limitada.
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Demonstragao: Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy num espago métrico M. Entao dado
e > 0, existe ng € N tal que m,n > ng = d(z,, v,) < €. Em particular para € = 1, existe

no € Ntal que m,n > ng = d(zm, x,) < 1. Logo o conjunto {x, 11, Tner2,- -} € limitado

e tem diametro < 1. Como o conjunto {1, -+, 2, } ¢ limitado (pois é finito), segue-se
que {x1, To, -, Tp, - F ={x1,  Tng} U{Tnot1, Tngt2, -} ¢ limitado. Portanto, a
sequéncia de Cauchy (z,) é limitada. a

Nem toda sequéncia limitada é de Cauchy. Por exemplo, a sequéncia
(1, 0, 1, 0, 1,---) € R, que embora seja limitada nao é de Cauchy.
De fato, d(zpm,x,) = 1, Vn, logo é limitada. Mas se tomarmos € = %, teremos que
d(Zm, x,) > & = €. Logo nao ¢ de Cauchy.

O exposto no exemplo acima destaca ainda mais o fato de que, toda sequéncia

de Cauchy ¢ limitada, mas nem toda sequéncia limitada é de Cauchy.

No estudo de limites de sequéncias, a proposicao 2.3 na verdade é uma equiva-
lencia, a sua reciproca diz que: Se toda subsequéncia de (x,) converge para a, entao
limz, = a. A proposicao seguinte, garante que se a sequéncia x, for de Cauchy, para
mostrar que a sequéncia toda converge, basta apenas mostrar que uma subsequéncia de
(x,) converge, o que é uma facilidade para esta situacgao. isto é mostrado na proposigao

a seguir;

Proposicao 2.9 Uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente €

convergente (e tem o mesmo limite que a subsequéncia).

Demonstracao: Sejam (x,) uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M e (x,,)
uma subsequéncia de (z,) que converge para o ponto a € M. Dado € > 0 existe n; € N
tal que ny > n; = d(x,,,a) < 5. Como a sequéncia (x,) ¢ de Cauchy entao para € > 0
existe ny € N tal que m,n > ny = d(zm,z,) < 5. Seja ng = max{ni,ny}. entao para
qualquer n > ny existe ny tal que n; > n. Como em particular, x,, ¢ termo da sequéncia

(xy,), temos:
d(zp,a) < d(xn, ) + d(Ty,,a) < g + % =e¢=d(zp,a) <e.

Isto mostra que a sequéncia de Cauchy (z,) converge para a. a
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Corolario 2.2 Se uma sequéncia (x,) possui duas subsequéncias que convergem para

limites distintos entao ela nao € de Cauchy.

De fato, se a sequéncia fosse de Cauchy, pela proposicao anterior, a sequéncia convergiria
para dois limites distintos, o que contradiz a unicidade do limite, proposicao 2.2. Portanto

a sequéncia nao é de Cauchy.

Em particular, uma sequéncia que possui apenas um numero finito de termos
distintos s6 pode ser de Cauchy quando, a partir de uma certa ordem, ela se torna

constante.

A propriedade enuciada na proposicao 2.9 é evidentimente falsa para sequéncias
arbitrarias. Ela indica que uma sequéncia de Cauchy s6 nao converge num espago M se

“faltarem pontos no espaco ”.

O resultado seguinte traz uma relagao importante entre continuidade uniforme e

sequéncias de Cauchy.

Proposicao 2.10 Toda aplicacao uniformemente continua transforma sequéncias de Cau-

chy em sequéncias de Cauchy.

Demonstragao: Sejam f : M — N uniformemente continua e (x,) uma sequéncia de
Cauchy em M. Assim, da continuidade de f, para todo € > 0 existe § > 0 tal que se
x, y € M ed(x,y) <6 entao d(f(z), f(y)) < e. Por outro lado, sendo (x,) de Cauchy,
dado & > 0, existe ng € N tal que para todo m,n > ng d(z,,z,) < 6 o que implica

d(f(xm), f(x,)) <€ ou seja, (f(x,)) é uma sequéncia de Cauchy em N. O

Uma aplicacao apenas continua pode nao transformar sequéncias de Cauchy em
sequencias de Cauchy.
De fato, como contraexemplo temos o caso da funcao continua f: (0,1] = R, f(z) = %,
que transforma sequéncias de Cauchy (%) na sequencia (f (%)) =(1, 2, 3,---,n) =N,
que ¢ ilimitada, logo pela contrapositiva da proposicao 2.8, esta sequéncia nao é de

Cauchy.

Observagao 2.2 Nao € valida a reciproca da proposi¢ao 2.10, transformar sequéncias
de Cauchy em sequéncias de Cauchy é uma condi¢ao sufuciente para que aplica¢ao seja

continua mas nao garante que f seja uniformemente continua.
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2.5 Espacos métricos completos

Sabemos que toda sequéncia convergente é de Cauchy proposicao 2.7, porém a
reciproca nem sempre ¢ verdadeira, ou seja, nem toda sequéncia de Cauchy é conver-
gente, mas quando for, diremos que o espaco métrico M é completo. Mas formalmente

temos a

Definicao 2.6 Diz-se que o espago métrico M é completo quando toda sequéncia de

Cauchy em M é convergente em M.

Para mostrar que o espago métrico M nao é completo, basta exibir apenas uma

sequéncia em M que seja de Cauchy, porém nao seja convergente em M.
Exemplo 2.10 O espaco Q dos niumeros racionais nao é completo.
Para verificar isto, ver exemplo 2.9.

Exemplo 2.11 Todo espaco métrico com a métrica “zero um”é completo.
De fato, qualquer sequéncia de Cauchy em M com a métrica “zero-um”é constante a

partir de um certo indice e portanto convergente, logo M é um espago métrico completo.

Um espago com a métrica “zero um”é discreto, mas nem todo espago métrico
discreto é completo, como se vé tomando p = {1, 1/2 ,--- ,1/n,---}, onde z, = 1/n
fornece uma sequéncia de Cauchy que nao converge em P, pois lim1/n =0 ¢ P.

O exemplo acima, assim como o exemplo seguinte, nos dao condicoes de se obter

espagos métricos completos.

Exemplo 2.12 Uma métrica d, em um espaco métrico M ¢ uniformimente discreta

quando ezistir € > 0 tal que para todo x, y € M, d(z,y) < ¢ = x = y.

Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy em (M, d). Entao para todo € > 0, existe n(e) > 0
tal que m,n > ng, d(x,,,x,) < €. Em particular, para o € (da métrica d), existe ng > 0
tal que m,n > ng = d(r,.x,) < € = T, = x,, m # n. Assim, para todo € > 0, ng é
tal que m,n > ng = 0 = d(x,,, r,) < €. Isso mostra que toda sequéncia de Cauchy em
um espago uniformimente discreto é constante a partir de um certo indice ng e portanto

convergente. Logo esses espagos sao completos.
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A proposi¢ao seguinte, devida a Cauchy, estabelece o exemplo mais importante

de espaco métrico completo.
Proposicao 2.11 A reta é um espago métrico completo.

Demonstracao: Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy em R. Pondo para cada n €
N, X, = {z,, Tpi1, -}, Temos X7 D Xo D -+ D X,, D -+ e os conjuntos X,
sao limitados, pois toda sequéncia de Cauchy é limitada, proposicao 2.8. Seja a, =
inf X,,, para cada n € N. Entao a; < a; < --- < a, < --- < b = supX;. Como
toda sequéncia mondtona limitada de niimeros reais é convergente ,exemplo 2.4, existe o
numero a¢ = lim a,,. Afirmamos que a = lim x,,. Para provar isto, devido a proposicao 2.9
basta mostrar que a é limite de uma subsequéncia de (x,,), para isto, seja a = lim a,,, dado
e > 0, existe ng € N tal que para todo m > ng, d(an,a) <€, ou seja, a — € < a,, < a+e€.
Para cada m, como a,, = inf X,,, existe n,, > m tal que a,, < z,,, < a+¢€, ©,, € X,.
Assim temos (z,,,) uma subsequéncia de (z,) tal que a — € < z,,, < a+¢€, ¥ n, > ny,
ou seja, d(z,, ,a) < € e portanto limz, = a, logo limz, = a. Concluimos que R é

completo. O

Proposicao 2.12 Um subespaco fechado de um espaco métrico completo € completo.

Reciprocamente, um subespaco completo de qualquer espaco métrico € fechado.

Demonstracao: Seja F' C M fechado, com M completo. Dada uma sequéncia de
Cauchy (z,) em F, existe limx, = a € M , Pois M é completo. Como F' é fechado em
M, tem-se que a € F, ,pois a é um ponto aderente a F' fechado, isto é, a € F'). Logo
F é completo, pois a sequéncia de Cauchy (x,) em F' é convergente em F. Por outro
lado, se M C N é um subespaco completo, dada a sequéncia de pontos x, € M, com
limz, = a € N, a sequéncia (x,) é de Cauchy, pela proposi¢ao 2.7. Logo existe b € M
tal que limx,, = b (pois M é completo. Pela unicidade do limite tem-se a = b € M e
portanto M ¢ fechado em N (pois todo ponto de N ¢é limite de uma sequéncia de pontos

de M). O

Exemplo 2.13 Uma bola fechada Bla;r| e sua fronteira, a esfera S(a;r) no espaco eu-
clidiano R™, sdo espacos métricos completos, porque sao subconjuntos fechados do espaco

completo R™. Mas geralmente, se M € completo, as bolas fechadas e as esferas de M sdo
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espacos completos. Por outro lado, nenhuma bola aberta num espago vetorial normado
¢ um espaco completo, quando dotada da métrica induzida, pois nao € um subconjunto

fechado.

Sejam X um conjunto, M um espago métrico e « : X — M uma aplicacao.
A notagao B, (X, M) representa o conjuntos das aplicagoes [ : X — M tais que:

d(f,a) =supd(f(x),a(x)) < co, com a métrica da convergéncia uniforme.
reX

Proposicao 2.13 Se o espago métrico M é completo entio B, (X, M) é completo, sejam

quais forem X ea: X — M.

Demonstracao: Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em B, (X, M). Pela proposigao
2.8, (f.) ¢ limitada, logo existe ¢ > 0 tal que d(f,,«) < ¢ para todo n € N. Como

d(fn, @) = sup d(fu(z),a(x)) temos que
rzeX

d(fu(z),a(x)) < d(fn,a) <c, Vz e XeVn.

Fixando-se arbitrariamente x € X, a sequéncia (f,(x))nen é de Cauchy em M. Como,
por hipétese, M é completo, existe para cada x € X, o limite de (f,(Z))nen em
M. Escrevemos nhi& fn(z) = f(x). Como o limite é tnico, isto define uma aplicagao
f X — M que é o limite simples da sequéncia (f,). De d(f.(z),a(x)) < ¢, para todo
n € N e para todo = € X, e fazendo n — oo, concluimos que d(f(z),a(z)) <c¢, z € X,
pois quando n — oo, (f,(z)) converge para f(x), ¥V x € X. Logo f € B,(X, M). Resta
provar que f, — f uniformemente em X, ou seja, que dado € > 0 existe ng € N tal que
n > ng = d(f,, f) < e. Como (f,) é sequéncia de Cauchy, dado ¢ > 0 existe np € N
tal que m,n > ng = d(fn, fm) < €, pela definicdo de métrica no conjunto B, (X, M),
temos que d(f,(z), fm(x)) < € para qualquer x € X. Fazendo m — oo nesta desigual-
dade, concluimos que n > ng = d(f(z), fu(z)) < € para todo x € X. ou seja, f, — f
uniformimente em X. O

O préximo resultado, denominado Critério de Cauchy para convergéncia uni-
forme, garante que: Uma sequéncia de funcgoes f,, : X — M converge uniformemente em
X, se, e somente se esta sequéncia é de Cauchy. Este resultado é muito importante, pois

o mesmo estabelece uma condicao necessaria e suficiente para a convergéncia uniforme.
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Corolario 2.3 (Critério de Cauchy para convergéncia uniforme). Seja M um espago
métrico completo. Para que uma sequéncia de aplicacoes f, : X — M convirja unifor-
memente em X, € necessdrio e suficiente que, para todo € > 0 dado, exista ny € N tal

que m,n > ng = d(f(z), fu(x)) < € para todo x € X.

Demonstragao: Se (f,) converge uniformemente em f € X, entdao d(f,(x), f(z)) <
€, Vx € X, paran > ng, para algum ng. Logo, f, € B;(X, M) para todo n suficientemente
grande e lim f,, = f nesse espago. Logo (f,) é uma sequéncia de Cauchy em By(X, M),

ou seja, dado € > 0 existe ng € N tal que n,m > ng = d(f,, fm) < €, € como

d(fm:fn) = Supd(fm(x)7fn(x)) entao d(fm(x>afn(x>> < d(fm»fn) <€ VzeX.

Portanto d(f.(x), fn(z)) <€, ¥V x € X. Reciprocamente, se para todo € > 0 dado, existe
no € N tal que n,m > ng = d(fm(7), fu(x)) <€, Vo € X, em particular vale para e = §

e se n = ngy1 temos d(fin (), fro41(z)) < 5, Vm >ng, Vo € X, e como

d(fmafno+1) = sup d(fm(x)afnoJrl(x)) <

zeX

Do ™

Colocando o = fy,,4+1, entao
d(fm,a) < g = fm € Bo(X, M), ¥V m > ny.

Além disso, da hipdtese segue que (fi)m=n, ¢ uma sequéncia de Cauchy em B, (X, M)

que, pela proposigao 2.13 é completo. Assim, (f,) converge uniformemente em X. a

2.6 Espacos de Banach

Definicao 2.7 Um espaco normado E ¢é chamado espaco de Banach quando for um

espaco métrico completo com a métrica induzida pela norma.

Exemplo 2.14 O espa¢o R™ com a norma definida por ||z|| =\ /Z |z:|* € um espago

i=1
de Banach.

Com efeito, tomemos uma sequéncia de Cauchy em R", digamos x,, = (a7 ', ay *,--- ,an

entao dado € > 0 existe ng tal que m, k > ng temos que

n 1/2
|2 — 24| = (Zmi”“ —aE’“’)?) <e (2.1)

i=1
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Desta forma, para m,k > ng, temos

Z(al(-m) - aE"”)Q <= (a(-m) - a(k))Q <= |a§m) — agk)| <e 1<i<n.

% 7
i=1
Se fixarmos algum @ = 1,--- ,n, verificamos que a Sequéncia de numeros reais

(@, 0@ ... o ..

At S B Bl AR

-) € uma sequéncia de Cauchy. Pelo fato de R ser um espago com-
pleto, isto €, toda sequéncia de Cauchy de niumeros reais converge para um niumero real,

entao agm) — a; € R quando m — oco. Usando a mesmo procedimento n vezes, para todos
0osi=1,---,n, definimos (ay,as, - ,a,) = a, com a € R". e ainda, para k — oo em
(2.1) obtemos ||, — a|| < € sempre que m > ng. Portanto, R™ é um espago de banach.

a

Exemplo 2.15 Pela proposi¢io 2.13, B, (X, M) é um espa¢o de Banach, onde X ¢
um conjunto qualquer e M € um espaco de Banach. Em particular, se o = 0 entao

B.(X, M) = B(X, M) (conjunto das fungoes limitadas) é um espago de Banach.

Proposicao 2.14 Sejam E um espaco de Banach e F' um subespacgo vetorial de E. Entao
F ¢ um espaco de Banach, com a norma induzida de E, se, e somente se, ' € fechado

em E.

A proposicao acima evidencia a importancia dos subespacos fechados de um
espaco de Banach. Nao demonstraremos este resultado, pois na proposi¢ao 2.12 mos-
tramos que o resultado é vélido para qualquer espaco métrico completo. Ou seja, vale

também para um espago métrico completo com a métrica induzida pela norma.

No exemplo seguinte, o simbolo K denotara, o corpo R dos ntimeros reais ou o

corpo C dos nimeros complexos. Os elementos de K sao chamados de escalares.

Exemplo 2.16 Dos estudos de andlise, sabemos que [a,b] é compacto em R, o conjunto
Cla,b] de todas as fungoes continuas de [a,b] em K € um subespago vetorial do espago de

Banach Bla,b], e portanto é um espag¢o normado com a norma

[ flloo = sup{|f(z)[ : = € [a,b]} = max{[f(z)] : @ € [a, b]}.

Mais ainda, Cla,b] é um espago de Banach. De fato, pela proposi¢iao 2.14, basta provar

que Cla,b] € um subespago fechado de Bla,b]. Para tanto, observe que se f, — f em
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Cla, b], entao (f,)2, converge uniformemente para f. Seque que f € continua por ser o

limite uniforme de funcoes continuas, proposicao 2.5.

Dos estudos de caculo, sabemos que se f e g sao diferencidveis, entao (f + g)
¢ uma fungao diferencidvel e (f +¢g) = f +¢ ese A € R, (Af) = Af’. Isso signi-
fica que o conjunto de todas as fungoes diferenciaveis possui uma estrutura natural de
espaco vetorial. Estudamos no préximo exemplo os espacos de fungoes continuamente

diferencidveis.

Exemplo 2.17 Definimos o espaco das fungoes continuamente diferencidveis por
C'la,b] :={f : [a,b] = R € diferencidvel em [a,b] e f' € Cla,b]}.

Como podemos observar acima, C'[a,b] é subespago vetorial de Ca, b]. Entretanto C'|a, b|
nao € fechado em Cla,b], e portanto nao é completo na norma || - ||oo, pela proposi¢ao

2.14. Vejamos que a norma
1 ller = 11 lloo + 1Flloo

faz de C'[a,b] um espago de Banach. Vamos mostrar que (Ca,b], || - ||c) € completo.

Demonstragao: De fato, dada uma sequéncia de Cauchy (f,)52, em (C'[a,b], | - ||»),
como || flleo < I fller € [1f oo < |Ifllct, j& que C'la,b] é subespago vetorial de C|a, b),
segue que as sequéncias (f,)5%, e (f1)>2, sao de Cauchy em Cfa,b] pois, por hipdtese
(fn)22, é de Cauchy em C'[a,b], ou seja, Ym, n > ng = || fm — fulla < €, sabemos que

[flloe < 1 fllers € [/l < N[ fller, entao
Vom, n>ng = [[fm = falle < [1fim = falla <eellfn = fallo < [1fim = falla <€

Ouseja, ¥im, 1 > 1y = | fu—fulloo < € [fmFilloo < € 0 que mostra (£)22s e (£,
ser de Cauchy em Cla, b, com || - ||~. Dito isto, do exemplo anterior sabemos que C|a, b]
é completo, logo existem f,g € Cla,b] tais que f, — f e f/ — g uniformemente. J4
sabemos que f, ¢ de Cauchy em C'[a,b], queremos mostrar que f, converge em
C'a,b]. Sabemos também que f, — f, e que f € Cla,b], mas devemos mostrar que,
além disso, f € C'[a,b]. Com este fim, vamos fazer uso do Teorema Fundamental do

Célculo (TFC). Pelo TFC temos que

fo(@) = fula) = / f(x) da.
) a

h(z
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Vamos aplicar o limite de ambos os lados desta igualdade,

n—oo n—oo a

@)= fa) = [ g(o) do = fa) = gla).
Isto nos diz que existe f' = g e que f’' é continua, pois f' = g € Cla,b], ou seja, f
é continuamente diferenciavel, ou seja, f € C'la,b], e portanto f, é uma sequéncia de
Cauchy convergente em C'[a,b], logo C'[a,b] é completo. O
No proximo capitulo veremos um exemplo de espacos de Banach especial, o

L(E, F) que indica o conjunto das aplicagoes lineares e continuas de E em F.
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Capitulo 3

Operadores lineares continuos e

teorema de Banach-Steinhaus

Passamos agora a estudar os operadores lineares e continuos, exibindo algumas pro-
priedades e exemplos. Continuaremos a tratar dos espacos de Banach e mostraremos
que L(FE,F) é um espaco normado e completo. Em seguida, analisaremos os seguintes
resultados: teorema de Baire, teorema da limitacao uniforme e seu corolario, mostrando

a importancia e aplicacoes destes resultados.

3.1 Operadores lineares continuos

Os espagos normados tém uma estrutura algébrica de espago vetorial a qual estao
associadas as transformagoes lineares, e uma estrutura topolégica de espago métrico a
qual estao associadas as fungoes continuas. Nesta secao, vamos estudar as funcoes que
sao simultaneamente lineares e continuas, tais funcoes sao normalmente chamadas de

operadores lineares e continuos.

Definicao 3.1 Um operador linear continuo do espag¢o normado E no espagco normado

F. ambos sobre o mesmo corpo K, é uma funcao f: E — F que € linear, isto é
o f(z+y) = f(z)+ fly) para quaisquer x, y € E e
o f(ax)=af(x) para todo o € K e qualquer x em E;
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e continua, isto é, para todo xy € E e e > 0 existe § > 0 tal que || f(x) — f(zo)|| < €
sempre que © € E e ||z — x¢|| < 0. Se F =K, o operador linear f chama-se funcional

linear.

Observacao 3.1 Uma das caracteristicas dos operadores lineares € que ao atribuirmos
para x o valor 0 (zero), sua imagem f(0) também serd 0 (zero). Esta é uma consequéncia

imediata da definicdo acima.

Exemplo 3.1 Sejam E e F espagos vetoriais normados. A notacio L(E, F) indica o
conjunto das aplicagoes lineares continuas de E em F. O conjunto L(E, F) é um espago

vetorial, no qual consideramos a norma

LFIF = sup{[[f(2)[|, = € B, |l=]| = 1}.

Para provar que || f|| € norma, ver [2].
Proposicao 3.1 Para toda funcao f € L(E,F), e todo x € E, vale

IF @< A1 M-

Demonstragao: Pela definicao de norma, || f(z)|| < ||f|l, Vx € E, ||z|| = 1. Por outro

lado, para todo x € E, = # 0 tem-se

il = e 1 (i )H [
HHxHH oso W ) = W=y 7

@I <= @I < LAl

<|Ifl =

Hn ||H @I <= g

Como isto também vale para x = 0, pois f é um operador linear, entao temos

IF @) < 1A - Nlzll, ¥ o e B

O

Proposicao 3.2 Sejam E e F' espacgos vetorias normados e f : E — F uma aplicagao

linear. Sao equivalentes as propriedades:

a) [ € continua;
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b) IfIl = sup ||f(x)]| < oo, ou seja, [ restrita a S(0;1) = {x € E;||z|| = 1} €
limitadcz”.xH:l
Demonstragao:
a) = b). Por hipétese, f é continua em todo F, ou seja, paraa € E, temos Ve >0, 3§ >
0 tal que ||z —al <d=|f(x),f(a)|] <€ em particular, f é continua na origem, isto
é, para a = 0. Logo, dado ¢ > 0 existe 0 > 0 tal que ||z|| < 6 = [|f(z)| < e Se
zf] < 1, [[6x[| = [|6]] - [[«]] < 4, logo

[f()| <e=l0- f(@)]| <e= (o] - [[f(2)| < e=[[f(@) < <=k

Sl

Isto significa que f é limitada em B[0; 1]. Como S(0;1) C B[0;1] entao f é limitada em
S(0;1).
b) = a). Seja sup ||f(x)|| = L < oco. Pela proposigao anterior || f(z)|| < L||z||, V = € E.
Dado € > 0, 82;!4_51 = +. Entao se [[z]| <4, entdo |[f(z)] < L||z|| < Lo = e. Logo, f é
continua na origem. Seja zg € F qualquer. Para ||z — zo|| <6, ||f(x —x¢)| < €. Como f
é linear f(x — xo) = f(x) — f(xo) portanto, || f(x) — f(xo)|| < e. Logo, f é continua em
To. O
Por definigao, lim f,, = f em L(E,F) significa que lim||f, — f|| = 0, o que

equivale a dizer que f, — f uniformemente em S(0;1).
Proposicao 3.3 Se F' é completo, entao o espago vetorial normado L(E, F') € completo.

Demonstracao: Se (f,) é uma sequéncia de Cauchy em L(FE, F') entao as restringoes
fnls;) constituem uma sequéncia de Cauchy em By(S, F) (conjunto das aplicagdes
f S — F tais que d(f,0) = supd(f(x),0(x)) < o0). Como F é completo, pela pro-
posigao 2.13, By(S, F) tambél;ls é, logo existe fo : S — F limitada, tal que
fn — fo uniformemente em S(0; 1). Indiquemos com f : E' — F a extensao da aplicagao
fo: S — F, definida por f(Au) = Afo(u), se A € Rewu € S(0;1). Mostremos que f,, — f

simplemente em F : é claro que f,(0) =0 — 0= f(0); se x # 0,z € E entao

1
lim f,(x) = lim f,(x)- el = ||z H n( ) - —, usando a linearidade de cada f,
n=o0 n=o0 [lzll ]
implica ||z - hm In (H ”) |z - fo (Hx—H> , pois f, — fo uniformimente em S(0;1).
x
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Lembrando de como esta definida a aplicagao f, e tomando A = ||z|| temos :

7 (el 55) = 70 = fim ) = s,

e
ou seja, f, — f simplesmente em E. Do fato de lim f,(z) = f(z) segue-se imediata-
n—oo
mente que f ¢ linear. Como f|s@;1) = fo ¢ limitada e portanto continua pela proposicao
3.2. Vemos que f € L(E, F) e como fy|s©:1) = f|s;1) uniformemente, temos lim f,, = f

no espago L(E, F'), que é portanto completo. a

Observacao 3.2 Na demonstra¢ao anterior, afirmamos que: Do fato de lim f,(z) =
n—oo

f(z) seque-se imediatamente que f € linear. pois;

a) f(ax) = lim fn(az) = lim afn(z) =a lim fn(zx) =af(z), VaeR e Ve € E

n—oo n—oo n—oo

fle)+ fy), Vo, ye k.

A secao seguinte trara resultados indispensaveis para o desenvolvivento de nossos
estudos. Passamos a caracterizacao dos operedores lineares e continuos, mostrando alguns
resultados importantes. Esta secao juntamente com o capitulo anterior, espagos métricos

completos, nos darao a base para desenvolvermos os principais teoremas deste trabalho.

3.1.1 Caracterizagao dos operadores lineares e continuos

No capitulo I, trabalhamos duas classes importantes de fungoes no contexto de
espacos métricos, sendo: as aplicagoes Lipschitzianas, exemplo 1.10 e as aplicagoes unifor-
memente continuas, definigao 1.6. Na ocasiao, mostramos que para fungoes entre espagos

métricos, as implicagoes:
Lipschtziana = Uniformimente continua = Continua = Continua em um ponto,

sao verdadeiras e que, em geral, todas as implicagoes inversas sao falsas. Trabalharemos

o préximo resultado, que remonta os trabalhos de F.Riesz, o qual conforme [3]:

“é de grande importancia pois, o mesmo mostra que todos esses conceitos sao
equivalentes no contexto de Operadores Lineares entre espagos normados. Ou

seja, a linearidade, simplifica o comportamento topoldgico.” (2015,p.35).
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Proposicao 3.4 Sejam E e F espagos normados sobre K e T : E — F linear. As

sequintes equivaléncias sao verdadeiras:
T é lipschitziano < T é uniformemente continuo <

& T € continuo < T € continuo em algum ponto de E <
< T é continuo na origem < sup{||T(z)||:z € E ez <1} <0 &
< Existe uma constante ¢ > 0 tal que | T(z)| < c||z|| para todo z € E.
Observacao 3.3 Asimplicacoes: T € lipschitziano = T € uniformemente continuo =
= T é continuo = T € continuo em algum ponto de E, sao vdlidas no contexto

de espacos métricos, isto €, nao dependem da linearidade de T. Vamos mostrar as demais

implicacoes.
Demonstracao:
T é continuo em algum ponto de E = T é continuo na origem.

Por hipétese, T' é coninuo em algum ponto de F. vamos Supor T' continuo num ponto
xo € E. Entao, para todo € > 0, existe um § > 0 tal que ||z — zo|| < § implica ||T(x) —
T(xo)|| < €, Vo € B(xg;0). Tome x € E tal que ||z — 0| = ||z|| < 6, V = € B(0;9).

Entéao ||z]| < 0 = ||z + z0 — zo|| = ||(z + z0) — x0|| < 6. Portanto
1T(x) =T )| = T () =0l = [[T(x)| = T (@) +T (x0) =T (wol| = [[T(x+z0) =T (x0)[| <.

Ou seja, mostramos que, V € > 0,3 § > 0 tal que ||z — zo|| < d = ||T(x) — T(0)|| < e.

Provando que T é continuo na origem.
T é continuo na origem < sup{||T(z)|| iz € E e ||z|| < 1} < 0.

Da continuidade de T na origem, com 7'(0) = 0, tomamos € = 1 e obtemos § > 0 tal que

lx = 0|| <0 = ||T(x) —T(0)]] <1, da linearidade de T" segue que

[zl <& = [[T(z) = T(O) = [|T(z) = O} = | T()] < 1.

Se [lzf| <1, ||| = 2] - lz|l = & - [|z]| < 8, ou seja, [|S - || <6, entdo
) ) ) 2
7 (52| = |57 = hr@n <1 e < 3
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Isso prova que

2
sup{|T(0)]| 12 € Ee Jla| <1} < 5 < oo,
sup{|T(2)]| : 2 € Ee |lal] < 1} < 00 =
= Existe uma constante ¢ > 0 tal que ||T(x)| < ¢||z|| para todo x € E.

Para xz € E, © # 0, com T um operador linear e usando propriedades de norma, temos

= = e = ) = e G =

] ]

Pois a implicagao anterior garante isto. dai, segue que

T
Eel < coir@l < dloll, v 20
x
O resultado segue pois essa desigualdade ¢é trivialmente verificada para x = 0, Pois

IT(0) ]| = 0 < ¢[|0]]
Existe uma constante ¢ > 0 tal que |T(x)| < ¢||z|| para todo z € £ =

= T é lipschitziano.

Devemos mostrar que d(T(x),T(y)) < c¢-d(z,y) V x, y € E. considere x1, x5 €

E, e d a métrica induzida pela norma de FE . Dal segue que
[T(x1) = T(@2)|| = 1T (21 — 2)|| < ¢ [lz1 — 2.

portanto T é lipschtziano. O

3.2 Teorema de Banach-Steinhaus

Muito dos principais teoremas em andlise estao associados a algum tipo de con-
trole uniforme baseado em hipéteses pontuais. O teorema de Banach-Steinhaus, principal
resultado deste trabalho, garante que: se uma familia de operadores lineares e continuos
for pontualmente limitada, entao esta familia de operadores é uniformimente li-
mitada. Como podemos ver, este teorema parte de uma ideia pontual e chega em
propriedades uniformes. Este resultado sé é possivel porque estamos trabalhando com

operadores lineares e continuos.
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Antes de demonstrarmos este importante resultado, precisamos do seguinte classico
da topologia dos espacos métricos, o teorema de Baire, o qual tem varias formulacoes

equivalentes, enunciamos agora a mais conveniente para nossos propositos:

Teorema 3.1 (Teorema de Baire) Sejam (M, d) um espago métrico completo e (F,,)>2,

o0
uma sequéncia de subconjuntos fechados de M tais que M = U F,. entao existe ng € N
n=1
tal que F,, tem interior nao vazio.
Demonstragao: Denotemos por int(A) o interior de um subconjunto A de M. Fagamos
por absurdo, e para isso suponhamos que int(F,) = () para todo n € N. Chamando

A, = (F,)¢ = (M — F,), pela proposigao 1.13 cada A,, é aberto, e

A, = (F,)° = (int(F,)) =0 =M

para todo mn, ( a segunda destas igualdades se justifica pelo fato de
(X)¢ = intX¢, proposicio 1.12). Em particular, cada A, é nao vazio, pois A, = M,
isto é, A, é denso em M, entao V r > 0 e x € M, B(x;r) N A, # 0. Escolha
r1 € A; e usando o fato de A; ser aberto garantimos a existéncia de 0 < d; < 1 tal
que a bola fechada de centro z; e raio d;, denotada por Blxy,d;], estd contida em A;.

De Ay = M temos Ay N B(xy,01) # 0, pois A, = M, ou seja, Ay = M = A, logo
B(z1,0)) CA CM=A, =2, € M =A;, = Ay N B(x1,0,) # 0. Pela proposicio 1.10

Ay N B(z1,071) é um aberto nao vazio , logo existem zo € Ay N B(x1,01) e 0 < 09 < %
tais que

B[(L’g,ég] C A2 N B(x1,51) C A2 N B[xl,él],

pois dy < §;. Continuando o processo até A, temos:

An—l =M= A_n = An N B(In—l;én—l) 7& @,El T € An N B(:L‘n—l;(sn—1> 7& @

1
e 3 0<0, < —tal que Blz,;d,] C A, NB(xy_1;0,1).
n

Assim construimos uma sequéncia (z,)%°; em M e uma sequéncia (6,)2°; de nimeros
reais tais que 0 < 6, < % e Blz,,d,] € A, N Blx,_1,0,_1] para todo n. vamos mostrar

que a sequéncia (x,)°2; C M é de Cauchy em M, para tanto temos de mostrar,
Ve>0,3dnge N; Vm,n > ng d(x,,z,) <,
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dado € > 0, se m,n > ng sabendo que,
Blzp, 0, C A, N Blzy_1,0n_1] = Bly, 0] C BlTng, Ong] € BlTm, 0m] C Blxn,y, Ong]

Pois o processo antes construido nos garante isto. Dai, sabendo que z,,, =, e z,, € M,
pela desigualdade triangular temos que:

2
AT, Tn) < ATy Tng) + ATy Tig) < Oy + Ong = 200, < - =
0

2 2
= d(Tp,x,) < — < €S > —.
No €

Logo, escolhendo ng > % temos que

2
Ve>0, ng>—, Vm, n>ng,dx,,z,) <€
€

00
n=1

portanto (z,)%; é de cauchy em M. Esta sequéncia (x,) é convergente em M, pois M
é completo por hipétese. Digamos x, — = € M. seja n € N. como z,, € B[z, 0] C
Bz, d,] para todo m > n, entao pela defini¢ao 1.8, = é ponto aderente a Blz,, d,], por
outro lado, sabemos que B[z,,d,] é um conjunto fechado, segue que = € Blx,,d,] C

A, V n € N, Portanto

T N (L

n=1 n=1

Isto é, x € (), ou seja, x nao existe, entao (z,)>2; nao é convergente, e dai concluimos

que M nao é completo , contradicao esta que conclui a demonstracao. O

O teorema de Banach-Steinhaus, também conhecido como Teorema da limitagao
uniforme, provado pelos matematicos S. Banach e H. Steinhaus em 1927 é um dos re-
sultados mais importantes em analise funcional. Este teorema requer que os espacos

normados sejam completos, ou seja, espacos de Banach.

Teorema 3.2 (Teorema de Banach-Steinhaus) Sejam E um espa¢o de Banach, F'
um espag¢o normado e (T;);e; uma familia de operadores em L(E,F) satisfazendo a
condi¢ao de que
para cada x € E existe C,, < oo tal que sup || T;(z) ||< Cs.
iel

Entao sup || T; ||< 0.
el
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Demonstracao: Seja E; = {z € E;||Ti(x)|| < n} ={z € E;(| - ||oT3)(z) < n} =
Im(||-|oTi)|g, = [0,n] = (|| - || o T3)(E;) = [0, n], agora usando propriedades de inversa,
temos (|| - | o T3)™ o (| - [[ e T)(E:) = (I - [l e T)7H([0,m)) = {z € E : | Ti(a)|| < n} =
(|l - | o T;)~1([0, n]). Por hipdtese (T;);er C L(E, F), logo T; é continuo e (|| - || o T;)([0,n])

também é uma aplicagao continua. Dai, pela proposicao 1.15 resulta que o conjunto
{x e E:||Ti(x)]| <n} = (||| oT;)"(0,n]) é fechado para cada n € N e cada i € I.

Agora chamando
4, — { € B sup||Ti(a)]| < n} —{re B L@ <n Viel)
el

O segundo membro desta igualdade nos diz que: para

€ B|N@] <n e [B@|<n e e [Ta@] <n e e [T <n
N ~~ J/ NG ~~ >
ai az aj—1 a;
E isto implica que
An={ e BT < nf = (Yo € B2 @) <)
icl iel

o qual ¢ fechado por ser uma intersegao de fechados, proposicao 1.14. De sup | Ti(x)] <

C, segue que E = U A,, esta igualdade se justifica pelo fato de U A, C FE, pois

n=1 n=1

cada A, C FE. resta mostrar que F C U A,. Facamos isto por absurdo e para isso

o0 n=l e}
vamos supor que F ¢ U A,, isto é, existe xy € F tal que xg ¢ U A, isto implica
n=1 n=1
que g € A,, ¥ n € N; o que implica sup ||T;(z¢)|| > n > C,,, 0 que é um absurdo,
pois a hipotese do teorema nos garante que: Para cada x € F existe C, < oo tal que
o0

sup [|T;(x)|| < C,. Portanto E = U A,,. Feito isto, pelo teorema 3.1, teorema de Baire,
n=1
podemos afirmar que algum A,, possui interior nao-vazio. Seja ny um numero natural tal

que intA,, # 0, e sejam a € int(A,,) er > 0 tais que {z € E : ||z —a|| < r} Cint(A,,).
Seja y € F com |ly|| < 1. Se T = a+ ry, entdo ||T — al| = ||ry|| = r|ly|| < r e portanto

T € B(a;r) C A,y =T € A,,. Assim
IT:(T = a)l| = | T:(7) = Ti(a) | < ITi(@)|| + [[Ti(a)] < no + no para todo i € 1.

A igualdade e as duas desigualdades que seguem na expressao acima, se devem

respectivamente pelo fato de: Linearidade de T, a desigualdade triangular e por z, a € F.
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Logo
ITi(ry)ll = I Ti(Z — a)|| < 2no = [[Ti(ry)|| < 2n0 < |Ir- Ti(y)|| < 2n0 <

2
& Irl- 1T < 2n0 < | Tiy)]| < =2 para todo i €1
pelo fato de [|T;(y)| < 222 = sup{||T;(y)||} < ¢, devido a norma de Tj,

2ng 2ng 2ny
T = sup{IT )y € B, IV] <1} < 22 6 [T < 220 6 sup 73 < 20

d

Do estudo de analise na reta sabemos que o limite uniforme de uma sequéncia
de funcoes continuas é uma funcao continua, enquanto que o limite pontual de funcoes
continuas pode nao ser uma fungao continua. Este mesmo resultado é valido no ambito

dos espacos métricos.

Como aplicacao do teorema de Banach-Steinhaus, veremos agora um Corolério
que nos garante que, na presenca da linearidade, a convergencia pontual é suficiente, ou
seja, se tivermos uma sequéncia de operadores lineares continuos (7,,)22; convergente
apenas pontualmente para um operador 7', entao garantimos que 7' é linear e continuo.

Temos entao que a convergéncia pontual esta implicando na convergencia uniforme.

Corolédrio 3.1 Sejam E um espac¢o de Banach, F um espago normado e (T,)°2, uma
sequéncia em L(E,F) tal que (T,(x))>, € convergente em F para todo x em E. Se

definirmos

T:F — F

x — T(z)= lim T,(x),

n—oo

Entao T € um operador linear continuo.

Demonstracao: A linearidade de T segue das propriedades aritméticas dos limites,
ver observacao 3.2. Por hipétese, para cada x € E a sequéncia (T,,(z))5, é conver-
gente, e portanto limitada. Ou seja, ||T,(z)|| < oo. Pelo fato de os R ser completo,
entao todo subconjunto nao-vazio, limitado superiormente, possui supremo, temos que

sup ||T,(z)|| < oo para todo = € E. Pelo teorema da Limitacao Uniforme existe C' > 0
neN
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tal que sup ||T,,|| < C. Segue entdo que
neN
ITa(@) < Tl -zl < € flzfl = [[Ta(z)[| < C-[lz]] Vo e Ee nel
prop 3.1

Por hipétese, fazendo n — oo, T,, — T, assim obtemos ||T(z)| < C|lz|| V z € E, e
pela proposicao 3.4 concluimos que 71" é continuo. Portanto na presenca da linearidade,

o limite pontual de fungoes continuas é uma funcao continua. a
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Conclusao

Com o desenvolvimento deste trabalho, foi possivel observar que o assunto é muito
vasto, mas percebemos a importancia dos conteidos abordados em cada capitulo dentro
dos nossos objetivos que foi trabalhar o teorema de Banach-Steinhaus (o qual exige que o
espago E seja Banach e cada T; um operador linear e continuo), para a demonstracao deste
resultado fizemos uso do teorema de Baire ( o qual por hipétese exige que o espago métrico
M seja completo); como aplicacdo do teorema de Banach- Steinhaus, mostramos o seu
corolario que também requer que E seja Banach e estejamos na presenca de operadores

lineares e continuos.

Fica evidente a importancia do teorema de Banach-Steinhaus, pois o mesmo
parte de hipdteses pontuais e chega em propriedades uniformes. Isto nem sempre ocorre,
a menos que estejamos trabalhando com espacos normados e com operadores lineares e
continuos.

Enfim, neste trabalho foi possivel apresentar alguns resultados da teoria dos
espagos métricos e espagos métricos completos juntamente com alguns conceitos aborda-
dos em analise funcional, mostrando um dos principais teoremas nesta area, o teorema

de Banach-Steinhaus ou teorema da limitacao uniforme.
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Apéendice A

Desigualdade de Cauchy-Schwarz

A.1 1° versao

Teorema A.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz 1° versao) Sejam ay,as,--- ,ap,

bi,bs, -+, b, numeros reais nao todos nulos, entao a sequinte desigualdade ocorre:

(a1by 4 agby + -+ anb,)? < (af + a5+ +a2) (b + b5+ + 1) &

&) (ai-b) < Z (i)Y () = ) (ai-by) <J Z (a:)® J > ()™

Demonstragao: Podemos escrever
(zay + b1)* + (vay + by)* + -+ + (wa, + b,)?* =

= (2%al 4 2zarby + b)) + -+ - + (2%al + 2zanb, + b)) =
= Ax* + 2Bx +C
Onde
= a%+a§—|—---+ai,
= aiby + azby + - -+ + ayby,

C = bj+b5+---+b.
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O lado esquerdo da equacao acima é uma soma de quadrados, nao-negativos para todo

x; em particular para r = —% Substituindo este valor em x na equacao temos:
B2 B AC — B2
A ——-2B-—+C=———2>0.
Az AT A -
Como A > 0 entdao AC — B? > 0. E a desigualdade est4 provada. a

Observagao A.1 A igualdade sé € possivel se
ray + by = zxas + by =--- = xa, +b,.

Que € 0 mesmo que
bl bn

= &= — —= —7

aq (07%
Como aplicagdo do teorema A.1 vamos mostrar que as métricas definidas no
exemplo 1.3 (o espago euclidiano R™) satisfazem a desigualdade triangular.

Demonstragao:

1° Métrica: mostrar que:

d(z,y) =v/(w1 = y1)* + -+ (20 — ya)? cumpre di) d(w,2) < d(z,y) +d(y, 2).

Observe que, para todo x, y, z € R", == (x1, -+ ,x,), y= (Y1, ,Yn) €

z=(z1, ", 2n), logo temos :

=1

Sejam a; = x; —y; e b =y; — 2z;, i = 1,--- ,n temos entao




n n n n

Z a; + b))’ < Z (a;)? + Z(ai)z : z:(bl-)2 —I—Z:(bz-)2
i=1 =1 i=1 i=1 |

1°membro ~
2°membro

Vamos trabalhar o 1° membro desta desigualdade, ou seja;

D (a6)? = 37 (@) +2a b+ (5)7] = Y (a)* 42+ Y- b) + Y (b

Voltando a desigualdade acima temos;

n n n

Z a;) +2Z a; - ~)+Z(bi)2§ Z(ai)Q + Z(ai)2 : Z(bi)Q +Z(b )?

=1 =1 =1 i=1 i=1

Cancelando os termos(parcelas iguais) em ambos os membros desta desigualdade temos:

n n n

D aib) <D (@) - D (8)°

i=1 =1 =1
que é uma consequéncia da desigualdade de Cauchy, assim concluimos entao que a se-

guinte desigualdade é vélida d(x, z) < d(z,y) + d(y, 2) O

2° Métrica: Mostrar que:

d'(z,y) = |wi—yil+-+|rn—ya| = Z |z;—y;| cumpre dy) d'(z,2) < d(z,y)+d (y, 2).
i=1

Considere x,y,z € R" == (21, - ,2,), y= (Y1, ,Yn) €
z = (z1,-+,2,). Dal temos, d'(z,z) = Z |z; — z;|, vamos somar e subtrair (y;) dentro

i=1
do médulo, ou seja;

z) =Z|xi—zi| :Z|$z‘—yi+yz‘—zi| :ZK%—%)JF(%—%N
i=1 =1 =1

<Z!xz yil + lyi — 2] <Z\xz yll+Z|yz 4| =d'(,y) + d'(y, ),

=1 i=1 =1
Portanto, d'(z, z) < d'(z,y) + d'(y, 2). O
3° Métrica: Mostrar que:

d”(z,y) = max{ler—yi], -+, [tp—yn|} = max [z;—y;| cumpre du) &"(x,2) < d"(z,y)+d"(y, 2).

1<i<n
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Considere x, v, z € R", . = (x1, - ,xn), Yy = (Y1, -+ ,Yn) € 2= (21, -+, z,). Dal temos,

d’(xz,z) = max |z; — z;|, vamos somar e subtrair (y;) dentro do médulo, ou seja;
1<i<n

d’(z,2) = max |x; — z| =d’(x,2) = nax |z; —yi +yi — 2| = max |(x; —y;) + (v — 2)|

1<i<n 1< 1<i<n
< . ] = . L.
< max [lo; — 4l + [ys — zil] = max |z — | + max [y -z,
Portanto d”(x, z) < d”(z,y) + d”(y, 2). O

A.2 2° versao

Teorema A.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz 2° versao) Para todo x, y €

E, tem-se [(x,y)| < [lz[| - [lyll.

Antes da demonstracao deste teorema, vamos enunciar e provar o seguinte lema:

Lema A.1 Dados x, y € R", com y # 0 e pondo se o = Té“yg, ovetor z=x—ay €

ortogonal a y, isto é, (z,y) = 0.
Demonstracao: Com efeito,
(z,y) = {z —ay,y) = (z,y) — {ay,y) = (z,y) —a- (y,y) =

<ZE,y> . 2 T —{r —

Portanto (z,y) = 0. O

= (z,y) —a-|lyl]* & (z,y) —

De posse do lema, vamos mostrar o Teorema A.2.

Demonstracao: Isto é 6bvio se y = 0, mas se y # 0, tomamos « = ff;‘-’(g Como acabamos

de ver, o vetor z = x — ay € ortogonal a y. segue dai que:
2] = (z,2) = (2 + ay, 2 + ay) = (2,2) + (2, ay) + (o, 2) + {ay, ay) =

(z,2) + alz,y) + oy, 2) + 2y, y) = ||2]]° + 20z, y) +?[ly||* = [|z]]* + o ||y|)?
0

Ou seja
2 2 2 2 2 2 2 2 <x,y> ? 2 2 <5L’ay>2
[z)|* = Iz[I" + o7[lyll* < llz[]” = 7yl < [|z]° > W) lyll* < llz* > T
Szl yll? = (2, 9)* < (zl-lyl)? > (2,9 < )yl >V (2, 9)? < (=] lyll > [z, )]
Portanto |(z,y)| < [|lz]| - [ly]]- O
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Apeéendice B

Operacoes com conjuntos

B.1 Complementares

Os conjuntos A e B sao partes de um conjunto fundamental E, em relagao ao qual

estamos tomando os complementares.

1. (A9 = A,
Temos = € (A°)° < v ¢ A° < x € A. Logo (A°)° = A. O

2. AC B< B¢ C A-
Suponhamos A C B. Entao um elemento x € B¢ nao pode pertencer a B e, com
maior razao nao pertencerd a A. Logo ©x € B® = x € A° ou seja, B¢ C A°.

Reciprocamente, se temos B¢ C A€ entao, pelo que acabamos de ver, deve ser

(A°)° C (B°)°. Usando 1, obtemos A C B. O

3. A=) A°=F,

A=) x¢ Aparatodor € FE < x € A°paratodoxr € E< A°=FE. a

4. (AUB)c = AN B,
Como A C AUB e B C AUB, segue-se de Cy que (AU B)® C A° e
(AUB)¢ C B¢ donde (AUB)®C A°NB° Seja X = A°N B°. Temos X C A°
e XCB° Por2,vem AC X¢ e BC X donde AUB C X¢ Por2elvem
X Cc (AUB)¢, isto é, A°NB° C (AUB)°. Concluimos que (AUB)®= A°NB°.0O
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5. (AN B)¢ = A°U B*.
Como A C ANB e B C ANB, seguese de Cy que (AN B)® C A° e
(ANB)¢ C B¢ donde (AN B)°C A°UB°. Seja X = A°UB°. Temos X C A°
e XCB° Por2,vem AC X¢ e BC X donde ANB C X¢ Por2elvem
X C (AN B), isto é, A°UB° C (AN B)°. Concluimos que (ANB)°= A°UB°.0O
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