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Resumo

A modelagem matematica tem se mostrado uma ferramenta importante no estudo de
Epidemiologia. Este trabalho tem como objetivo analisar a estabilidade do modelo ma-
tematico epidemioldgico SIS para a Doenca de Chagas, elaborado por meio de sistemas
autonomos de equacoes diferencias ordindarias lineares de primeira ordem. E estudado
o modelo cldssico SIS (Suscetivel - Infectado - Suscetivel) com mistura proporcional e
transmissao vetorial como uma aplicacao para o estudo de estabilidade na Doenca de

Chagas.

Palavras-chave: Sistemas Autonomos; Modelagem Matematica; Analise de Estabili-

dade; Modelo SIS; Epidemiologia.



Abstract

Mathematical modeling has been an important tool in Epidemiology study. This work
aims to analyze the stability of the epidemiological mathematical model SIS for Chagas
disease, developed through independent of linear ordinary differential equations of first
order systems. It studied the classical model SIS (Susceptible - Infected - Susceptible)
with proportional and transmission vector mixture as an application for the study of

stability in Chagas disease.

Keywords: Autonomous Systems; Mathematical Modeling; Stability Analysis; Model
SIS; Epidemiology.



3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7

4.1
4.2
4.3
4.4

0.1

Lista de Figuras

Plano de fase para o Exemplo 3.1. . . . . . . . . . .. ... ... ..., 38
Plano de fase para o Exemplo 3.2. . . . . . . . . . .. ... .. ... ... 39
Plano de fase para o sistema (3.4). . . . . . ... 43
Plano de fase do sistema linear (3.12). . . . . . ... ... ... ... 47
Plano de fase do sistema ndo linear (3.11). . . . . . . . . ... ... ... 47
Plano de fase do sistema linear (3.13). . . . . . . . . ... ... .. 48
Plano de fase do sistema ndao linear (8.11). . . . . . . . . ... ... ... 48
Diagrama compartimental para o Caso 1 do modelo SIS. . . . . . . ... 53
Plano de fase para o Caso 1 do modelo SIS. . . . . . .. . . ... ... .. 56
Diagrama compartimental para o Caso 2 do modelo SIS. . . . . . . . .. 56
Diagrama compartimental para o Caso 3 do modelo SIS. . . . . . .. .. 59
Barbeiro. . . . . ... 62



3.1

Lista de Tabelas

Propriedades de Estabilidade e Instabilidade de Sistemas Lineares e Local-
mente Lineares, onde AE: assintoticamente estavel; N: no; NI: no improprio;

NP: no proprio; PE: ponto espiral; PS: ponto de sela; C: centro. . . . . .



Sumario

1 Introducao

2 Fundamentos Tedricos

2.1 Sistemas de Equagoes Lineares Algébricas . . . . . . . . ... ... ...
2.2 Independéncia Linear . . . . . . . . . ... oL
2.3 Autovalores e Autovetores . . . . . . ...
2.3.1 Autovalores e Autovetores de uma Matriz . . . . ... ... ...
2.4 Sistemas de Equacgoes Diferenciais Lineares de Primeira Ordem . . . . . .

2.4.1 Sistemas Lineares Homogéneos com Coeficientes Constantes
2.4.1.1 Autovalores Reais e Distintos . . . . . ... ... ....
2.4.1.2 Autovalores Reais e Repetidos . . . . . . ... ... ...

2.4.1.3 Autovalores Complexos . . . . . ... ... ... ...,

3 Sistemas Autonomos e Estabilidade
3.1 Sistemas Autonomos . . . . ... Lo
3.2 Estabilidade, Estabilidade Assintética e Instabilidade . . . . . . . . . ..
3.3 Sistemas Localmente Lineares . . . . . . . ... ... ... .. ......

3.3.1 Primeiro Método de Lyapunov . . . . . . . . ... ... ... ...

4 Modelos Matematicos em Epidemiologia
4.1 Modelo SIS . . . . . .

4.1.1 SIS com N constante (sem dinamica vital) . . . . ... ... ...

14

16
16
18
19
19
21
24
26
27
31

35
36
36
41
43



4.1.2 SIS com N constante (com dinamica vital) . . . . . .. ... ...

4.1.3 SIS com N varidavel . . . . . . . . ..

5 Um Modelo SIS para a Doenga de Chagas
5.1 A Doenga de Chagas . . . . . .. ... .. .. .. .. ... ... ...
5.2 Modelo SIS com Mistura Proporcional e Transmissao Vetorial . . . . . .
52.1 O Modelo . . . . .. ...
5.2.2 Pontos de Equilibrio e Analise de Estabilidade . . . . . . . . . ..

6 Conclusao

Referéncias

61
61
63
64
66

70

71



Capitulo 1

Introducao

A histéria da humanidade ficou marcada inumeras vezes por desastres relacionados
a doencas epidemiologicas. Muitas delas foram capazes de dizimar grande parte da
populacao de uma determinada regiao. Dentre elas podemos destacar a peste negra, que
foi uma das maiores epidemias ja registradas tendo seu inicio na China e se alastrou pela

Europa durante o século XIV, e chegou a matar cerca de um terco da populacao europeia.

Podemos também citar o HIV que, desde a década de 80, passou a ter um significante
impacto nos indices de mortalidade em todo o mundo. E mais recentemente a populacao

mundial ficou em alerta com a gripe suina.

A partir do surgimento dessas doencas, estudos passaram a ser desenvolvidos como

objetivo de encontrar uma forma de controle dessas epidemias.

O estudo epidemiolégico utilizando modelos matematicos tem-se mostrado uma fer-
ramenta importante para que se possa entender e prever o comportamento de uma epide-
mia e, adotar uma politica de prevencao para que ela nao se alastre causando um grande

numero de mortes em uma populacao.

A modelagem matematica nos permite ter um olhar amplo para os fatos da nossa
realidade, e através dela, por exemplo, fazer grandes contribuigoes nas diversas areas do
conhecimento. Na epidemiologia a modelagem matematica é feita através de equacoes
que indicam o comportamento da populacao e o ambiente, nos permitindo estudar esses
comportamentos e trazer para a realidade através dos resultados obtidos com os modelos

matematicos.
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Neste trabalho, procuraremos aplicar os conhecimentos matematicos em um problema
envolvendo epidemiologia. Com o objetivo principal de analisar a estabilidade do modelo
matematico epidemiolégico SIS para a Doenga de Chagas, elaborado por meio de sistemas

de equacgoes diferenciais ordinarias.

Para isto, no capitulo 2 vamos abordar alguns fundamentos tedricos como: sistemas
de equacoes lineares algébricas, independéncia linear, autovalores e autovetores, sistemas

de equagoes diferencias lineares de primeira ordem.

No capitulo 3, abordamos a definicao de estabilidade, estabilidade assintotica e insta-
bilidade de sistemas de equagoes diferenciais de primeira ordem. Também é apresentado
o primeiro Método de Lyapunov que, permite analisar a estabilidade de sistemas local-
mente lineares através do calculo dos autovalores do sistema linearizado.

No capitulo 4, é discutido o modelo matematico classico em Epidemiologia: SIS, com
trés casos. O primeiro caso com N constante e sem dinamica vital, o segundo caso com
N constante e com dinamica vital, e o terceiro caso com N variavel.

No capitulo 5, sao abordados os aspectos biolégicos e histéricos da doenca de chagas,
um mal que atinge milhares de pessoas, principalmente na América Latina. E por fim, a

aplicacao do modelo SIS para a Doenca de Chagas.
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Capitulo 2

Fundamentos Teoricos

Neste capitulo serao apresentados alguns resultados preliminares os quais usaremos
no capitulo 3, no estudo de andlise de estabilidade de sistemas. Primeiramente vamos
rever alguns conceitos da algebra linear que sao importantes para a solucao de sistemas
lineares de equagoes diferenciais, focando na parte de sistemas lineares, independéncia
linear, autovalores e autovetores. Por tultimo vamos fazer um estudo sobre sistemas de
equagoes diferenciais lineares, abordando na mesma solugoes desses sistemas. Alguns
resultados sao facilmente demonstraveis, outros nao, mas nosso objetivo neste capitulo
¢ de obter apenas conceitos importantes para trabalharmos no capitulo 3, ou seja, nao

focaremos na parte de demonstracoes desses resultados.

Para a elaboragao deste capitulo utilizamos como base os livros, Boyce (2011), Bol-

drini (1980) e Zill (2001).

2.1 Sistemas de Equacoes Lineares Algébricas

Um sistema de equacoes lineares é um conjunto finito de equacoes lineares aplicadas

num mesmo conjunto, igualmente finito, de variaveis. Logo de forma generalizada, um
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sistema de equacoes lineares é da forma:

a1z + a2 + ... + a1y, = by

a21T1 + azex2 + ...+ a2px, = bs
(2.1)

L Ap1y + Ap2T2 +...+ Apndn = bn

O sistema de aquagdes lineares (2.1) pode ser escrito como uma equagao matricial

aj; ai12 .. QAQin L1 bl
ag1 A22 ... QA2n Lo b2

= ou AX =b, (2.2)
Ap1 Qp2 oo Qpp T, b,

onde A é a matriz quadrada n X n dos coeficientes e o vetor b é formado pelos resultados,
e os componetes do vetor X sao as incognitas. Se b = 0, o sistema é dito homogéneo,

caso contrario, ele é nao homogéneo.

Se a matriz de coeficientes A é invertivel, isto é, se det A é diferente de zero, entao

o sistema (2.2) possui uma tnica solu¢ao. Como A é invertivel, logo A~1 existe e a

solucao do sistema linear pode ser determinado multiplicando A~! em ambos os lados
da equagao (2.2) pela esquerda,

X = A 'b. (2.3)

Por outro lado, se A for singular, ou seja, se det A = 0 entao ou nao existe solucao
para a equagao (2.2), ou existe, porém nao é tinica. Como A ¢ singular, ou seja, A~!

nao existe, logo a equagao (2.3) ndo é mais vélida. O sistema homogéneo
AX =0 (2.4)

tem uma infinidade de solugoes além da solucao trivial. A situacao para o sistema nao
homogéneo (2.2) é mais complicada. Esse sistema nao tem solu¢ao, a menos que o vetor

b satisfaga uma determinada condicao. Essa condicao é que

(b,y) =0, (2.5)

para todos os vetores y tais que A*y = 0, onde A* é a adjunta de A. Se a condigao

(2.5) for satisfeita, entdo (2.2) tem uma infinidade de solugdes. Cada uma dessas solugoes
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tem a forma

X =XO ¢, (2.6)

onde (® é uma solucdo particular da equacao (2.2) e € é qualquer solucao do sistema
(2.4). Podemos perceber que a uma semelhanga entre a equagao (2.6) e a solu¢do de uma
equagao diferencial linear nao homogénea.

Os resultados anteriores sao importantes para classificar a solugoes de sistemas line-
ares. No entanto, para resolver um sistema particular, é melhor, em geral usar reducao
de linhas para transformar o sistema em um muito mais simples, do qual a solucao se
existir pode ser escrita facilmente. Para fazer isso de maneira eficiente, podemos formar

a matriz aumentada

aijy ... QaQin | b1
Alb= : S (2.7)

Ap1 +vv Qpp | by

juntando o vetor b a matriz de coeficientes A como uma coluna adicional. A linha
pontilhada fica no lugar dos sinais de igualdade e particiona a matriz aumentada. Agora
efetuamos as operacoes elementares na matriz aumentada de modo a transformar A
em uma matriz triangular, isto é, em uma matriz cujos elementos abaixo da diagonal
principal sao todos nulos. Uma vez feito isso, é facil ver se o sistema tem ou nao solugao

e, se tiver, encontra-las.

2.2 Independéncia Linear

Definicao 2.1 Um conjunto de K vetores XM, X@ ..., X®) ¢ dito linearmente

dependente se existe um conjunto de numeros €1, Cay . .., Cr nem todos nulos, tais que
e XW 4+ X 4o X® =0 (2.8)

Em outras palavras, XM, X@, .. X&) sqo linearmente dependentes se existe uma
relacao linear entre eles. Por outro lado, se o unico conjunto €y, Cay ..., Cr para o qual
a equagdo (2.8) € satisfeita é ¢c; = ¢z = ... = ¢ = 0, entdo XV, X ... X&)

sao ditos linearmente independentes.
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Vamos considerar um conjunto de n vetores, cada um deles com n componentes. Seja

T = a:z(j) a i-ésima componente do vetor X @ e seja X = (x4;). Entdo, a equacio

(2.8) pode ser escrita na forma

zMey 4 -+ 2Ve, T11C1 + 0 + Tincy
zMey + -+ +2zMe, TpiCl 4+ + Tpnty

Se det X # 0, entdo a unica solugao da equacao (2.8) é ¢ = 0, mas se det X =
0, existem solucdes nao nulas. Logo, o conjunto de vetores XM, X®@ X&) ¢

linearmente dependente se, e somente se, det X # 0.

2.3 Autovalores e Autovetores

Definicao 2.2 Seja V' um espaco vetorial, sobre R, e seja T = V — V uma trans-
formacgao linear, um vetor x € V', @ # 0, é um autovetor de V' se existe um escalar X

de R, tal que T'(x) = Ax. Neste caso A é um autovalor de T associado a x.

2.3.1 Autovalores e Autovetores de uma Matriz

A equacao

Ar =y (2.10)

pode ser vista como uma tranformacao linear que leva um vetor dado  em um novo
vetor y. Vetores que sao tranformados em multiplos de si mesmo sao importantes em
muitas aplicagoes. Para encontrar tais vetores, fazemos y = Ax, onde A é um fator de

proporcionalidade, e procuramos solucoes das equagoes
Ax = Az (2.11)

ou

(A — X)z = 0. (2.12)
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Escrevendo a equagao (2.12) explicitamente, temos

a1 — A aiz o e A1n L1 0
a1 a29 — A ... A2y, L2 0
an1 a2 vee Qppn — A T, 0

Chamamos de B a primeira matriz acima. Entao Bx = 0. Se detB # 0, sabemos que
o porto da matriz B é n e portanto o sistema de equacoes lineares homogéneo indicado
acima tem uma unica solugao. Ora, como €1 = 3 = ... = &, = 0 (ou x = 0) sempre
é solucao de um sistema homogéneo, entao esta tnica solucao seria a nula. Assim a tinica
maneira de encontrarmos autovetores  (solugdes nao nulas da equacao acima) é termos
detB = 0, ou seja,

det(A — A\I) = 0. (2.13)

Impondo esta condi¢ao determinamos primeiramente os autovalores A que satisfazem

a equacao e depois os autovetores a eles associados. Observamos que

ai;p — A - A1n
p(A) = det(A — AI) = det
A cee Qpp — A
¢ um polinomio em A de grau n.
P(A) = (@11 —A) ... (@nn — A) + termos de grau < n, e os autovalores procurados

sao as raizes deste polinomio. p(A) é chamado polinémio caracteristico.

Portanto os valores de A que satisfazem a equagao (2.13) sao chamados de autovalo-
res da matriz A, e as solugdes nao nulas correspondentes das equagoes (2.11) ou (2.12),
obtidos usando-se um tal valor de A, sao chamados autovetores correspondentes, ou

associados a .
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2.4 Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares de

Primeira Ordem

A teoria geral para sistemas de equagoes lineares de primeira ordem
(

33'1 = pu(t)x1 + pr2(t)x2 + - - + p1a(t)x, + g1(t)

Ty = pa1(t)T1 + Pa2(t)T2 + -+ - + pon(t)Tn + g2(t) (2.14)

CB,In - pnl(t)ml + pn2(t)m2 + ce + pnn(t)mn + gn(t)

¢é bastante semelhante a teoria para uma tunica equacao linear de ordem m, ou seja,

\

usaremos as mesmas linhas de raciocinio afim de estender para o estudo de sistemas de

equagoes lineares de primeira ordem.

Afim de analisar o sistema (2.14) de maneira mais eficiente, usaremos notagdo ma-
tricial. Isto é, vamos considerar ©1 = ¢1(¢),..., T, = ¢,(t) como componentes de
um vetor € = ¢(t), da mesma forma, g;(t),...,gn,(t) componentes de um vetor g(t)
e p11(t), ..., Pnn(t) sdo elementos de uma matriz n X n P(t). Logo a equagao (2.14)
fica na forma

X' =P(t)X + g(t). (2.15)

Dizemos que um vetor & = ¢(t) é uma solugao da equagao (2.15) se suas compo-
nentes satisfazem o sistema de equagdes (2.14). Nesta se¢ao, vamos supor que P e g
sao continuas em algum intervalo a < t < 3, isto é, cada uma das fungoes escalares

P11y -+« s Pnn, 915 - - + s gn € continua nesse intervalo.

E conviniente considerar primeiro a equ¢ao homogénea
X' =P@#)X (2.16)

determinada da equacao (2.15) fazendo-se g(t) = 0. Uma vez resolvida a equagao
homogénea, existem vérios métodos para se resolver a equagao nao homogénea (2.15).

Usaremos a notacao

211 (t) | OR
X (4) = w?(t) e X () = wz’“_(t) (2.17)
L wnl(t) ] L wnk(t) ]
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para denotar solugoes do sistema (2.16).

Teorema 2.1 Se as funcgoes vetoriais X e X @ sdo solugoes do sistema (2.16), entao
a combinacdo linear c; XMW 4 ca X @ também € solucio quaisquer que sejam as cons-

tantes c1 € Cs.

Logo aplicando repetidamente o Teorema 2.1, chegamos a conclusao de que
X0 x@ . x®
sao solugoes da equacgao (2.16), entao
X =c; XV(t)+-- + . X®(t) (2.18)

também é solugao qualquer que sejam as constantes ¢y, Cay ..., Ck.

Exemplo 2.1 Seja as sequintes solugoes

et 1 et 1
X(l) (t) = = e'?’t e X(z) (t) — — e—t
2e3t 2 —2et -2
do sistema
, 11 T, =T + X2
X (t) = X ou ) . (2.19)
4 1 T, = 4x1 + X2
De acordo com o Teorema 2.1,
1 3t 1 t 1 2
X =c e’ + ¢ et = XD (1) 4+ e, XP(t) (2.20)
2 —2

também satisfaz a equagao (2.19).

Como indicamos anteriormente, aplicando repetidamente o Teorema 2.1, segue que
toda combinagdo linear finita de solugoes da equagao (2.16) também é solugao. O ob-
jetivo, agora, é saber se todas as solugoes da equagao (2.16) podem ser encontradas
dessa mesma maneira. Por analogia, é razoavel esperar que, para um sistema da forma
(2.16) de ordem m, seja suficiente formar combinagdes lineares de m solugoes escolhidas

apropriadamente.
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Sejam, entdo, XM, X@, ..., X™) n solucdes do sistema (2.16) de ordem m e con-
sidere a matriz X (t) cujas colunas sdo os vetores X M (¢), X (t),..., XM (¢t):
.’.Bll(t) e e .’Eln(t)
X(t) = : : . (2.21)
Tn1(t) .. Tpn(t)

Da Segao 2.2 temos que, as colunas de X (t) sao linearmente independentes para
um valor dado de t se, e somente se, det X # 0 para esse valor de t. Esse determi-
nante é chamado de Wronskiano das n solucdes XM, X@), ..., X™ ¢ denotado por

WIXMD x@ . XM™] ou seja,
WIX®, X® ., XM](t) = det X (¢). (2.22)

Logo as solucoes XM, X@ ... X ™) si0 linearmente independentes em um ponto
se, e somente se, W[X®, X® ... X™)](t) ndo é zero nesse ponto. Dai temos o

seguinte teorema.

Teorema 2.2 Se as funcées vetoriais XM, X@ .. X ™ sio linearmente indepen-
dentes do sistema (2.16) em cada ponto do intervalo o« < t < 3, entdo cada solugdo

X = ¢(t) do sistema (2.16) pode ser expressa como uma combinagdo linear de
XM x@ o xm

=1 XD(t) + caXOt) + -+ + c, XM (8). (2.23)

Note que, de acordo com o Teorema 2.1, todas as expressoes da forma (2.23) sao
solugdes do sistema (2.16), enquanto, pelo Teorema 2.2, todas as solugbes da equagao
(2.16) podem ser escritos na forma (2.23). Se pensarmos nas constantes €j, Cay ..., Cp
como arbitrérias, entao a equagao (2.23) inclui todas as solugdes do sistema (2.16), e é nor-
mal chama-la de solucao geral. Qualquer conjunto de solucoes XM, X3 X ™) da
equagao (2.16) que seja linearmente independente em cada ponto do intervalo a < t < 8

¢é dito um conjunto fundamental de solugoes para esse intervalo.

Teorema 2.3 Se XMW, X® ... XM sio solucbes da equacio (2.16) no intervalo
a <t < 3, entao W[X(l),X(2), ce ,X(”)] ou € indenticamente nulo ou nunca se

anula nesse intervalo.
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A importancia do Teorema 2.3 reside do fato de este nos livrar da necessidade de exa-
minar W[X®, X@ .. X™] em todos os pontos do intervalo de interesse e nos per-
mitir determinar se X, X @ .. X formam um conjunto fundamental de solucoes

simplismente calculando seu Wronskiano em qualquer ponto conviniente do intervalo.

O préximo teorema diz que o sistema (2.16) tem pelo menos um conjunto fundamental

de solugoes.

1 0 0
0 1 0
Teorema 2.4 Sejam eV = |0 |,e® =0 |,...,e™ = | : | além disso,
0
0 0 1
suponha que XM, X@ | ,)(_(")_sdo solugo”e_s do sistema (2.16) _que_satisfazem as
condigoes iniciais XV (tg) = eM, ..., XM (ty) = €™, respectivamente, onde to ¢
um ponto qualquer no intervalo o < t < B. Entdo, XM, X@ ..., X™ formam um

conjunto fundamental de solugdes para o sistema (2.16).

Uma vez encontrada um conjunto fundamental de solugoes, pode-se gerar outros
conjuntos formando-se combinagoes lineares (independentes) do primeiro conjunto. Para
fins tedricos, o conjunto dado pelo Teorema 2.4 é, em geral, o mais simples possivel.

Resumindo, qualquer conjunto de m solugoes linearmente independente do sistema
(2.16) contitui um conjunto fundamental de solugdes. Sob as condi¢oes dadas nesta segao,
tais conjuntos fundamentais sempre existem e toda solu¢ao do sistema (2.16) pode ser

representada como uma combinacao linear de qualquer conjunto fundamental de solugoes.

2.4.1 Sistemas Lineares Homogéneos com Coeficientes Cons-
tantes

Vamos concentrar a maior parte da nossa atencao em sistemas de equacoes lineares

homogéneas com coeficientes constantes, ou seja, sistemas da forma

’

X' = AX, (2.24)
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onde A é uma matriz constante n X n. A menos que se diga o contrario, suporemos que

todos os elementos de A sdo numeros reais.

Para construir a solucao geral do sistema (2.24), procedemos por analogia com o tra-
tamento de equacoes lineares de segunda ordem. Procuramos, entao, solucao da equacao
(2.24) da forma

X = geM, (2.25)

onde o expoente A e o vetor constante £ devem ser determinados. Substituindo X dado

pela equagao (2.25) no sistema (2.24), obtemos

AeM = AgeM.

A

Dividindo por e** em ambos os lados, obtemos A& = A€, ou

(A= AI)E =0, (2.26)
onde I é a matriz identidade (n X n).
A equagao matricial (2.26) é equivalente as equagoes algébricas simultaneas

(a1 — A&+ a2+ -+ a1, =0
0,2]_51 + (a’22 - A)ﬁz R o a’2n€n =0

L an1€1 + an2£2 + e+ (ann - >‘)£n =0

Assim, para obter uma solu¢ao nao trivial X de (2.24) precisamos primeiramente obter
uma solucao nao trivial desse sistema, em outras palavras, precisamos obter um vetor nao
trivial € que satisfaca (2.26). Mas para que (2.26) tenha outra solugdo e nao a solugao

obvia & = 0, devemos ter

det (A — XI) = 0.

Essa equacao polinomial em A é chamada equagao caracteristica da matriz A,
suas solugbes sao os autovalores de A. Uma solucdo & # 0 de (2.26) correspondente a
um autovalor A é chamado um autovetor de A. Logo uma solucao do sistema homogéneo

(2.24) é da forma (2.25).

Agora vamos estudar trés casos para o sistema (2.24): autovalores reais e distintos,

autovalores reais e repetidos e, finalmente, autovalores complexos.
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2.4.1.1 Autovalores Reais e Distintos

Quando a matriz A, (n X m), tiver n autovalores reais e distintos A1, Aay .« .y Ap,
um conjunto de n autovetores linearmente independentes €™, €@, ..., €™ poders ser
obtido e

XMW = gMeht x@) = ¢@erat XM = gn)Ant

serd um conjunto fundamental de solugoes de (2.24) em (—oo, 00).

Teorema 2.5 Sejam A1, A2, ..., A, autovalores reais e distintos da matriz A do sis-
tema homogéneo (2.24) e sejam €M, €2 €M) o5 autovetores correspondentes. Entao,

a sulugdao geral de (2.24) no intervalo (—oo, 00) € dado por

X = 1 &WeMt 4 e 6@er2t 4| 4 ¢, £Ment,

Exemplo 2.2 Considere o sistema

w’{ SmAdm o x =% x (2.27)
T, = 2x1 + X2 2 1
Vamos calcular a solugdo geral do sistema (2.27) determinando os autovalores e os au-
tovetores.
Em primeiro lugar, vamos determinar os autovalores e autovetores da matriz de coe-

ficientes.

Da equacdo caracteristica

2—A 3 9
p(A) =det (A — AI) = det =A"—-32—-4=0
2 1—A
vemos que os autovalores sao Ay = —1 e Ay = 4.

Para Ay = —1, (2.26) é equivalente a

361 +38 =0
26, +26 =0
Assim, & = &3. Tomando &€& = —1, o autovetor correspondente serd
E(1) — £1 _ 1
& -1
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Para Ay = 4, temos

—2£,+36 =0
26, —36=0
de tal forma que & = % e, portanto, com €3 = 2, o autovetor correspondente serd
6(2) = 51 — 3
&2 2

Como a matriz de coeficientes A é uma matriz 2 X 2 e como determinamos duas

solugoes linearmente independentes de (2.27),

1 3
X(l) — e—t e X(2) — e4t’
—1 2

concluimos que a solugao geral do sistema €

1 3
X = ch(l) + ch(2) =c et + ¢y ett.
—1 2
2.4.1.2 Autovalores Reais e Repetidos
Naturalmente, nem todos os n autovalores A1, A2, ..., A, de uma matriz An X n

precisam ser distintos, ou seja, alguns autovalores podem ser repetidos. Por exemplo
verifica-se imediatamente que a equacao caracteristica da matriz de coeficientes do sis-
tema

, 3 —18 T, = 3z, — 18z,

X = X ou

) (2.28)
2 -9 T, = 21 — 92

é (A4 3)2 = 0 e, portanto, Ay = Ay = —3 é uma raiz de multiplicidade dois. Para

esse valor obtemos o unico autovetor
3 3
e = ) : logo, XM = e 3t (2.29)

¢ uma solugao de (2.28). Porém, como estamos obviamente interessados em obter a
solucao geral do sistema, precisamos prosseguir e obter uma segunda solugao.

Em geral, se m for um inteiro positivo, (A—A;1)™ é um fator da equagao caracteristica
e (A — A1)™T! nao for fator, diremos que A; é um autovetor de multiplicidade m.

Nesse caso, existem duas possibilidades:
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i) Para algumas matrizes A n X n, é possivel obter m autovetores linearmente
independentes €M, €@, ..., €™ correspondentes a um autovalor A; de multiplicidade

m < n. Nesse caso a solucao geral do sistema contém a combinacao linear
1) At 2) A1t Art
Cls( )e 1 +02£( )e 1 + PP +Cm£(m)e 1

ii) Se houver somente um autovetor correspondente ao autovalor A; de multiplicidade

m, entao podem ser obtidas m solucoes linearmente independentes da forma

xM = 5(11)€>‘1t

xX® = €(21)€A1t
xXm = ¢ B +¢ T e + et Emme™
- ml(n_l)' m2(n_2)' mm 9

onde os &;; sao vetores coluna.

Vamos Trabalhar exemplos que ilustram as possibilidades (i) e (ii) citados acima.
Primeiramente vamos trabalhar com autovalores de multiplicidade dois. No primeiro
exemplo apresentamos uma matriz para a qual podemos obter dois autovalores distintos,

correspondentes a um autovalor duplo.

Exemplo 2.3 Considere o sistema

X =|-2 1 —-2|X. (2.30)

Vamos calcular a solugao geral do sistema (2.30). Calculando o determinante da equacao

caracteristica
1—A =2 2
det(A—XI)=det| —2 1—X =2 =0,
2 -2 1-A
obtemos p(A) = —(A + 1)2(A — 5) = 0, cujos os autovalores sao Ay = Ay = —1 ¢
A3 = 5.
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Para Ay = —1, (2.26) é equivalente a

2 —2 2 & 0
(A= (-1DDH¢=0 = -2 2 =2 &L =10
2 —2 2 &3 0

Podemos resolver esse sistema usando a eliminacao de Gauss-Jordan, da sequinte

forma:
2 -2 2 |0 1 -1 0] 0
—2 2 —2]0| — |o 1 1]0
2 -2 2 |0 0O 0 0| O

A primeira linha da dltima matriz significa que & — &2+ &3 = 0. Tomando &3 = 1,

E3 = 0¢e& =1, &3 = 1 obtemos, respectivamente, & = 1 e & = 0. Assim, temos

dois autovetores correspondentes a Ay = —1:
1 0
W =]1 et ¢ D=1 e
0 1

Como nenhum dos autovetores € um multiplo constante do outro, obtivemos duas

solugoes linearmente independentes,

1 0
XD =|1]et ¢ X®O=]1|e?
0 1
correspondente ao mesmo autovetor.
Por dltimo, para A3 = 5 (2.26) é equivalente a
4 -2 2 & 0
(A=5I)§=0 = —2 —4 2| |&|=]0
2 -2 —4 &3 0

Afim de obter a solucao desse sistema vamos utilizar novamente a eliminacdao de Gauss-

Jordan, da seguinte forma:

—4 -2 2 |0 10 —-11]0
—2 -4 -2 | 0| = |01 1 |oO
2 —2 —4 |0 00 0 | O
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Logo temos que, & = €3 ¢ Eo = —&3. Tomando €3 = 1, obtemos &; = 1, & = —1,

e portanto, um terceiro autovetor €

5(3) — -1

Concluimos que a solugao geral é

1

e}

1
X=c|1|e"+ec|1|et+ez| —1 €™
0 1 1

Suponha agora que A; seja um autovalor de multiplicidade dois e que exista somente

um autovetor associado a esse valor. Uma solucao pode ser obtida da forma

X @ = gteMt 4 neMt, (2.31)
onde _ - _ -
&1 T
§= E_Z e n= 77_2
| &n L " ]

Para ver isto, substituimos (2.31) no sistema X = AX e simplificamos:
(A€ — M)t + (An — A — €)Mt = 0.
Como esta tltima equacao deve ser véalida para todos os valores de t, devemos ter

(A—M\I)E=0 (2.32)

(A— X\ =¢. (2.33)

A equagao (2.32) estabelece simplesmente que € deve ser um autovetor de A associado
a A. Resolvendo (2.32), determinamos uma solucio X (1) = £e*. Para obter a segunda

solucdo X | precisamos somente resolver o outro sistema (2.33) para obter 7.
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Exemplo 2.4 Vamos calcular a solu¢ao geral do sistema dado em (2.28).

3
Sabemos de (2.29) que Ay = —3 e que uma solugio é XV = e 3. Identifi-
1
T .
cando € = comn = , seque de (2.33) que agora precisamos resolver
2

617, — 1812 =3
(A= (=3)I)n=¢ ou
2m —6m2 =1

Como esse sistema € obviamente equivalente a uma equacao, temos um numero infi-

nito de escolhas para m1 e ng. Por exemplo, fazendo my = 1 obtemos ns = =. Porém,

para simplificar, vamos escolher my = £ implicando ns = 0. Logo, n = . Assim,

2

O N
| I— ]

de (2.31), obtemos

xX@ — 3 te3t + —3t_

1

S NI

A solugdo geral de (2.28) € entio X = c; X® + 2 X® ou

—3t

et
(==
O Wi

2.4.1.3 Autovalores Complexos

Nesta secao, vamos considerar, novamente, um sistema de m equagoes homogéneas
com coeficientes constantes

X' = AX, (2.34)

onde a matriz de coeficientes A é real. Se procurarmos solucoes da forma X = &et,
entao segue que, A tem que ser um autovalor e £& um autovetor associado da matriz
de coeficientes A. Lembrando que os autovalores A1, Ag,. .., Apde A sao as raizes da
equagao

det(A — XI) = 0 (2.35)
e que os autovetores associados satisfazem
p(A) = (A — )¢ = 0. (2.36)
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Se A for real, entdo os coeficientes na equagao polinomial (2.35) para A sao reais
e os autovalores complexos terao que aparecer em pares conjugados. Por exemplo, se
A1 = 0 + tu for um autovalor de A onde § e p sdo reais, entao Ay = & — ¢ também o
é. Além disso, os autovetores associados €™ e £ também sdo complexos conjugados.

Para ver isso, suponha que Xy e €M satisfazem
(A —X\I1)EWM =o. (2.37)

Calculando a equagao complexa conjugada da equagao (2.37) e observando que A e I
sao reais, obtemos

(A — X DEWD =0, (2.38)

onde Aq e €M sdo os complexos conjugados de Ay e de €M), respectivamente. Em outras
palavras, Ay = A; é um autovalor e £ = €M é um autovetor associado. As solucoes

correspondentes

XW(t) =eMeMt | XA (t) = MMt (2.39)
da equacao diferencial (2.34) sao, entao, complexas conjugadas uma da outra. Portanto,
podemos encontrar duas solugdes reais da equagao (2.34) correspondentes aos autovalores
A1 e g, a saber, as partes reais e imagindrias de X ) (t) e de X (t) dadas pela equacio
(2.35).

Vamos escrever €M) = a + ib, onde a e b sdo reais; entao,
XD (t) = (a + ib)ePT™M = (a + ib)e® (cosut + i senut). (2.40)
Separando X () (¢) em suas partes reais e imagindrias, obtemos
XM (t) = e%(a cosut — b senut) + ie’ (a senut + bcosput). (2.41)
Se escrevemos X () (t) = wu(t) + iv(t), entdo os vetores
u(t) = e’ (a cosut — bsenut) , v(t) = e’ (asenut + bcosut) (2.42)

sao solugoes reais da equagao (2.34).
por exemplo, suponha que Ay = § + 20 e que Az, A4, ..., A\, S80 reais e distintas.
Sejam €M) = a + ib, €3 = a — ib, £3), ..., &M os auvetores associados. Entdo, a

soulucao da equagao (2.34) é

X = ciu(t) + cov(t) + cs€®e? .o ¢ Mt (2.43)
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onde u(t) e v(t) sao dados pela equagao (2.42). Enfatizando que essa anélise se aplica
apenas se a matriz de coeficientes A na equagao (2.34) é real, pois s6 nesse caso o0s

autovalores e autovetores complexos tém que aparecer em pares conjugados.

Exemplo 2.5 Vamos encontrar um conjunto fundamental de solugoes reais do sistema

, 2 8
X = X. (2.44)
-1 -2
Primeiramente vamos obter os autovalores da matriz dos coeficientes do sistema (2.44).

Calculando a equacgdo caracteristica

2—A 8
p(A) = det(A — AI) = det =0,
-1 —-2-2A

obtemos p(A) = A2 4+ 4 = 0, cujos os autovalores sGo Ay = 2i e Ay = A\ = —2i.
Como um dos autovalores produz duas solucoes linearmente independentes, para o sistema

(2.44), logo tomaremos apenas um autovalor para calcular um autovetor associado.

Para Ay = 2t, (2.56) € equivalente a

(2—2i)61 + 86 =0
&1+ (—2—-29)&& =0
Assim & = —(2 4+ 21)&,. FEscolhendo & = —1, obtemos

2+ 22
5(1) —

-1
Logo um conjunto fundamental de solugoes para o sistema (2.44) é

2422 .
e(2z)t.

x® =
—1
Para obter um conjunto de solugoes reais precisamos encontrar a parte real e ima-

gindria de XM . Logo utilizando a férmula de Euler decorre que

i 2+ 22
xX® = e .(cos(2t) + i sen(2t))

i 2 cos(2t) — 2 sen(2t) 4 2 cos(2t) + 2 sen(2t)
i
—cos(2t) —sen(2t)

x @)
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Portanto,

2 cos(2t) — 2 sen(2t) 2 cos(2t) + 2 sen(2t)
u(t) = , v(t) =
—cos(2t) —sen(2t)
¢ um conjunto de solugoes reais.

Temos que a sulugao geral do sistema (2.44) €

2 cos(2t) — 2 sen(2t) 2 cos(2t) + 2 sen(2t)
X=c + c2

—cos(2t) —sen(2t)
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Capitulo 3

Sistemas Autonomos e Estabilidade

No capitulo 2 estudamos uma técnica de resolugao de sistemas lineares da forma
X' = AX, que foi o método de autovalores e autovetores. Quando o sistema de equacoes
diferenciais nao é linear, em geral nao é possivel achar solugoes em termos de funcoes
elementares. Mostraremos, neste capitulo, que é possivel obter informagoes valiosas sobre
a natureza geométrica das solucoes, analisando inicialmente solugoes constantes especiais
chamadas pontos criticos e procurando solucoes periddicas. Para isso serao apresenta-
dos conceitos de estabilidade de sistemas de equacoes diferenciais de primeira ordem
autonomos, ou seja, sistemas cujas equacoes nao dependem explicitamente da varidvel
independente. Serao tratados os casos bidimensionais, pois estes permitem visualizar o

comportamento das trajetorias no plano de fase; os casos de ordem m sao andlogos.

Para a elaboragao deste capitulo utilizamos algumas defini¢oes e resultados que foram

retirados da dissertagdo de mestrado da autora Luiz (2012).
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3.1 Sistemas Autonomos

Definicao 3.1 Um sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem é chamado auténomo

quando pode ser escrito na forma

( dwl
dt Fi(z1(t), z2(t), ©3(t),. .., Tn(t))
d.’132
E;=mﬁmwﬁWMW~w%@>.
| = @), 22(8), z5(8), s 2 (1))

Assim a varidvel independente t nao aparece explicitamente no membro direito das

equacoes diferenciais.

3.2 Estabilidade, Estabilidade Assintética e Instabi-
lidade

Seja o sistema autonomo bidimencional

dx
E = F(CB, y) ’ Cc(tO) = ZTo
(3.1)
W Gla,y) , wlte) =
dt — T,y 9 Y\lo) — Yo

Suponha F' e G funcgoes continuas, com suas derivadas parciais de primeira ordem

continuas defenidas num dominio D do plano xy. Se (xg,yo) € D entao existe uma

solugdo ¢ = ¢1(t) e y = ¢2(t) do sistema (3.1) satisfazendo as condigdes iniciais.
Escrevendo esse sistema na forma vetorial temos:

dX
7 F(X) , X(to) = Xo (3.2)

sendo X = (x, y)T’ F(X) = (F(z,y), G(=, y))T e Xo = (o, yO)T'
A solugao do sistema pode ser escrita como ¢(t) = (@1(t), ¢2(t))T, a qual serd

interpretada como um ponto se movendo no plano xy.

Uma caracteristica importante do sistema (3.1) é que, no plano de fase, existird

apenas uma trajetéria que passa pela condicao inicial Xy, ou seja, todas as solugoess que
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satisfazem a condicao inicial tém a mesma trajetéria, e assim, o plano de fase permite

observar qualitativamente a estabilidade do sistema.

E chamado de ponto critico ou de equilibrio do sistema auténomo (3.1) X° =

(2%, y°) que satisfaz % = 0, ou seja, * = xg € Y = Yo € uma solucao constante desse

sistema.

Definicao 3.2 Um ponto critico X° € dito estdvel se, dado qualquer € > 0, existe
o > 0, tal que toda solugio X = @(t), que satisfaz |p(te) — X°|| < o, existe para
todo t > 0 e satisfaz ||p(t) — X°|| < €, para todo t > 0.

Ou seja, um ponto critico é chamado estével se a diferenga de ||¢(to) — X°|| ¢ menor

que um raio o e menor que um raio € préximo ao ponto critico X©.

Definicao 3.3 Um ponto X° € dito assintoticamente estdvel se é estdvel e ainda, se
eziste 0o, 0 < 09 < 0, tal que se uma solucio X = ¢(t) satisfaz ||d(t) — X°|| < o,

T . 0
entao tllgloqb(to) = X".

Ou seja, um ponto critico é chamado assintoticamente estavel se é estavel, e mais,

quando calculamos tlim @(to) esse limite tende ao ponto critico X°.
—>00
Definicao 3.4 Um ponto critico que nao é estavel é dito instdvel.

Ou seja, um ponto critico é chamado instdvel se a diferenga de ||p(to) — X°|| é
menor que um raio o préximo ao ponto critico X, e com o passar do tempo a solucao

geral se afasta do ponto critico com uma diferenga ||p(t) — X°|| > e.

Exemplo 3.1 Considere o sistema

dx P

— = —x T

dt Y

dy 2 _ 2

p— —xx° —

di Y Yy

Afim de encontrarmos os pontos pontos criticos devemos fazer % = 0. Logo temos

—x+2xzy =0

y—x*—y*=0
Resolvendo esse sistema obtemos os sequintes pontos criticos, P, = (0,0), P, = (0,1),

P; = (%, %) e Py = (_71, %) e o plano de fase desse sistema € dado pela figura abaizo:
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Figura 3.1: Plano de fase para o Fxemplo 3.1.

Fonte: Os autores

Podemos observar, pelo plano de fase, que as pontos P, = (0,0) e P, = (0,1)
parecem ser instdveis, haja vista que as trajetorias que comegam proxima a esses pontos
se afastam dos mesmos. No entanto, os pontos Py = %, %) e Py = (_71, %) parecem

ser estdveis, pois as trajetorias que comegam proxima o eles, assim permanecem.

Exemplo 3.2 Considere o sistema

dx 2 + 0
— = =2 J—
dt Y
dy
— =x—2y+1
dt Y
Afim de encontrarmos os pontos criticos devemos fazer % = 0. Vamos resolver esse
sistema por substituicao. Dai temos:
—2z+y—2=0
r—2y+1=0
Isolando a incognita & na primeira equacao obtemos, € = 2__—23’ Agora substituindo
x na sequnda equacao obtemos, <2__—2y) —2y4+1=0o0ndey=0ex = —1. Logo o

ponto critico é Py = (—1,0) e o plano de fase desse sistema € dado pela figura abaizo:

38



Figura 3.2: Plano de fase para o Fxemplo 3.2.

Fonte: Os autores

Neste exemplo o ponto P, = (—1,0) parece ser assintoticamente estdvel, jd que as
9 4
trajetorias que comecam proxima a ele, assim permanecem, e ainda tende ao proprio

ponto.

O teorema a seguir caracteriza, através da natureza dos autovalores, o tipo de solucao

para o caso do sistema ser linear bidimensional.

Teorema 3.1 O ponto critico X° do sistema linear X' = AX, onde Aaxa, é: as-
sintoticamente estdavel se os autovalores A1 e Ag $ao reais e negativos ou tem parte real
negativa; estavel, mas nao assintoticamente estdvel, se 0s autovalores Ay e Ay sdo ima-
ginarios puros; instdavel se os autovalores A1 e Ao sdo reais e um deles € positivo, ou se

ambos tem parte real positiva.
Demonstracao 1 Ver Boyce (2011, p. 259-263).

Lema 3.1 Seja X° = (0,0) ponto critico do sistema linear

dx n
— —=anpr+a
dt H 124 dXx ai; Qi
ou —— = X. (3.3)
dy dt az; Q22
at = a1 + a2y
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Dizemos que X°:
(a) € assintoticamente estdvel se tr(A) < 0 e det(A) > 0
(b) € estavel se tr(A) = 0 e det(A) >0

(c) € instdvel se tr(A) > 0 ou det(A) < 0, onde A € a matriz de coeficientes.

Demonstracao 2 A matriz de coeficientes do sistema (3.3) € dada por:

ay; aix2

A=

az; Q22

sendo que o traco e o determinante da matriz A sao, respectivamente:

tr(A) = ai1+ az

det(A) = Qa11022 — 12021

Os autovalores A associados a matriz A, sao dados por:

(a11 + a22) £ /(a1 + a22)? — 4(ar1a22 — a12a21)
2
tr(A) £ /tr(A)? — 4det(A)
2

A =

A =

Do teorema 3.1, note que:

(a) Para ocorrer estabilidade assintdtica os autovalores devem ser complexos com

parte real negativa ou reais negativos.

O primeiro caso ocorre se, inicialmente, tr(A) < 0 e tr(A)? — 4det(A) < 0, ou
seja, tr(A)? < 4det(A). E como tr(A)? > 0, entao

0 <tr(A)? < 4det(A) = 0<d4det(A) = det(A) >0

Para o caso dos autovalores serem reais negativos € necessario que tr(A) < 0 e

det(A) > 0, e ainda,

Sedet(A) =0 = A1 =0 ey <0, e nada podemos afirmar.

Se det(A) <0 = +/tr(A)2 — 4det(A) > |tr(A)|, e ezistird X > 0.
Logo, se tr(A) < 0 e det(A) > 0 entao x° é assintoticamente estdvel.
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(b) Para ocorrer estabilidade os autovalores devem ser imagindrios puros, e para isso
¢ necessdrio que tr(A) = 0 e tr(A)? — 4det(A) < 0, ou seja, det(A) > 0.

Logo, se tr(A) = 0 e det(A) > 0 entio x° é estdvel.

(c) Para ocorrer instabilidade os autovalores devem ser complexos com parte real
positiva ou reais com ao menos um autovalor positivo.

No primeiro caso, inicialmente deve ocorrer tr(A) > 0 e tr(A)? — 4det(A) < 0,
ou seja, tr(A)? < 4det(A). E como tr(A)? > 0, entdo

0 < tr(A)® < 4det(A) = 0 < 4det(A) = det(A) > 0.

Para que ao menos um autovalor seja positivo, inicialmente deve ocorrer tr(A)? —

4det(A) > 0. Note que:

Se det(A) < 0, entio \/tr(A)? — 4det(A) > |tr(A)|, independente do sinal de

tr(A). E com isso sempre existira ao menos um autovalor positivo.

Se tr(A) > 0, entio tr(A) + \/tr(A)2 — 4det(A) > 0, independente do sinal de
det(A), e assim sempre existird um autovalor positivo, ou entdo autovalores complexos

com parte real positiva, e novamente ocorre instabilidade.

Dessa forma, se tr(A) > 0 ou det(A) < 0 entio x° € instdvel.

3.3 Sistemas Localmente Lineares

Todo o estudo feito até o momento diz respeito a pontos criticos de sistemas autonomos
lineares. No entanto, quando sao considerados sistemas autonomos nao lineares nem sem-
pre isso é possivel, principalmente por existirem, em alguns casos, muitos pontos criticos,
0 que permite que o comportamente de uma solucao préxima a um ponto critico possa

ser influenciado pelo fato de também estar préxima a outro ponto critico.

Exemplo 3.3 Considere o plano de fase do sistema

dx 0
E:w—w — Y
(3.4)
ﬁ=3y—wy—2y2
dt
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dx

Afim de encontrarmos os pontos criticos devemos fazer <2 = 0. Vamos resolver esse

sistema por substituicao. Dai temos:

x—x>—xzy=0

3y —xy —2y2 =0

Podemos percebar que o ponto Py = (0,0) é um dos pontos criticos desse sistema.
Agora isolando a incognita y na primeira equac¢do obtemos y = 1 — x. Substituindo
o valor de y na sequnda equacdo obtemos —x% +1 = 0, onde ;1 = 1 e £5 = —1,
resultando nos pontos criticos Py, = (1,0) e P3 = (—1,2).

Agora isolando x na sequnda equacdo obtemos * = 3 — 2y. Substituindo o valor de

3

5 € Y2 = 2, resultando

x na primeira equacao obtemos —2y? + Ty —6 = 0, onde y; =
nos pontos criticos Py = (0,32) e P = (—1,2).
Logo os pontos criticos do sistema (3.4) sao Py = (0,0), P, = (1,0), P3 = (—1,2)

e Py = (0, g), e o plano de fase desse sistema € dado pela figura abaizo:
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Figura 3.3: Plano de fase para o sistema (3.4).

Fonte: Os autores

Esse sistema possui quatro pontos de equilibrio: Py = (0,0), P, = (1,0), P3 =
(-1,2) e P, = (O, %) Na figura 3.3, podemos observar o comportamento de vdrias
trajetorias proximas aos pontos de equilibrio. Por exemplo se forem tomadas condigoes
iniciais prozimas de Py = (0,0), algumas trajetérias se aproximam do equilibrio Py e

outras se afastam, inclusive de Ps e Py.

3.3.1 Primeiro Método de Lyapunov

Considere agora um sistema autonomo nao linear bidimensional

ax

— = F(X). (3.5)

O objetivo é analisar o comportamento das trajetérias de (3.5) préximo a um ponto
de equilibrio 2. Isso seré feito procurando “aproximar”o sistema (3.5) por um sistema

linear adequado.

Seja entao

X' = AX + g(X) (3.6)

onde X° = (2% y°) ¢ um ponto critico isolado desse sistema, ou seja, existe alguma

vizinhanca de centro £° dentro da qual ndo hé outro ponto critico isolado do sistema
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X' = AX, ou scja, det A # 0.
Para que o comportamento do sistema (3.6), esteja préxima do sistema X "= AX

deve-se ter g(X) suficientemente pequeno, isto é,

lg(X)|
1 X1l

onde g(X) = (g1(x,¥), g2(x,y))" ¢ X = (z,y)".
Disso, ¢ possivel escrever || X || = /&2 + y?2 =re|g(X)|| = V93 (z,y) + 92(x,y),

e assim, a condigao (3.7) ¢ satisfeita se, e somente se:

— 0 quando X — 0 (3.7)

9, 0, 92 .9 quando r — 0 (3.8)
r r

Deste modo, um sistema da forma (3.6) que satisfaz as condicoes (3.8) é chamada

sistema localmente linear na vizinhanga do ponto critico (z°, y°).

Voltando ao sistema (3.5), é possivel reescrevé-lo na forma escalar:

dx

i F(z,y)

‘ (3.9)
Y

i G(z,y)

Reescrevendo F' e G como um polinomio de Taylor de ordem 1 na vizinhanca do

ponto critico X% = (z%, ¢°), tem-se:

dx
dt = F(z°,9°) + Fo(2°,¢°) (z — 2°) + Fy(woa )y —y°) +m(z,y)
d
d_z = G(z%y°) + Go(2°y°) (x — 2°) + Gy(w()? )y —y°) + n2(z, y)
onde:
771(5157 y) 0,0
— 0 quando (x,y) — (=°,y
V(e — %2 + (y — y°)? )=y
"72(337 y) o ,0
—0 d —
V(e —x0)2 + (y — y°)? uando. (@,9) = (@4
Note que:

F(woa yO) = 0= G(woa yO)’
dx d(x — x°)
YY)

dt ot
dy _ 9(y—y")
dt ot
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Com isso, o sistema (3.9) pode ser escrito como:

d | z—a° Fa(a%y%) Fy(@%9) | | x—2® | | m(zy)
dt |y —y° Ga(2,y°) Gy(z%9°) | | y—9° M2(2, )
Em notacao vetorial, tem-se:

au Af(X0)
dt ot

U+ n(X)

onde U = (z — 2%y — y")T en = (m,n2)".

Se F' e G tiverem derivadas parciais de segunda ordem continuas, essa aproximacao
de Taylor é vélida e, consequentemente, o sistema sera localmente linear, ja que n — 0.
Logo, o sistema (3.9) é localmente linear na vizinhanga do ponto X° = (2%, y°) se F
e G forem de classe C2%. E ainda, o sistema que aproxima o sistema nao linear (3.9) na

vizinhanca de X° ¢ dado por:

d | u F,(z° 4% F,(z°¢° u
a _ (=%, y") y(z%, y") (3.10)
dt | y G.(2%y°) G,(z°y°) v
onde u = (x — x°) e v = (y — y°).
A matriz de coeficientes em (3.10) ¢ a Matriz Jacobiana de F' ¢ G em relagao a @

e y, calculada no ponto critico X?©.

Exemplo 3.4 Considere o sistema

d
d—f=w2+y2—6

(3.11)
dt

Tem-se F(x,y) = 22 + y*> — 6 ¢ G = x®> — y sao de classe C*, jd que sao
fungoes polinomiais. Logo, o sistema € localmente linear, e assim € possivel determinar
0s sistemas lineares que aproximam esse sistema nao linear na vizinhanca de cada ponto

critico.

Afim de encontrarmos os pontos criticos devemos fazer % = 0. Vamos resolver esse

sistema por substituicdo. Dai temos:

2+ 9y?—-—6=0

2 —y=0
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Isolando a incégnita y na sequnda equacdo obtemos, y = x2. Agora substituindo o
valor de y na primeira equagdo obtemos, y> +y — 6 = 0 onde, y; = —3 ey, = 2. Se
y1 = —3, entdo £2 = —3 ndo tém solucoes reais. Agora tomando ys = 2 obtemos os
sequintes pontos criticos Py = (v/2,2) e Py = (—v/2,2), e a matriz Jacobiana é dada

por:
J— F, F, _ 2 2y
G, G, 2x —4

Sendo assim, € possivel encontrar os sistemas desejados. No ponto Py = (\/5, 2), 0

sistema linear correspondente é:

d | u 2v2 4 u
— = (3.12)
dt | o 2\/§ -1 v

Afim de analisar a estabilidade do sistema (3.12), vamos fazer uso do Lema 3.1

analisando as caracteristicas do traco e do determinante da matriz de coeficientes do

sistema linear. Dai temos:

242 4
242 —1

A=

Logo, o trago e o determinante sao:

tr(A) = 2v2-1>0
det(A) = —10vV2 <0

Portanto pelo Lema 3.1 o ponto Py = (\/2,2) ¢ instdvel. Podemos visualizar esse

caso nos planos de fase abaizo:
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tema linear (3.12). tema nao linear (3.11).
Fonte: Os autores Fonte: Os autores
Agora no ponto Py = (—+/2,2), o sistema linear associado é:
d | u —2v/2 4 u
= (3.13)

dt | o —2\/5 -1 v

Afim de analisar a estabilidade do sistema (3.13), vamos usar novamente o Lema 5.1.

Dai temos:

—2v2 4
—2v2 -1

Logo, o traco e o determinante sao:

A=

tr(A) = —2v2-1<0
det(A) = 10v/2 >0

Portanto pelo Lema 3.1 o ponto Py = (—\/5, 2) € assintoticamente estdvel. Podemos

visualizar esse caso nos planos de fase abaizo:
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Figura 3.6: Plano de fase do sis- Figura 3.7: Plano de fase do sis-

tema linear (3.13). tema ndo linear (3.11).

Fonte: Os autores Fonte: Os autores

No exemplo 3.4 podemos perceber que as trajetérias de X' = AX sdo boas apro-
ximagdes do sistema nio linear X' = AX + g(X) na vizinhanca do ponto critico X°.
Entretanto, nao é possivel afirmar isso em todos os casos. Veremos a seguir um teorema

que estabelece o tipo de estabilidade de um ponto critico de um sistema nao linear a

partir do sistema linerar correspondente.

Teorema 3.2 sejam A1 e Ao 0s autovalores do sistema linear X' =AX correspondente
ao sistema linear X' = AX +g(X). Entdo o tipo de estabilidade do ponto critico (0,0)

do sistema linear X' = AX 4+ g(X) sdo como descritos na tabela abaizo.
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Autovalores Sistemas Linear Sistemas Localmente Linear
A1, Az Tipo Estabilidade Tipo Estabilidade
A1 > A2 >0 N Instével N Instével
A< A2 <0 N AE N AE
A2 <0 < Ny PS Instavel PS Instavel
A1 =22 >0 NP ou NI Instével N ou PE Instével
A1 =X <0 NP ou NI AE N ou PE AE
AL, A2 = axib;a >0 PE Instavel PE Instavel
A, A2 =aXib;a <0 PE AE PE AE
A1 = tb; Ay = —1b C Estavel C ou PE | Indeterminado

Tabela 3.1: Propriedades de FEstabilidade e Instabilidade de Sistemas Lineares e Local-
mente Lineares, onde AE: assintoticamente estdvel; N: no; NI: no improprio; NP: no
proprio; PE: ponto espiral; PS: ponto de sela; C: centro.

Fonte: Boyce (2011, p. 272)

Demonstracao 3 Ver Boyce (2011, p. 272) e Bessa (2011, p. 46-51).
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Capitulo 4

Modelos Matematicos em

Epidemiologia

A palavra epidemiologia vem do grego que significa “estudo sobre o povo”, é a ciéncia
que estuda os fatores condicionantes e determinantes dos fenomenos de doenga e saide

em uma populagao humana.

Segundo (Lilienfeld, 1980) a epidemiologia é a ciéncia que estuda os padroes e os

fatores determinantes dos acontecimentos de doengas em popula¢ées humanas.

A epidemiologia, portanto, é um campo da ciéncia que olha os vérios fatores genéticos,
sociais ou ambientais, que determinam a ocorréncia e a distribuicao de satide, doencas,

defeitos, incapacidade e morte entre os grupos humanos.

Um dos primeiros estudos que se tem conhecimento acerca de doencas
epidemiolodgicas foi feito por Daniel Bernoulli, em 1790, que teve como ob-
jetivo estudar a transmissao da variola. Apds esse inicio, juntamente com
um estudo mais aprofundado na area de medicina, outros casos puderam ser
analisados com mais detalhes.

Hamer, em 1906, analisou casos nos quais a taxa de transmissao da doencga
ocorria por meio de contato entre individuos suscetiveis e individuos infecta-
dos, conhecido como Lei de Agao das Massas. Na mesma época, Ronald
Ross fez um estudo sobre a malaria, para mostrar que sua transmissao se dava

pela picada de um mosquito contaminado, e mais adiante, em 1908, elabo-
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rou um modelo matemé&tico mais detalhado para o estudo de tal doenca.
Contudo, um dos modelos de maior relevancia e que mais influenciaram
no desenvolvimento de modelos matematicos foi o modelo SIR (Suscetivel-
Infectado-Recuperado), estudado por Kermack e McKendrick, em 1927, os
quais concluiram que um numero pequeno de individuos infectados, mesmo
em contato com individuos suscetiveis, nao geram uma epidemia.

A partir dai, diversos outros modelos mateméaticos em epidemiologia pas-
saram a ser estudadas como o SIS (Suscetivel-Infectado-Suscetivel) e suas
derivagoes, o SIRS (Suscetivel-Infectado-Recuperado-Suscetivel) e suas de-
rivagoes. Ha essas derivacoes chamamos de modelos compartimentais, devido
ao fato da populacao ser dividida em classes que indicam em qual estado se

encontra o individuo. Como por exemplo podem ser citadas as classes:

e Imunidade Passiva (M): individuos que nascem imunes, pois receberam
anticorpos pela mae;
e Transmissao Vertical (T'): individuos que ji nasceram com a doenca,

adquirindo-a através da mae infectada;

e Suscetiveis (S): individuos sadios que estdo suscetiveis a contrair a

doenga;

e Infectados (I): individuos que contrairam a doenga e podem transmiti-la

aos individuos suscetiveis por transmissao direta;

e Portadores (P): individuos portadores da doenga que estao em periodo

latente, isto é, foram infectados, mas ainda nao transmitem a doenca;

e Removidos (R): individuos que foram infectados, mas nao sdo mais
portadores da doenga, por motivo de isolamento, cura (adquirindo ou

nao imunidade) ou morte.

Assim, pode-se escrever a populacao total IN como a soma dos individuos
das classes acima citadas, ouseja, N =M +T + S+ 1+ P+ R. (LUIZ,
2012, p. 29-30)
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De forma geral, o estudo de modelos matematicos em epidemiologia tem como objetivo
principal analisar a taxa de propagacao da doenca e a taxa de reprodutibilidade basal.

Nesse capitulo vamos trabalhar apenas com o modelo SIS e suas derivagoes, haja vista
que vamos usar esse modelo para estudar a estabilidade de um sistema modelado. Afim
de estudarmos trés casos do modelo SIS, vamos considerar as doencas com transmissao
direta, com nascimentos de pessoas sadias e suscetiveis (T' = 0 e M = 0) com periodo

latente muito curto, que pode ser despresado (P = 0) e nao havendo forma de isolamento

(R =0).

4.1 Modelo SIS

Para a elaboracao dos casos do modelo SIS a seguir, utilizamos alguns resultados que

foram retirados da dissertacao de mestrado da autora Luiz (2012).

O modelo SIS é utilizado para descrever doencas nas quais os individuos suscetiveis
a adquirem, tornando-se infectados e, apds a recuperacao, nao adiquirem imunidade,

tornando-se susceiveis novamente. Neste caso nao hé periodo latente nem isolamentos.

As condigoes iniciais sao:

I(0) = I,

Serao estudados trés casos de modelos SIS, os quais seguem.

4.1.1 SIS com N constante (sem dinamica vital)

Neste caso, a populacao IN é constante e nao ha dinamica vital, ou seja, na populacao
estudada nao sao considerados nascimentos nem mortes.

Seja a a taxa de transmissao da doenga. Como essa transmissao se da com o encontro
entre individuos suscetiveis e infectados, entao a variacao de individuos suscetiveis em
relacao ao tempo pode ser modelado por aS1I. Seja B a taxa de recuperagao da doenca.

Considere a variacao dos individuos infectados, entao o retorno a classe de suscetiveis
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serd modelado por BI. Com isso, neste caso o modelo SIS pode ser representado pelo

diagrama a seguir:

BI

oSI

Figura 4.1: Diagrama compartimental para o Caso 1 do modelo SIS.

Fonte: Os autores

Note que, uma fragao dos individuos suscetiveis, por meio do contato com os in-
dividuos infectados, adquirem a doenca e passam para a classe de infectados. Do mesmo
modo, os individuos infectados, ao se recuperarem, nao adquirem imunidade e retornam

a classe de suscetiveis.

Com isso, a dinamica de uma doenca com essas caracteristicas pode ser descrita pelo

sistema de equacoes diferenciais:

ds SI + 31
— = —
dt
, (4.1)
i SI — 31
— = J—
dt
onde ¢, >0e N =5+41.
Entao:
F(S,I) = —aSI+ BI
G(S,I) = aSI—pI
Afim de encontrarmos os pontos criticos de (4.1), devemos fazer F(S,I) = 0 =

G(S, I). Logo temos o sistema

—aSI+pBI =0
aSI —BI =0

onde as solugoes desse sistema sao os pontos criticos
P, = (S,0) = (N —1,0) = (N,0)
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()= (=3) - (-2)

Observe que, como a populacao total IN é constante, os pontos P; e Py estao sobre
areta N =8+ 1.

A analise de estabilidade desses pontos sera feita através das caracteristicas do trago
e do determinante da matriz de coeficientes do sistema linear, conforme os resultados
apresentados no capitulo anterior. Para isso, é preciso determinar a matriz Jacobiana,

dada por

7 F, Fr —al —aS+p3
G, Gp ol asS —pf3

No ponto P; = (N, 0), o sistema linear correspondente ao sistema (4.1) é:

d | u 0 —aN + [ u
dt | o 0 aN -3 v
cuja matriz de coeficientes é

0 —aN + g
0 aN -3

A=

Logo, o traco e o determinante sao:

tr(A) = aN —p
det(A) = 0

Portanto, como os coeficientes sdo valores positivos (a, 3 > 0), e a populagao total
N ¢ suficiente grande, segue que tr(A) > 0, e pelo Lema 3.1 e Teorema 3.2, o ponto
P, = (NN, 0) é instavel.

Para o ponto P, = (g, N — g), o sistema linear correspondente ao sistema (4.1) é:

d | u —aN+p3 0 Uu
dt | o aN -3 0 v
cuja matriz de coeficientes é

—aN+8 0
aN —3 0
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Logo, o traco e o determinante sao:

tr(A) = —aN+3<0
det(A) = 0

Com isso, através do Lema 3.1, nada se pode afirmar a respeito do ponto P, =
(g, N — g) Entao, sera feito um estudo de %.

Como N é constante, e N = S(t) 4+ I(t), segue que S = N — I. Resolvendo %,
temos:

dI B
—:aSI—BI:a(N—I)I—ﬁI:aI[<N——)—I]
dt o

Afim de resolver essa EDO de primeira ordem, vamos usar separagao de variaveis.

Logo:
aN — 3

I =
a+ |(aN — 3) % — a] e (aN—p)t

Entao, quandot — oo, I — N — g E consequentemente, S — g Logo o ponto
P, = (g, N — g) é assintoticamente estavel.

Do sistema (4.1) segue que se S > g e I # 0 entao % >0e C(li—f < 0. Assim, o
ponto (S, I) se aproxima de (g, N — g) sobre a reta N = S + I. Do mesmo modo
queseS<g,comIio,entéo%<Oe§>0.

E novamente o ponto (S, I) se aproxima de (g, N — g) sobre a reta N = S + 1.

Veja a figura abaixo:
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Rl

Figura 4.2: Plano de fase para o Caso 1 do modelo SIS.

Fonte: Os autores

4.1.2 SIS com N constante (com dinamica vital)

Neste caso ha dinamica vital, ou seja, na populacao considerada ha nascimentos e
mortes, contudo, como a populacao total IN é constante, considera-se que o niimero de
nascimentos ¢ igual ao numero de mortes, e ainda, que os nascimentos sao de individuos
sadios.

Seja v a taxa de natalidade, que é igual a taxa de mortalidade. Entao, o modelo SIS

neste caso pode ser representado pelo diagrama a seguir:

YN BI

aSI1

S vl

Figura 4.3: Diagrama compartimental para o Caso 2 do modelo SIS.

Fonte: Os autores

Note que a saida de individuos da classe de suscetiveis ocorre por morte ou equisigao
da doenca, passando para a classe de infectados. Ainda na classe de suscetiveis, a entrada

de individuos ocorre com os nascimentos (que sao proporcionais a populagao total), assim
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como os individuos que eram infectados e se recuperaram, nao adquirindo imunidade. O

sistema de equagoes diferenciais que descreve esse modelo é dado por:

ds
i —aSI + BI +~N —~S
, (12)
a _ SI — 31 I
at 7
onde ¢, 3,y >0e N =5+ 1.

Como N = S + I, entao
F(S,I) = —aSI+pBI+~I
G(S,I) = aSI—pI —~I

Afim de encontrarmos os pontos criticos de (4.2), devemos fazer F(S,I) = 0 =

G(S,I). Logo temos o sistema

—aSI+B8I+~I=0
aSI —BI —~I =0

onde as solugoes desse sistema sao os pontos criticos

P, = (S5,0) = (N — 1,0) = (N, 0)

P, — <B+7,I) _ (B+7’N_S> _ <ﬁ+7’N_B+'7).

a a a a
Observe que, novamente P; e Ps estao sobre a reta N = S+ I, pois IN é constante.
A anadlise de estabilidade desses pontos também sera feita através das caracteristicas

do traco e do determinante da matriz de coeficientes do sistema linearizado. A matriz

Jacobiana é dado por

G; Gp al aS — 08—~
No ponto P; = (N, 0), o sistema linearizado correspondente ao sistema (4.2) é:

d | u 0 —aN+B8+7~ u

dt | 4 0 aN—-—(8—~ v ’
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cuja matriz de coeficientes é

0 —aN + 8+~
0 aN—-(38—~

A=

Logo, o traco e o determinante sao:

tr(A) = aN —-pB—~
det(A) = 0,

e pelo Lema 3.1 e Teorema 3.2, o ponto P; = (N, 0) é instavel.

Para o ponto Py = (%, N — Baﬂ), o sistema linearizado correspondente ao sis-
tema (4.2) é:
d | u —aN +8+~ 0 u

dt | 4 aN —-3—~ 0 v ’

cuja matriz de coeficientes é

—aN+pB+~ 0
aoN —-3—~ 0

A=

Logo, o traco e o determinante sao:

tr(A) = —aN+B8+~4<0
det(A) = 0,

e pelo Lema 3.1 nada se pode afirmar sobre o ponto P, = (ﬂﬂ, N — %) Entao,

[e%

serd feito um estudo de %.

Novamente ocorre S = N — I. Resolvendo %, segue:

%:aSI—BI—fyI:a(N—I)I—ﬂI—ﬂ:aIKN—BJ”) —I]
(8

Afim de resolver essa EDO de primeira ordem, vamos usar separagao de variaveis.

Logo:
aN — 33—~

I =
a+|(@N =B =) % —a|e-@N-p-mr

Entao, quando t — oo, I — N — '6% E consequentemente, S — ﬁaﬂ Logo o

ponto Py = (XX, N — BEY) ¢ assintoticamente estével.
a a
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Deste modo, segue a mesma conclusao do Caso 1. Isto é, se S > g e I # 0, entao
% >0e % < 0. Logo, o ponto (S, I) se aproxima de (Baﬂ,N — %) sobre a reta
N = S + I. Conclusao analoga é obtida para S < g el =0.

Pode-se observar que ao considerar dinamica vital no modelo SIS, quando a populagao
¢é constante, a magnitude de cada coordenada do ponto de equilibrio Ps ¢ alterada, mas

o tipo de estabilidade permanece o mesmo para os dois pontos de equilibrio existentes.

4.1.3 SIS com N variavel
Neste caso é considerado a populacao total IN varidavel. Ainda assim, é valida a
equacao N (t) = S(t) + I(t) em cada instante de tempo.

Seja v a taxa de natalidade e p a taxa de mortalidade, onde v # p. Deste modo, o

diagrama que representa este modelo é o seguinte:

YN Bl

aS1

wS wl

Figura 4.4: Diagrama compartimental para o Caso 3 do modelo SIS.

Fonte: Os autores

E o sistema de equagoes diferenciais é dado por:

as

; (4.3)
I _ s1 BI — pul
a H

onde a, B,v, 1 > 0,7 > pe N(t) = S(t) + I(t).
Como N = S + I, entao

F(S,I) = —aSI+pBI+~S+~I —uS
G(S,I) = aSI —pI —pul
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Afim de encontrarmos os pontos criticos de (4.3), devemos fazer F(S,I) = 0 =

G(S,I). Logo temos o sistema

—aSI+BI+~S+~I —uS =0
aSI —BI —ul =0

onde as solugoes desse sistema sao os pontos criticos

P, = (SaI) = (030)

PZZ(S,I):<ﬁ+u,—B—u>.
(81

(83

Note que, Py = (0, 0) é um ponto de equilibrio que nao faz sentido estudar do ponto

de vista biolégico, e também que no ponto de equilibrio P» = (S,I) = (%, ﬂ)

o7

ocorre I = % < 0. Assim, observa-se que nao hé ponto de equilibrio. Bassanezi[2]

observa que “para qualquer valor Iy > 0 a trajetéria atinge o valor maximo para S

S(v—w)

5 () enquanto I — oo

quando intercepta a isoclina (curva onde % =0) I =

quando t — o0”.
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Capitulo 5

Um Modelo SIS para a Doenca de
Chagas

5.1 A Doenca de Chagas

A Doenga de Chagas ou Tripanossomiase Americana, é uma doenca infecciosa para-
sitaria causada pelo protozodrio flagelado Trypanosoma cruzi (nome dado em homenagem
ao médico brasileiro Oswaldo Cruz), a mesma tem como vetor o inseto hematéfago da
subfamilia dos triatomineos (familia dos Reduvideos) conhecido popularmente como “ba-
beiro”. Essa doenca foi descoberta por volta de 1908 pelo médico e pesquisador brasileiro

Carlos Justiniano Ribeiro Chagas.

Ao ser enviado para combater uma epidemia de maldria na regiao de Lassance (mu-
nicipio localizado no estado de Minas Gerais), Carlos Chagas foi informado de que havia
uma infestagao, nas casas daquela regiao, de um inseto hematéfago da espécie Triatoma
infestans conhecido como barbeiro devido ao fato dele sugar o sangue da face das pessoas
durante a noite. Entao Chagas resolveu investigar e constatou que no intestino desse

inseto abrigava uma nova espécie de Trypanosoma.
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Figura 5.1: Barbeiro.
Fonte: Portal de noticia CE, 2016

O principal meio de transmissao da doenca é a vetorial, ou seja, através do contato
das fezes do barbeiro com a pele lesionada apds a picada do mesmo. Também existe
outras formas de transmissao conhecida como vertical que, é quando a mae contaminada
passa para o filho ainda na gestacao, e também através de alimentos contaminados e

transfusoes de sangue.

A forma normal de contrair a doenga de acordo com Junior:

O mecanismo normal de infeccao ocorre quando algum inseto hematofago
contaminado coro o parasita pica as pessoas, geralmente a noite e na regiao
da face, e residuos de suas fezes, que estao contaminadas coro o tripanosoma,
aderem a pequena lesdo aberta com o ferrdao. A pessoa vitimada, no ato
de cocar o local da picada, espalha as fezes do mosquito sobre o ferimento.
Assim, ocorre a penetracao dos parasitas nas células da pele atingindo a

corrente sanguinea humana, bem como a de outros mamiferos.(2002, p. 11).

Apés a contaminacao existe um periodo de encubagao que pode durar até duas se-
manas. Depois desse periodo se da inicio a fase aguda da doenca que dura de 3 a 8
semanas. Essa fase também ¢é conhecida como assintomatica devido apresentar apenas
alguns sintomas como afirma Junior (2002, p.12) “[...] a vitima apresenta um quadro que
se resume a uma reacao local a picada e febre alta continua ou intermitente e, cansago e

desanimo decorrentes”.

A Doenga de Chagas pode possuir duas fases de acordo com Junior (2002, p.12) “[...]
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um longo periodo na forma cronica e a forma clinica ou final da doenga”. A fase cronica
¢é aquela que o paciente leva a doenga consigo por alguns anos ou pela vida inteira, ja a
fase clinica é o estdgio mais avancado da doenca na qual atinge érgaos vitais do corpo e

levando consequentemente a morte.

E importante ressaltar o trabalho de Carlos Chagas que foi o Unico pesquisador a
descrever uma patologia por completo, ou seja, ele descobriu o agente etioldgico, o vetor,
hospedeiro, ciclo epidemioldgico e os sintomas clinicos em humanos. Seu trabalho foi
reconhecido em todo o mundo e também é de grande importancia para a epidemiologia
matematica que, ao longos dos anos, vem criando modelos para interpretar e descrever

de forma mais precisa a dinamica da Doenga de Chagas.

A Doenca de Chagas é um mal que atinge milhares de pessoas principalmente na
América Latina, e a maioria dessas pessoal sao as que se encontram na linha da pobreza
na sociedade, ou seja, as localidades em que vivem nao tem uma boa estrutura de moradia
facilitando a disseminacao da doenca. Segundo a Organizacao Mundial da Saude, a
Doenca de Chagas é uma das maiores endemias da América Latina ficando atras somente
da maldria, “[...] estimando que existem entre 16 e¢ 18 milhdes de pessoas infectadas e
cerca de outras 100 milhoes de pessoas na América Central e América do sul sob risco
de infeccao”. (JfJNIOR, 2002, p. 13)

E importante ressaltar o trabalho de Carlos Chagas que foi o Unico pesquisador a
descrever uma patologia por completo, ou seja, ele descobriu o agente etioldgico, o vetor,
hospedeiro, ciclo epidemioldgico e os sintomas clinicos em humanos. Seu trabalho foi
reconhecido em todo o mundo e também é de grande importancia para a epidemiologia
matematica que, ao longos dos anos, vem criando modelos para interpretar e descrever

de forma mais precisa a dinamica da Doenga de Chagas.

5.2 Modelo SIS com Mistura Proporcional e Trans-

missao Vetorial

Para a elaboragao deste modelo e o estudo de estabilidade do mesmo, utilizamos alguns

resultados que foram retirados da dissertagao de mestrado do autor Junior (2002).
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Para esse modelo vamos tratar matematicamente a dinamica da transmissao da in-
fecgao de Chagas, analizando um modelo compartimental da doenca do tipo SIS com
dinamica vital, ou seja, adotando distintas taxas de natalidade e mortalidade para a
classe de individuos suscetiveis. Com essa caracterizagao, a populacao total N é tal que
N(t) =S(t) + I(1).

Neste modelo consideramos ambas as transmissoes vertical e horizontal. O processo de

transmissao horizontal ocorre através da transfusao de sangue de doadores contaminados.

A transmissdo vetorial (também como mecanismo de transmissao horizontal) ocorre
e evidentemente serd devida a presencga dos vetores transmissores que sao portadores do
agente patogénico. Neste caso nao distinguimos os vetores que estao contaminados dos
que nao estao contaminados, entre a forma cronica e a clinica da infec¢cao e nao levamos
em consideracao a estrutura de idade da populacao. Nesta maneira, nao consideramos o
devido periodo de maturacao para os recém-nascidos infectados. Consideramos também a

forca de infeccao da doenca dada por um termo que é descrito como mistura proporcional.

Podemos concluir que para o caso da Doenca de Chagas, os mecanismos de trans-
missao do agente infeccioso (Trypanosoma cruzi) obedecem a uma cadeia de transferéncia,
onde o principal mecanismo é o da transmissao vetorial, representada pela picada do
barbeiro contaminado e em sequéncia ocorrem a transmissao via transfusao de sangue

contaminado e a possibilidade de transmissao congénita.

5.2.1 O Modelo

Em se tratando de um modelo SIS com transmissao vetorial, adotamos uma taxa v
de transmissao vetorial da infeccao para a populacao humana de suscetiveis devido a
presenca de vetores infecciosos. Assumimos essa taxa como constante na dinamica da
doenga.

Para a transmissao horizontal adotamos aquela que ocorre via a transfusao de sangue
contaminado que tem origem no fluxo de imigrantes de dreas infectadas para areas nas
quais a infeccao nao esta se desenvolvendo. Assim, somente uma fragao da populacao
total esta sendo infectada, razao pelo qual essa forca de infeccao é conhecida como mistura

proporcional.
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Supomos entao que na populacao hospedeira na qual ocorre a infeccao, cada individuo
suscetivel entre em contato com, em média C' outros individuos. Logo, o nimero total

médio de contatos por unidade de tempo t por suscetivel na populagao total é C'S, sendo

que desse total a proporcao s+-1 é realizado com os individuos infectados. Assumimos

ainda, que existe uma proporcao p de contatos entre S e I que estao efetivamente

transmitindo a doenca. Entao, a razao com a qual os suscetiveis tornam-se infectados é

dado por
1 ST
pCS =K
S+1 S+1
onde k = pC.
Portanto, k é a razao de contatos dos suscetiveis e SLH é a proporcao do total de

contatos, via transfusao de sangue contaminado, de cada suscetivel que ocorre com in-

dividuos infectados.

As demais taxas adotadas, de acordo com as peculiaridades da doenca para este caso,

sao as seguintes:

e b = taxa de natalidade na populacao dos suscetiveis;
e b’ = taxa de natalidade na populacdo dos infectados:
e r = taxa de mortalidade na populacao dos suscetiveis;
e 7' = taxa de mortalidade na populacio dos infectados;

e c = taxa de remocao.

O processo de infecgao via transmissao vertical, é caracterizado pela possibilidade
do feto humano contrair a doenca, o qual pode ocorrer na gestagao ou no momento
do parto. Nesse aspecto, assumimos uma propor¢ao q da medida de probabilidade de
transmissao vertical e a propor¢ao complementar p como a medida de probabilidade de
nao transmissao vertical. Logo, p + ¢ = 1. Com base nessas consideracoes podemos

estabelecer as equacoes que regem a dinamica da infeccao para o caso aqui proposto:
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dS—(b )S+ (bp+c)I —k 51
ac " pe S+1

W Wg—r — I +vS+ k>
ae VT T e

(5.1)

5.2.2 Pontos de Equilibrio e Analise de Estabilidade

Afim de estudarmos a estabilidade do sistema (5.1) devemos fazer algumas alteragoes
nesse sistema, com o objetivo de analisar a estabilidade em um sistema equivalente ao
sistema (5.1).

Logo, as equagbes do modelo SIS (5.1) podem ser simplificadas com o objetivo de
obtermos a equacao dinamica para a populacao hospedeira total, a qual ¢ dividida na

classe dos individuos suscetiveis e infectados, ou seja, N (t) = S(t) + I(t). Somando

as equagoes do sistema (5.1) e usando N = S + I, obtemos as seguintes equagoes
equivalentes:

dN / /

—=Mb—-—7r)N+(r—-b+b —r)I

dN

(5.2)

dN (b 1S + (b’ ,) 7

—=(b—-r -7

dN

Sendo a taxa de natalidade dos infectados menor do que a dos suscetiveis e a taxa de
mortalidade maior, é razoavel que o valor de @ = (b — b)) + (' — 7) seja positivo. O
termo b — b’ em a, por exemplo, é uma taxa que representa o crescimento da populagéo

livre da infeccao.

Para analisar o caso geral, em que % # 0, é conviniente introduzirmos as seguintes

substituicoes:
S(t) I(t) / /
x(t) = —=<<1 t)=——<1l,a=0b—-—7r)—(b —r
Dai segue que * + y = 1. Logo, podemos com isto reduzir significativamente as

equagoes do modelo inicial, para obter um outro sistema equivalente que rege a dinamica
do modelo em questao. Para tanto, considerando as proporcoes @ e y dos individuos

suscetiveis e infectados, respectivamente, e as equagoes dadas em (5.1) e (5.2), teremos:

ds dN dx
=ax— +

dt dt dt
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(b VS + (b p+ O — kX — (b— )N + (r — b+ b — 1)l + N
r—uv p+ec S+1- r)T r )T 7
/ ’ ’ dx
(b—r—'v)a:—|—(bp+c)y—k:a:y=(b—’r)a:—|—(r—b—|—b—r):z:y—|—$
dx

P + (b'p+ )y — (k — a)zy.

dI _ dN JrNcly
a7V at dt

— (b—1)yS + (6 =) (N - S)y + N2

bg—1r —c)l +vS +k——
(qrc)+”+s+1 dt

’ /7 4 ’ /7 /7 d
b—r)y—(bpteoytvztkry=(b—r)zy— (b —7)zy+ (b —’r)y+d—3t/

d'y ’
ik (bp+ )y + (k — a)zy.
Esse tipo de andlise ¢ assumida em praticamente todos os modelos da Doenca de

Chagas que foram até entao desenvolvidos.

Portanto, as equagoes dinamicas equivalentes ao modelo (5.1) sao:

dx ’

o = vt (ptoy— (k—ajzy

. (5.3)
d—z =ve — (bp+c)y + (k — a)zy

Afim de estudarmos a estabilidade do sistema (5.3) que é equivalente ao sistema (5.1),
vamos usar o fato de que * + y = 1. Logo obtemos uma tnica equacao diferencial de

primeira ordem em y:

dy

S =T =v—(+bptec—k+ay— (k- (5.4)

Vale resaltar que os zeros de f(y) sdo os pontos de equilibrio de %. Nesse caso, a
estabilidade dos pontos de equilibrio da equagao (5.4) dependerd do sinal da derivada de

f(y) calculado no ponto g. Logo temos o seguinte teorema:

Teorema 5.1 Seja § um ponto critico da equacdo diferencial autéonoma y = g(y),

onde g € diferencidvel em 9.

e Se gl('y) < 0, entao Yy € um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel;
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e Se g’ (g) > 0, entio § € um ponto de equilibrio instdvel.

Dessa forma, podemos proceder ao estudo da estabilidade dos pontos de equilibrio do
modelo dado pela equagao (5.4) com base na variagao do parametro k — ac e considerando

v # 0. Temos entao os seguintes casos:
a) Caso k = «
A equagao se quadratica se reduz a uma equacao diferencial ordindria linear de pri-
meira ordem dada por:
dy

— =v—(pteto)y

Tomando f(y) = v — (b'p + ¢ + v)y e fazendo f(y) = 0, obtemos o tinico ponto
de equilibrio dado por:

_ v
y= bp+v+e
Sendo f'(y) = —(b'p + v + ¢) < 0, segue que f (§) < 0. Logo pelo Teorema

(5.1), g é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel.
b) Casok —a >0

Neste caso as raizes de (5.4) sao dadas por:

_(v+b'p—|—c—k—|—a):|:\/(v+b'p+c—k—|—a)2—|—4v(k—a)
y:
2(k — a)

Onde os pontos de equilibrio sao:

_ —(v—{—blp—|—c—k:—|—a)—|—\/(v—l—b'p—|—c—k:—|—a)2—|—4’v(k:—a) >0
2(k — a)

G — —(’v—|—b'p—|—c—k:—|—a)—\/(v—|—b'p—|—c—k—|—a)2+4v(k—a) <
g =

2(k — a) 0

Tendo em vista que f'(y) = —(v+b'p+c—k+a) —2(k— a)y, claramente tem-
se que (1) = —/(v+bp+c—k+a)?+4v(k —a) < 0, logo pelo Teorema

(5.1), g1 é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel.

Para f'(¥2), tem-se que f (g2) = /(v +bp+c—k+ a)? + 4v(k —a) > 0,

logo pelo Teorema (5.1), g2 é um ponto de equilibrio instavel.

c)Casok —a <0

68



Neste caso as raizes de (5.4) sao dadas por:

_'v+b'p+c—k:—|—a:|:\/('v+b'p+c—k:—|—a)2+4v(k—a)
N 2(a — k)

Onde os pontos de equilibrio sao:

'v—l—b'p—i—c—k—l—a—\/(v+b'p—|—c—k+a)2—4'v(a—k) S

_— 0

v 2(a — k)

_ v+bp+tc—k+a+/ (v+tbp+tc—k+a)?—4v(a—k)

Y2 = >0
2(a — k)

Como f'(y) = —(v +bp+c — k + a) + 2(a — k)y, segue claramente que

F()=—V/(w+bp+c—k+a)?—4v(a— k) < 0, logo pelo Teorema (5.1), g,

é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel.

Para f'(¥2), tem-se que f (g2) = /(v +bp+c—k+ a)? — dv(a — k) > 0,
logo pelo Teorema (5.1), g2 é um ponto de equilibrio instavel.

Sendo assim, ao estudarmos a estabilidade do sistema (5.3) estudamos automati-
camente a estabilidade do sistema (5.1), haja visto que eles sdo equivalentes. Logo o
objetivo neste capitulo foi concluido ao estudarmos a estabilidade do sistema modelado

para a Doenca de Chagas.
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Conclusao

Neste trabalho, primeiramente, foram apresentados, alguns resultados preliminares os
quais serviram de suporte para o estudo de analise de estabilidade de sistemas. Primei-
ramente foi visto alguns conceitos da algebra linear que sao importantes para a solugao
de sistemas lineares de equacoes diferenciais, focando na parte de sistemas lineares, inde-
pendéncia linear, autovalores e autovetores. Por tltimo fizemos um estudo sobre sistemas
de equacoes diferenciais lineares e nao lineares de primeira ordem, abordando na mesma

solugoes desses sistemas.

No capitulo 3, foi feito um estudo sobre a natureza geométrica das solucoes, anali-
samos inicialmente solugoes constantes especiais chamadas pontos criticos e procuramos
solucoes periddicas. Para isso foram apresentados conceitos de estabilidade de sistemas
de equagoes diferenciais de primeira ordem autonomos, ou seja, sistemas cujas equacoes

nao dependem explicitamente da varidvel independente.

No capitulo 4, foi feito um estudo de um modelo classico em Epidemiologia: SIS, com
populacao constante e variavel. A analise de estabilidade desse modelo foi feita através do

primeiro método de Lyapunov, ou seja, pelas caracteristicas dos autovalores do sistema.

No capitulo 5, inicialmente, foram abordados aspectos sobre a Doenca de Chagas,
tanto bioldgicos quanto historicos para um melhor conhecimento da doenga. E finalmente,
estudamos a estabilidade dos pontos de equilibrio de um sistema SIS para a Doenca de
Chagas, para isso fizemos uma substitui¢ao afim de analisar a estabilidade de um sistema
equivalente ao principal, pois todos os estudos feitos para esse sistema, automaticamente

foram satisfeitos para o sistema principal.
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