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MACAPÁ - AP

2016



FRANK ELTON BRITO DA COSTA

JOEL OLIVEIRA DAS CHAGAS
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MACAPÁ - AP

2016



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Dados Internacionais de Catalogação na Publicação (CIP) 

Biblioteca Central da Universidade Federal do Amapá 

 

 

 

 

 

 

  

306.85 

S586c   

 

511 

C837s      Costa, Frank Elton Brito da. 

      Sistemas autônomos: aplicação em epidemiologia / Frank Elton 

Brito da Costa, Joel Oliveira das Chagas; orientador, Guzmán Eulálio 

Isla Chamilco. -- Macapá, 2016. 
                       72 p. 

 
      Trabalho de conclusão de curso (graduação) – Fundação 

Universidade Federal do Amapá, Coordenação do Curso de 

Licenciatura em Matemática. 

 
1.  Sistemas autônomos. 2. Modelo SIS. 3. Epidemiologia. I. 

Chagas, Joel Oliveira das. II. Chamilco, Guzmán Eulálio Isla, 

orientador. III. Fundação Universidade Federal do Amapá. IV. Título. 

 



FRANK ELTON BRITO DA COSTA

JOEL OLIVEIRA DAS CHAGAS
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amor. À minha esposa Lanna Galeno e

ao meu filho Arthur Costa, pelo amor,

carinho e alegria que me proporcionam.

Frank Costa



A Deus que sempre me deu sabedoria e

força para superar as dificuldades. À mi-
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Resumo

A modelagem matemática tem se mostrado uma ferramenta importante no estudo de

Epidemiologia. Este trabalho tem como objetivo analisar a estabilidade do modelo ma-

temático epidemiológico SIS para a Doença de Chagas, elaborado por meio de sistemas

autônomos de equações diferencias ordinárias lineares de primeira ordem. É estudado

o modelo clássico SIS (Suscet́ıvel - Infectado - Suscet́ıvel) com mistura proporcional e

transmissão vetorial como uma aplicação para o estudo de estabilidade na Doença de

Chagas.

Palavras-chave: Sistemas Autônomos; Modelagem Matemática; Analise de Estabili-

dade; Modelo SIS; Epidemiologia.



Abstract

Mathematical modeling has been an important tool in Epidemiology study. This work

aims to analyze the stability of the epidemiological mathematical model SIS for Chagas

disease, developed through independent of linear ordinary differential equations of first

order systems. It studied the classical model SIS (Susceptible - Infected - Susceptible)

with proportional and transmission vector mixture as an application for the study of

stability in Chagas disease.

Keywords: Autonomous Systems; Mathematical Modeling; Stability Analysis; Model

SIS; Epidemiology.
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4 Modelos Matemáticos em Epidemiologia 50

4.1 Modelo SIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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Caṕıtulo 1

Introdução

A história da humanidade ficou marcada inúmeras vezes por desastres relacionados

a doenças epidemiológicas. Muitas delas foram capazes de dizimar grande parte da

população de uma determinada região. Dentre elas podemos destacar a peste negra, que

foi uma das maiores epidemias já registradas tendo seu ińıcio na China e se alastrou pela

Europa durante o século XIV, e chegou a matar cerca de um terço da população europeia.

Podemos também citar o HIV que, desde a década de 80, passou a ter um significante

impacto nos ı́ndices de mortalidade em todo o mundo. E mais recentemente a população

mundial ficou em alerta com a gripe súına.

A partir do surgimento dessas doenças, estudos passaram a ser desenvolvidos como

objetivo de encontrar uma forma de controle dessas epidemias.

O estudo epidemiológico utilizando modelos matemáticos tem-se mostrado uma fer-

ramenta importante para que se possa entender e prever o comportamento de uma epide-

mia e, adotar uma poĺıtica de prevenção para que ela não se alastre causando um grande

número de mortes em uma população.

A modelagem matemática nos permite ter um olhar amplo para os fatos da nossa

realidade, e através dela, por exemplo, fazer grandes contribuições nas diversas áreas do

conhecimento. Na epidemiologia a modelagem matemática é feita através de equações

que indicam o comportamento da população e o ambiente, nos permitindo estudar esses

comportamentos e trazer para a realidade através dos resultados obtidos com os modelos

matemáticos.
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Neste trabalho, procuraremos aplicar os conhecimentos matemáticos em um problema

envolvendo epidemiologia. Com o objetivo principal de analisar a estabilidade do modelo

matemático epidemiológico SIS para a Doença de Chagas, elaborado por meio de sistemas

de equações diferenciais ordinárias.

Para isto, no capitulo 2 vamos abordar alguns fundamentos teóricos como: sistemas

de equações lineares algébricas, independência linear, autovalores e autovetores, sistemas

de equações diferencias lineares de primeira ordem.

No caṕıtulo 3, abordamos a definição de estabilidade, estabilidade assintótica e insta-

bilidade de sistemas de equações diferenciais de primeira ordem. Também é apresentado

o primeiro Método de Lyapunov que, permite analisar a estabilidade de sistemas local-

mente lineares através do cálculo dos autovalores do sistema linearizado.

No caṕıtulo 4, é discutido o modelo matemático clássico em Epidemiologia: SIS, com

três casos. O primeiro caso com N constante e sem dinâmica vital, o segundo caso com

N constante e com dinâmica vital, e o terceiro caso com N variável.

No caṕıtulo 5, são abordados os aspectos biológicos e históricos da doença de chagas,

um mal que atinge milhares de pessoas, principalmente na América Latina. E por fim, a

aplicação do modelo SIS para a Doença de Chagas.
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Caṕıtulo 2

Fundamentos Teóricos

Neste caṕıtulo serão apresentados alguns resultados preliminares os quais usaremos

no caṕıtulo 3, no estudo de análise de estabilidade de sistemas. Primeiramente vamos

rever alguns conceitos da álgebra linear que são importantes para a solução de sistemas

lineares de equações diferenciais, focando na parte de sistemas lineares, independência

linear, autovalores e autovetores. Por último vamos fazer um estudo sobre sistemas de

equações diferenciais lineares, abordando na mesma soluções desses sistemas. Alguns

resultados são facilmente demonstráveis, outros não, mas nosso objetivo neste caṕıtulo

é de obter apenas conceitos importantes para trabalharmos no caṕıtulo 3, ou seja, não

focaremos na parte de demonstrações desses resultados.

Para a elaboração deste caṕıtulo utilizamos como base os livros, Boyce (2011), Bol-

drini (1980) e Zill (2001).

2.1 Sistemas de Equações Lineares Algébricas

Um sistema de equações lineares é um conjunto finito de equações lineares aplicadas

num mesmo conjunto, igualmente finito, de variáveis. Logo de forma generalizada, um
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sistema de equações lineares é da forma:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

...

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = bn

(2.1)

O sistema de aquações lineares (2.1) pode ser escrito como uma equação matricial


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann




x1

x2

...

xn

 =


b1

b2

...

bn

 ou AX = b, (2.2)

ondeA é a matriz quadrada n×n dos coeficientes e o vetor b é formado pelos resultados,

e os componetes do vetor X são as incógnitas. Se b = 0, o sistema é dito homogêneo,

caso contrário, ele é não homogêneo.

Se a matriz de coeficientes A é invert́ıvel, isto é, se detA é diferente de zero, então

o sistema (2.2) possui uma única solução. Como A é invert́ıvel, logo A−1 existe e a

solução do sistema linear pode ser determinado multiplicando A−1 em ambos os lados

da equação (2.2) pela esquerda,

X = A−1b. (2.3)

Por outro lado, se A for singular, ou seja, se detA = 0 então ou não existe solução

para a equação (2.2), ou existe, porém não é única. Como A é singular, ou seja, A−1

não existe, logo a equação (2.3) não é mais válida. O sistema homogêneo

AX = 0 (2.4)

tem uma infinidade de soluções além da solução trivial. A situação para o sistema não

homogêneo (2.2) é mais complicada. Esse sistema não tem solução, a menos que o vetor

b satisfaça uma determinada condição. Essa condição é que

(b, y) = 0, (2.5)

para todos os vetores y tais que A∗y = 0, onde A∗ é a adjunta de A. Se a condição

(2.5) for satisfeita, então (2.2) tem uma infinidade de soluções. Cada uma dessas soluções
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tem a forma

X = X(0) + ξ, (2.6)

onde x(0) é uma solução particular da equação (2.2) e ξ é qualquer solução do sistema

(2.4). Podemos perceber que a uma semelhança entre a equação (2.6) e a solução de uma

equação diferencial linear não homogênea.

Os resultados anteriores são importantes para classificar a soluções de sistemas line-

ares. No entanto, para resolver um sistema particular, é melhor, em geral usar redução

de linhas para transformar o sistema em um muito mais simples, do qual a solução se

existir pode ser escrita facilmente. Para fazer isso de maneira eficiente, podemos formar

a matriz aumentada

A | b =


a11 . . . a1n | b1

...
... | ...

an1 . . . ann | bn

 (2.7)

juntando o vetor b à matriz de coeficientes A como uma coluna adicional. A linha

pontilhada fica no lugar dos sinais de igualdade e particiona a matriz aumentada. Agora

efetuamos as operações elementares na matriz aumentada de modo a transformar A

em uma matriz triangular, isto é, em uma matriz cujos elementos abaixo da diagonal

principal são todos nulos. Uma vez feito isso, é fácil ver se o sistema tem ou não solução

e, se tiver, encontrá-las.

2.2 Independência Linear

Definição 2.1 Um conjunto de K vetores X(1), X(2), . . . , X(k) é dito linearmente

dependente se existe um conjunto de números c1, c2, . . . , ck nem todos nulos, tais que

c1X
(1) + c2X

(2) + · · ·+ ckX
(k) = 0 (2.8)

Em outras palavras, X(1), X(2), . . . , X(k) são linearmente dependentes se existe uma

relação linear entre eles. Por outro lado, se o único conjunto c1, c2, . . . , ck para o qual

a equação (2.8) é satisfeita é c1 = c2 = . . . = ck = 0, então X(1), X(2), . . . , X(k)

são ditos linearmente independentes.
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Vamos considerar um conjunto de n vetores, cada um deles com n componentes. Seja

xij = x
(j)
i a i-ésima componente do vetor X(j) e seja X = (xij). Então, a equação

(2.8) pode ser escrita na forma
x

(1)
1 c1 + · · ·+ x

(n)
1 cn

...

x(1)
n c1 + · · ·+ x(n)

n cn

 =


x11c1 + · · ·+ x1ncn

...

xn1c1 + · · ·+ xnncn

 = Xc = 0. (2.9)

Se detX 6= 0, então a única solução da equação (2.8) é c = 0, mas se detX =

0, existem soluções não nulas. Logo, o conjunto de vetores X(1), X(2), . . . , X(k) é

linearmente dependente se, e somente se, detX 6= 0.

2.3 Autovalores e Autovetores

Definição 2.2 Seja V um espaço vetorial, sobre R, e seja T = V → V uma trans-

formação linear, um vetor x ∈ V , x 6= 0, é um autovetor de V se existe um escalar λ

de R, tal que T (x) = λx. Neste caso λ é um autovalor de T associado a x.

2.3.1 Autovalores e Autovetores de uma Matriz

A equação

Ax = y (2.10)

pode ser vista como uma tranformação linear que leva um vetor dado x em um novo

vetor y. Vetores que são tranformados em múltiplos de si mesmo são importantes em

muitas aplicações. Para encontrar tais vetores, fazemos y = λx, onde λ é um fator de

proporcionalidade, e procuramos soluções das equações

Ax = λx (2.11)

ou

(A− λI)x = 0. (2.12)
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Escrevendo a equação (2.12) explicitamente, temos
a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann − λ




x1

x2

...

xn

 =


0

0
...

0

 .

Chamamos de B a primeira matriz acima. Então Bx = 0. Se detB 6= 0, sabemos que

o porto da matriz B é n e portanto o sistema de equações lineares homogêneo indicado

acima tem uma única solução. Ora, como x1 = x2 = . . . = xn = 0 (ou x = 0) sempre

é solução de um sistema homogêneo, então esta única solução seria a nula. Assim a única

maneira de encontrarmos autovetores x (soluções não nulas da equação acima) é termos

detB = 0, ou seja,

det(A− λI) = 0. (2.13)

Impondo esta condição determinamos primeiramente os autovalores λ que satisfazem

a equação e depois os autovetores a eles associados. Observamos que

p(λ) = det(A− λI) = det


a11 − λ · · · a1n

...
...

an1 . . . ann − λ


é um polinômio em λ de grau n.

p(λ) = (a11−λ) . . . (ann−λ) + termos de grau < n, e os autovalores procurados

são as ráızes deste polinômio. p(λ) é chamado polinômio caracteŕıstico.

Portanto os valores de λ que satisfazem a equação (2.13) são chamados de autovalo-

res da matriz A, e as soluções não nulas correspondentes das equações (2.11) ou (2.12),

obtidos usando-se um tal valor de λ, são chamados autovetores correspondentes, ou

associados a λ.
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2.4 Sistemas de Equações Diferenciais Lineares de

Primeira Ordem

A teoria geral para sistemas de equações lineares de primeira ordem

x
′

1 = p11(t)x1 + p12(t)x2 + · · ·+ p1n(t)xn + g1(t)

x
′

2 = p21(t)x1 + p22(t)x2 + · · ·+ p2n(t)xn + g2(t)
...

x
′

n = pn1(t)x1 + pn2(t)x2 + · · ·+ pnn(t)xn + gn(t)

(2.14)

é bastante semelhante à teoria para uma única equação linear de ordem n, ou seja,

usaremos as mesmas linhas de racioćınio afim de estender para o estudo de sistemas de

equações lineares de primeira ordem.

Afim de analisar o sistema (2.14) de maneira mais eficiente, usaremos notação ma-

tricial. Isto é, vamos considerar x1 = φ1(t), . . . , xn = φn(t) como componentes de

um vetor x = φ(t), da mesma forma, g1(t), . . . , gn(t) componentes de um vetor g(t)

e p11(t), . . . , pnn(t) são elementos de uma matriz n× n P (t). Logo a equação (2.14)

fica na forma

X
′
= P (t)X + g(t). (2.15)

Dizemos que um vetor x = φ(t) é uma solução da equação (2.15) se suas compo-

nentes satisfazem o sistema de equações (2.14). Nesta seção, vamos supor que P e g

são cont́ınuas em algum intervalo α < t < β, isto é, cada uma das funções escalares

p11, . . . , pnn, g1, . . . , gn é cont́ınua nesse intervalo.

É conviniente considerar primeiro a equção homogênea

X
′
= P (t)X (2.16)

determinada da equação (2.15) fazendo-se g(t) = 0. Uma vez resolvida a equação

homogênea, existem vérios métodos para se resolver a equação não homogênea (2.15).

Usaremos a notação

X(1)(t) =


x11(t)

x21(t)
...

xn1(t)

 , . . . , X
(k)(t) =


x1k(t)

x2k(t)
...

xnk(t)

 , . . . (2.17)
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para denotar soluções do sistema (2.16).

Teorema 2.1 Se as funções vetoriais X(1) e X(2) são soluções do sistema (2.16), então

a combinação linear c1X
(1) + c2X

(2) também é solução quaisquer que sejam as cons-

tantes c1 e c2.

Logo aplicando repetidamente o Teorema 2.1, chegamos a conclusão de que

X(1), X(2), . . . , X(k)

são soluções da equação (2.16), então

X = c1X
(1)(t) + · · ·+ ckX

(k)(t) (2.18)

também é solução qualquer que sejam as constantes c1, c2, . . . , ck.

Exemplo 2.1 Seja as seguintes soluções

X(1)(t) =

 e3t

2e3t

 =

 1

2

 e3t e X(2)(t) =

 e−t

−2e−t

 =

 1

−2

 e−t
do sistema

X
′
(t) =

 1 1

4 1

X ou

 x
′

1 = x1 + x2

x
′

2 = 4x1 + x2

. (2.19)

De acordo com o Teorema 2.1,

X = c1

 1

2

 e3t + c2

 1

−2

 e−t = c1X
(1)(t) + c2X

(2)(t) (2.20)

também satisfaz a equação (2.19).

Como indicamos anteriormente, aplicando repetidamente o Teorema 2.1, segue que

toda combinação linear finita de soluções da equação (2.16) também é solução. O ob-

jetivo, agora, é saber se todas as soluções da equação (2.16) podem ser encontradas

dessa mesma maneira. Por analogia, é razoável esperar que, para um sistema da forma

(2.16) de ordem n, seja suficiente formar combinações lineares de n soluções escolhidas

apropriadamente.
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Sejam, então, X(1), X(2), . . . , X(n) n soluções do sistema (2.16) de ordem n e con-

sidere a matriz X(t) cujas colunas são os vetores X(1)(t), X(2)(t), . . . , X(n)(t):

X(t) =


x11(t) . . . x1n(t)

...
...

xn1(t) . . . xnn(t)

 . (2.21)

Da Seção 2.2 temos que, as colunas de X(t) são linearmente independentes para

um valor dado de t se, e somente se, detX 6= 0 para esse valor de t. Esse determi-

nante é chamado de Wronskiano das n soluções X(1), X(2), . . . , X(n) e denotado por

W [X(1), X(2), . . . , X(n)], ou seja,

W [X(1), X(2), . . . , X(n)](t) = detX(t). (2.22)

Logo as soluções X(1), X(2), . . . , X(n) são linearmente independentes em um ponto

se, e somente se, W [X(1), X(2), . . . , X(n)](t) não é zero nesse ponto. Dáı temos o

seguinte teorema.

Teorema 2.2 Se as funções vetoriais X(1), X(2), . . . , X(n) são linearmente indepen-

dentes do sistema (2.16) em cada ponto do intervalo α < t < β, então cada solução

X = φ(t) do sistema (2.16) pode ser expressa como uma combinação linear de

X(1), X(2), . . . , X(n),

φ = c1X
(1)(t) + c2X

(2)(t) + · · ·+ cnX
(n)(t). (2.23)

Note que, de acordo com o Teorema 2.1, todas as expressões da forma (2.23) são

soluções do sistema (2.16), enquanto, pelo Teorema 2.2, todas as soluções da equação

(2.16) podem ser escritos na forma (2.23). Se pensarmos nas constantes c1, c2, . . . , cn

como arbitrárias, então a equação (2.23) inclui todas as soluções do sistema (2.16), e é nor-

mal chamá-la de solução geral. Qualquer conjunto de soluçõesX(1), X(2), . . . , X(n) da

equação (2.16) que seja linearmente independente em cada ponto do intervalo α < t < β

é dito um conjunto fundamental de soluções para esse intervalo.

Teorema 2.3 Se X(1), X(2), . . . , X(n) são soluções da equação (2.16) no intervalo

α < t < β, então W [X(1), X(2), . . . , X(n)] ou é indenticamente nulo ou nunca se

anula nesse intervalo.
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A importância do Teorema 2.3 reside do fato de este nos livrar da necessidade de exa-

minar W [X(1), X(2), . . . , X(n)] em todos os pontos do intervalo de interesse e nos per-

mitir determinar se X(1), X(2), . . . , X(n) formam um conjunto fundamental de soluções

simplismente calculando seu Wronskiano em qualquer ponto conviniente do intervalo.

O próximo teorema diz que o sistema (2.16) tem pelo menos um conjunto fundamental

de soluções.

Teorema 2.4 Sejam e(1) =



1

0

0
...

0


, e(2) =



0

1

0
...

0


, . . . , e(n) =



0

0
...

0

1


; além disso,

suponha que X(1), X(2), . . . , X(n) são soluções do sistema (2.16) que satisfazem as

condições iniciais X(1)(t0) = e(1), . . . , X(n)(t0) = e(n), respectivamente, onde t0 é

um ponto qualquer no intervalo α < t < β. Então, X(1), X(2), . . . , X(n) formam um

conjunto fundamental de soluções para o sistema (2.16).

Uma vez encontrada um conjunto fundamental de soluções, pode-se gerar outros

conjuntos formando-se combinações lineares (independentes) do primeiro conjunto. Para

fins teóricos, o conjunto dado pelo Teorema 2.4 é, em geral, o mais simples posśıvel.

Resumindo, qualquer conjunto de n soluções linearmente independente do sistema

(2.16) contitui um conjunto fundamental de soluções. Sob as condições dadas nesta seção,

tais conjuntos fundamentais sempre existem e toda solução do sistema (2.16) pode ser

representada como uma combinação linear de qualquer conjunto fundamental de soluções.

2.4.1 Sistemas Lineares Homogêneos com Coeficientes Cons-

tantes

Vamos concentrar a maior parte da nossa atenção em sistemas de equações lineares

homogêneas com coeficientes constantes, ou seja, sistemas da forma

X
′
= AX, (2.24)
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onde A é uma matriz constante n×n. A menos que se diga o contrário, suporemos que

todos os elementos de A são números reais.

Para construir a solução geral do sistema (2.24), procedemos por analogia com o tra-

tamento de equações lineares de segunda ordem. Procuramos, então, solução da equação

(2.24) da forma

X = ξeλt, (2.25)

onde o expoente λ e o vetor constante ξ devem ser determinados. Substituindo X dado

pela equação (2.25) no sistema (2.24), obtemos

λξeλt = Aξeλt.

Dividindo por eλt em ambos os lados, obtemos Aξ = λξ, ou

(A− λI)ξ = 0, (2.26)

onde I é a matriz identidade (n× n).

A equação matricial (2.26) é equivalente as equações algébricas simultâneas

(a11 − λ)ξ1 + a12ξ2 + · · ·+ a1nξn = 0

a21ξ1 + (a22 − λ)ξ2 + · · ·+ a2nξn = 0
...

an1ξ1 + an2ξ2 + · · ·+ (ann − λ)ξn = 0

Assim, para obter uma solução não trivial X de (2.24) precisamos primeiramente obter

uma solução não trivial desse sistema, em outras palavras, precisamos obter um vetor não

trivial ξ que satisfaça (2.26). Mas para que (2.26) tenha outra solução e não a solução

óbvia ξ = 0, devemos ter

det (A− λI) = 0.

Essa equação polinomial em λ é chamada equação caracteŕıstica da matriz A,

suas soluções são os autovalores de A. Uma solução ξ 6= 0 de (2.26) correspondente a

um autovalor λ é chamado um autovetor de A. Logo uma solução do sistema homogêneo

(2.24) é da forma (2.25).

Agora vamos estudar três casos para o sistema (2.24): autovalores reais e distintos,

autovalores reais e repetidos e, finalmente, autovalores complexos.
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2.4.1.1 Autovalores Reais e Distintos

Quando a matriz A, (n × n), tiver n autovalores reais e distintos λ1, λ2, . . . , λn,

um conjunto de n autovetores linearmente independentes ξ(1), ξ(2), . . . , ξ(n) poderá ser

obtido e

X(1) = ξ(1)eλ1t, X(2) = ξ(2)eλ2t, . . . , X(n) = ξ(n)eλnt

será um conjunto fundamental de soluções de (2.24) em (−∞,∞).

Teorema 2.5 Sejam λ1, λ2, . . . , λn autovalores reais e distintos da matriz A do sis-

tema homogêneo (2.24) e sejam ξ(1), ξ(2), . . . , ξ(n) os autovetores correspondentes. Então,

a sulução geral de (2.24) no intervalo (−∞,∞) é dado por

X = c1ξ
(1)eλ1t + c2ξ

(2)eλ2t + . . .+ cnξ
(n)eλnt.

Exemplo 2.2 Considere o sistema x
′

1 = 2x1 + 3x2

x
′

2 = 2x1 + x2

ou X
′
=

 2 3

2 1

X. (2.27)

Vamos calcular a solução geral do sistema (2.27) determinando os autovalores e os au-

tovetores.

Em primeiro lugar, vamos determinar os autovalores e autovetores da matriz de coe-

ficientes.

Da equação caracteŕıstica

p(λ) = det (A− λI) = det

 2− λ 3

2 1− λ

 = λ2 − 3λ− 4 = 0

vemos que os autovalores são λ1 = −1 e λ2 = 4.

Para λ1 = −1, (2.26) é equivalente a 3ξ1 + 3ξ2 = 0

2ξ1 + 2ξ2 = 0
.

Assim, ξ1 = ξ2. Tomando ξ2 = −1, o autovetor correspondente será

ξ(1) =

 ξ1

ξ2

 =

 1

−1

 .
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Para λ2 = 4, temos  −2ξ1 + 3ξ2 = 0

2ξ1 − 3ξ2 = 0

de tal forma que ξ1 = 3ξ2
2

e, portanto, com ξ2 = 2, o autovetor correspondente será

ξ(2) =

 ξ1

ξ2

 =

 3

2

 .
Como a matriz de coeficientes A é uma matriz 2 × 2 e como determinamos duas

soluções linearmente independentes de (2.27),

X(1) =

 1

−1

 e−t e X(2) =

 3

2

 e4t,

concluimos que a solução geral do sistema é

X = c1X
(1) + c2X

(2) = c1

 1

−1

 e−t + c2

 3

2

 e4t.

2.4.1.2 Autovalores Reais e Repetidos

Naturalmente, nem todos os n autovalores λ1, λ2, . . . , λn de uma matriz A n× n

precisam ser distintos, ou seja, alguns autovalores podem ser repetidos. Por exemplo

verifica-se imediatamente que a equação caracteŕıstica da matriz de coeficientes do sis-

tema

X
′
=

 3 −18

2 −9

X ou

 x
′

1 = 3x1 − 18x2

x
′

2 = 2x1 − 9x2

(2.28)

é (λ+ 3)2 = 0 e, portanto, λ1 = λ2 = −3 é uma raiz de multiplicidade dois. Para

esse valor obtemos o único autovetor

ξ(1) =

 3

1

 ; logo, X(1) =

 3

1

 e−3t (2.29)

é uma solução de (2.28). Porém, como estamos obviamente interessados em obter a

solução geral do sistema, precisamos prosseguir e obter uma segunda solução.

Em geral, sem for um inteiro positivo, (λ−λ1)m é um fator da equação caracteŕıstica

e (λ− λ1)m+1 não for fator, diremos que λ1 é um autovetor de multiplicidade m.

Nesse caso, existem duas possibilidades:
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i) Para algumas matrizes A n × n, é posśıvel obter m autovetores linearmente

independentes ξ(1), ξ(2), . . . , ξ(n) correspondentes a um autovalor λ1 de multiplicidade

m ≤ n. Nesse caso a solução geral do sistema contém a combinação linear

c1ξ
(1)eλ1t + c2ξ

(2)eλ1t + · · ·+ cmξ
(m)eλ1t

ii) Se houver somente um autovetor correspondente ao autovalor λ1 de multiplicidade

m, então podem ser obtidas m soluções linearmente independentes da forma

X(1) = ξ(11)e
λ1t

X(2) = ξ(21)e
λ1t

...

X(m) = ξm1

tn−1

(n− 1)!
eλ1t + ξm2

tn−2

(n− 2)!
eλ1t + · · ·+ ξmme

λ1t,

onde os ξij são vetores coluna.

Vamos Trabalhar exemplos que ilustram as possibilidades (i) e (ii) citados acima.

Primeiramente vamos trabalhar com autovalores de multiplicidade dois. No primeiro

exemplo apresentamos uma matriz para a qual podemos obter dois autovalores distintos,

correspondentes a um autovalor duplo.

Exemplo 2.3 Considere o sistema

X
′
=


1 −2 2

−2 1 −2

2 −2 1

X. (2.30)

Vamos calcular a solução geral do sistema (2.30). Calculando o determinante da equação

caracteŕıstica

det(A− λI) = det


1− λ −2 2

−2 1− λ −2

2 −2 1− λ

 = 0,

obtemos p(λ) = −(λ + 1)2(λ − 5) = 0, cujos os autovalores são λ1 = λ2 = −1 e

λ3 = 5.
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Para λ1 = −1, (2.26) é equivalente a

(A− (−1)I)ξ = 0 ⇒


2 −2 2

−2 2 −2

2 −2 2



ξ1

ξ2

ξ3

 =


0

0

0

 .
Podemos resolver esse sistema usando a eliminação de Gauss-Jordan, da seguinte

forma: 
2 −2 2 | 0

−2 2 −2 | 0

2 −2 2 | 0

 →


1 −1 0 | 0

0 1 1 | 0

0 0 0 | 0

 .
A primeira linha da última matriz significa que ξ1− ξ2 + ξ3 = 0. Tomando ξ2 = 1,

ξ3 = 0 e ξ2 = 1, ξ3 = 1 obtemos, respectivamente, ξ1 = 1 e ξ1 = 0. Assim, temos

dois autovetores correspondentes a λ1 = −1:

ξ(1) =


1

1

0

 e−t e ξ(2) =


0

1

1

 e−t.
Como nenhum dos autovetores é um multiplo constante do outro, obtivemos duas

soluções linearmente independentes,

X(1) =


1

1

0

 e−t e X(2) =


0

1

1

 e−t
correspondente ao mesmo autovetor.

Por último, para λ3 = 5 (2.26) é equivalente a

(A− 5I)ξ = 0 ⇒


4 −2 2

−2 −4 −2

2 −2 −4



ξ1

ξ2

ξ3

 =


0

0

0

 .
Afim de obter a solução desse sistema vamos utilizar novamente a eliminação de Gauss-

Jordan, da seguinte forma:
−4 −2 2 | 0

−2 −4 −2 | 0

2 −2 −4 | 0

 →


1 0 −1 | 0

0 1 1 | 0

0 0 0 | 0

 .
29



Logo temos que, ξ1 = ξ3 e ξ2 = −ξ3. Tomando ξ3 = 1, obtemos ξ1 = 1, ξ2 = −1,

e portanto, um terceiro autovetor é

ξ(3) =


1

−1

1

 .
Concluimos que a solução geral é

X = c1


1

1

0

 e−t + c2


0

1

1

 e−t + c3


1

−1

1

 e5t.

Suponha agora que λ1 seja um autovalor de multiplicidade dois e que exista somente

um autovetor associado a esse valor. Uma solução pode ser obtida da forma

X(2) = ξteλ1t + ηeλ1t, (2.31)

onde

ξ =


ξ1

ξ2

...

ξn

 e η =


η1

η2

...

ηn

 .

Para ver isto, substitúımos (2.31) no sistema X
′
= AX e simplificamos:

(Aξ − λ1ξ)te
λ1t + (Aη − λ1η − ξ)eλ1t = 0.

Como esta última equação deve ser válida para todos os valores de t, devemos ter

(A− λ1I)ξ = 0 (2.32)

e

(A− λ1I)η = ξ. (2.33)

A equação (2.32) estabelece simplesmente que ξ deve ser um autovetor deA associado

a λ. Resolvendo (2.32), determinamos uma solução X(1) = ξeλt. Para obter a segunda

solução X(2), precisamos somente resolver o outro sistema (2.33) para obter η.
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Exemplo 2.4 Vamos calcular a solução geral do sistema dado em (2.28).

Sabemos de (2.29) que λ1 = −3 e que uma solução é X(1) =

 3

1

 e−3t. Identifi-

cando ξ =

 3

1

 com η =

 η1

η2

, segue de (2.33) que agora precisamos resolver

(A− (−3)I)η = ξ ou

 6η1 − 18η2 = 3

2η1 − 6η2 = 1

Como esse sistema é obviamente equivalente a uma equação, temos um número infi-

nito de escolhas para η1 e η2. Por exemplo, fazendo η1 = 1 obtemos η2 = 1
6

. Porém,

para simplificar, vamos escolher η1 = 1
2

implicando η2 = 0. Logo, η =

 1
2

0

. Assim,

de (2.31), obtemos

X(2) =

 3

1

 te−3t +

 1
2

0

 e−3t.

A solução geral de (2.28) é então X = c1X
(1) + c2X

(2) ou

X = c1

 3

1

 e−3t + c2

 3

1

 te−3t +

 1
2

0

 e−3t

 .
2.4.1.3 Autovalores Complexos

Nesta seção, vamos considerar, novamente, um sistema de n equações homogêneas

com coeficientes constantes

X
′
= AX, (2.34)

onde a matriz de coeficientes A é real. Se procurarmos soluções da forma X = ξeλt,

então segue que, λ tem que ser um autovalor e ξ um autovetor associado da matriz

de coeficientes A. Lembrando que os autovalores λ1, λ2, . . . , λnde A são as raizes da

equação

det(A− λI) = 0 (2.35)

e que os autovetores associados satisfazem

p(λ) = (A− λI)ξ = 0. (2.36)
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Se A for real, então os coeficientes na equação polinomial (2.35) para λ são reais

e os autovalores complexos terão que aparecer em pares conjugados. Por exemplo, se

λ1 = δ+ iµ for um autovalor de A onde δ e µ são reais, então λ2 = δ− iµ também o

é. Além disso, os autovetores associados ξ(1) e ξ(2) também são complexos conjugados.

Para ver isso, suponha que λ1 e ξ(1) satisfazem

(A− λ1I)ξ(1) = 0. (2.37)

Calculando a equação complexa conjugada da equação (2.37) e observando que A e I

são reais, obtemos

(A− λ̄1I)ξ̄(1) = 0, (2.38)

onde λ̄1 e ξ̄(1) são os complexos conjugados de λ1 e de ξ(1), respectivamente. Em outras

palavras, λ2 = λ̄1 é um autovalor e ξ(2) = ξ̄(1) é um autovetor associado. As soluções

correspondentes

X(1)(t) = ξ(1)eλ1t , X(2)(t) = ξ̄(1)eλ̄1t (2.39)

da equação diferencial (2.34) são, então, complexas conjugadas uma da outra. Portanto,

podemos encontrar duas soluções reais da equação (2.34) correspondentes aos autovalores

λ1 e λ2, a saber, as partes reais e imaginárias deX(1)(t) e deX(2)(t) dadas pela equação

(2.35).

Vamos escrever ξ(1) = a+ ib, onde a e b são reais; então,

X(1)(t) = (a+ ib)e(δ+iµ)t = (a+ ib)eδt(cosµt+ i senµt). (2.40)

Separando X(1)(t) em suas partes reais e imaginárias, obtemos

X(1)(t) = eδt(a cosµt− b senµt) + ieδt(a senµt+ b cosµt). (2.41)

Se escrevemos X(1)(t) = u(t) + iv(t), então os vetores

u(t) = eδt(a cosµt− b senµt) , v(t) = eδt(a senµt+ b cosµt) (2.42)

são soluções reais da equação (2.34).

por exemplo, suponha que λ1 = δ + iδ e que λ3, λ4, . . . , λn são reais e distintas.

Sejam ξ(1) = a + ib, ξ(2) = a − ib, ξ(3), . . . , ξ(n) os auvetores associados. Então, a

soulução da equação (2.34) é

X = c1u(t) + c2v(t) + c3ξ
(3)eλ3t + · · ·+ cnξ

(n)eλnt, (2.43)
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onde u(t) e v(t) são dados pela equação (2.42). Enfatizando que essa análise se aplica

apenas se a matriz de coeficientes A na equação (2.34) é real, pois só nesse caso os

autovalores e autovetores complexos têm que aparecer em pares conjugados.

Exemplo 2.5 Vamos encontrar um conjunto fundamental de soluções reais do sistema

X
′
=

 2 8

−1 −2

X. (2.44)

Primeiramente vamos obter os autovalores da matriz dos coeficientes do sistema (2.44).

Calculando a equação caracteŕıstica

p(λ) = det(A− λI) = det

 2− λ 8

−1 −2− λ

 = 0,

obtemos p(λ) = λ2 + 4 = 0, cujos os autovalores são λ1 = 2i e λ2 = λ̄1 = −2i.

Como um dos autovalores produz duas soluções linearmente independentes, para o sistema

(2.44), logo tomaremos apenas um autovalor para calcular um autovetor associado.

Para λ1 = 2i, (2.36) é equivalente a (2− 2i)ξ1 + 8ξ2 = 0

−ξ1 + (−2− 2i)ξ2 = 0
.

Assim ξ1 = −(2 + 2i)ξ2. Escolhendo ξ2 = −1, obtemos

ξ(1) =

 2 + 2i

−1

 .
Logo um conjunto fundamental de soluções para o sistema (2.44) é

X(1) =

 2 + 2i

−1

 e(2i)t.

Para obter um conjunto de soluções reais precisamos encontrar a parte real e ima-

ginária de X(1). Logo utilizando a fórmula de Euler decorre que

X(1) =

 2 + 2i

−1

 .(cos(2t) + i sen(2t))

X(1) =

 2 cos(2t)− 2 sen(2t)

−cos(2t)

+ i

 2 cos(2t) + 2 sen(2t)

−sen(2t)

 .
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Portanto,

u(t) =

 2 cos(2t)− 2 sen(2t)

−cos(2t)

 , v(t) =

 2 cos(2t) + 2 sen(2t)

−sen(2t)


é um conjunto de soluções reais.

Temos que a sulução geral do sistema (2.44) é

X = c1

 2 cos(2t)− 2 sen(2t)

−cos(2t)

+ c2

 2 cos(2t) + 2 sen(2t)

−sen(2t)

 .
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Caṕıtulo 3

Sistemas Autônomos e Estabilidade

No caṕıtulo 2 estudamos uma técnica de resolução de sistemas lineares da forma

X
′
= AX, que foi o método de autovalores e autovetores. Quando o sistema de equações

diferenciais não é linear, em geral não é posśıvel achar soluções em termos de funções

elementares. Mostraremos, neste caṕıtulo, que é posśıvel obter informações valiosas sobre

a natureza geométrica das soluções, analisando inicialmente soluções constantes especiais

chamadas pontos cŕıticos e procurando soluções periódicas. Para isso serão apresenta-

dos conceitos de estabilidade de sistemas de equações diferenciais de primeira ordem

autônomos, ou seja, sistemas cujas equações não dependem explicitamente da variável

independente. Serão tratados os casos bidimensionais, pois estes permitem visualizar o

comportamento das trajetórias no plano de fase; os casos de ordem n são análogos.

Para a elaboração deste caṕıtulo utilizamos algumas definições e resultados que foram

retirados da dissertação de mestrado da autora Luiz (2012).
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3.1 Sistemas Autônomos

Definição 3.1 Um sistema de equações diferenciais de primeira ordem é chamado autônomo

quando pode ser escrito na forma

dx1

dt
= f1(x1(t), x2(t), x3(t), . . . , xn(t))

dx2

dt
= f2(x1(t), x2(t), x3(t), . . . , xn(t))

...
dxn

dt
= fn(x1(t), x2(t), x3(t), . . . , xn(t))

.

Assim a variável independente t não aparece explicitamente no membro direito das

equações diferenciais.

3.2 Estabilidade, Estabilidade Assintótica e Instabi-

lidade

Seja o sistema autônomo bidimencional
dx

dt
= F (x, y) , x(t0) = x0

dy

dt
= G(x, y) , y(t0) = y0

. (3.1)

Suponha F e G funções cont́ınuas, com suas derivadas parciais de primeira ordem

cont́ınuas defenidas num domı́nio D do plano xy. Se (x0, y0) ∈ D então existe uma

solução x = φ1(t) e y = φ2(t) do sistema (3.1) satisfazendo as condições iniciais.

Escrevendo esse sistema na forma vetorial temos:

dX

dt
= f(X) , X(t0) = X0 (3.2)

sendo X = (x, y)T , f(X) = (F (x, y) , G(x, y))T e X0 = (x0, y0)T .

A solução do sistema pode ser escrita como φ(t) = (φ1(t) , φ2(t))T , a qual será

interpretada como um ponto se movendo no plano xy.

Uma caracteŕıstica importante do sistema (3.1) é que, no plano de fase, existirá

apenas uma trajetória que passa pela condição inicial X0, ou seja, todas as soluçõess que
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satisfazem a condição inicial têm a mesma trajetória, e assim, o plano de fase permite

observar qualitativamente a estabilidade do sistema.

É chamado de ponto cŕıtico ou de equiĺıbrio do sistema autônomo (3.1) X0 =

(x0, y0) que satisfaz dX
dt

= 0, ou seja, x = x0 e y = y0 é uma solução constante desse

sistema.

Definição 3.2 Um ponto cŕıtico X0 é dito estável se, dado qualquer ε > 0, existe

σ > 0, tal que toda solução X = φ(t), que satisfaz ‖φ(t0)−X0‖ < σ, existe para

todo t > 0 e satisfaz ‖φ(t)−X0‖ < ε, para todo t ≥ 0.

Ou seja, um ponto cŕıtico é chamado estável se a diferença de ‖φ(t0)−X0‖ é menor

que um raio σ e menor que um raio ε próximo ao ponto cŕıtico X0.

Definição 3.3 Um ponto X0 é dito assintoticamente estável se é estável e ainda, se

existe σ0, 0 < σ0 < σ, tal que se uma solução X = φ(t) satisfaz ‖φ(t)−X0‖ < σ0,

então lim
t→∞

φ(t0) = X0.

Ou seja, um ponto cŕıtico é chamado assintoticamente estável se é estável, e mais,

quando calculamos lim
t→∞

φ(t0) esse limite tende ao ponto cŕıtico X0.

Definição 3.4 Um ponto cŕıtico que não é estável é dito instável.

Ou seja, um ponto cŕıtico é chamado instável se a diferença de ‖φ(t0)−X0‖ é

menor que um raio σ próximo ao ponto cŕıtico X0, e com o passar do tempo a solução

geral se afasta do ponto cŕıtico com uma diferença ‖φ(t)−X0‖ > ε.

Exemplo 3.1 Considere o sistema
dx

dt
= −x+ 2xy

dy

dt
= y − x2 − y2

.

Afim de encontrarmos os pontos pontos cŕıticos devemos fazer dX
dt

= 0. Logo temos −x+ 2xy = 0

y − x2 − y2 = 0
.

Resolvendo esse sistema obtemos os seguintes pontos cŕıticos, P1 = (0, 0), P2 = (0, 1),

P3 = (1
2
, 1

2
) e P4 = (−1

2
, 1

2
) e o plano de fase desse sistema é dado pela figura abaixo:
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Figura 3.1: Plano de fase para o Exemplo 3.1.

Fonte: Os autores

Podemos observar, pelo plano de fase, que as pontos P1 = (0, 0) e P2 = (0, 1)

parecem ser instáveis, haja vista que as trajetórias que começam próxima a esses pontos

se afastam dos mesmos. No entanto, os pontos P3 = (1
2
, 1

2
) e P4 = (−1

2
, 1

2
) parecem

ser estáveis, pois as trajetórias que começam próxima a eles, assim permanecem.

Exemplo 3.2 Considere o sistema
dx

dt
= −2x+ y − 2

dy

dt
= x− 2y + 1

.

Afim de encontrarmos os pontos cŕıticos devemos fazer dX
dt

= 0. Vamos resolver esse

sistema por substituição. Dáı temos: −2x+ y − 2 = 0

x− 2y + 1 = 0

Isolando a incógnita x na primeira equação obtemos, x = 2−y
−2

. Agora substituindo

x na segunda equação obtemos,
(

2−y
−2

)
− 2y + 1 = 0 onde y = 0 e x = −1. Logo o

ponto cŕıtico é P1 = (−1, 0) e o plano de fase desse sistema é dado pela figura abaixo:
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Figura 3.2: Plano de fase para o Exemplo 3.2.

Fonte: Os autores

Neste exemplo o ponto P1 = (−1, 0) parece ser assintóticamente estável, já que as

trajetórias que começam próxima a ele, assim permanecem, e ainda tende ao próprio

ponto.

O teorema a seguir caracteriza, através da natureza dos autovalores, o tipo de solução

para o caso do sistema ser linear bidimensional.

Teorema 3.1 O ponto cŕıtico X0 do sistema linear X
′

= AX, onde A2×2, é: as-

sintóticamente estável se os autovalores λ1 e λ2 são reais e negativos ou tem parte real

negativa; estável, mas não assintóticamente estável, se os autovalores λ1 e λ2 são ima-

ginários puros; instável se os autovalores λ1 e λ2 são reais e um deles é positivo, ou se

ambos tem parte real positiva.

Demonstração 1 Ver Boyce (2011, p. 259-263).

Lema 3.1 Seja X0 = (0, 0) ponto cŕıtico do sistema linear
dx

dt
= a11x+ a12y

dy

dt
= a21x+ a22y

ou
dX

dt
=

 a11 a12

a21 a22

X. (3.3)
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Dizemos que X0:

(a) é assintoticamente estável se tr(A) < 0 e det(A) > 0

(b) é estável se tr(A) = 0 e det(A) > 0

(c) é instável se tr(A) > 0 ou det(A) < 0, onde A é a matriz de coeficientes.

Demonstração 2 A matriz de coeficientes do sistema (3.3) é dada por:

A =

 a11 a12

a21 a22


sendo que o traço e o determinante da matriz A são, respectivamente:

tr(A) = a11 + a22

det(A) = a11a22 − a12a21

Os autovalores λ associados à matriz A, são dados por:

λ =
(a11 + a22)±

√
(a11 + a22)2 − 4(a11a22 − a12a21)

2

λ =
tr(A)±

√
tr(A)2 − 4det(A)

2

Do teorema 3.1, note que:

(a) Para ocorrer estabilidade assintótica os autovalores devem ser complexos com

parte real negativa ou reais negativos.

O primeiro caso ocorre se, inicialmente, tr(A) < 0 e tr(A)2 − 4det(A) < 0, ou

seja, tr(A)2 < 4det(A). E como tr(A)2 > 0, então

0 < tr(A)2 < 4det(A) ⇒ 0 < 4det(A) ⇒ det(A) > 0

Para o caso dos autovalores serem reais negativos é necessário que tr(A) < 0 e

det(A) > 0, e ainda,

Se det(A) = 0 ⇒ λ1 = 0 e λ2 < 0, e nada podemos afirmar.

Se det(A) < 0 ⇒
√
tr(A)2 − 4det(A) > |tr(A)| , e existirá λ > 0.

Logo, se tr(A) < 0 e det(A) > 0 então x0 é assintoticamente estável.
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(b) Para ocorrer estabilidade os autovalores devem ser imaginários puros, e para isso

é necessário que tr(A) = 0 e tr(A)2 − 4det(A) < 0, ou seja, det(A) > 0.

Logo, se tr(A) = 0 e det(A) > 0 então x0 é estável.

(c) Para ocorrer instabilidade os autovalores devem ser complexos com parte real

positiva ou reais com ao menos um autovalor positivo.

No primeiro caso, inicialmente deve ocorrer tr(A) > 0 e tr(A)2 − 4det(A) < 0,

ou seja, tr(A)2 < 4det(A). E como tr(A)2 > 0, então

0 < tr(A)2 < 4det(A) ⇒ 0 < 4det(A) ⇒ det(A) > 0.

Para que ao menos um autovalor seja positivo, inicialmente deve ocorrer tr(A)2 −

4det(A) > 0. Note que:

Se det(A) < 0, então
√
tr(A)2 − 4det(A) > |tr(A)|, independente do sinal de

tr(A). E com isso sempre existirá ao menos um autovalor positivo.

Se tr(A) > 0, então tr(A) +
√
tr(A)2 − 4det(A) > 0, independente do sinal de

det(A), e assim sempre existirá um autovalor positivo, ou então autovalores complexos

com parte real positiva, e novamente ocorre instabilidade.

Dessa forma, se tr(A) > 0 ou det(A) < 0 então x0 é instável.

3.3 Sistemas Localmente Lineares

Todo o estudo feito até o momento diz respeito a pontos cŕıticos de sistemas autônomos

lineares. No entanto, quando são considerados sistemas autônomos não lineares nem sem-

pre isso é posśıvel, principalmente por existirem, em alguns casos, muitos pontos cŕıticos,

o que permite que o comportamente de uma solução próxima a um ponto cŕıtico possa

ser influenciado pelo fato de também estar próxima a outro ponto cŕıtico.

Exemplo 3.3 Considere o plano de fase do sistema
dx

dt
= x− x2 − xy

dy

dt
= 3y − xy − 2y2

. (3.4)
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Afim de encontrarmos os pontos cŕıticos devemos fazer dX
dt

= 0. Vamos resolver esse

sistema por substituição. Dáı temos: x− x2 − xy = 0

3y − xy − 2y2 = 0
.

Podemos percebar que o ponto P1 = (0, 0) é um dos pontos cŕıticos desse sistema.

Agora isolando a incógnita y na primeira equação obtemos y = 1 − x. Substituindo

o valor de y na segunda equação obtemos −x2 + 1 = 0, onde x1 = 1 e x2 = −1,

resultando nos pontos cŕıticos P2 = (1, 0) e P3 = (−1, 2).

Agora isolando x na segunda equação obtemos x = 3− 2y. Substituindo o valor de

x na primeira equação obtemos −2y2 +7y−6 = 0, onde y1 = 3
2

e y2 = 2, resultando

nos pontos cŕıticos P4 = (0, 3
2
) e P5 = (−1, 2).

Logo os pontos cŕıticos do sistema (3.4) são P1 = (0, 0), P2 = (1, 0), P3 = (−1, 2)

e P4 = (0, 3
2
), e o plano de fase desse sistema é dado pela figura abaixo:
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Figura 3.3: Plano de fase para o sistema (3.4).

Fonte: Os autores

Esse sistema possui quatro pontos de equiĺıbrio: P1 = (0, 0), P2 = (1, 0), P3 =

(−1, 2) e P4 = (0, 3
2
). Na figura 3.3, podemos observar o comportamento de várias

trajetórias próximas aos pontos de equiĺıbrio. Por exemplo se forem tomadas condições

iniciais próximas de P1 = (0, 0), algumas trajetórias se aproximam do equiĺıbrio P2 e

outras se afastam, inclusive de P3 e P4.

3.3.1 Primeiro Método de Lyapunov

Considere agora um sistema autônomo não linear bidimensional

dX

dt
= f(X). (3.5)

O objetivo é analisar o comportamento das trajetórias de (3.5) próximo a um ponto

de equiĺıbrio x0. Isso será feito procurando “aproximar”o sistema (3.5) por um sistema

linear adequado.

Seja então

X
′
= AX + g(X) (3.6)

onde X0 = (x0, y0) é um ponto cŕıtico isolado desse sistema, ou seja, existe alguma

vizinhança de centro x0 dentro da qual não há outro ponto cŕıtico isolado do sistema
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X
′
= AX, ou seja, detA 6= 0.

Para que o comportamento do sistema (3.6), esteja próxima do sistema X
′

= AX

deve-se ter g(X) suficientemente pequeno, isto é,

‖g(X)‖
‖X‖

→ 0 quando X → 0 (3.7)

onde g(X) = (g1(x, y), g2(x, y))T e X = (x, y)T .

Disso, é posśıvel escrever ‖X‖ =
√
x2 + y2 = r e ‖g(X)‖ =

√
g2

1(x, y) + g2
2(x, y),

e assim, a condição (3.7) é satisfeita se, e somente se:

g1

r
→ 0,

g2

r
→ 0 quando r → 0 (3.8)

Deste modo, um sistema da forma (3.6) que satisfaz as condições (3.8) é chamada

sistema localmente linear na vizinhança do ponto cŕıtico (x0, y0).

Voltando ao sistema (3.5), é posśıvel reescrevê-lo na forma escalar:
dx

dt
= F (x, y)

dy

dt
= G(x, y)

. (3.9)

Reescrevendo F e G como um polinômio de Taylor de ordem 1 na vizinhança do

ponto cŕıtico X0 = (x0, y0), tem-se:
dx

dt
= F (x0, y0) + Fx(x

0, y0)(x− x0) + Fy(x
0, y0)(y − y0) + η1(x, y)

dy

dt
= G(x0, y0) +Gx(x

0, y0)(x− x0) +Gy(x
0, y0)(y − y0) + η2(x, y)

onde:
η1(x, y)√

(x− x0)2 + (y − y0)2
→ 0 quando (x, y)→ (x0, y0)

η2(x, y)√
(x− x0)2 + (y − y0)2

→ 0 quando (x, y)→ (x0, y0)

Note que:

F (x0, y0) = 0 = G(x0, y0),

dx

dt
=

∂(x− x0)

∂t
,

dy

dt
=

∂(y − y0)

∂t
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Com isso, o sistema (3.9) pode ser escrito como:

d

dt

 x− x0

y − y0

 =

 Fx(x
0, y0) Fy(x

0, y0)

Gx(x
0, y0) Gy(x

0, y0)

 x− x0

y − y0

+

 η1(x, y)

η2(x, y)


Em notação vetorial, tem-se:

dU

dt
=
∂f(X0)

∂t
U + η(X)

onde U = (x− x0, y − y0)T e η = (η1, η2)T .

Se F e G tiverem derivadas parciais de segunda ordem cont́ınuas, essa aproximação

de Taylor é válida e, consequentemente, o sistema será localmente linear, já que η → 0.

Logo, o sistema (3.9) é localmente linear na vizinhança do ponto X0 = (x0, y0) se F

e G forem de classe C2. E ainda, o sistema que aproxima o sistema não linear (3.9) na

vizinhança de X0 é dado por:

d

dt

 u
v

 =

 Fx(x
0, y0) Fy(x

0, y0)

Gx(x
0, y0) Gy(x

0, y0)

 u
v

 (3.10)

onde u = (x− x0) e v = (y − y0).

A matriz de coeficientes em (3.10) é a Matriz Jacobiana de F e G em relação a x

e y, calculada no ponto cŕıtico X0.

Exemplo 3.4 Considere o sistema
dx

dt
= x2 + y2 − 6

dy

dt
= x2 − y

. (3.11)

Tem-se F (x, y) = x2 + y2 − 6 e G = x2 − y são de classe C1, já que são

funções polinômiais. Logo, o sistema é localmente linear, e assim é posśıvel determinar

os sistemas lineares que aproximam esse sistema não linear na vizinhança de cada ponto

cŕıtico.

Afim de encontrarmos os pontos cŕıticos devemos fazer dX
dt

= 0. Vamos resolver esse

sistema por substituição. Dáı temos: x2 + y2 − 6 = 0

x2 − y = 0
.
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Isolando a incógnita y na segunda equação obtemos, y = x2. Agora substituindo o

valor de y na primeira equação obtemos, y2 + y− 6 = 0 onde, y1 = −3 e y2 = 2. Se

y1 = −3, então x2 = −3 não têm soluções reais. Agora tomando y2 = 2 obtemos os

seguintes pontos cŕıticos P1 = (
√

2, 2) e P2 = (−
√

2, 2), e a matriz Jacobiana é dada

por:

J =

 Fx Fy

Gx Gy

 =

 2x 2y

2x −4


Sendo assim, é posśıvel encontrar os sistemas desejados. No ponto P1 = (

√
2, 2), o

sistema linear correspondente é:

d

dt

 u
v

 =

 2
√

2 4

2
√

2 −1

 u
v

 (3.12)

Afim de analisar a estabilidade do sistema (3.12), vamos fazer uso do Lema 3.1

analisando as caracteŕısticas do traço e do determinante da matriz de coeficientes do

sistema linear. Dáı temos:

A =

 2
√

2 4

2
√

2 −1

 .
Logo, o traço e o determinante são:

tr(A) = 2
√

2− 1 > 0

det(A) = −10
√

2 < 0

Portanto pelo Lema 3.1 o ponto P1 = (
√

2, 2) é instável. Podemos visualizar esse

caso nos planos de fase abaixo:
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Figura 3.4: Plano de fase do sis-

tema linear (3.12).

Fonte: Os autores

Figura 3.5: Plano de fase do sis-

tema não linear (3.11).

Fonte: Os autores

Agora no ponto P2 = (−
√

2, 2), o sistema linear associado é:

d

dt

 u
v

 =

 −2
√

2 4

−2
√

2 −1

 u
v

 (3.13)

Afim de analisar a estabilidade do sistema (3.13), vamos usar novamente o Lema 3.1.

Dáı temos:

A =

 −2
√

2 4

−2
√

2 −1

 .
Logo, o traço e o determinante são:

tr(A) = −2
√

2− 1 < 0

det(A) = 10
√

2 > 0

Portanto pelo Lema 3.1 o ponto P2 = (−
√

2, 2) é assintoticamente estável. Podemos

visualizar esse caso nos planos de fase abaixo:
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Figura 3.6: Plano de fase do sis-

tema linear (3.13).

Fonte: Os autores

Figura 3.7: Plano de fase do sis-

tema não linear (3.11).

Fonte: Os autores

No exemplo 3.4 podemos perceber que as trajetórias de X
′

= AX são boas apro-

ximações do sistema não linear X
′
= AX + g(X) na vizinhança do ponto cŕıtico X0.

Entretanto, não é posśıvel afirmar isso em todos os casos. Veremos a seguir um teorema

que estabelece o tipo de estabilidade de um ponto cŕıtico de um sistema não linear a

partir do sistema linerar correspondente.

Teorema 3.2 sejam λ1 e λ2 os autovalores do sistema linear X
′
= AX correspondente

ao sistema linear X
′
= AX+g(X). Então o tipo de estabilidade do ponto cŕıtico (0,0)

do sistema linear X ′ = AX + g(X) são como descritos na tabela abaixo.
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Autovalores Sistemas Linear Sistemas Localmente Linear

λ1,λ2 Tipo Estabilidade Tipo Estabilidade

λ1 > λ2 > 0 N Instável N Instável

λ1 < λ2 < 0 N AE N AE

λ2 < 0 < λ1 PS Instável PS Instável

λ1 = λ2 > 0 NP ou NI Instável N ou PE Instável

λ1 = λ2 < 0 NP ou NI AE N ou PE AE

λ1,λ2 = a± ib; a > 0 PE Instável PE Instável

λ1,λ2 = a± ib; a < 0 PE AE PE AE

λ1 = ib;λ2 = −ib C Estável C ou PE Indeterminado

Tabela 3.1: Propriedades de Estabilidade e Instabilidade de Sistemas Lineares e Local-

mente Lineares, onde AE: assintoticamente estável; N: nó; NI: nó impróprio; NP: nó

próprio; PE: ponto espiral; PS: ponto de sela; C: centro.

Fonte: Boyce (2011, p. 272)

Demonstração 3 Ver Boyce (2011, p. 272) e Bessa (2011, p. 46-51).

49



Caṕıtulo 4

Modelos Matemáticos em

Epidemiologia

A palavra epidemiologia vem do grego que significa “estudo sobre o povo”, é a ciência

que estuda os fatores condicionantes e determinantes dos fenômenos de doença e saúde

em uma população humana.

Segundo (Lilienfeld, 1980) a epidemiologia é a ciência que estuda os padrões e os

fatores determinantes dos acontecimentos de doenças em populações humanas.

A epidemiologia, portanto, é um campo da ciência que olha os vários fatores genéticos,

sociais ou ambientais, que determinam a ocorrência e a distribuição de saúde, doenças,

defeitos, incapacidade e morte entre os grupos humanos.

Um dos primeiros estudos que se tem conhecimento acerca de doenças

epidemiológicas foi feito por Daniel Bernoulli, em 1790, que teve como ob-

jetivo estudar a transmissão da vaŕıola. Após esse ińıcio, juntamente com

um estudo mais aprofundado na área de medicina, outros casos puderam ser

analisados com mais detalhes.

Hamer, em 1906, analisou casos nos quais a taxa de transmissão da doença

ocorria por meio de contato entre indiv́ıduos suscet́ıveis e indiv́ıduos infecta-

dos, conhecido como Lei de Ação das Massas. Na mesma época, Ronald

Ross fez um estudo sobre a malária, para mostrar que sua transmissão se dava

pela picada de um mosquito contaminado, e mais adiante, em 1908, elabo-
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rou um modelo matemático mais detalhado para o estudo de tal doença.

Contudo, um dos modelos de maior relevância e que mais influenciaram

no desenvolvimento de modelos matemáticos foi o modelo SIR (Suscet́ıvel-

Infectado-Recuperado), estudado por Kermack e McKendrick, em 1927, os

quais conclúıram que um número pequeno de indiv́ıduos infectados, mesmo

em contato com indiv́ıduos suscet́ıveis, não geram uma epidemia.

A partir dáı, diversos outros modelos matemáticos em epidemiologia pas-

saram a ser estudadas como o SIS (Suscet́ıvel-Infectado-Suscet́ıvel) e suas

derivações, o SIRS (Suscet́ıvel-Infectado-Recuperado-Suscet́ıvel) e suas de-

rivações. Há essas derivações chamamos de modelos compartimentais, devido

ao fato da população ser dividida em classes que indicam em qual estado se

encontra o indiv́ıduo. Como por exemplo podem ser citadas as classes:

• Imunidade Passiva (M ): indiv́ıduos que nascem imunes, pois receberam

anticorpos pela mãe;

• Transmissão Vertical (T ): indiv́ıduos que já nasceram com a doença,

adquirindo-a através da mãe infectada;

• Suscet́ıveis (S): indiv́ıduos sadios que estão suscet́ıveis a contrair a

doença;

• Infectados (I): indiv́ıduos que contráıram a doença e podem transmiti-la

aos indiv́ıduos suscet́ıveis por transmissão direta;

• Portadores (P ): indiv́ıduos portadores da doença que estão em peŕıodo

latente, isto é, foram infectados, mas ainda não transmitem a doença;

• Removidos (R): indiv́ıduos que foram infectados, mas não são mais

portadores da doença, por motivo de isolamento, cura (adquirindo ou

não imunidade) ou morte.

Assim, pode-se escrever a população total N como a soma dos indiv́ıduos

das classes acima citadas, ou seja, N = M + T + S + I + P +R. (LUIZ,

2012, p. 29-30)
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De forma geral, o estudo de modelos matemáticos em epidemiologia tem como objetivo

principal analisar a taxa de propagação da doença e a taxa de reprodutibilidade basal.

Nesse caṕıtulo vamos trabalhar apenas com o modelo SIS e suas derivações, haja vista

que vamos usar esse modelo para estudar a estabilidade de um sistema modelado. Afim

de estudarmos três casos do modelo SIS, vamos considerar as doenças com transmissão

direta, com nascimentos de pessoas sadias e suscet́ıveis (T = 0 e M = 0) com peŕıodo

latente muito curto, que pode ser despresado (P = 0) e não havendo forma de isolamento

(R = 0).

4.1 Modelo SIS

Para a elaboração dos casos do modelo SIS a seguir, utilizamos alguns resultados que

foram retirados da dissertação de mestrado da autora Luiz (2012).

O modelo SIS é utilizado para descrever doenças nas quais os indiv́ıduos suscet́ıveis

a adquirem, tornando-se infectados e, após a recuperação, não adiquirem imunidade,

tornando-se suscéıveis novamente. Neste caso não há peŕıodo latente nem isolamentos.

As condições iniciais são:

I(0) = I0,

S(0) = S0

Serão estudados três casos de modelos SIS, os quais seguem.

4.1.1 SIS com N constante (sem dinâmica vital)

Neste caso, a população N é constante e não há dinâmica vital, ou seja, na população

estudada não são considerados nascimentos nem mortes.

Seja α a taxa de transmissão da doença. Como essa transmissão se dá com o encontro

entre indiv́ıduos suscet́ıveis e infectados, então a variação de indiv́ıduos suscet́ıveis em

relação ao tempo pode ser modelado por αSI. Seja β a taxa de recuperação da doença.

Considere a variação dos indiv́ıduos infectados, então o retorno à classe de suscet́ıveis
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será modelado por βI. Com isso, neste caso o modelo SIS pode ser representado pelo

diagrama a seguir:

Figura 4.1: Diagrama compartimental para o Caso 1 do modelo SIS.

Fonte: Os autores

Note que, uma fração dos indiv́ıduos suscet́ıveis, por meio do contato com os in-

div́ıduos infectados, adquirem a doença e passam para a classe de infectados. Do mesmo

modo, os indiv́ıduos infectados, ao se recuperarem, não adquirem imunidade e retornam

à classe de suscet́ıveis.

Com isso, a dinâmica de uma doença com essas caracteŕısticas pode ser descrita pelo

sistema de equações diferenciais:
dS

dt
= −αSI + βI

dI

dt
= αSI − βI

, (4.1)

onde α, β > 0 e N = S + I.

Então:

F (S, I) = −αSI + βI

G(S, I) = αSI − βI

Afim de encontrarmos os pontos cŕıticos de (4.1), devemos fazer F (S, I) = 0 =

G(S, I). Logo temos o sistema  −αSI + βI = 0

αSI − βI = 0
,

onde as soluções desse sistema são os pontos cŕıticos

P1 = (S, 0) = (N − I, 0) = (N, 0)
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e

P2 =

(
β

α
, I

)
=

(
β

α
,N − S

)
=

(
β

α
,N −

β

α

)
.

Observe que, como a população total N é constante, os pontos P1 e P2 estão sobre

a reta N = S + I.

A análise de estabilidade desses pontos será feita através das caracteŕısticas do traço

e do determinante da matriz de coeficientes do sistema linear, conforme os resultados

apresentados no caṕıtulo anterior. Para isso, é preciso determinar a matriz Jacobiana,

dada por

J =

 Fs FI

Gs GI

 =

 −αI −αS + β

αI αS − β

 .
No ponto P1 = (N, 0), o sistema linear correspondente ao sistema (4.1) é:

d

dt

 u
v

 =

 0 −αN + β

0 αN − β

 u
v

 ,
cuja matriz de coeficientes é

A =

 0 −αN + β

0 αN − β

 .
Logo, o traço e o determinante são:

tr(A) = αN − β

det(A) = 0

Portanto, como os coeficientes são valores positivos (α, β > 0), e a população total

N é suficiente grande, segue que tr(A) > 0, e pelo Lema 3.1 e Teorema 3.2, o ponto

P1 = (N, 0) é instável.

Para o ponto P2 =
(
β
α
, N − β

α

)
, o sistema linear correspondente ao sistema (4.1) é:

d

dt

 u
v

 =

 −αN + β 0

αN − β 0

 u
v

 ,
cuja matriz de coeficientes é

A =

 −αN + β 0

αN − β 0

 .
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Logo, o traço e o determinante são:

tr(A) = −αN + β < 0

det(A) = 0

Com isso, através do Lema 3.1, nada se pode afirmar a respeito do ponto P2 =(
β
α
, N − β

α

)
. Então, será feito um estudo de dI

dt
.

Como N é constante, e N = S(t) + I(t), segue que S = N − I. Resolvendo dI
dt

,

temos:

dI

dt
= αSI − βI = α(N − I)I − βI = αI

[(
N −

β

α

)
− I

]
Afim de resolver essa EDO de primeira ordem, vamos usar separação de variáveis.

Logo:

I =
αN − β

α+
[
(αN − β) 1

I0
− α

]
e−(αN−β)t

Então, quando t → ∞, I → N − β
α

. E consequentemente, S → β
α

. Logo o ponto

P2 =
(
β
α
, N − β

α

)
é assintoticamente estável.

Do sistema (4.1) segue que se S > β
α

e I 6= 0 então dI
dt
> 0 e dS

dt
< 0. Assim, o

ponto (S, I) se aproxima de
(
β
α
, N − β

α

)
sobre a reta N = S + I. Do mesmo modo

que se S < β
α

, com I 6= 0, então dI
dt
< 0 e dS

dt
> 0.

E novamente o ponto (S, I) se aproxima de
(
β
α
, N − β

α

)
sobre a reta N = S + I.

Veja a figura abaixo:
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Figura 4.2: Plano de fase para o Caso 1 do modelo SIS.

Fonte: Os autores

4.1.2 SIS com N constante (com dinâmica vital)

Neste caso há dinâmica vital, ou seja, na população considerada há nascimentos e

mortes, contudo, como a população total N é constante, considera-se que o número de

nascimentos é igual ao número de mortes, e ainda, que os nascimentos são de indiv́ıduos

sadios.

Seja γ a taxa de natalidade, que é igual à taxa de mortalidade. Então, o modelo SIS

neste caso pode ser representado pelo diagrama a seguir:

Figura 4.3: Diagrama compartimental para o Caso 2 do modelo SIS.

Fonte: Os autores

Note que a sáıda de indiv́ıduos da classe de suscet́ıveis ocorre por morte ou equisição

da doença, passando para a classe de infectados. Ainda na classe de suscet́ıveis, a entrada

de indiv́ıduos ocorre com os nascimentos (que são proporcionais à população total), assim
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como os indiv́ıduos que eram infectados e se recuperaram, não adquirindo imunidade. O

sistema de equações diferenciais que descreve esse modelo é dado por:
dS

dt
= −αSI + βI + γN − γS

dI

dt
= αSI − βI − γI

, (4.2)

onde α, β, γ > 0 e N = S + I.

Como N = S + I, então

F (S, I) = −αSI + βI + γI

G(S, I) = αSI − βI − γI

Afim de encontrarmos os pontos cŕıticos de (4.2), devemos fazer F (S, I) = 0 =

G(S, I). Logo temos o sistema −αSI + βI + γI = 0

αSI − βI − γI = 0
,

onde as soluções desse sistema são os pontos cŕıticos

P1 = (S, 0) = (N − I, 0) = (N, 0)

e

P2 =

(
β + γ

α
, I

)
=

(
β + γ

α
,N − S

)
=

(
β + γ

α
,N −

β + γ

α

)
.

Observe que, novamente P1 e P2 estão sobre a reta N = S+ I, pois N é constante.

A análise de estabilidade desses pontos também será feita através das caracteŕısticas

do traço e do determinante da matriz de coeficientes do sistema linearizado. A matriz

Jacobiana é dado por

J =

 Fs FI

Gs GI

 =

 −αI −αS + β + γ

αI αS − β − γ

 .
No ponto P1 = (N, 0), o sistema linearizado correspondente ao sistema (4.2) é:

d

dt

 u
v

 =

 0 −αN + β + γ

0 αN − β − γ

 u
v

 ,
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cuja matriz de coeficientes é

A =

 0 −αN + β + γ

0 αN − β − γ

 .
Logo, o traço e o determinante são:

tr(A) = αN − β − γ

det(A) = 0,

e pelo Lema 3.1 e Teorema 3.2, o ponto P1 = (N, 0) é instável.

Para o ponto P2 =
(
β+γ
α
, N − β+γ

α

)
, o sistema linearizado correspondente ao sis-

tema (4.2) é:

d

dt

 u
v

 =

 −αN + β + γ 0

αN − β − γ 0

 u
v

 ,
cuja matriz de coeficientes é

A =

 −αN + β + γ 0

αN − β − γ 0

 .
Logo, o traço e o determinante são:

tr(A) = −αN + β + γ < 0

det(A) = 0,

e pelo Lema 3.1 nada se pode afirmar sobre o ponto P2 =
(
β+γ
α
, N − β+γ

α

)
. Então,

será feito um estudo de dI
dt

.

Novamente ocorre S = N − I. Resolvendo dI
dt

, segue:

dI

dt
= αSI − βI − γI = α(N − I)I − βI − γI = αI

[(
N −

β + γ

α

)
− I

]
Afim de resolver essa EDO de primeira ordem, vamos usar separação de variáveis.

Logo:

I =
αN − β − γ

α+
[
(αN − β − γ) 1

I0
− α

]
e−(αN−β−γ)t

Então, quando t → ∞, I → N − β+γ
α

. E consequentemente, S → β+γ
α

. Logo o

ponto P2 =
(
β+γ
α
, N − β+γ

α

)
é assintoticamente estável.
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Deste modo, segue a mesma conclusão do Caso 1. Isto é, se S > β
α

e I 6= 0, então

dI
dt
> 0 e dS

dt
< 0. Logo, o ponto (S, I) se aproxima de

(
β+γ
α
, N − β+γ

α

)
sobre a reta

N = S + I. Conclusão análoga é obtida para S < β
α

e I = 0.

Pode-se observar que ao considerar dinâmica vital no modelo SIS, quando a população

é constante, a magnitude de cada coordenada do ponto de equiĺıbrio P2 é alterada, mas

o tipo de estabilidade permanece o mesmo para os dois pontos de equiĺıbrio existentes.

4.1.3 SIS com N variável

Neste caso é considerado a população total N variável. Ainda assim, é válida a

equação N(t) = S(t) + I(t) em cada instante de tempo.

Seja γ a taxa de natalidade e µ a taxa de mortalidade, onde γ 6= µ. Deste modo, o

diagrama que representa este modelo é o seguinte:

Figura 4.4: Diagrama compartimental para o Caso 3 do modelo SIS.

Fonte: Os autores

E o sistema de equações diferenciais é dado por:
dS

dt
= −αSI + βI + γN − µS

dI

dt
= αSI − βI − µI

, (4.3)

onde α, β, γ, µ > 0, γ > µ e N(t) = S(t) + I(t).

Como N = S + I, então

F (S, I) = −αSI + βI + γS + γI − µS

G(S, I) = αSI − βI − µI
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Afim de encontrarmos os pontos cŕıticos de (4.3), devemos fazer F (S, I) = 0 =

G(S, I). Logo temos o sistema −αSI + βI + γS + γI − µS = 0

αSI − βI − µI = 0
,

onde as soluções desse sistema são os pontos cŕıticos

P1 = (S, I) = (0, 0)

e

P2 = (S, I) =

(
β + µ

α
,
−β − µ
α

)
.

Note que, P1 = (0, 0) é um ponto de equiĺıbrio que não faz sentido estudar do ponto

de vista biológico, e também que no ponto de equiĺıbrio P2 = (S, I) =
(
β+µ
α
, −β−µ

α

)
ocorre I = −β−µ

α
< 0. Assim, observa-se que não há ponto de equiĺıbrio. Bassanezi[2]

observa que “para qualquer valor I0 > 0 a trajetória atinge o valor máximo para S

quando intercepta a isóclina (curva onde dS
dt

= 0) I = S(γ−µ)

αS−(β+γ)
enquanto I → ∞

quando t→∞”.
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Caṕıtulo 5

Um Modelo SIS para a Doença de

Chagas

5.1 A Doença de Chagas

A Doença de Chagas ou Tripanossomı́ase Americana, é uma doença infecciosa para-

sitária causada pelo protozoário flagelado Trypanosoma cruzi (nome dado em homenagem

ao médico brasileiro Oswaldo Cruz), a mesma tem como vetor o inseto hematófago da

subfamı́lia dos triatomı́neos (famı́lia dos Reduv́ıdeos) conhecido popularmente como “ba-

beiro”. Essa doença foi descoberta por volta de 1908 pelo médico e pesquisador brasileiro

Carlos Justiniano Ribeiro Chagas.

Ao ser enviado para combater uma epidemia de malária na região de Lassance (mu-

nićıpio localizado no estado de Minas Gerais), Carlos Chagas foi informado de que havia

uma infestação, nas casas daquela região, de um inseto hematófago da espécie Triatoma

infestans conhecido como barbeiro devido ao fato dele sugar o sangue da face das pessoas

durante a noite. Então Chagas resolveu investigar e constatou que no intestino desse

inseto abrigava uma nova espécie de Trypanosoma.
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Figura 5.1: Barbeiro.

Fonte: Portal de noticia CE, 2016

O principal meio de transmissão da doença é a vetorial, ou seja, através do contato

das fezes do barbeiro com a pele lesionada após a picada do mesmo. Também existe

outras formas de transmissão conhecida como vertical que, é quando a mãe contaminada

passa para o filho ainda na gestação, e também através de alimentos contaminados e

transfusões de sangue.

A forma normal de contrair a doença de acordo com Júnior:

O mecanismo normal de infecção ocorre quando algum inseto hematófago

contaminado coro o parasita pica as pessoas, geralmente à noite e na região

da face, e reśıduos de suas fezes, que estão contaminadas coro o tripanosoma,

aderem à pequena lesão aberta com o ferrão. A pessoa vitimada, no ato

de coçar o local da picada, espalha as fezes do mosquito sobre o ferimento.

Assim, ocorre a penetração dos parasitas nas células da pele atingindo a

corrente sangúınea humana, bem como a de outros mamı́feros.(2002, p. 11).

Após a contaminação existe um peŕıodo de encubação que pode durar até duas se-

manas. Depois desse peŕıodo se dá ińıcio a fase aguda da doença que dura de 3 a 8

semanas. Essa fase também é conhecida como assintomática devido apresentar apenas

alguns sintomas como afirma Júnior (2002, p.12) “[...] a v́ıtima apresenta um quadro que

se resume a uma reação local à picada e febre alta cont́ınua ou intermitente e, cansaço e

desânimo decorrentes”.

A Doença de Chagas pode possuir duas fases de acordo com Júnior (2002, p.12) “[...]
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um longo peŕıodo na forma crônica e a forma cĺınica ou final da doença”. A fase crônica

é aquela que o paciente leva a doença consigo por alguns anos ou pela vida inteira, já a

fase cĺınica é o estágio mais avançado da doença na qual atinge órgãos vitais do corpo e

levando consequentemente a morte.

É importante ressaltar o trabalho de Carlos Chagas que foi o único pesquisador a

descrever uma patologia por completo, ou seja, ele descobriu o agente etiológico, o vetor,

hospedeiro, ciclo epidemiológico e os sintomas cĺınicos em humanos. Seu trabalho foi

reconhecido em todo o mundo e também é de grande importância para a epidemiologia

matemática que, ao longos dos anos, vem criando modelos para interpretar e descrever

de forma mais precisa a dinâmica da Doença de Chagas.

A Doença de Chagas é um mal que atinge milhares de pessoas principalmente na

América Latina, e a maioria dessas pessoal são as que se encontram na linha da pobreza

na sociedade, ou seja, as localidades em que vivem não tem uma boa estrutura de moradia

facilitando a disseminação da doença. Segundo a Organização Mundial da Saúde, a

Doença de Chagas é uma das maiores endemias da América Latina ficando atrás somente

da malária, “[...] estimando que existem entre 16 e 18 milhões de pessoas infectadas e

cerca de outras 100 milhões de pessoas na América Central e América do sul sob risco

de infecção”. (JÚNIOR, 2002, p. 13)

É importante ressaltar o trabalho de Carlos Chagas que foi o único pesquisador a

descrever uma patologia por completo, ou seja, ele descobriu o agente etiológico, o vetor,

hospedeiro, ciclo epidemiológico e os sintomas cĺınicos em humanos. Seu trabalho foi

reconhecido em todo o mundo e também é de grande importância para a epidemiologia

matemática que, ao longos dos anos, vem criando modelos para interpretar e descrever

de forma mais precisa a dinâmica da Doença de Chagas.

5.2 Modelo SIS com Mistura Proporcional e Trans-

missão Vetorial

Para a elaboração deste modelo e o estudo de estabilidade do mesmo, utilizamos alguns

resultados que foram retirados da dissertação de mestrado do autor Júnior (2002).
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Para esse modelo vamos tratar matematicamente a dinâmica da transmissão da in-

fecção de Chagas, analizando um modelo compartimental da doença do tipo SIS com

dinâmica vital, ou seja, adotando distintas taxas de natalidade e mortalidade para a

classe de indiv́ıduos suscet́ıveis. Com essa caracterização, a populaçao total N é tal que

N(t) = S(t) + I(t).

Neste modelo consideramos ambas as transmissões vertical e horizontal. O processo de

transmissão horizontal ocorre através da transfusão de sangue de doadores contaminados.

A transmissão vetorial (também como mecanismo de transmissão horizontal) ocorre

e evidentemente será devida a presença dos vetores transmissores que são portadores do

agente patogênico. Neste caso não distinguimos os vetores que estão contaminados dos

que não estão contaminados, entre a forma crônica e a cĺınica da infecção e não levamos

em consideração a estrutura de idade da população. Nesta maneira, não consideramos o

devido peŕıodo de maturação para os recém-nascidos infectados. Consideramos também a

força de infecção da doença dada por um termo que é descrito como mistura proporcional.

Podemos concluir que para o caso da Doença de Chagas, os mecanismos de trans-

missão do agente infeccioso (Trypanosoma cruzi) obedecem a uma cadeia de transferência,

onde o principal mecanismo é o da transmissão vetorial, representada pela picada do

barbeiro contaminado e em sequência ocorrem a transmissão via transfusão de sangue

contaminado e a possibilidade de transmissão congênita.

5.2.1 O Modelo

Em se tratando de um modelo SIS com transmissão vetorial, adotamos uma taxa v

de transmissão vetorial da infecção para a população humana de suscet́ıveis devido à

presença de vetores infecciosos. Assumimos essa taxa como constante na dinâmica da

doença.

Para a transmissão horizontal adotamos aquela que ocorre via a transfusão de sangue

contaminado que tem origem no fluxo de imigrantes de áreas infectadas para áreas nas

quais a infecção não esta se desenvolvendo. Assim, somente uma fração da população

total esta sendo infectada, razão pelo qual essa força de infecção é conhecida como mistura

proporcional.
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Supomos então que na populaçao hospedeira na qual ocorre a infecção, cada indiv́ıduo

suscet́ıvel entre em contato com, em média C outros indiv́ıduos. Logo, o número total

médio de contatos por unidade de tempo t por suscet́ıvel na população total é CS, sendo

que desse total a proporção I
S+I

é realizado com os indiv́ıduos infectados. Assumimos

ainda, que existe uma proporção ρ de contatos entre S e I que estão efetivamente

transmitindo a doença. Então, a razão com a qual os suscet́ıveis tornam-se infectados é

dado por

ρCS
I

S + I
= K

SI

S + I

onde k = ρC.

Portanto, k é a razão de contatos dos suscet́ıveis e I
S+I

é a proporção do total de

contatos, via transfusão de sangue contaminado, de cada suscet́ıvel que ocorre com in-

div́ıduos infectados.

As demais taxas adotadas, de acordo com as peculiaridades da doença para este caso,

são as seguintes:

• b = taxa de natalidade na população dos suscet́ıveis;

• b′
= taxa de natalidade na população dos infectados;

• r = taxa de mortalidade na população dos suscet́ıveis;

• r′
= taxa de mortalidade na população dos infectados;

• c = taxa de remoção.

O processo de infecção via transmissão vertical, é caracterizado pela possibilidade

do feto humano contrair a doença, o qual pode ocorrer na gestação ou no momento

do parto. Nesse aspecto, assumimos uma proporção q da medida de probabilidade de

transmissão vertical e a proporção complementar p como a medida de probabilidade de

não transmissão vertical. Logo, p + q = 1. Com base nessas considerações podemos

estabelecer as equações que regem a dinâmica da infecção para o caso aqui proposto:
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
dS

dt
= (b− r − v)S + (b

′
p+ c)I − k

SI

S + I

dI

dt
= (b

′
q − r′ − c)I + vS + k

SI

S + I

(5.1)

5.2.2 Pontos de Equiĺıbrio e Análise de Estabilidade

Afim de estudarmos a estabilidade do sistema (5.1) devemos fazer algumas alterações

nesse sistema, com o objetivo de analisar a estabilidade em um sistema equivalente ao

sistema (5.1).

Logo, as equações do modelo SIS (5.1) podem ser simplificadas com o objetivo de

obtermos a equação dinâmica para a população hospedeira total, a qual é dividida na

classe dos indiv́ıduos suscet́ıveis e infectados, ou seja, N(t) = S(t) + I(t). Somando

as equações do sistema (5.1) e usando N = S + I, obtemos as seguintes equações

equivalentes: 
dN

dN
= (b− r)N + (r − b+ b

′ − r′
)I

dN

dN
= (b− r)S + (b

′ − r′
)I

(5.2)

Sendo a taxa de natalidade dos infectados menor do que a dos suscet́ıveis e a taxa de

mortalidade maior, é razoável que o valor de α = (b− b′
) + (r

′ − r) seja positivo. O

termo b− b′
em α, por exemplo, é uma taxa que representa o crescimento da população

livre da infecção.

Para analisar o caso geral, em que dN
dt
6= 0, é conviniente introduzirmos as seguintes

substituições:

x(t) =
S(t)

N(t)
< 1, y(t) =

I(t)

N(t)
< 1, α = (b− r)− (b

′ − r′
)

Dáı segue que x + y = 1. Logo, podemos com isto reduzir significativamente as

equações do modelo inicial, para obter um outro sistema equivalente que rege a dinâmica

do modelo em questão. Para tanto, considerando as proporções x e y dos indiv́ıduos

suscet́ıveis e infectados, respectivamente, e as equações dadas em (5.1) e (5.2), teremos:

dS

dt
= x

dN

dt
+N

dx

dt
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(b− r− v)S + (b
′
p+ c)I − k

SI

S + I
= (b− r)xN + (r− b+ b

′ − r′
)xI +N

dx

dt

(b− r − v)x+ (b
′
p+ c)y − kxy = (b− r)x+ (r − b+ b

′ − r′
)xy +

dx

dt

dx

dt
= −vx+ (b

′
p+ c)y − (k − α)xy.

dI

dt
= y

dN

dt
+N

dy

dt

(b
′
q − r′ − c)I + vS + k

SI

S + I
= (b− r)yS + (b

′ − r′
)(N − S)y +N

dy

dt

(b− r′
)y − (b

′
p+ c)y + vx+ kxy = (b− r)xy − (b

′ − r′
)xy + (b

′ − r′
)y +

dy

dt

dy

dt
= vx− (b

′
p+ c)y + (k − α)xy.

Esse tipo de análise é assumida em praticamente todos os modelos da Doença de

Chagas que foram até então desenvolvidos.

Portanto, as equações dinâmicas equivalentes ao modelo (5.1) são:
dx

dt
= −vx+ (b

′
p+ c)y − (k − α)xy

dy

dt
= vx− (b

′
p+ c)y + (k − α)xy

(5.3)

Afim de estudarmos a estabilidade do sistema (5.3) que é equivalente ao sistema (5.1),

vamos usar o fato de que x + y = 1. Logo obtemos uma única equação diferencial de

primeira ordem em y:

dy

dt
= f(y) = v − (v + b

′
p+ c− k + α)y − (k − α)y2 (5.4)

Vale resaltar que os zeros de f(y) são os pontos de equiĺıbrio de dy
dt

. Nesse caso, a

estabilidade dos pontos de equiĺıbrio da equação (5.4) dependerá do sinal da derivada de

f(y) calculado no ponto ȳ. Logo temos o seguinte teorema:

Teorema 5.1 Seja ȳ um ponto cŕıtico da equação diferencial autônoma y
′

= g(y),

onde g é diferenciável em ȳ.

• Se g
′
(ȳ) < 0, então ȳ é um ponto de equiĺıbrio assintoticamente estável;
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• Se g
′
(ȳ) > 0, então ȳ é um ponto de equiĺıbrio instável.

Dessa forma, podemos proceder ao estudo da estabilidade dos pontos de equiĺıbrio do

modelo dado pela equação (5.4) com base na variação do parâmetro k−α e considerando

v 6= 0. Temos então os seguintes casos:

a) Caso k = α

A equação se quadrática se reduz a uma equação diferencial ordinária linear de pri-

meira ordem dada por:
dy

dt
= v − (b

′
p+ c+ v)y

Tomando f(y) = v − (b
′
p+ c+ v)y e fazendo f(y) = 0, obtemos o único ponto

de equiĺıbrio dado por:

ȳ =
v

b′p+ v + c

Sendo f
′
(y) = −(b

′
p + v + c) < 0, segue que f

′
(ȳ) < 0. Logo pelo Teorema

(5.1), ȳ é um ponto de equiĺıbrio assintoticamente estável.

b) Caso k − α > 0

Neste caso as ráızes de (5.4) são dadas por:

y =
−(v + b

′
p+ c− k + α)±

√
(v + b′p+ c− k + α)2 + 4v(k − α)

2(k − α)

Onde os pontos de equiĺıbrio são:

ȳ1 =
−(v + b

′
p+ c− k + α) +

√
(v + b′p+ c− k + α)2 + 4v(k − α)

2(k − α)
> 0

ȳ2 =
−(v + b

′
p+ c− k + α)−

√
(v + b′p+ c− k + α)2 + 4v(k − α)

2(k − α)
< 0

Tendo em vista que f
′
(y) = −(v+b

′
p+c−k+α)−2(k−α)y, claramente tem-

se que f
′
(ȳ1) = −

√
(v + b′p+ c− k + α)2 + 4v(k − α) < 0, logo pelo Teorema

(5.1), ȳ1 é um ponto de equiĺıbrio assintoticamente estável.

Para f
′
(ȳ2), tem-se que f

′
(ȳ2) =

√
(v + b′p+ c− k + α)2 + 4v(k − α) > 0,

logo pelo Teorema (5.1), ȳ2 é um ponto de equiĺıbrio instável.

c) Caso k − α < 0
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Neste caso as ráızes de (5.4) são dadas por:

y =
v + b

′
p+ c− k + α±

√
(v + b′p+ c− k + α)2 + 4v(k − α)

2(α− k)

Onde os pontos de equiĺıbrio são:

ȳ1 =
v + b

′
p+ c− k + α−

√
(v + b′p+ c− k + α)2 − 4v(α− k)

2(α− k)
> 0

ȳ2 =
v + b

′
p+ c− k + α+

√
(v + b′p+ c− k + α)2 − 4v(α− k)

2(α− k)
> 0

Como f
′
(y) = −(v + b

′
p + c − k + α) + 2(α − k)y, segue claramente que

f
′
(ȳ1) = −

√
(v + b′p+ c− k + α)2 − 4v(α− k) < 0, logo pelo Teorema (5.1), ȳ1

é um ponto de equiĺıbrio assintoticamente estável.

Para f
′
(ȳ2), tem-se que f

′
(ȳ2) =

√
(v + b′p+ c− k + α)2 − 4v(α− k) > 0,

logo pelo Teorema (5.1), ȳ2 é um ponto de equiĺıbrio instável.

Sendo assim, ao estudarmos a estabilidade do sistema (5.3) estudamos automati-

camente a estabilidade do sistema (5.1), haja visto que eles são equivalentes. Logo o

objetivo neste caṕıtulo foi conclúıdo ao estudarmos a estabilidade do sistema modelado

para a Doença de Chagas.
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Conclusão

Neste trabalho, primeiramente, foram apresentados, alguns resultados preliminares os

quais serviram de suporte para o estudo de análise de estabilidade de sistemas. Primei-

ramente foi visto alguns conceitos da álgebra linear que são importantes para a solução

de sistemas lineares de equações diferenciais, focando na parte de sistemas lineares, inde-

pendência linear, autovalores e autovetores. Por último fizemos um estudo sobre sistemas

de equações diferenciais lineares e não lineares de primeira ordem, abordando na mesma

soluções desses sistemas.

No caṕıtulo 3, foi feito um estudo sobre a natureza geométrica das soluções, anali-

samos inicialmente soluções constantes especiais chamadas pontos cŕıticos e procuramos

soluções periódicas. Para isso foram apresentados conceitos de estabilidade de sistemas

de equações diferenciais de primeira ordem autônomos, ou seja, sistemas cujas equações

não dependem explicitamente da variável independente.

No caṕıtulo 4, foi feito um estudo de um modelo clássico em Epidemiologia: SIS, com

população constante e variável. A análise de estabilidade desse modelo foi feita através do

primeiro método de Lyapunov, ou seja, pelas caracteŕısticas dos autovalores do sistema.

No caṕıtulo 5, inicialmente, foram abordados aspectos sobre a Doença de Chagas,

tanto biológicos quanto históricos para um melhor conhecimento da doença. E finalmente,

estudamos a estabilidade dos pontos de equiĺıbrio de um sistema SIS para a Doença de

Chagas, para isso fizemos uma substituição afim de analisar a estabilidade de um sistema

equivalente ao principal, pois todos os estudos feitos para esse sistema, automaticamente

foram satisfeitos para o sistema principal.
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