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Resumo

O presente trabalho tem por objetivo apresentar um resultado de Anadlise Real
utilizado nas mais diversas areas da Matematica Pura e Aplicada, o Teorema de Ar-
zeld-Ascoli, o qual nos fornecera quais as condicOes necessarias para que uma sequéncia
de funcgoes continuas definidas num subconjunto compacto dos numeros reais admita
uma subsequéncia uniformemente convergente. Em seguida, abordaremos uma de suas
aplicagoes importantissima a Anélise Real. Como suporte a este estudo, elencamos re-
sultados primordiais para o desenvolvimento desta pesquisa. Primeiramente, coletamos
conceitos basicos elementares, em seguida, demonstramos em duas versoes o teorema
principal.

Palavras-Chaves: Compacidade, Convergéncia Uniforme, Teorema de Arzela-Ascoli,
Equicontinuidade.



Abstract

This study aims to present the result of real analysis used in several areas of Pure
and Applied Mathematics, the Arzela-Ascoli theorem, which will provide us with which
the necessary conditions for a sequence of continuous functions defined on a compact
subset of real numbers admits a uniformly convergent subsequence. Then we’ll cover
one of its important applications to real analysis. In support of this study, we selected
primary results for the development of this research. First, we collect elementary basics
then demonstrated in two main versions theorem.

Keywords: Compactness, Convergence Uniform, Arzela-Ascoli theorem, Equiconti-
nuity.
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Introducao

A Analise é o ramo da Matemaética que tem por objetivo investigar, generalizar regras
e criar resultados afim de facilitar o seu bom entendimento e de outras areas, como
por exemplo, Topologia, Geometria Diferencial, EDO-FEquacgoes Diferenciais Ordindrias,
dentre outras. Isto é, visa elaborar formulagoes rigorosas e precisas para ideias que até
entao eram intuitivas do calculo.

Neste sentido, o resultado abordado no presente Trabalho, trata-se de um resultado
com intmeras aplicacoes tanto na Andlise Real quanto na Andlise Funcional, um resul-
tado amplamente usado na Matematica Pura Aplicada por ser considerado um instru-
mento muito 1til na demonstracao de existéncia de solugoes e na promocao de teorias
matematicas. Tudo isso, sem fazer énfase na quantidade de conceitos matematicos que
o envolve. Tal resultado, é conhecido ou familiarizado pelos matematicos como sendo O
Teorema de Arzeld-Ascoli.

Uma vez reunidas todas as pesquisas, feito um estudo dos resultados que evidenciam
o objetivo deste trabalho, nos preocupamos em organizar bem a sua estrutura para que,
ao ser consultado, o leitor nao venha ter dificuldades em entender o que abordamos aqui.
Organizamos o mesmo em trés capitulos. No capitulo 1, veremos alguns pré-requisitos
que sao indispensaveis para a compreensao do Teorema de Arzela-Ascoli. No capitulo 2,
estudaremos em detalhes o referido teorema e apresentaremos uma demonstragao deta-
lhada de facil compreensao do mesmo em duas versoes. Posteriormente, no capitulo 3,
veremos uma das aplicagoes do referido teorema a Analise Real.
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Contexto Historico

De acordo com Oliveira [22], Giulio Ascoli nasceu em 20 de janeiro de 1843 em Trieste,
[talia e morreu em 12 de Julho de 1896 em Milao. Foi estudante da Escola Normal de Pisa,
onde graduou-se em 1868. Por volta de 1872, tornou professor de Algebra e Calculo do
Politecnico di Milano University e em 1879 foi professor de matematica na Reale Istituto
Tecnico Superiore, onde, em 1901, o homenagearam afixando uma placa que o lembra.
Membro correspondente do Istituto Lombardo, fez importantes contribuicoes para a teoria
de fungoes de uma variavel real e a série de Fourier. Como por exemplo, introduziu
equicontinuidade em 1884, um tema considerado como um dos conceitos fundamentais da
teoria das fungoes reais.

Por outro lado, Oliveira aponta que Césare Arzeld, nasceu em 6 de marco de 1847,
em Santo Stefano di Magra, La Spezia, Italia e morreu em 15 de marco de 1912, em sua
Terra Natal. De familia com meios financeiros limitados. Frequentou o liceu em Sarzana
por dois anos 1856-1858. Posteriormente, ele foi para o Liceu, em Pisa, onde passou trés
anos 1858-1861. Apds ter ganho um concurso de admissao para a Escola Normal Superior
de Pisa, que lhe deu uma bolsa de estudos, ele comegou seus estudos como um estudante
de ciéncias matematicas e fisica, em novembro de 1861. Em 1869 Arzela graduou-se
tendo seu trabalho concluido com a dissertacao sobre a teoria do potencial. Depois de se
formar, continuou a frequentar cursos de analise superior, fisica matemaética e mecanica
superior, entre outros. Iniciou sua carreira de professor no Liceu de Macerata e, apds dois
anos, pediu licensa para continuar seus estudos em Pisa no ano de 1872-1873, passando
a frequentar um curso sobre elasticidade dado por Enrico Betti, que também o orientou
em sua tese, um curso sobre a teoria de fungoes de uma variavel real dada por Ulisse
Dini. Ha relatos de que Arzeld deixou véarias contribuicoes, entre elas, o mais importante
trabalho cientifico, onde elaborou o conceito de convergéncia uniforme gradual que dd uma
condicao necessaria e suficiente para uma série de funcgoes continuas convergir para uma
fungao continua (1883). Na verdade, ele publicou trés artigos em 1885: Sulla Integrazione
por série; Sulla integrabilita di una serie di funzioni e Sui prodotti Infiniti. Quatro anos
depois, Arzeld publicou o resultado para o qual ele é mais conhecido hoje em seu artigo
Sulle Funzioni di linee (1895).

“Ele provou o resultado hoje conhecido como o Teorema de Ar-
zeld-Ascoli sobre a existéncia de uma subsequéncia uniformemente
convergente em cada sequéncia de funcgoes equilimitada e equi-
continua”. (OLIVEIRA, 2014, p. 43).

Ambos, tanto Arzeld quanto Ascoli estudadaram o conceito de equicontinuidade e
o teorema de Arzeld era uma generalizacao de um muito mais fraco do que tinha sido
provado por Ascoli, em 1884. Note-se que se hoje o teorema de Arzela-Ascoli é um
resultado sobre compacidade mas, essa ideia s6 foi introduzida por Maurice Fréchet em
1904.
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Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo veremos alguns resultados preliminares utilizados no desenvolvimento
desta monografia, que servirao de base para uma melhor compreensao do Teorema de
Arzela-Ascoli, citaremos algumas definigoes e resultados importantes da Analise Real, que
serao utilizados no decorrer de nossa pesquisa. Tais resultados poderao ser verificados nas
referéncias pelo leitor ou em qualquer outro livro que aborde tal teoria. Sendo que neste
trabalho, serao enunciados apenas os resultados essenciais para o o desenvolvimento do
assunto central.

1.1 Teorema de Bolzano-Weierstrass

A seguir estabeleceremos alguns resulatados importantes a respeito de sequéncias e
subsequéncias que conduzem a uma poderosa ferramenta da Anélise Real chamada de
Teorema de Bolzano-Weierstrass.

Definicao 1.1. Uma sequéncia numérica ¢ uma funcao x : IN — R que associa a cada
numeron € N a um numero real x,,, chamado termo geral, termo de ordem n ou n-ésimo
termo da sequéncia.

Para todo n denotamos uma sequéncia numérica por (z,).

Veremos agora que nem toda sequéncia possui limite e as que o possuem serao cha-
madas de convergentes e as outras divergentes.

Defini¢ao 1.2. Uma sequéncia numérica (x,) € dita convergente se existir um nimero
real L tal que, dado qualquer nimero real positivo € > 0, existe um indice ng € IN de modo
que |z, — L] < €,VYn > no.

Em linguagem simbdlica temos:

limx,=L.=NYe>03dngeN|n>ng=|z,— L|<e

n—o0

Neste caso, dizemos que (x,) tende a L e escrevemos

limx, =L ou T, — L.
n—oo

Se uma sequéncia nao tem limite, diz-se que ela diverge.
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A esse respeito, veja a citagao abaixo segundo Lima [15].

“O matemdtico 1gles G. H. Hardy, um aficionado das com-
peticoes esportivas, costumava dizer que, para bem entender a idéia
de limite, deve-se pensar em dois competidores. Um deles, digamos,
o mocinho, quer provar que limx, = L, enquanto o outro, diga-
mos, o bandido, procura impedir-lo. O bandido fornece os épsilons
(€) enquanto o mocinho trata de conseguir, para cada € > 0 pro-
posto como desafio, o ng correspondente (isto €, ngy tal que n > ng
implique |z, — L| < €).

O mocinho ganhard o jogo (e ficard portanto estabelecido que
limx,, = L) se, para qualquer € > 0 exibido pelo seu adversdrio, ele
for capaz de obter um ny conveniente (isto é, tal que n > ny =
|z, — L| < €). Por outro lado, para que o bandido ganhe a parada,
basta que ele consiga achar um numero real € > 0 para o qual
nenhum ng que o mocinho venha a tentar, sirva. (Ou seja, esse €

deve ser tal que para todo ng exista n > ng com |x, — L| > €)”.
(LIMA, 2012, p. 108).

O resultado que vamos mostrar agora nos garante que uma sequéncia nao pode admitir
dois limites distintos.

Teorema 1.1. (Unicidade do limite). O limite de (z,,) € unico quando eziste.
Demonstra¢ao. Supomos que limx, = Ly e limx, = Ly tal que Ly # Lo, ou seja Ly —

n—oo n—oo

Loy # 0. Seja e = @ > (0. Como lim rn, = Ly, existe n; € IN tal que
n [o.¢]

\V/TL>TZ1:>|ZE”—L1|<€.

Também temos lim x, = Ly. Logo, existe ny € IN tal que
n—oo

Vn>ng = |z, — Lo <e.

Tomando n = max {ny,ne} para tal n as duas conclusoes anteriores sdo vélidas. Temos
entao
|L1—L2‘ < |L1—xn\—|—\xn—L2| <e+e=2= ‘Ll—L2|

Concluimos que |Ly — Ly| < |Ly — Ls|, 0 que é absurdo. |
Definicao 1.3. Chama-se supremo de um conjunto X, quando existir, ao niumero [ que
satifaz as sequintes condigoes:

a) x < [ para todo x € X;
b) dada qualquer nimero € > 0, existe um elemento x € X tal que f — € < x.

Neste caso, escreve-se f = sup X para indicar que 5 € o supremo do conjunto X.

Por outro lado, chama-se supremo de um conjunto X, quando existir, ao numero «
que satifaz as sequintes condigoes:
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a) a <z, para todo x € X,
b) dada qualquer nimero € > 0, existe um elemento x € X tal que x < o + €.

Neste caso, escreve-se a = inf X para indicar que o € o infimo do conjunto X.
Observacao 1.1. O supremo, quando existe, pode pertencer ou nao ao conjunto X.

Definigao 1.4. Dado X C R. Um nimero M diz-se o maior elemento (ou elemento
maximo, em simbolos tem-se M = max X ) do conjunto X quando M > x para todo
x € X. Neste caso, diz-se que M € uma cota superior de X, pertencente a X.

Analogamente, diz-se que um nimero m é o menor elemento (ou elemento minimo,
em simbolos tem-se m = min X ) do conjunto X quando m < x para todo x € X. Neste
caso, diz-se que m € uma cota inferior de X, pertencente a X.

Uma classe de sequéncias numéricas sao as chamadas sequéncias limitadas. Tais
sequéncias auxiliam a determinar o limite de uma dada sequéncia, permitindo assim,
simplicar o calculo de limite.

Definigao 1.5. Diz-se que uma sequéncia (x,,) € limitada a esquerda, ou limitada inferi-
ormente, se existir um numero real a tal que a > x, para todo n.

Analogamente, (z,,) diz-se limitada a direita, ou limitada superiormente, se ezistir um
numero real b tal que x,, < b para todo n. Quando a sequéncia € limitada a esquerda e a

s

direita ao mesmo tempo, dizemos simplesmente que ela é limitada, o que é equivalente a
firmar que existe um nimero real ¢ > 0, tal que, |x,| < ¢ para todo n.

O teorema seguinte é um importante resultado das sequéncias numéricas convergentes.
Teorema 1.2. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstragao. Seja (z,) uma sequéncia. Se lim z, = L, entao
n—o0

Ve>0,dny€Ntal queVn>ny=x,€(L—¢L+e).

Considerando
m = min{ry,xe,..,L — ¢, L+ €}
e
M = max{xy,x9,..,L —€, L + €},
temos
Ty € [a,b], ¥ n.
Portanto, (z,) é limitada. |

A reciploca do resultado anterior nao é verdadeira. Existem sequéncias que sao limi-
tadas, mas que nao sao convergentes.

Exemplo 1.1. A sequéncia ((—1)") € limitada, porém, assume alternadamente os valores
1 e —1, portanto, nao coverge para nenhum desses valores.
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Uma outra classe importante especial de sequéncias numéricas, que surgem com muita
frequéncia ao longo do estudo da Analise Real e bastante usuais, sao as sequéncias
mondtonas.

Defini¢ao 1.6. Dizemos que uma sequéncia (z,) € mondtona crescente, ou simplesmente
crescente se Typyq > Tp, para todo n. Da mesma forma uma sequéncia (x,) € mondtona
decrescente, ou simplesmente decrescente se Tp,i1 < Ty, para todo n. Finalmente, uma
sequéncia € mondtonas se for crescente ou decrescente.

Toda sequéncia mondtona crescente, respectivamente, decrescente, é sempre limitada
inferiormente, respectivamente, superiormente pelo seu primeiro termo.

Sequéncias mondtonas limitadas sao convergentes. Esse é o resultado que vamos esta-
belecer agora, ele nos dd4 uma condigao suficiente para que uma sequéncia convirja.

Teorema 1.3. Toda sequéncia mondtona limitada € convergente.

Demonstrag¢ao. Consideremos, para fixar as idéias, uma sequéncia (x,,) digamos crescente
e, portanto, limitada inferiormente pelo seu primeiro termo z; em R. A hipétese dela ser
limitada significa que ela é limitada superiormente, isto é, existe uma costante real ¢ > 0
tal que

|z, < e, VneN.

Assim, pelo Axioma 3.1 (Ver Apéndice), X possui supremo, digamos sup X = S, com

S <e.
Devemos mostrar que
T, = S.
De fato, pois
S—e< S,

donde temos que S — € nao pode ser cotar superior X. Dai, dado € > 0, existe ny € IN tal
que
Vn>ny=S5—e<x, <S<ec

Como a sequéncia é crescente, x,, < x, para todo n > ny, de sorte que

Vn>ng=95—€e<xy, <z, <S5 <S+e

Portanto, limx, = S. [ |
n—o0

Da mesma forma que falamos em sequéncia convergente ou divergente, pode-se falar
em subsequéncia convergente ou divergente.

Definigao 1.7. Uma subsequéncia de uma sequéncia (x,) € uma restri¢ao dessa sequéncia
a um subconjunto infinito N' = {n, < ny < ns < ...} do conjunto N, designada por (z,,),
que a cada ny € N associa o termo Ty -

’ L. . e . . 4
Lembremos que IN' C IN ¢ infinito se, e somente se, é ilimitado, isto é, para todo
. !
ng € N existe n, € IN com n; > nyg.

Um primeiro resultado relacionado com subsequéncias nos diz que se uma sequéncia
converge para um determinado limite, entao todas as subsequéncias convergem e tém o
mesmo limite.
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Teorema 1.4. Se limz, = L, entdo toda subsequéncia de (x,) converge para L.
n—oo

Demonstracao. Se por hipétese lim x, = L, entao
n—oo

Ve>0,dny€Ntal queVn>ny=x,€(L—¢L+e).

Em particular, todo
ng >ng = Ty, € (L—¢,L+e).

Portanto, lim x,, = L. [
N —>00

Exemplo 1.2. A sequéncia ((—1)") diverge, como ja salientamos anteriormente, pois se

convergisse para algum L € R, suas subsequéncias convergiriam para este mesmo valor.
Mas
lim ((-1)*") =1 e lim ((—1)>*"") = —1.

n—oo n—oo

Definicao 1.8. Diz-se que x,, € um termo destacado quando
Vp>n = x, <z,
Conforme enunciamos, apresentamos agora um resultado fundamental a respeito de
sequéncia numéricas. Trata-se do

Teorema 1.5. (de Bolzano-Weierstrass). Toda seqiéncia (x,) limitada de nimeros
reais possui uma subsequéncia convergente.

Demonstrag¢ao. Seja D o conjunto dos indices dos termos destacados de (z,). Apridre,
vamos supor que D seja infinito, isto é, D tem a forma

D= {7’L1 <No < Nng <...< nk},

0 que acarreta que a subsequéncia, digamos (%, )n,ep ¢ limitada e decrescente. Logo,
pelo Teorema 1.3, é convergente. Supondo D finito, neste caso, D assume a forma

D={n; <ng <ng<..<ngt.

Tomemos agora ny, como sendo estritamente maior do que qualquer que seja os indices n
de D. Pois teremos a garantia, neste caso, de que o termo x,,, nao é destacado. Tomemos
agora

Ng > N1 = Tpy, > Tny-

Seguindo a idéia, escolhemos
Nng > MNg >Ny = Tpy > Ty,

E assim sucessivamente.

im tem ue (T, )n.ep € cr n rtan ue novamen ipd
Assim temos que (2, )n,ep € crescente, e portanto, segue novamente das hipéteses do
Teorema 1.3 que a mesma é convergente.

O que conclui a demonstragao. [ |
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1.2 Critério de Cauchy

Anteriormente vimos que para estudar a convergéncia de sequéncias, deveriamos ter
um candidato a limite. O estudo das Sequéncias de Cauchy nos permitird analisar a
convergéncia de sequéncias sem que tenhamos que ter, a priore, um candidato a limite.

Definigao 1.9. Uma sequéncia (x,) chama-se uma sequéncia de Cauchy, quando, para
todo € > 0 dado, existe ng € N tal que m,n > ng = |z, — x,| < €.

Usando os lemas a seguir, mostraremos que uma sequéncia é convergente se, e somente
se, ¢ de Cauchy.

Lema 1.1. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstra¢ao. Suponhamos, inicialmente, que (z,) seja uma sequéncia convergente. Se

gz_g;zoxn = L, entao V 5§ > 0, 3 ng € IN tal que se m,n > ng temos

2 — L| < % e |z, — L <§.
Usando a desigualdade triangular obtemos

|xm—xn|§|xm—L|+|xn—L|<§+%=e,Vz€X.

Logo (z,) é de Cauchy. |

Lema 1.2. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstra¢ao. Com efeito, suponhamos que (z,) seja uma sequéncia de Cauchy. Logo
Ve > 0, existe 3 ng € N tal que m,n > ng vale |z, — z,| < e. Tomando € = 1 e um
numero natural n,; > ng fixando m = n; segue

|Tp — Tpy | < 1.

Logo para n > ng temos
Ty € (Tpy, — 1,0, + 1)

Assim, o Teorema 1.2, garante que (x,) é limitada. [

Agora vamos enunciar a equivaléncia entre convergéncia e o Critério de Cauchy.
Teorema 1.6. Uma sequéncia é convergente se, e somente se, ¢ de Cauchy.

Demonstrag¢ao. Ja vimos no Lema 1.1 que se uma sequéncia é convergente, ela é de Cau-
chy. Assuma agora que (z,) seja uma sequéncia de Cauchy. Pelo Lema 1.2, temos que
(x,) é limitada e pelo Teorema 1.5 (de Bolzano-Weierstrass), (z,) possui uma sub-
sequéncia, digamos (z,,) convergente, digamos para um certo L € R. Queremos mostrar
que

limz, = lim z,, = L.
n—00 N —00
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Com efeito, como (z,) é uma sequéncia de Cauchy. Logo V € > 0, existe 3 ng € IN tal
que m,n > ng vale

[T — 25| <

S Nl

Temos ainda que se lim x,, = L, para todo € > 0 existe k£ € IN tal que k > n; tem-se

Np—>00

‘xnk - L| <

Agora, tomando um termo da subsequéncia (x,, ), digamos z,, tal que n; > ng e ny > ny,

vale . .
|z, — L| < 5 e |zy — 20, | < 3
Assi,

€
|a7n—L|§|xnt—L|+|xn—xnt|§§+ = €.

€
2
Logo vale

|z, — L| <e.

O que implica

limz, = lim z, =L,V n,k.
n—00 N —00

1.3 Enumerabilidade em Subconjuntos de R

Para nossos propédsitos, faremos nesta secao uma apresentagao sucinta dos conjuntos
enumeraveis.

Indicaremos pelo simbolo I,, o conjunto

I, ={p e N| p<n}.

Definicao 1.10. Um conjunto X chama-se finito quando € vazio ou quando existe, para
cada n € N uma bijecao
f:1,— X.

No primeiro caso, diremos que X tem zero elementos. No sequndo caso, diremos que
n € IN € o numero de elementos de X, ou seja, que X possuin elementos. Caso contrdrio,
diz-se que X € um conjunto infinito.

Definicao 1.11. Um conjunto X diz-se enumerdvel quando € finito ou quando existe uma
bijecao

f:IN—X.
No segundo caso, dizemos que X € infinito enumerdvel.

Pondo
371:f<1)ax2:f(2)>'--axn:f(n)a'--a

podemos descrever X como sendo
X ={z1,29,...,Tpn,...}.

Cada bijecao f : N — X chama-se uma enumeracao dos elementos de X.
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Exemplo 1.3. O conjunto IN € claramente enumerdvel, basta tomar a identidade como
bijecao.

Exemplo 1.4. O conjunto Z. dos numeros inteiros é enumerdvel.

Com efeito, pois uma bijecao f pode ser assim definida:
f:N—>Z

n p

5 sen € par

n— fn) = (n+1)

2

, sen € impar

Corolario 1.1. Seja f : X — Y uma funcao injetiva. Se 'Y for finito entao X também
serd. Além disso, o nimero de elementos de X nao excede o de'Y.

Demonstracao. Ao invés de uma demonstracao formal, faremos um breve comentario
sobre a prova. Uma funcao f injetiva estabelece uma correspondéncia um a um entre os
elementos de X e Y. Assim, supomos Y finito, o dominio X devera ser finito também,
pois, caso fosse infinito, seria possivel encontrar x € X que nao estivesse relacionado com
elemento algum y € Y. Um absurdo, pois f é funcao. [ |

Corolario 1.2. X ¢ enumerdvel, entao todo subconjunto Y C X é enumerdvel.

Demonstracao. Suponha X enumeravel. Entao, existe uma bijecao
f: X —N.

Esta, por sua vez, fornece-nos a restricao

fly Y = f(Y)

de f ao subconjunto Y C X, que é também uma bijegao. Como f(Y) C N, segue do
Teorema 3.1 (Ver Apéndice), que f(Y') é enumerdvel. Se f(Y') for finito, como f|, é
injetora, o Corolario 1.1 garante que Y seja finito e, portanto, enumeravel. Caso seja
f7HY) infinito, existe uma bijegao

g:IN— f(Y).
Portanto,
(fl) tog: N=Y
é bijecao, donde vem que Y é enumeravel. [ |

Teorema 1.7. Seja, X,Y conjuntos enumerdveis. O produto cartesiano X XY € enu-
merdvel.

Demonstracao. Se X,Y sao infinitos enumeraveis, existem funcgoes injetivas
fi: X =N e fo:Y — IN.

Definimos agora a funcao
g: XxY —->NxN
dada por
g(ﬂ?,’y) = (fl(x)a fg(ﬂf))

A injetividade das fungbes f; e f; nos garante a de g. Vamos mostrar que IN x IN é
enumeravel. Para isto, definimos a funcao
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FiNxN—N
(m,n) —2m.3" "

Seja dados (m,n), (m’,n’) € N x N quaisquer. Temos que
fm,n) = f(m' n)) = 2m. 3" =2m .3

Esta ultima igualdade implica

/ !’

m=m en=nmn.
De fato, se nao fosse assim, teriamos

! ’

m#m oun#n.

Isso implicaria um mesmo nimero

om’ . gn' =y —gm. 3"

Y

sendo decomposto, de duas meneira distintas, em fatores primos. Isso é um absurdo
contra o Teorema Fundamental da Aritmética. Portanto,

f(m,n) = f(m',n') = 2m.3" = om’ . 30’
— (m,n) = (m',n)

e f é injetiva. A funcao injetiva f, fornece uma bijecao

fiNxN-—= f(NxN).

Como f(INxIN) C N, segue do Teorema 3.1 (Ver Apéndice), que f(INxIN) é enumeravel.
Como f é injetiva, obtemos que f é enumerdvel. Utilizando agora o fato de g ser injetiva,
concluimos que X x Y é enumerével. [ |

Exemplo 1.5. O conjunto Q dos nimeros racionais € enumerdvel.

De fato, considere o conjunto

Z* =7 — {0}.

s

Temos que Z7* C 7. e, como ja foi mostrado, 7. é enumerdvel. Pelo Colordrio 1.2, 7* é
enumerdvel. Seque do Teorema 1.7 que o produto cartesiano

7 X 7F

¢ enumerdvel. Defina agora a sequinte fungao

7 XxX7"—Q
dada por
f(m,n):@.
n

Observando que f é sobrejetiva, o Coroldrio 3.1 (Ver Apéndice), garante que o conjunto
Q € enumerdavel.
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Corolario 1.3. Sejam Xy, Xs, ..., X, ... conjuntos enumerdveis. A reuniao

o0
X = U X,
n=1
é enumerdvel.

Demonstracao. Pela hipotese, X1, Xs,..., X, ..., sdo conjuntos enumeraveis, entao exis-
tem as sobrejecoes

flIIN—>X1,f2IIN—>X2,...,nt]N—>Xn,....
Definimos a sobrejecao

FiNxN-— X

dada por
f(m,n) = fo(m).

Pelo Teorema 1.7, temos que o conjunto IN x IN é enumeravel. Como a fungao
fNXxN-—X

é sobrejetiva e o conjunto IN x IN é enumerdvel, segue-se Corolario 3.1 (Ver Apéndice),
que X é enumeravel. [ |

Uma outra forte ferramenta que utilizaremos também na demonstracao do teorema
central desta monografia, além do Teorema 1.5, é o que vamos enunciar e demonstrar
a seguir, o qual afirma que todo conjunto X de nimeros reais contém um subconjunto
enumeravel K, que é denso em X. O mesmo serd necessaria para a construgao da sub-
sequéncia de funcoes a ser construida, além do préprio fato de que todo intervalo aberto
em X conter um elemento de K.

Definicao 1.12. Diz-se que um ponto a € aderente ao X C R quando a € limite de
alguma sequéncia de pontos x,, € X.

O conjunto formado por todos os pontos aderentes a um conjunto X chama-se de
aderéncia ou fecho do conjunto X e escreve-se X.

Exemplo 1.6. O fecho dos intervalos (a,b), [a,b) e (a,b] € o intervalo [a,b].

Definicao 1.13. Dados X,Y C R com X C Y. Dizemos que X ¢ denso emY seY C X,
1sto €, quando todo ponto y € Y € aderente a X.

Em outros termos, se X C Y, entao X € denso em Y, se, e somente se, para todo
y €Y, existe (v,,) C X tal que xz,, — y.

Definicao 1.14. Um ponto a € R diz-se ponto interior de um conjunto X se X contém
um intervalo aberto do qual a é elemento.

Neste caso, escrevemos o conjutos dos pontos interiores de X por X°, denominado
interior de X.
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Exemplo 1.7. Os conjutos N, 7 e Q nao possuem pontos interiores, ou seja, N° = Z.° =

Q°=0.

Definicao 1.15. Um conjunto X € aberto quando todos os seus pontos sao pontos inte-
riores. Neste caso, temos X = X°.

Teorema 1.8. Todo conjunto X de numeros reais contém um subconjunto enumerdvel
K, denso em X.

Demonstragao. Seja K o referido subconjunto de X. Dado arbitrariamente n € IN, pode-
se exprimir a reta como reuniao enumeravel de intervalos de comprimento % Basta notar

que
p p+1

R = = )

U {n’ n )

PEZ

Para cada n € IN e cada p € Z, escolhamos um ponto

1
Tpp € X N {%pl— )

se esta intersecgao nao for vazia (porquer se for vazia, x,, nao existird). Assim, temos
que o conjunto K dos pontos x,, obtidos é enumeravel. Provaremos agora a densidade de
K em X, para isto, seja I um intervalo aberto contendo algum ponto x € X. Para cada
n suficientemente grande, o comprimento % de cada intervalo

pptl
n n

sera menor do que a distancia de x ao extremo superior de 1. Assim temos existe p € Z

tal que
1
ke [Q,IH )c].
n n

Logo
1
x € [gp_%— )QK#(Z).
n.n

Assim, existe o ponto k,,, com k,, € I N K. Isto mostra que todo intervalo aberto /
que contém um ponto x € X contém também um ponto k,, € K. Logo K ¢ denso em
X. [ |

1.4 Continuidade Uniforme

O conceito de continuidade uniforme que trataremos nesta secao aplica-se a propri-
edades de funcoes que sejam continuas em todos os pontos de seus dominios. Fungoes
com tais propriedades também sao denominadas de fungoes globalmente continuas. Neste
tipo de continuidade, ao contrario da continuidade em apenas um ponto do dominio da
funcao, é sempre possivel, a partir do € > 0 dado, obter um tinico § > 0, que sirva simul-
taneamente para todos os pontos do dominio da funcao. Antes de estudar este tipo de
continuidade, veremos algumas defini¢oes e teoremas:
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De_ﬁnigéo 1.16. Um conjunto X diz-se fechado quando todo ponto aderente a X pertence
a X. Neste caso, temos X = X.

Exemplo 1.8. Considere X = [a,b]. Temos X = [a,b]. Portanto, X ¢ fechado.

Definicao 1.17. Diz-se um conjunto X C R € limitado a direita ou limitado superior-
mente se existe um numero real B tal que v < B, para todo x € X. Do mesmo modo, X €
limitado a esquerda ou limitado inferiormente se existe um numero real a tal que o < x,
para todo x € X. Se o conjunto X for limitado a direita e a esquerda ao mesmo tempo,
é dito, simplesmente, conjunto limitado, isto é, existe existe uma constante ¢ > 0 tal que
lz,| < e

Em espacos de dimensao finita, um conjunto X ¢é dito compacto se ele é fechado e
limitado.

Exemplo 1.9. O Intervalo fechado |a,b], a,b € R, é compacto.

a b
L &

v

Figura 1.1: Intervalo [a,b].

A seguir, uma forma equivalente de caracterizar compactos em R.

Teorema 1.9. Um conjunto nao vazio X € compacto se, e somente se, toda sequéncia de
pontos de X possui uma subsequéncia que converge para algum ponto de X.

Demonstragao. (=). Se X C R é compacto, toda sequéncia (z,) de pontos de X também
é limitada. Entao, pelo Teorema 1.5, (x,) possui uma subsequéncia convergente cujo
limite é um ponto de X, ja que X é um conjunto fechado.

(<). Se toda sequéncia (z,) de pontos de X possui uma subsequéncia convergindo
para algum ponto a € X, entao X ¢é limitado porque, do contréario, para cada n € N,
poderiamos obter z, € X com |z,| > n. Ou seja, (z,,) é divergente. Assim, a (x,) obtida
nao admitiria subsequéncia convergente. Além disso, temos que X é fechado, pois do
contrério, existiria um ponto a ¢ X tal que nlz_)ngoxn = a, onde cada z, € X. Neste caso,

a sequéncia (x,) nao possuiria subsequéncia convergindo para um ponto de X pois todos
suas subsequéncias teriam limite a. Logo, X é compacto. [ |

Definicao 1.18. Um conjunto X, no qual todos os seus pontos sao isolados, € chamado
de conjunto discreto.

Definicao 1.19. Um ponto a € R, € ponto de acumulacao de X se existe uma sequéncia
r, C X — {a} tal que limz, = a. Neste caso, indicamos o conjunto dos pontos de
n—oo

acumulagao de X por X'.

Se X tem ponto de acumulacao, entao X é infinito.
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Exemplo 1.10. X = {X;n e N} = X' = {0}.

Todo ponto de acumulagao é também ponto de aderéncia. Porém, a reciproca ¢ falga.
Ou seja, se a é ponto de aderéncia de X e nao é ponto de acumulacao, entao a é dito
ponto isolado de X, isto é, existe € > 0, tal que

XN(a—ea+e) ={a}.

Definigao 1.20. Sejam X C R, a € X' e f : X — R. Dizemos que f € continua no
ponto a seV € >0, 3 §cq) > 0 tal que se |z — x| < ex € X entao |f(x) — f(xo)| < e

Dizemos que f é continua se f é continua em todos pontos de X.

Proposigao 1.1. Dados a € X' e f : X — R, entao é continua se, e somente se, toda
sequéncia de pontos (x,) C X, se x, — a entao f(zx,) — f(a).

Demonstrag¢ao. (=). Suponhamos que f é continua em a e seja (z,,) C X tal que z,, — a.
Assim, dado
€>0,306>0:|z—a|<d=|f(x)— f(a)] <e

Como z,, — a, 3 ng € N tal que |z, —a|] < €, ¥V n > ng e assim |f(z,) — f(a)| <
e,V n > ng.

Logo, f(zn) — f(a).

(«<). Supondo por absurdo que existe € > 0, tal que para todo § > 0 e para todo
zr € X tal que |z, —a| < ¢ tem-se |f(z) — f(xo)] > e

Tomando 6 = %, obtemos |z, —a| < % ¢ [f(z) — f(zo)| > €, isso significa que z,, — a
e f(z,) - f(a), o que contradiz a hipétese. Portanto, f(z,) — f(a). [

Definicao 1.21. Uma funcao f : X — R ¢é uniformemente continua se dado € > 0,
3 6y tal que para todo x,xo € X com |x — xo| < & tem se |f(x) — f(xo)| < e.

Toda func¢ao uniformemente continua é continua, mas a reciploca nao vale.

Exemplo 1.11. Considere f : (0,+00) — R dada por f(z) = 1. Dado € > 0, mostraremos
que nao se pode escolher § > 0 que nao dependa de a tal que

1 1

|z —a| < 0=
r a

< €

seja qual for a > 0.

Com efeito, dado ¢ > 0, suponhamos escolhido 6 > 0. Tomemos um niumero positivo

atalque0<a<560<a<§. Entao, pamx:a+g, temos |x — a| < § mas

1 1 2 1

2+6 a

0 . 0 1
- (2a+8)a” 3a-a” 3a “
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Provaremos agora um resultado de importancia fundamental sobre continuidade uni-
forme.

Teorema 1.10. (de Heine Borel). Se X é compacto, entao toda aplica¢io continua
f: X—R
¢ uniformemente continua.

Demonstracao. Soponhamos, por absurdo, que f nao seja uniformemente continua. Entao
existe um € > 0 tal que,

V6 >0, da,x9€ D tais que |x — x| < e |f(x) — f(zo)] > €

Tomando, para cadan € N, § =  construimos duas sequéncias (z,,) C D e (y,) C D tais
que

oo =l < € 1) = flo)| 2 €V n. (1.1

Podemos extrair uma subsequéncia de (z,) (ainda denotada (x,)) convergindo para xy €
X. Como
lim (x, —yn) =0

n—0o0

limx, = xg,
n—oo

obtemos que (y,,) também converge para x,. Sendo f continua no ponto zy, temos que
lim f(x,) =lim f(yn) = f(z0),
n—0o0 n—oo
de sorte que temos
lim [f(zn) = f(yn)] = lim f(2n) — lim f(ya)
n—00 n—00 n—00
= flzo) — f(z0) = 0.
Porém, isso contradiz a desigualdade (11), para todo n. Portanto, f é uniformemente
continua. [

Corolario 1.4. (da conservagcao do sinal). Seja f : X — R continua em a. Se
f(a) #0, eziste § > 0 tal que, para todo v € X N{a —d,a+ 6}, f(x) tem o mesmo sinal

que f(c).

Demonstra¢ao. Com efeito, para fixar as ideias, suponhamos que f(a) > 0. Devido a
continuidade, para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que

fla)—e< f(x) < f(a) +eparaa—6 <z <a+d. (1.2)

Se tomarmos o & correspondente a ¢ = £ (;), de (1.2) vem

%f(a) < f(z) < gf(a) sempre que a —§ < x < a+ 0.

Portanto, f(a) > 0 neste intervalo e por isso f(z) e f(a) tém o mesmo sinal. Se
f(a) < 0, toma-se o 0 correspondente a € = _71 f(c) e chaga-se a mesma conclusao. |
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3.
pfla) ===
fla) === =- -f-

L,
pfla) |=====——~-

a—4 il a+d

Figura 1.2: f(z) > 0 para x préximo de ¢ pois f(a) > 0.
Nota: Se existe continuidade lateral em a, entao existe um intervalo semi-fechado
[a,a + J) ou (a — d,a] no qual f tem o mesmo sinal que f(a).

A seguir vamos definir uma classe especial de func¢oes cuja propriedade caracteristica
implica imediantamente, como veremos, a continuidade uniforme de seus membros em
seus respectivos dominios. Essa classe de fungoes é importante em aplicacoes de analise,
como por exemplo, na aplicacao abordada no capitulo III.

Definicao 1.22. Uma funcao f : X — R € dita Lipschitz continua, se existe ¢ > 0 tal

que
|f(z) = f(zo)| < clx—axo| ¥V x,20 € X.

Corolario 1.5. Se X C R e f: X — R, e f é Lipschitz, entao f é uniformemente
continua em X.
Demonstracao. Seja ¢ € R tal que
|f(x) — flxo)| <clz— x| ¥V z,20 € X.
Dado € > 0, seja 6 = §. Entdo se 2, z9 € X e | — x| < J, temos que
|f(z) = fzo)| < ¢l — x| < cd =,

o que mostra que f é uniformemente continua em X. [ |

1.5 Convergéncia Pontual e Uniforme de Sequéncia
de Funcoes

Para sequéncia de funcoes, diferentemente das sequéncias numéricas, para as quais
existe uma tnica noc¢ao de limite, ha diversos conceitos de limite. Veremos aqui os dois
principais deles, o limite pontual e o limite uniforme.

Definicao 1.23. Seja X C R. Uma sequéncia de funcoes € uma funcao que a cadan € N
associa uma funcao f, definida em X com wvalores em R.
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Notagao: (f,),Vz € X.

Definigao 1.24. Dizemos que uma sequéncia de funcgdes (f,) converge pontualmente

(07 simplesmente) para uma fungdo f quando, para todo € > 0 dado, existe ng(c ) € N
tal que

Vn>ny = |fu(z)— f(z)|<e V2elX.
Notagao: f, — f pontualmente em X.

Exemplo 1.12. Para todo x € [0, 1], a sequéncia f,(x) = x™, converge pontualmente para
uma funcgao descontinua nesse intervalo dada por

0, sex#1
fx) =
1, sex=1.
Claramente, para cada x € [0,1) temos
limx" =0,
n—o0
e
lima™ =1,
n—o0
para x = 1.

7 \

|

— O

Figura 1.3: Gréficos das fungoes f,(z) = z".

Um tipo de convergéncia de sequéncia fun¢oes mais restrita do que a pontual, chama-se
convergéncia uniforme, que definiremos agora.

Definigao 1.25. Dizemos que uma sequéncia de fungoes (f,) convergéncia uniforme-
mente para uma fungdo f quando, para todo € > 0 dado, existe no € N tal que

Vn>ny = |fu(z)— f(z)|<e V2elX.

Notagao: f, —, f em X.
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1.5.1 Interpretacao Geométrica da Convergéncia Uniforme

Defini¢ao 1.26. Dada uma fun¢ao f : X — R, chamamos de faiza de raio € (e amplitude 2¢)
em torno do grdfico de f ao conjunto dos pontos (z,y) € R? tais quex € X e |y — f(z)] <
€, 0U Seja, ao conjunto

F(fie)={(z,y) eR* |z € X, f(z) —e<y < f(z) +¢€}.

Ui

=Y

Figura 1.4: Faixa de amplitude 2¢ em torno do grafico de f.

Assim, dizer que f,, —, f em X significa afirmar que, para todo € > 0 dado, pode-se
obter ng € IN tal que todas funcgoes f,, com n > ng, tém seus graficos contidos na faixa

de raio € em torno do gréfico de f.

Exemplo 1.13. A sequéncia de fungoes f,(z) converge uniformemente para a

fungdo identicamente nula num conjunto limitado [0, 1].

De fato, dado € > 0, tomemos ng € N tal que

1
ng > —.
€
Assim, sen >mng e x € [0,1], entao
’f O’ = m < m < €.
n n = ng
YA
T

=]

ol
N
\

=18

-
T

T

Figura 1.5: Graficos das fungoes f,(r) = 7.
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A convergéncia uniforme implica na convergéncia pontual. A reciploca, no entanto,
nao vale. Em particular, o Exemplo 1.12 mostra que uma sequémcia de func¢oes continua
pode convergir pontualmente para uma fungao descontinua. O resultado seguinte nos
mostra que este inconveniente nao ocorre se a convergéncia for uniforme.

Teorema 1.11. (Continuidade de sequéncia de funcoes). Se f, —, f em X e
todas as funcoes f, sao continuas num ponto xq € X, entao f é continua em x.

Demonstracao. Temos que dado € > 0 existe ng € IN tal que
€
n>ng=|fu(x) — f(z)] <3 VoelX.
Fixemos um niimero natural n > ny. Como f,,, é continua em =z, existe § > 0 tal que

€
reX |r—1xo] <= |fuy(x) = fro(mo)| < 3

Logo,
[f(2) = f(xo)l = (&) = Fuo (@) + [fg () = frg (o) | + | frg (20) — f (w0)]
€ € ¢
373737°
se | — xo| < 0, 0 que demonstra a continuidade de f em . |

No préximo teorema se cada f, for continua em [a,b] entdo pelo Teorema 1.11, f é
continua e, portanto, integravel em [a, b] .

Teorema 1.12. (Passagem ao limite sob o sinal de integral). Se uma sequéncia
(fn) de fungoes integrdveis num mesmo intervalo [a,b] converge uniformemente para uma
funcao f. Entdo:

i) f € integrdvel em [a,b] e

ii) lim bf(x)dx: lim bfn(:v)d:v.

n—oo a n—oo
b b
/ limf, = lim/ fns
a a

Em resumo:

desde que limf, seja uniforme.

Demonstracao. Dado € > 0

€

dnge NN : n>n0:|fn(x)—f(x)|<m.

Feito isso, Fixemos m > ny. Como f,, é integravel, existe uma parti¢do de [a, b] tal

! ~ . . ~ .
que w e w sao respectivamente as oscilagoes de f e f,, no intervalo [t;_1,%;] .

Da condigao imediata da integrabilidade, Teorema 3.2 (Ver Apéndice), temos que

m
Zwi (ti — ti—l) <
i=1
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Mas, para z,y € [t;_1,t;] quaisquer, vale

[f(y) = f(2)] 1F (W) = Fn¥) + Fn(y) = ) + Finly) = [ ()]
£ () = )] + () = frn(@)] + S ( ) — f(@)]]
y) - |

IA

Assim,
= Wt 2(b—a)

< w,
w < w; + 20— a)
Segue que
m € m
;w(tz tz 1) < U)Z (tz tz 1>+ {Q(b—a)} ;(tz tz 1)
€ €
< §+2(b—a) ‘(b—CL)
_ e,
22
Isto é,
Zw(tz tii1) <€
i=1
Com isso,
b
[ utards| =| [ 1) - ) o

Temos f : [a,b] — R integravel, e como

|f(y)—f(m)]<4(b_a> com n > ny
[ Ut — pnas| < )| do
< b——a<€ se n > nyg.
< o-a

Concluimos assim

b b
lim | f(x)de = lim [ f.(z)dz.

n—0o0 a n—oo a
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1.6 Critério de Cauchy para Convergéncia Uniforme

Um critério importante para a convergéncia uniforme, analogo ao critério de Cauchy
para sequéncias de nimeros reais, é o critério de Cauchy que estabeleceremos agora para
convergéncia uniforme de sequéncia de funcoes.

Definigao 1.27. Dizemos que uma sequéncia de fungoes (f,) é uma sequéncia de Cauchy
quando, para todo € > 0 dado, eziste ng € IN tal que m,n > ng = |fn(z) — fu(z)] < €
para todo x € X.

Teorema 1.13. Uma sequéncia de fungoes (f,) € uniformemente convergente se, e s se,
¢ uma sequéncia de Cauchy.

Demonstrag¢ao. (=). Suponhamos que f, —, f em X. Entdo, dado € > 0, existe ng € N
tal que

n>n0:>\fn(a:)—f(:c)|<§V:ceX.

Logo,

mon > no = (@) = Fu@)] < [fnla) = S@)] +|f(@) = @) < 5+ 5 =V e X,

Portanto, (f,,) é uma sequéncia de Cauchy.

(<). Se (f,) é uma sequéncia de fun¢oes de Cauchy. Entao, (f,(x)) é uma sequéncia
numérica de Cauchy para todo x € X e é, portanto, convergente para todo =z € X.
Podemos, assim, definir uma funcao f tal que

flz)= lim f.(x)VzeX. (1.3)

n—-+o0o

Devemos mostrar que f, —, f. Como (f,) é uma sequéncia de Cauchy de fun¢oes
temos

VeeX, mn>ng=|fu(r) = fulz)] <ee fu(z) —e < fulr) < e+ fu(x).

Assim, nesta tltima desigualdade acima, mantendo n > ng e x € X fixos e tomando
m — 00, segue de (1.3)

f(x) —e < fulz) < e+ f(x).
Ou seja, se n > ng, entao
|fulz) — f(z)] <€, VaelX.

Logo, f, = f em X. [ |
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Capitulo 2

O Teorema de Arzela-Ascoli

Como ressaltamos anteriormente, dedicaremos este capitulo para demonstrar o resul-
tado principal de estudo desta pesquisa.

No que se segue, conderemos o conjunto de func¢oes continuas de X C R em R
E={f:X —R| f continua }.

Definicao 2.1. Um conjunto E de funcgoes continuas f : X — R diz-se pontualmente
limitado quando, para cada x € X, existe ¢, > 0 tal que |f(z)| < ¢, para toda f € E.

Dizer que um conjunto E de funcoes continuas é pontualmente limitado significa que,
para todo x € X, o conjunto

{f(z) | f e E}

¢é limitado.

Definigcao 2.2. Um conjunto E de fungoes continuas f : X — R diz-se uniformemente
limitado quando existe ¢ > 0 tal que |f(x)| < ¢ para toda f € E e todo v € X.

Nota: E importante resultar que se E for uniformemente limitado, de acordo com a
difini¢ao 2.2, ¢ nao depende de .

Um conjunto £ de fungoes, é uniformemente limitado se os graficos de todas as funcgoes
de E estao contidos na faixa

{(z,y) eR* | —c< flz) <c}.

Definigao 2.3. Dizemos que uma sequéncia de funcoes (f,) € pontualmente (ou respecti-
vamente, uniformemente) limitada se o conjunto de fungdes continuas E € pontualmente
(ou uniformemente) limitado.

Teorema 2.1. Seja (f,) uma sequéncia uniformemente convergente de fungoes continuas
num dominio compacto X. Entao, f € limitada e (f,) € uma sequéncia uniformemente
limitada.

Demonstracdao. Primeiro vejamos que f é limitada. De fato, como f,, —, f em X, existe
ng € IN tal que
|fu(z) = f(x)| <1V n>npexeX.
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Como,
|f(@)] = [fno(@)] < [ fno () — fl2)] <1

Logo,
[f(@)] < [fro(2)] +1V 2 e€X,

Sendo f,, limitada, implica que f é limitada.

Seja agora ¢ > 0 tal que
lf(x)| <cVaeXen<ng.
Sendo cada fi, ..., fn,—1 sao limitada por ¢ em X. Tomando
c=max{c},V1<i<n

tal que
|fa(2)| < .

E o fato de que
lf(x)| <cVaxelX.

Para n > ng temos
|[fo(@)] <|f(zx)|<c+1VnexeX.

Assim, a sequéncia (f,,) é uniformemente limitada. [ |

A reciproca desse teorema é falsa, em particular, por exemplo, temos a sequéncia de
fungoes dada por f,(x) = 2™(1 — a™). Essa sequéncia, conforme veremos logo a seguir,
apesar de convergir pontualmente para a func¢do identicamente nula em [0, 1], é limitada
por

0 < fulz) <

A~ =

para todo n e todo x € [0,1], mas (f,) ndo possui uma subsequéncia uniformemente
convergente em [0, 1]. Caso contrario, se (f,) admitisse alguma subsequéncia, a mesma
deveria tender uniformemente a zero, o que é impossivel, pois cada f, assume o valor }1
em algum ponto do intervalo [0, 1].

Com efeito, como f,,(0) = f,(1) = 0 para todo n e o intervalo é compacto, o ponto de
maximo z,, da fungao f,, pertence ao intervalo aberto (0,1).

Logo,
f/n(xn) = 07

ou seja,
nz" M1 —2") — 22"t = na™ 11 - 227) = 0.

Sendo x,, # 0, temos que
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J4
-

Figura 2.1: Graficos das fungoes f,(z) = 2"(1 — z").

Neste caso, como podemos perceber, nao basta entao que as fungoes f,, tomem valores
no mesmo intervalo limitado para que toda sequéncia nesse mesmo intervalo possua uma
subsequéncia uniformemente convergente. E preciso que a sequéncia possua uma hipotese
adicional.

O Teorema de Arzela-Ascoli, nosso principal resultado, a ser estabelecido neste capitulo,
assevera que equicontinuidade é a hipotese adicional que o conjunto limitado precisa com-
prir para ter uma subsequéncia uniformemente convergente.

2.1 Equicontinuidade

Defini¢ao 2.4. (Equicontinuidade). Um conjunto E ¢é dito equicontinuo no ponto
rg € X quando, para todo € > 0, existe § > 0 tal que |x — x| < § em X implique
|f(z) = f(z0)| <€ seja qual for f € E. E diz-se equicontinuo quando é equicontinuo em
todos os pontos de X. Analogamente, uma sequéncia de fungoes (f,) diz-se equicontinua
no ponto g € X (respectivamente, equicontinua) quando o conjunto E o for.

Observagao 2.1. Evidentemente, se E € equicontinuo no ponto xqy, entao toda func¢ao
f € E ¢é continua em xy.
Avila [01], interpretou equicontinuidade, em seu livro de (1999), da seguinte forma:

“[...] caso possamos determinar um dnico § > 0 para todas as
funcoes f,, entao a continuidade estard sendo igual para todas as
funcoes da sequéncia, isto €, estaremos tendo “equicontinuidade”
(equi = igual).” (AVILA, 1999, p.237).

De acordo com proximo teorema, uma importante classe de fungoes equicontinuas é
fornecida pelas fungoes uniformemente convergentes.

Teorema 2.2. Seja (f,) uma sequéncia uniformemente convergente de fungoes continuas
num dominio compacto X. Entao essa sequéncia € equicontina.

Demonstracao. Seja f o limite uniforme de f,. Pelo Teorema 1.11, f é continua. Em
vista do Teorema 1.10, dado € > 0, é possivel tomar dy > 0 tal que

F(@) = fao)l < 5. (2.1
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para |z — x| < dy. Seja ng € IN tal que
n > ng = | ful@) — f(2)] <§,vxeX. (2.2)

Logo, se |x — zg)| < dg e n > ng, das relagoes (2.1) e (2.2) concluimos que

|[ful@) = falzo)] < Ifulz) = f(@)| + |f(2) = flzo)] + [ f(20) = falwo)]
< %—l—g—i—gze.

Como pelo Teorema 2.10, f1, ..., fn, € f sao continuas z, para cada i, 1 <7 < ng, tomemos
d; > 0 tal que

|fi(x) = filzo)| < e,

para |z — xo| < J;. Portanto, se tomarmos 6 = min {dy, 01, ...0,, } , teremos que

|fu(@) = fa(zo)| < |falz) = f(@)] + |f(2) = f(20)| + [f(z0) — fu(zo)]
€ € €
S 3f3t3zTe
para todo n > ng e |z — xo| < 0.

Logo, o conjunto formado pelos elementos de (f,) é equicontinuo no ponto xy € X.
Como xy € X é arbitrario, o mesmo é equicontinuo em X. [ |

De acordo com Avila [01], os Teoremas 2.1 e 2.2 mostram que limitagao e equicon-
tinuidade sao condigoes necessarias para que uma sequéncia de fungoes continuas num
dominio compacto seja uniformemente convergente. Veremos a seguir que essas condicoes
garantem que a sequéncia possui uma subsequéncia uniformemente convergente

Teorema 2.3. (de Arzeld-Ascoli). Toda sequéncia equicontinua e pontualmente limi-
tada de funcoes f: X — R possui uma subsequéncia uniformemente convergente.

Demonstragao. Seja K = {kq, ko, ..., kp, ...} um subconjunto enumerdvel denso de X, ga-
rantido pelo Teorema 1.8 no capitulo 1.

Consideremo a sequéncia numérica (f,(k1))new. Pelo Teorema 1.5, concluimos que
existe uma subsequéncia (fi,),cn de (fn) tal que a sequéncia numérica

(fll(k1)7f12(k:1)> BT fln(kl)’ )

¢é convergente.

De modo andlogo, obtemos uma subsequéncia ( fon),cn de (fin) tal que a sequéncia
numeérica

(far(ka), fa2(K2), ..oy fon(k2), )

é convergente.

Prosseguindo o processo, indefinidamente, obtemos um conjunto enumeravel de sub-
sequéncias (fj,), j=1,2,3,..., da sequéncia original (f,), tais que

(fin) € (fn) € (fin) € (fi-1n)
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para j > 1, e as sequéncias numeéricas

(f11(k1), fr2(Ra)s oo fin(Rr)s-o2)
(fo1(k2), fa2(k2), ..., fon(k2), ..)

sao convergentes. Onde a sequéncia na n-ésima linha converge nos pontos ki, ko, ..., k,
isto €, a sequéncia (f;,(k)), sendo uma subsequéncia de todas as anteriores,

(fln(k))’ (on(k))’ SE) (fj—l,n(kDa

converge em ki, ko, ..., k,.

Consideremos agora a sequéncia diagonal (g,) = (fun), €xceto para um nimero finito
de termos, e observe que, para n > j, (fn,) é subsequéncia de (f;,), portanto, converge
em ki, ka, ..., ky,. Isso implica que (f,,(k)) converge em todos os elementos de K.

Devemos mostrar que a subsequéncia ( f,,,,) converge uniformemente em X. Para isso,
seja € > 0 dado. Agora usando a hipétese de equicontinuidade de (f,,) e, em particular, a
continuidade uniforme de (f,,), existe um nimero § > 0 tal que

| fon(z) = fan(z0)| < %, se |r — x| < d e para todo n. (2.3)

Agora, pela densidade de K temos que para cada x € X dado e 6 > 0, existe k; € K,
tal que, k; € (=0 +x,0 + z), ou seja, |z — k;| < d. Portanto, para cada x € X, podemos
fazer em (2.3) zo = k; tal que

7 — kj| < 0 = |fan(@) — fan(ks)| < § v n. (2.4)

Notemos também que como a sequéncia (f,,(k;)) é convergente, entao existe ng € IN, tal
que
€
Funlhy) = Frn(hs)] < <, sempre que m,n > no 2.5)

Assim, usando a equicontinuidade e as relagoes (2.4) e (2.5) temos

|fnn(x) - fmm(x)‘ = ’fnn(x) - fnn(kj)l + ‘f?m(kj) - me<kJ)’ + ’fmm(kj) - fmm(x)’

< §+§+§:e,‘v’xEXem,n2no.

A

Logo, pelo Teorema 1.13, temos que a subsequéncia (f,,) é de Cauchy e portanto
converge uniformemente em K. [ |

Segundo Avila (1999, p. 239), o Teorema 2.3, embora nao seja uma reciproca dos
Teoremas 2.1 e 2.2, esta perto disso. O teorema seguinte é uma versao do Teorema de
Arzela-Ascoli nesse sentido, por estabelecer equivaléncia entre a convergéncia uniforme e
as condicoes de limitacao e equicontinuidade, que sao as hipoteses usadas em 2.1 e 2.2.
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Teorema 2.4. (de Arzeld-Ascoli). Seja E um conjunto de fungdes continuas definidas
no compacto X C R. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) E € equicontinuo e uniformemente limitado.
(ii) E € equicontinuo e pontualmente limitado.

(iii) Toda sequéncia de fungoes f, € E possui uma subsequéncia uniformemente conver-
gente.

Demonstra¢ao. Como por (i) £ é um conjunto equicontinuo e uniformemente limitado
temos que (i) — (ii) e, pelo Teorema 2.3, que (ii) — (iii). Resta, entdo, mostrar
que (iii) — (i). Para tal, suponhamos que toda sequéncia de fungdes de E possui uma
subsequéncia uniformemente convergente.

e Prova de que FE é equicontinuo em X.

Suponhamos, por absurdo, que E nao é equicontina em algum ponto xg € X. Entao,
existe € > 0 tal que, para todo n € IN existem z,, € X e f,, € E tais que

|z, — zo] < % e | fulzn) — fulzo)| > €. (2.6)

Por hipétese, existe IN'  IN infinito tal que a subsequéncia (fn)pen' converge unifor-
memente em X. Entao, pelo Teorema 2.2, o conjunto { falne ]N/} é equicontinuo em
X. Assim, existe 0 > 0 tal que

reX, |z —xo] <= |fu(x) — fulzo) <€, VneN.

Em particular, tomando n € N, n > %, temos que

oo~ 0l < & e fulma) = Falw)] < €

o que é uma contradi¢ao de (2,6). Logo, (iii) implica que E é equicontinuo.
e Prova de que F é uniformemente limitado.

Suponhamos, por absurdo, que E nao é uniformemente limitado. Entao, para todo
n € N, existe f, € F tal que
supgex | fu(z)| > n.

. , . / . . N . ’ .

Por hipétese, existe IN' C IN infinito tal que a subsequéncia (f,,),cn é uniformemente
convergente em X. Entao, como cada funcao f : X — R ¢ limitada, pois f,, é continua
num compacto, e (fy),cn' ¢ uniformemente convergente em X, em vista Teorema 2.1,
(fn)nen € uniformemente limitada, o que é uma contradicao.

Logo, (iii) implica que F é uniformemente limitado. [ |
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Capitulo 3
Aplicacao

Neste capitulo, como a principio comentamos, veremos uma das dessas aplicacoes do
Teorema de Aszela-Ascoli, um exemplo de um problema de méximo e minimo no qual,
em vez de um ponto, busca-se uma funcao que torne maxima ou minima uma certa
expressao. O estudo desses problemas contistui o Cidlculo das Variagoes, onde o Teorema
de Aszeld-Ascoli é um instrumento muito 1util para demonstrar a existéncia de solugoes.
Comecaremos com um caso sem solucao.

Consideremos o seguinte problema:

1° CASO: Seja F o conjunto das fungdes continuas f : [—1,1] — [0,1] tais que
f(=1) = f(1) = 1. Para cada f € F, seja

A= [ zf(ﬁ)da:,

a area compreendida entre o grafico de f e o eixo-OX.

[

Figura 3.1: A(f) é a area da regiao hachurada.

12 AFIRMACAO: Nio existe fy € F tal que A(fo) seja minima, ou seja, A(fy) <
A(f) para toda f € F.

Com efeito, a funcao f : [~1,1] — [0,1], definida por f,(zr) = z*", para cada n,
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pertence a F e

x2n+1

1 B 12n+1 _12n+1 B 12n+1 . 12n+1 B 2
o, \2n+1 2n+1) \2n+1 2n+1) 2n+41
Agora, supondo, por contradicao, que existe fy € F tal que

A(fo) < A(f)

A(f) = /_11;2%5 =

1

2n+1

para toda f € F temos que

2

implica
A(fo) = 0.
Absurdo, pois se fy € F, para todo « € [—1,1], fy é continua e pelo Corolério 1.4,

A(fo) > 0.

Portanto, embora o
inf{A(f) | f €F} =0,
nao existe fo € F tal que

A(fo) = 0.

Agora vamos mostrar que apesar de o conjunto F ser uniformemente limitado, nao é
equicontinuo no intervalo [—1, 1].

De fato, seja ¢y = % > 0. Como a sequeéncia 21% — 1, dado 6 > 0, existe ng € IN tal
que |21/;2n0 — 1’ < 0. Logo,
1
Ty = m € [—17 1]
) 1 1 1
o) = Fw( = |5 =1 = 5> 0=,

onde f,,(z) = 2™ pertece a F. Ou seja, existe ¢y > 0 tal que para todo § > 0 podemos
obter x5 € [-1,1] e fs € F com

|25 = 1| < d e [fs(xs) = f5(1)] > €o.

Logo, F é nao equicontinuo.

2° CASQO: Seja ¢ > 0 fixo e consideremos o conjunto E. formando pelas funcoes
fr=11] =01
tais que f(—1)=f(1)=1e
|[f(x) = f(wo)| < efz — ol

para quaisquer x,xo € [—1,1].
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Mostraremos, usando o Teorema de Arzeld-Ascoli, que existe uma funcao f. € E. tal
que
A(f) < A(f)
para toda f € E..

22 AFIRMACAO: O conjunto E. é uniformemente limitado e equicontinuo. Além
disso, se f, € E., n € N, e f, — f pontualmente em [—1, 1], entdao f € E..

De fato, temos que

f(1) = lim f,(1) =1,

f(-1) = z:n}: (-1 =1,
F(@) = Fao)l = lim |fule) = fulzo)] < cla — ],
e f(z) € [1,1] quaisquer que seja z,zo € [—1, 1], pois
Fal#) = fulwo)] < cle = wo] €0 < fule) 1Y,

Sendo E. uniformemente limitado, temos que existe o

Mc:inf{A(f)|f€Ec}'

Logo, da defini¢ao de infimo, para cada n, existe f, € E. tal que

1
He S A(fn) S He + 57

implica

lim A(f,) = pe-

n—oo

Assim, pelo Teorema de Arzeld-Ascoli, a sequéncia (f,) possui uma subsequéncia
(fax)ren'» que converge uniformemente para uma funcao f. € E.. Logo, pelo Teorema
1.12, segue

1 1
A = [ tdayin = Jim [ fu,@)de = lim ACF) = e

Ou seja, A(f.) é o valor minimo de A(f) para toda f € E..
Agora vamos determinar a funcao limite f. para os seguintes casos:
1) e> 1
C2) c=1
C3) 0<c<1.
C1) ¢ > 0 temos que

(1—c¢)—cz, sexe[-1,1—1]

[

felz) = 0, Sexe[%—l,l—ﬂ

(I1—c)+cx, sexe [1—211]
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¢ a unica fungao pertencente a E. tal que A(f.) = min{A(f) | f € E.}. Entao,

min {A(f) | f €E) = -

Com efeito, como para toda f € E. :

ol —fz)=|f(-1)—flx)| <clr+1l=c(z+1) Vze[-1,1]]lel—c(z+1)>0
se, e 6 se, z € [—1,1 — 1], temos que

flx)>(1—=¢)—cx >0

para todo x € [—1, % — 1} :

ol —flx)<|f(1)=f(@)|<cll—z|=c(l—z) Vze[-1,1]el—c(l—x)>0 se,
esose, x € [1—%,1} temos que

fl@)2(1=c)+cx =0
para todo x € [1 — %, 1} .
Logo, f.:[—1,1] — R, definida acima, pertence a E., pois 0 < f.(z) <1 e:
a) sex,xoe[—l,%— 1] = [f(z) = f(xo)] = ¢ (2 — 20) .
b) se z,20 € [1 — ¢, 1] = [f(2) — f(w0)| = ¢ (z — x0).
c) sex € [—1,%—1] exg€ [1-1,1-1] =

1—c¢
c

d) sexE[%—1,1—%]6%6[1—%,1}:

—cx < cxg —cx = clrg — .

f(x) = flzo)|]=1—c—cx=c

1—-c

|f(zo) — f(x)|=1—cH+cxg=c + cxyg < —cx + cxg = ¢y — 2],

e) scxe[-1,1—1]exec[l-11]=

|fe(x) = fe(xo)| = |(1 —¢) —cx — (1 — ¢) — cxo| = c|x + x| < ¢|wg — 2],
pois z < 0.

Além disso, como f(x) > f.(x) para todo z € [-1,1] e toda f € E., temos que:

1) A(f) > A(f.) para toda f € E., ou seja,

(fc)_ _mln{A< ) ’feEc}'

2) Seg€E.e
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Ag) = min{A(f) | f € Ec},

entao

Alg) = A(f,) = / (o) = fila)) de =05 g = .

pois g — fo > 0 em [—1,1] e g — f. é continua. Ou seja, f. é o inico ponto de minimo do
problema.

De modo analogo, podemos provar que:

C2) c=1
—z, sex € [—1,0]

fe(z) =

z, sex€|0,]1]
¢ a unica fungao pertencente a E. tal que A(f.) = min {A(f) | f € E.}. Entao,
min{A(f) | f €E.} = 1.

C3) 0<ec<1
(1—c¢)—cx, sexe[-1,0]
fe(z) =
(1—c¢)+cx, sexel0,1]
é a unica fungao pertencente a E. tal que A(f.) = min{A(f) | f € E.} . Entao,

min{A(f) | f €E.} =2—c
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Nas figuras abaixo mostramos os graficos das fungoes f. em cada um dos casos possiveis.

[ et

-
Figura 3.2: Grafico de f. para c > 1
yk
. S ¥ I
—
Figura 3.3: Grafico de f. para c = 1.
vk
1 1 T

Figura 3.4: Grafico de f. para 0 <c < 1.
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Conclusao

Neste Trabalho de Conclusao de Curso, optamos por apresentar o Teorema de As-
zeld-Ascoli e uma de suas aplicagoes a Analise Real. Para obter sua demonstragao, foi
necessario o estudo de diversos conceitos relacionados a analise matematica.

Diante de todo o processo de busca pelo conhecemento para obter a sua supracitada
demonstracao, ficou evidenciado o quanto é necessario se empenhar, persistir, para se
conseguir exido no detalhamento de suas comprovagoes, ler constantemente, fazer, refazer,
e isso por muitas vezes, até se conseguir compreender o que esta sendo exposto por uma
determinada ideia.

Em suma, diante do estudo que propomos neste trabalho, esperamos que em face
do que foi apresentado, possamos contribuir para uma melhor compreensao por parte
do leitor. E assim, instigd-los a pesquisa, nao sé do teorema de Arzela-Ascoli e das suas
aplicagoes, mas também de que qualquer outro resultado que se queira conhecer da analise
matematica. E que possivelmente, diante de toda complexidade e da riqueza de conceitos
existentes neste trabalho, o mesmo sirva de auxilo, de motivacao, de referencial tedrico
para os apaixonados pela Matematica e educadores que se debrucam sobre o tema de
melhoria da qualidade de ensino em sala de aula nas Universidades.
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Apeéendice

Neste Apéndice vamos recordar agumas conceitos e resultados importante utilizados
neste trabalho.

Axioma 3.1. (Completude do conjunto dos reais). Todo subconjunto dos reais li-
mitado superiormente admite um supremo.

Teorema 3.1. Todo subconjunto X C IN é enumerdvel.
Corolario 3.1. Seg: X — Y ¢ sobrejetiva e X é enumerdavel, entao, Y é enumerdvel.

Definicao 3.1. Uma funcio f : X C R — R € derivavel em a € X N X' se o limite
abaixo eziste e € finito.
@)~ fla)

r—a T — Qa

Fazendo h = x — a, o limite da expressao acima pode ser rescrito como:

i d @) = 1)
T—a h
e, denotado por
oy fla) = fla)
fla)=lim ==
ou por qualquer outras dessas notagoes:
df df
Df(a) ou . (a) ou e

Se f for derivdvel em todo ponto do seu dominio, entao dizemos simplesmente que f
¢ derivdvel.

Definigao 3.2. Diz-se que f € de classe C' se as primeiras derivadas de f sao continuas
em X e denota-se por f € CYX). De classe C" se [ possui derivadas de ordem n
continuas em X e denotamos por f € C"(X). De classe C*> se f possui derivadas de
qualquer continuas em X escreve-se f € C°(X).

Defini¢ao 3.3. Uma particio do intervalo [a,b] € qualquer subconjunto finito de pontos
P ={to,....,t,} Cla,b] tal que a,b € P.
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Os intervalos I; = (t;_1,t;), ¢ = 1,...,n, sdo chamados subintervalos da particao P. O
comprimento dos subintervalos I; da particao P sao denotados por

Atz = tl - tifl, 1= 1, o, n.

Note que
i=1

Definigao 3.4. Define-se a suma inferior de Riemann da funcao f, com relagao a perti¢ao
P, por

s(f; P) = Zz‘nf(f(mmxi

€ a Suma SUPerioT por
n

S(f;P) = sup(f(L;))Aw.

=1

Defini¢ao 3.5. Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada. A integral inferior e superior
de f sao definidas respectivamente por

b
/ f(x)dx = sup {S(f: P)} .

pep

—b
/ )z = jof {s(F:P)}.

lzf(x)dx = 7if(x)dx

Teorema 3.2. (Condi¢cdo itmediata de integrabilidade). Seja f : [a,b] — R limi-
tada. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

Quando

diz-se que [ integravel.

(i) f € limitada;
(ii) Para todo € > 0, existem parti¢oes P e Q de [a,b] tais que
S(f:Q) —s(f; P) <e

(iii) Para todo € > 0, existe uma particao P = {to, ....,t,,} de [a,b] tais que

m

S(fiP) = s(f;P)=> w(t;i—ti1) <e.

=1
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