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RESUMO

Neste trabalho apresentado desenvolvemos um método eficaz de resolucao de matrizes
n x n, além disso mostramos como calcular determinantes, autovalores e autovetores,
matrizes inversas e sistemas de equacgoes lineares quando comparamos esse método de
resolucao de matrizes pela forma normal de Jordan com o método de Laplace ou até
mesmo Cramer, notaremos verdadeiramente que o método mas eficaz, certamente serd o
de Jordan. O método de resolucao de matrizes que utilizamos neste trabalho elaborado
chamado de Forma normal de Jordan, tem complexidade da ordem polinomial, enquanto
o método de Laplace segue uma complexidade de ordem exponencial. Para compreender
esses fenomenos o trabalho maior do aluno vai ser entender e ter como pré-requisito a
Algebra Linear, especificamente, nocoes de bases no R™ e de matrizes e transformacoes
lineares. Este trabalho trata de topicos como, multiplicidade algébrica e geométrica
autovalores e autovetores, polinomio minimal, exponencial de matrizes, teorema de
Cayley-Hamillton, entre outros, esse trabalho ira ser ttil pra quem pretender aprofundar
seus estudos e para aqueles interessados também em outras areas mas que seguem a
mesma vertente. Um dos objetivos deste trabalho também sera generalizar os resultados
obtidos para sistemas de equacoes lineares, onde C' é uma matriz constante n x n e x é
uma funcao diferenciavel de R em R™ justamente nestes casos nao temos uma solucao que
podemos desenvolvé-la como no caso dos escalares. Esse método intuitivo nos sugere o
seguinte definir a exponencial e A® de uma matriz At verificar logo se suas propriedades
,nos permitird generalizar no caso de escalar para sistemas. Estes e outros resultados
serao obtidos para classificar uma matriz. Ao final serao elucidados problemas com uma

demonstracao e aplicacao.

Palavraschave: Matriz; Transformacoes lineares; Forma de Jordan; Equacgoes

Diferenciais.



ABSTRACT

In this presented work developed hum Effective Method of resolution of MATRIZes
n timesn, In Addition show How to Calculate Determinants, eigenvalues and eigenvectors,
inverse MATRIZes and Linear Systems of Equations When we compare This MATRIZes
Resolution Method For the normal form of Jordan with Laplace method OR EVEN
Even Cramer, we note truly That method but effective, certainly sera the Jordan. The
MATRIZes resolution method que use this work Prepared Called Jordan normal form,
HAVE Complexity of polynomial order, while the Laplace method follows a exponential
order of complexity. To understand processes Phenomena Work Increased student
entender Sor and will have as a pre - Requirement linear algebra, specifically bases
Notions in  R™ and MATRIZes and linear transformations. This Work Is topics as
Multitude Algebraic and geometric eigenvalues and eigenvectors, minimum Polinomio,
exponential MATRIZes, Cayley theorem - Hamillton, Other between, THAT Work Ira
Be Useful for those who want to further their studies and for those interested Also in
OTHER areas but following a SAME shed. One of the objectives of this study Also
Sera generalize the results obtained paragraph linear equations systems, WhereC' AND
A constant array n timesn and xA and differentiable function of R in R", just these
cases do not have a que Solution We dEVELOPS it As in the case of scalars. This
intuitive method nsa Suggests Next Set exponential and A’ of a matrix A, VerificAR
logo is YOUR properties, will allow us to generalize any case climb Para Systems. These
and other results are obtained paragraph classify An array. THE elucidated final Serao

Problems A Demonstration and Application.

Keywords: Matrix; linear transformations ; Jordan form; Differential Equations.
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1 INTRODUCAO

Conforme Dante (2014), a necessidade de escrever mensagens sigilosas é muito
antiga. Ao longo da histéria reis, rainhas, generais, entre outros buscaram meios
eficientes de comunicagao entre seus aliados. Segundo (IEZZI ET AL,2010), as matrizes
teriam surgido com a escola inglesa Trinity Colege, em um artigo do matemético Arthur
Caylay(1821-1895), datado de 1858. Vale lembrar, no entanto que, bem antes, no século
IIT A.C., os chineses ja desenvolviam um processo de resolucao de sistemas lineares em

que apareciam implicita a ideia de matrizes.

Caylay criou as matrizes no contexto de estrutura algébrica, sem pensar em suas
aplicagoes praticas que apareceriam posteriormente. As transformacoes geométricas no
plano (ou transformagao 2D-duas dimensdes) sdao muito usadas pela computagao gréfica
para construcao de figuras de imagens. Tais imagens podem ser percebidas nos efeitos
especiais utilizados no cinema, na TV e nos sistemas multimidia em geral, serve de
ferramenta de auxilio em varias areas da atividade humana, essas transformacoes citadas

acima sao conhecidas na area da matematica como translagao, rotacao e escala.

Este trabalho foi pensado e elaborado para que possamos entender e compartilhar
os nossos conhecimentos sobre a dlgebra. Com base nesse conhecimento podemos fazer
com que os alunos do ensino de graduacao compreendam o assunto a ser estudado,
porque, onde e quando acontece esse fenomeno algébrico: Antigamente poderiamos
resolver matrizes utilizando o método de Cramer que serve para resolver matrizes até
4 x 4. Mas quando nos deparamos com uma matriz maior temos que utilizar o método
de Gauss, por escalonamento e por fim a forma normal de Jordan se tornou um método
mais eficaz, porque ele trabalha com um numero menor de elementos e um niimero maior
de zeros, tornando essa matriz triangular e depois diagonalizavel, e assim generalizando

para qualquer sistema de equagoes lineares.

Os professores de matematica tem dificuldade em mostrar aplicagoes dos contetidos
matematicos, deixando duvidas para o aluno, onde é possivel emprega-las, e para
que servem, incluindo férmulas prontas e sem significados, tornando a disciplina
desinteressante.Pensando nisso fizemos este trabalho rico em informacoes e onde ele possa
responder essas questoes. No passo seguinte faremos uma breve consideracao preliminar,
que dard uma explanacao no conteido a ser abordado. Os estudos da Algebra Linear sao
ramificacoes da matematica que se apoderam dos assuntos relativos a espagos vetoriais, os
espacos representados por setas e linhas, ou melhor espacos lineares, porém, esses mesmos
nao se prendem a meros simbolismos de setas, podem também ser deduzidos pelo curso

em que podem ser tomados, sao estudos que podem associar vetores entre dois espacos
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vetoriais ou com outras possibilidades de representagoes geométricas.

Representacoes geométricas no espago, por exemplo, o R® (um conjunto de pontos),
perceptiveis e de convencao universal, no nosso espaco e tempo, com dimensoes, tais como,
profundidade, altura e largura. Esta algebra e seus vetores (com a aritmética que podem
ser estudadas neles) sdo um meio de estudo de grande valor, englobando, Computagao,

Engenharias, Biologia, Quimica, entre outras ciéncias ciéncias.

No segundo capitulo temos a fundamentacao tedrica iniciando com espagos
vetoriais, introduzindo uma observacao geral do conteido, definicao de espagos vetoriais,
suas operacoes aritméticas, iremos também esclarecer algumas das suas propriedades
algébricas, nos ajuda na compreensao de corpos vetoriais que se classificam dentro do
contexto de espacos vetoriais voltando nossa atencao para espacos matriciais da forma
quadrada n x n. Tomando esses espagos vetoriais podemos entao fazer operagoes como
soma, multiplicacao por um escalar. Um exemplo muito relevante de espacos vetoriais é
destacado nas Consideragoes Preliminares no sub-tépico (2.2), que vem falar dos Espagos
Vetoriais Matriciais. Usaremos esse espaco como objeto de estudo, que também leva-nos
a compreender Sistemas Lineares, de ordem finita e quadrada, pois as matrizes possuem

caracteristicas algébricas singulares.

No 3° capitulo faremos um estudo sobre transformacoes lineares, em seguida

falaremos também de niucleo e imagem, isomorfismo e automorfismo.

No 4° capitulo abordaremos o polinomio caracteristico, onde sera essencial
acharmos usando as propriedades de autovalores e autovetores para chegar-mos no
apice do trabalho. No peniltimo capitulo temos a descricao do teorema de Cayley-
Hamilton, existem algumas relagoes importantes, entre polinomio caracteristico P(\) e
polinomio minimal m(\) de um operador linear T trataremos destes polinémios para

depois introduzir o teorema de Cayley Hamilton.

Porém, por vezes, esses sistemas matriciais podem aparecer de maneira
complicada, sem que possam ser diagonalizados, entao, esse trabalho vem trazendo uma
sailda desses problemas, tratando-se da Forma Canonica de Jordan. Uma forma de
representacao matricial por meio do auxilio de outras matrizes, fazendo o produto delas,
obtendo assim uma matriz quase diagonal, que se demonstra eficaz para a obtencao de

novos resultados.

NO 5° capitulo veremos uma das formas mais simples de representacao matricial de
um operador linear, conhecida como a Forma canonica de Jordan, pois esta representacao
¢é uns dos objetivos centrais deste trabalho. Agora vamos utilizar os resultados encontrados
e demonstrados, para construir nosso principal objetivo, ja no 6° e ultimo capitulo, que

sao as aplicacoes utilizando a Forma Canonica de Jordan.
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2 CONSIDERACOES PRELIMINARES

Neste tépico temos como pré-requisito algumas defini¢oes, propriedades e teoremas
muito especificos para se compreender o conhecimento abordado sobre algebra linear. Nao
iremos fazer demonstracoes pois ficou como aprendizado durante a disciplina de algebra
linear, no decorrer do curso, e o objetivo maior deste trabalho nao é repassa-las novamente,

e sim tratarmos da forma canonica de Jordan.

2.1 Espacgos vetoriais

O entendimento dos estudos da Algebra Linear, se consiste na compreensao de
Corpos Vetoriais que por serem tantos, de uma forma generalizada podemos defini-los
dentro do contexto geral de Espacos Vetoriais e serao apresentados alguns. No obstante,
a atengao maior sera voltada para Espacos Matriciais de Forma Quadrada, pois as mesmas

possuem caracteristicas algébricas peculiares.

Também podemos destacar espagos que se representam no ambito dos reais a partir
de elementos singulares, como: R! - o espaco unidimensional com representacao grafica
sendo uma reta; R? - espaco de pares ordenados representado pelo plano cartesiano de
ordenada x e abscisa y; R? - com trés elementos de um vetor tem-se uma representacao
de um ponto no espaco tridimensional. A partir dai, as deducoes graficas passam a ser

mais trabalhosas de se inquerirem.

Em todos os espacos vetoriais podem ser realizados a Soma e a Multiplicagao por

um Escalar, assim como, tem-se, Combinacoes Lineares.
Portanto, temos a seguinte,

Definigao 1:[Espaco vetorial] Temos V' # (), um espago vetorial em R, quando se

sucedem as seguintes Propriedades:

I - A adicao de dois elementos que se transformam em um, conotados pela seguinte

V2V
funcao, F': , obedecendo:
(z,y) =z +y

L:z+y=y+aVe,y €V (vale a comutatividade);

I, : Existe um vetor nulo que satisfaz 0+z = x,V0,x € V (existe o elemento neutro

da soma);
Iy: —x4+2 =0V z,—x € V(existe um vetor inverso);

I4 : Para a soma de trés elementos, z+(y+2) = (z+y)+ 2, temos a comutatividade,
Ve,y,z € V.
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RxV >V

IT - A multiplicacao de um escalar em um vetor é definida por, F : ,
(v, x) = ax

obedecendo:

II; : a(fz) = (af)z, ¥V a, f € R, z € V (a comutatividade na multiplica¢do de

escalares por vetor);

IL;: (a+f)r=ax+ Bz, Va, €R, x €V (hid uma distribuitividade de vetor

na soma de escalares);

L alz+y)=ar+ay, VaeR, z, y €V (hd uma distribuitividade de escalar

na soma de vetores);

IL;, : 1z = x,Vx € V, 1 sendo um escalar real (1 representa o elemento neutro da

multiplicacao)

Dos espagos ja citados a priori, tomemos as provas mediante Callioli, et al (1926,

pg.45 - exemplos 1 e 5 ; pg.47 - exercicios resolvidos 1 e 2).

Como jé havia Strang (2009, Preficio:§4°) dito: “O poder desta disciplina aparece

quando vocé tem dez ou mil variaveis em vez de duas”.

Definigao 2:[Subespaco vetorial] Um subespago do espago vetorial V' € R é
um subconjunto L # (), que satisfaz os requisitos de V; as propriedades de soma e

multiplicagao por escalar em V| sao atribuidas ao subespaco, ou seja:

i) Se somarmos quaisquer vetor x e y no subespago, x + y permanece no subespaco,
Ve,ye L,x+y € L

ii) Ao multiplicarmos um vetor qualquer z, por um escalar «, ax continua no

subespaco, Va € R, e Vo € L,ax € L.

Definig¢ao 3:[Independéncia linear| Dado um conjunto de vetores L C V', L = {z;,
com 1 <i < n(n € N)}, eescalares a; € R, com 1 < ¢ < n(n € N). Analizemos suas

combinagoes
n
E o, = o+ ...+ apxy,
i=1

Se tivermos todos os escalares “a;s” iguais a zero, certamente produzird o vetor
nulo: 0xy + ...+ 0z, = 0. Se tdo somente assim podemos obter zero, entao, os vetores

13 7

Zis  sao independentes.
Analogamente deduzimos que,

Defini¢ao 4:[Dependéncia linear| Seja V' um espago vetorial sobre R. Dizemos

que L C V(L # () é linearmente Dependente (L.D.) se, e somente se, a combinagao de
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vetores xy,...,x, € L (n € N),; com um conjunto de escalares ay,...,a, € R(n € N),

sem que todos os escalares sejam iguais a zero,
a1 + ...+ a,z, = 0.

Definicao 5:[Espagos geradores| Se um espago vetorial V' consistir de todas as
combinagoes lineares de L1, ..., L,, entao, esses vetores geram o espaco. Todo vetor v em

V é alguma combinacao linear dos L,:
Todo v surge do L,,, v = a1 Ly + ...+ o, L, para alguns coeficientes av,.

Fixando vetores vq,...,v, em V, o conjunto L de todos os vetores de V' que sao
combinacao linear destes, é um subespaco vetorial. L é chamado de Subespaco Gerador

por vy,...,v, € usamos a notacao
L= [vl,...,vn]

Dizemos que V ¢ finitamente gerado se existe L. C V, L finito, de maneira que

vV =1[1.

Definigao 6:[Base] Seja V' um espaco vetorial finitamente gerado. Uma base de

V' é um subconjunto finito B C V, para o qual as seguintes condigoes se verificam:

1. [B] =V

2. B é linearmente independente.
Ou seja, uma base para V é uma sequéncia de vetores que:

1.i. Esses vetores sao geradores de V.

2.ii. Os vetores sao linearmente independentes, logo, sao limitados;

Proposicao 1: Todo espacgo vetorial finitamente gerado admite uma base.

2.2 Matrizes

Usaremos como objeto de estudo as matrizes (deduzindo Sistemas Lineares) de
ordem quadrada, logo, sao estes espacos finitamente gerados,possuindo, entao, uma base,

da qual serao constatadas como valores préprios e vetores préprios.

Definicao 7:[Matrizes] Chama-se matriz do tipo m x n sobre R a todo
ordenamento de elementos que se obtém dispondo mn posi¢oes segundo a ordem de m

linhas e n colunas.
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Am1  --- Amn

De um modo geral podemos conotar a matriz A por, A = [a;;]i=1,..mij=1,. m, onde
temos a;; como o elemento geral da matriz, destacamos ¢ e j do referido elemento, como
os indices que indicam a posicao dos elementos, assim sendo, ¢ pronuncia-se indice de

linha e j é o indice de coluna.

Os elementos de ordem da matriz m e n, no geral, nos dao propriedades como:
quando m = n dizemos que a matriz é quadrada; sendo m # n, entdao a matriz é
retangular; com m = 1 temos um vetor-linha, ou melhor, matriz-linha; para n = 1

tem-se vetor-coluna, a matriz coluna.

Temos como notagao geral M,,x,(R) o conjunto de todas as matrizes do tipo m xn
sobre R.

Representando o conjunto das matrizes com m linhas e 1 coluna de elementos em

R, as matrizes colunas sao,

a11

a21 . .
mel(R): . CaijER;Z:172,...,m;j:1.

Am1

Representando o conjunto das matrizes com 1 linhas e n coluna de elementos em

R, as matrizes em forma de linha sao,

Mi(®) = [ an .. 4w | ey €R =1 j=1,2,..n

Uma matriz quadrada possui as seguintes atribuicoes:

Sendo a;; = 0 para i > j, temos a matriz triangular superior;
ann a2 @13 A4
0 ax axs ax

a33 Aa34

0 0 Q44
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Sendo a;; = 0 para ¢ < j, temos a matriz triangular inferior, a seguir:

a1q 0 c. 0
a21 A2
az; agx asz 0

Q41 Q42 Q43 Q44

Ao se ter a;; = 0 quando 7 # j, denota-se a matriz diagonal por:

ai; 0 ... 0
0 ax

ass 0

0 ... 0 au

A matriz identidade de ordem n, I,,, é a matriz diagonal de ordem n com elementos

diagonais iguais a 1,

(1 0 0]
0 1

0
0 0

Proposicao 2: Dadas as matrizes A ¢ B definidas por, A = [a;;] € Myxn(R);

B = [by] € Mpyy(R), dizemos que as mesmas sdo iguais se, e somente se,

m =
{ b eaij:bij;izl,...,m;jzl,...,n.
n=4q

Definicao 8: Dadas as matrizes, A = [a;;], B = [bij] € Myxn(R) e @ € R

1. A+ B é a operacao de matrizes que resulta em uma matriz m X n cujo os elementos

resultantes (c;;) dar-se-ao por a;; + b;;, ou melhor
A+ B = [cy]
sendo c¢;; = a;; + by, por assim dizer,
A+ B = [aij + bijlmxn;
2. aA é a matriz retangular ou quadrada, cujo elemento resultante ¢;; é aa;;,

aA = [aij]lmxn
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3. A matriz cujo todos os elementos sao iguais a zero, 0, é a representacao da matriz

nula, melhor dizendo

OmXTL

4. Definimos uma matriz cujo todos os elementos sao negativos, por

—A= (1A= [~ay).

Teorema 1: Para A, B,C € M,,»,(R) e o, B € N tem-se

. A+ B)+C=A+(B+C) (Associatividade da Adigao)
2. A+B=B+A (Comutatividade da Adigao)
3. A+0=0+A=A (Opxn € 0 elemento neutro da adicao)
4. A+(-A)=(-A)+A=0 (—A é a simétrica de A)
5. a(A+ B) = aA+aB (distributividade de um escalar pela soma de matrizes)

6. (a+p5)A=aA+ A (distributividade de uma matriz pela soma de escalares)
7. (aB)A = a(BA) (comutatividade da multiplicagao)

8. 1A=A (1 representa o elemento neutro da multiplicagdo de matriz)

Definicao 9:[Multiplicagao de matrizes| Para A = [a;;] € M,,xn(R) e B = [bjk| €
M, »»(R) a matriz produto AB resulta numa matriz C' = [c;x], em que os elementos se

comportam de tal maneira:
ailblk—i—aigbgk—l—...—f-ambnk (Z = 1,...,m;k = 1,...,p)
AB =370 aijbjrlmxp-

Ou seja, a multiplicacao de matrizes s6 é possivel se o nimero colunas de uma

matriz for igual ao nimero de linhas de outra matriz.

2.3 Sistemas de equacoes
Definicao 10: Uma equacao linear nas incégnitas xq, xo, . .., z, € definida por
a1x1 + agxs + ... +a,r, =b

onde a; + as + ...+ a, sao os coeficientes e b sendo o termo independente.
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Definicao 11: Um sistema de equacoes lineares é uma ordenacgao limitada de

equacoes lineares.

Um sistema de m equagoes em n incognitas

111 + a199 + ... + ATy = bl
n
A2121 + A22T2 + ... + AopTy = b2 .
= E aijxj:bi,z:l,...,m

J=1
Am1T1 + ApmaZ2 + ..o+ QppTp = bm

Resumindo: Az = b, ou melhor (decompondo em forma de matrizes),

Aml - Qmn Tn by,
mxn nx1 mx1

Onde A é a matriz do sistema, x é a matriz coluna das n incégnitas, b matriz

coluna dos termos independentes.

Definicao 12: Uma solugao do sistema de equacgoes lineares nas incégnitas

x1,...,T, € uma sequéncia ordenada de nimeros
Ap,...,0p,
tais que sendo feitas as substituigdes x; = «;,7 = 1,...,n dentro do sistema, resultara

numa transformacgao em que todas as equacoes se tornem em identidades.

Resolvemos um sistema de equagoes lineares definindo suas incégnitas, quando
houverem todas seus valores, do contrario o sistema ¢é dito incompleto e indeterminado
(nao existe solugao).

As solugoes serao avaliadas a partir da deducao de Polinomio Caracteristico, no

5° capitulo.
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3 TRANSFORMACOES LINEARES

Neste capitulo, serao abordados diferentes orientagoes e comportamentos que as
matrizes podem fazer. Comportamentos esses dos quais podemos destacar: o Espaco
Nulo, que sempre “corre”para o vetor nulo; os vetores sao dados como Espago Coluna (na
forma matricial). Mas, também, podem ser notados que, de um espago-vetorial-coluna,
esse pode ser transformado em um espaco-vetorial-linha, e vice-verca. Assim como,
se for tomado um vetor x n-dimensional, quando esse vetor se “choca”com um espaco
matricial T', logo, hd uma mudanca de curso, e surge um novo vetor Txz. Ocorre uma

mudanca de espago, completamente, mediante a nova matriz.

Porém, as matrizes se comportam com certas limitacoes, a seguir:

I. A origem é sempre estavel em si, pois, 70 = 0, para toda a matriz;

II. Se o vetor x vai para x’, entdo 4z devidamente segue para 4z’. O que corresponde
a dizer, que do produto cx deve seguir, entao, para cx’, haja a vista que, T'(cz) =
co(Tx);

III. Se os vetores = e y vao para x’ e ¢/, entdao x + y segue para =’ + ¢/, pois, T'(z +y) =

Tx+Ty.

Podemo resumir essas argumentacoes na seguinte,

Definicao 13: Sejam U e V espacos vetoriais, uma transformacao linear 7' : U —
V', é uma aplicagao que satisfaz as seguintes condicoes:
i) T(u+v)=T(u)+T(v); YuvelU eV, respectivamente;
i) T(Au) = AT'(u); VA€ R,V ueU. Mesclando (i) e (ii), segue,
(iii) V a,b € N e para todos os vetores x e y, a multiplicacdo de matrizes sao lineares se:

T(cx + dy) = c(Tx) + d(Ty).

Entao, toda a matriz 7' na transformagao 7'(z) que atende a esses critérios é uma

Transformacao Linear.

Exemplo 1: Seja T : R? — R3, dada por, T(z,y) = (z,y,x + y), entao,

entenderemos que, para os vetores u = (1,2) e v = (=2, 3), tem-se:

u=(1,2);u=T(1,2)=(1,2,1+2)=(1,2,3)
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v=(-2,3);v=T(-2,3) =(-2,3,-2+3) = (—2,3,1)

T(u+v)=T(u)+T(v)

(—1,5,4) = (1,2,3) + (—2,3,1)

Multiplicagao por um escalar real (\):

A = —3 escalar.

—3u = —3(1,2) = (-3, —6)

T(—3u) = T(—3, —6) = (=3, —6,—9)

T(—3u) = —3T(u) = —3(1,2,3) = (=3, —6, —9) n

Proposicao 3: Sejam U e V espagos vetoriais com uma transformacao linear

T :U — V, entao valem as seguintes propriedades:

PI- T'(0u) = Ov, isto é, a imagem do vetor nulo de u é o vetor nulo de V, ou seja, o

vetor nulo do dominio é transformado no vetor nulo do contradominio v.
PII- T(—u) = —=T(u), isto ¢, a imagem de u, é o vetor de U.

PIII- T'(u —v) = T(u) — T'(v), ou seja, a imagem da diferenca de dois vetores é igual a

diferenca de suas imagens.

Se a primeira propriedade nao for vélida, logo, podemos elimina-la, pois, nao sera
uma transformacao linear, mas se ela for valida, nao podera ser afirmada, ainda devera

satisfazer as outras propriedades.

Verifiquemos se as aplicagoes abaixo sao transformagoes lineares:

1) T:R? - R3 é tal que, T(z,y) = (z,y, 7+ y).

a) T(0,0) = (0,0,0), satisfazendo PI;

b) T'(Au) = AT (u)
u=(z1,11) ERENER
T(Au) =T (Axy, Ady1) = (Axg, Ayp, Az + Ayp) =
(Az1, Ay, Moy + 1)) = Mo, yn, 210 + 1) =
AT (x1,11) = AT (u), satisfazendo PII;

¢) T(u+v)=T(u)+T(v). Sejam u = (z,y),v = (z2,y2) € R%
T(u+v) =T(x1+ 2,91 +y2) = (T1 + 22,1 + Y2, 01 + T2+ Y1 + Yo) =
= (@t 201+, (@1 +y) + (@2 + 1) =
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= (z1,y1, 21 + Y1) + (2, Y2, k2 + y2) = T(u) + T'(v), o que se corresponde a

. J/ /

-~

T(x1,91) T(x2,y2)
PIII.

.. T é uma transformacao linear. [ ]
2) T:R?® — R? tal que, T(z,y,2) = (z,yz + 1).

a) T(0,0,0) = (0,0). T(0,0,0) = (0,0-0+ 1) = (0,1) # ((0,0).

Logo T nao é uma transformacao linear, pois nao satisfaz PI, como determina
uma 7.L.. |

Proposigcao 4: Conhecendo as imagens dos vetores de uma base do dominio de
uma 7.L.
T:U—YV
B ={u1,us,...,u,} é uma base de U.
T(ur), T(ug),...,T(uy).
Se v é um vetor qualquer de V', entao:
V= a1U1 + asus + ...+ apl,.
Tw)=a1T(u1) + axT(uz) + ... + a,T(uy).
Isso mostra que uma transformagao linear T : U — V fica completamente definida quando

se conhecem as imagens dos vetores de uma base de V.

T : R? — R3 base canonica R? = {(1,0), (0,1)}
T(1,0),T(0,1) € R3
v=(z,y) =2(1,0) + y(0,1) = T(v) = T(x(1,0)) + T(y(0,1))
T(v)=T(x,y) =2T(1,0)yT(0,1)| = 2T(1,0) + yT(0,1)

Exemplo 3: Seja T : R? — R3 1 7T(1,—-1) = (1,1,2) e T(2,0) = (2,—1,1)
{(1,-1),(2,0)} ¢ uma base de R?

Seja (z,y) € R?

(x,y) =a(l,—1) 4+ b(2,0)

(z,y) = (a,—a) + (2b,0) = (a + 2b, a)

at2b=x = M=z —a=2—zty=b= 1Y
_a:y:>a:—y
Tr+y
r+y

T(a.y) = —yT(1,-1) + () T(2,0)

T(z,y) = —y(1,1,2) + ()2, -1, 1)
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—r—y r+y

)

T(x,y) = (—y,—y,—2y) + (z + v,

2 72
T(w,y)Z(—y+w+y,—%—y,x2y—2y)=
— (@ —r—y—2y x+y—4y):

’ 2 ’ 2
(@ —x — 3y x—Sy):
| —12—3(’—1)21—3(—1)
T(1,-1) = (1, , 5 ) =
—14+3 1+3 2 4
= (17 9 7T) = (17 57 5) = (17 1’2)
T(2,0) =(2,—-1,1) = (2, —#, %) =(2,-1,1).

3.1 Nicleo e Imagem

Definicao 14:[Nicleo] Seja T': V' — W, uma transformacao linear. O conjunto
de todos os vetores v € V, tais que T'(v) = 0, é chamado nicleo de T, sendo denotado
por ker(T). Isto é

ker(T) = {v e V;T(v) = 0}

Exemplo 4:
T:R* >R
(z,y) >z +y

Neste caso temos ker T = {(z,y) € R*; x+y = 0}, isto é, ker T é a reta y = —z. Podemos
dizer ainda que kerT' = {(z,—x);x € R = {z(1,-1);2z € R} = [(1,-1)].8T = R, pos
dados w € R, w = T'(w, 0).

Proposigao 5: Seja F': U — V uma transformacao linear. Entao:

a) ker(F') é um sub-espago vetorial de V;

b) A transformagao linear F é injetora, se e somente se, ker(F') = {0}.

Demonstragao:

a) como F(0) = 0, entdo F(uy;) = F(uz) = 0. Dai F(u; + uz) = F(uy) + F(ug) =
0+ 0= 0. Portanto, uy + us € (F).

Teorema 2:[Do Nicleo e da Imagem| Sejam U e V' espacos vetoriais sobre R, com
a mesma dimensao finita n e suponhamos F': U — V', uma transformagao linear. Entao,

sao equivalentes as seguintes afirmagoes:
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(I) F é sobrejetora;
(II) F ¢ injetora;
€ bljetora;
(III) F é bij ;

(IV) F transforma uma base de V, isto é, B ¢ uma base de V, entdo, F'(B) é base de V.

3.2 Isomorfismo e Automorfismo

Definicao 15: Entende-se por isomorfismo do espaco vetorial U, no espaco
vetorial V', uma transformacao linear F' : U — V| que seja bijetora. Um isomorfismo

F:U — U, é um automorfismo de U.

Exemplo 5: O operador idéntico I : U — U, dado por I(u) = u, para todo vetor

u no espaco vetorial trivial é um exemplo de um automorfismo de U. |

Exemplo 6: F : R? — P;(R) definida por F(z,y) = = + (z + y)t é tambem um

isomorfismo. De fato.

(D) F(zi,y1) = F(22,92) = m1+ (1 +y)t = v+ (2 + )t = 21 =22 € 11 + Y1 =
To+ Y2 = T1 = T3 €Y1 = Ya.

Logo, provamos que F' é injetora.

(IT) Dado F(t) = a+ bt € PI(R), 3 u € R?, tal que, u = (a,b — a), para que se tenha
F(u) = F(t). Entao F é sobrejetora.

(HI) F((lﬁ,yl) + (5172,92)) = F(iﬁl + o, y1 + 92) =2 + 22 + (éfl + 22 + Y1 + yz)l‘ =
T4 (21 +Fy)t 2o+ (2 )t = F = (21, 51) + F(22,92). u

Proposicao 6: Se F' é um isomorfismo de U e V, entdo, F~!' : V — U, também

¢ um isomorfismo (de V em U).

Demonstragao:

(I) Suponhamos vy, vo € V e F~ (v1) = F~!(vy) = u. Entao, F(u) = vy e F(u) = vy.

Dai, v; = vy. Logo F'~! é injetora.

(IT) Para verificar que F~!, é sobrejetora, entdo, existe u;, us € U de maneira que
F(u) = vi(& FYv1) = w) e Fuy) = ve(& F'(vy = uy) substituindo esses
resultados na igualdade inicial:

u = F Y F(u) 4+ F(uz)) = F'(F(u; + u2)) = w1 + ug = F Y (v1) + F 1 (v).
Voltando a igualdade inicial:
F~ Yoy +vy) = FHvy) + F 1 (vy)
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(ITIT) F~'(\w) = AF1(v),VAeReVv e V.

Observacao: A proposicao acima nos diz que sempre que existir um isomorfismo
F : U — V, também existe um isomorfismo F~! : V — U (isomorfismo inverso de F)
e devido a isso, dizemos ; neste caso, que U e V sao espagos isomorfos. Dois espacos
vetoriais isomorfos U e V muitas vezes sao considerados indistintos. Para tanto, se F' é
o isomorfismo considerado de U — V/, indica-se cada elemento v € U com sua imagem
F(u)eV.
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4 POLINOMIO CARACTERISTICO

Daremos continuidade aos mnossos estudos, em que, dada uma transformacao
linear T': V — V e fixando uma base [ poderemos reduzir o problema para encontrar

autovalores e autovetores para 1" a determinacao de autovalores para a matriz [T]g

Buscaremos defini¢oes de autovalores e autovetores para efetuarmos novos célculos.
Com certeza é um procedimento complicado de efetuar. Para facilitar nossos cédlculos
podemos encontrar um método mais simples e pratico para encontrar os autovalores e

autovetores de uma matriz real A, de ordem n X n (uma matriz quadrada).

Seja A uma matriz de ordem n. Quais sao os autovalores e os autovetores advindos
da matriz A7 Sabemos que sdo exatamente aqueles que satisfazem a equagao (A— A\ )v =
0.

Vamos escrever explicitamente esta equacgao:

ail — A a19 R A1n T
21 ag — A A2n, T2
an1 Ao ce Qpp — A Tn 0

Iremos chamar de B a matriz acima. Logo Bv = 0. Se det B # 0, sabemos que
o posto da matriz B é n e portanto, o sistema de equacgoes lineares homogéneo indicado
acima tem uma unica solu¢do. Bem, como zy = x5 = ... =z, = 0, (ou v = 0) sempre é
solugao de um sistema homogéneo, entao, esta unica solugao sera nula. A tnica maneira

de encontrarmos autovetores v é termos det B = 0, ou seja,

det(A — M) =0.

Primeiramente, para determinarmos autovalores A\ que satisfazem a equacao, em

seguida iremos calcular os autovetores associados aos valores préprios. Vejamos,

alp — AL Q1np
P(\) =det(A — \I) = det
QAp1 e Qpp — A
Veja que P(A) é chamado de polinomio caracteristico de A e os autovalores

procurados sao as raizes deste polinomio.

Mediante a tais argumentacoes, podemos destacar a seguinte
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Definigao 16:[O polinémio caracteristico de uma matriz, associada a uma
transformagao linear] Seja T4 : R™ — R", a transformagao linear associada & matriz
A em relagao a base canonica, isto é, Ta(v) = Av. Assim, um autovalor A € R de A, e
um autovetor v € R", sao solugoes da equacao Av = Av,v # 0. Dito isto, temos que, seja

£ uma base de V', entao, temos as equivalencias:
Tv == [T]}[v]s =
= ([T}~ Ml = 0=
det([T]5 — AI) =0

observamos que a tltima condi¢cdo é dada por P(A\) = 0, onde P(\) é o polinomio
caracteristico da matriz [T ]g, e sendo )\, as raizes deste polinomio, os autovalores

procurados.

Exemplo 8: Seja a transformagao T : R* — R? dada por T(z,y) = (—3z +

4y, —x + 2y), a matiz associada a transformacao é dada por,

1= 2]

Tomamos o polindmio caracteristico por meio do determinante a seguir,

-3 - 4

det(A — I\) = det
—1 2—A

=(=3-)2-N)+4=A+)1-2=P(\).
PA)=0=AXA—-1)A+2)=00uAr=1o0u = -2
Logo, os autovalores associados, vem:

i) Com A = 1, temos:

-3 4 T T R
=1 , entao,

Temos que x=y.

-3z + 4y
-+ 2y

x —4r+4y =0
= =

Y —r+y=0
Portanto, os autovetores associados a A = 1, sdo os vetores v = (x,z),z # 0.

ii) Sendo A\ = 2, temos:

-3 4 x x N —3z + 4y —2x —r+4y =0
= -2 , entao, = =
-1 2 Y Y —x + 2y —2y —r+4y =0
ou z = 4y.
Os autovetores correspondentes ao autovalor A\ = —2 sao da forma: v = (4y,y),
1
y#0 (ouv=(x,-x)). [

4
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Exemplo 9: Seja a transformagao T : R? — R?, dada por T'(x,y) = (4dx+5y, 22+
y), a matriz associada a transformacao é dada por,

4 5
A=
2 1
Tomamos o polinomio caracteristico por meio do determinante a seguir,
4 5 \ 10 4 5 A0
2 1 01 2 1 0 A
4—-X 5
2 1—A

P()) = det(A — \) =

PA)=A-AN1-N)—-10=4—4A= XA+ —-10=)—-51—6

Fazendo P(\) = 0, temos como soluges: A\; = 6, e A\ = —1. Portanto, o Polinomio
Caracteristico se dard por:

PO =(\—6)(A+1)

[ |
Exemplo 10: Seja a transformagao T : R® — R3, dada por T'(z,y,z) = (3z —

ly+ 2z, -1z + 5y — 2,z — y + 3z), a matiz associada a transformacao é dada por,

PA)=det(T—X)=| -1 5—-X -1
Cujo, Polinomio Caracteristico é:

P(\) = —A* + 1107 — 39\ + 33



29

4.1 Auto Valores e Auto Vetores

Vejamos uma transformacao linear de um espaco vetorial nele mesmo T : V. — V.
A pergunta é a seguinte: Que vetores seriam levados neles mesmos por esta transformacao
linear. Dado T : V' — V, quais seriam os vetores v € V, tais que, T'(v) = v?7, onde v
¢é chamado de vetor fixo. Consideremos algumas transformacoes que ja foram elucidadas

para tentar responder essa pergunta.

Exemplo 11: (Aplicacao Identidade)

I:R2 5 R2
(z,y) = (z,9)

Nesse caso,todo R? ¢ fixo uma vez que I(x,y) = (z,y), para todo (x,y) € R?

(Reflexao no eixo )

ry : R? — R?

(z,y) = (z,y) ou

MR

Intuitivamente notamos que todo vetor pertencente ao eixo x é mantido fixo pela

transformacao r,. De fato:

ou seja, r,(x,0) = (x,0).

Estes vetores sao tinicos com estas propriedades, visto isto procuramos os vetores

x .
tals que:
Yy
1 0 A N
0 —1 Y Y ’
logo, encontramos o sistema abaixo:
r+0y==x r==x
ou .
Or —y =y Y=y
Entao, as unicas solugoes desse sistema sao vetores do tipo (z,0), ou seja, sao os

vetores que pertencem ao eixo-z. |
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Exemplo 12:[Aplicacao Nula]
N :R* > R?
(z,y) = (0,0).

Neste caso o tinico vetor que é fixo pela aplicacao dada é o vetor nulo, N(0,0) =
(0,0). |

Dado uma transformacao linear de um espaco vetorial T': V' — V| queremos saber
quais vetores sao levados em um muiltiplo de si mesmo, procuramos um vetor v € V e um

escalar A € R, tais que:
T(v) = lv.

Observamos T'(v) serd um vetor de mesma diregdo que v. Por ser vetores de uma

mesma direcao entenderemos sobre vetores na mesma reta suporte.

Entao, com v = 0 satisfaz a equacgao para todo A, interessando determinar vetores
v # 0 satisfazendo a condicao acima. O escalar A deverd ser chamado de autovalor ou
valor caracteristico de T" e o vetor v um auto vetor ou autovetor caracteristico de T'. Para
formalizar este conceito. Se quisermos dar uma designacao usual de um operador linear

para uma transformacao linear 7' : V' — V| de um espaco vetorial nele mesmo.

Definigao 16:[Autovalores e Autovetores] Dada uma matriz quadrada A,
entende-se por autovalor e autovetor de A em relagao a base canonica, isto é, T (v) = Av.

Assim um autovalor A € R de A, e um autovetor v € R", sao solugoes da equacao Av = v,
v # 0.
Observamos que a A pode ser o nimero 0, embora v nao possa ser um vetor nulo.

Usando a definicao iremos calcular autovalores e autovetores no exemplo a seguir:

T:R? 5 R?
V= 20

HEHIHRHEN

Nesse caso 2 é um autovalor T' e qualquer (x,y) # (0,0), é um autovetor de T

associado ao autovalor 2.

Logo toda transformagao, generalizando, temos A como autovalor e qualquer

(z,y) # (0,0), temos como autovetor correspondente. Ou seja,
T : R* —» R?

v Au, A #£ 0

Observe que T'(v) é sempre um vetor na mesma dire¢ao que v:
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i) A < 0,7 inverte o vetor.
ii) |[A| > 1,7 dilata o vetor.
iii) |A] < 1,T contrai o vetor.

iv) A =1,T é identidade.

Exemplo 13: Seja A, uma matriz n x n dos coeficientes diagonais, a seguir,

aiq 0
A— 0 ax
0 0 Ann

Dados os vetores e; = (1,0,...,0),es = (0,1,0,...,0),e, = (0,0,...,0,1)

teremos:

Ae; = _ = ajie; € , em geral,

Ae; = a;e;. Sabemos que estes vetores da base canonica R™ sdao autovetores para A, e o

autovetor e; é associado ao autovalor a;;. [ |

As nogoes de autovalor e autovetor de uma transformagao linear (ou matriz) sao
fundamentais por exemplo em fisica atomica, porque os niveis de energia dos atomos e
moléculas sao dados por autovalores de determinadas matrizes. Também o estudo dos
fenomenos de vibragao, andlise de estabilidade de um aviao e muitos outros problemas de
fisica levam a procura de autovalores e autovetores. Também sao usados na resolucao de

sistemas de Equacoes Diferenciais, como as nocoes de Espacos Vetoriais.

Autovalores e Autovetores sao conceitos importantes da matematica, com
aplicacoes praticas em &reas diversificadas como mecanica quéantica, processamentos de

imagens, analise de vibragoes, mecanica dos sélidos, estatistica, dentre outros estudos.

4.2 Teorema de Cayley - Hamilton: O Polinédmio Minimal

Definicao 17: O polindbmio minimal de 7" é um polindbmio moénico de grau k

(k € N), isto é, um polinémio moénico da forma:

ma(r) = 2% + bp_12®Y + .+ bz + by, k €N, tal que:
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1. my(z) =0, isto é, o polinomio m anula a matriz A, e

2. my(x) é o polinémio de menor grau dentre todos os polinémios que anulam A.

Em particular, temos o fato de que o polindmio minimal e o polinomio caracteristico

possuenn as mesmas raizes.

Observacao: O polinémio monico possui o coeficiente do termo z*, igual 4 1
(ar, = 1).

Teorema 3: Seja T : V — V., um operador linear num espaco de dimensao
finita n e A = [T] é uma representagdo matricial de 7" relativa a uma base a de V
fixada, entao T é diagonalizavel se, e somente se, o polindmio minimal m(z) é da forma
ma(z) = (x — A\)(x — A2) ... (x — Ag) onde A1, A\g, ..., As s@0 os autovalores distintos de
T(s € N).

Exemplo 11: Seja T : R* — R* dado por T(z,y,z,w) = (3x — 42,3y +

5z, —z,—w), obtenha o polinémio minimal de T' (T" é diagonalizavel).

3 0 —4
AT - 03 5 0

00 -1 O

00 0 -1

4x4

Deve-se encontrar a associagao do polinomio minimal e o polinomio caracteristico,

entao, temos:

mA()\) = PA()\) =7

Pa(A) =det(A- T — A) = det

para facilitar usa-seo calculo dos cofatores. Dai

Pi(A) = (A =3)*(A +1)°

Candidatos a m4(A):

filA) = (A =3)(A+1)
F0) =\ =3)*(A+1)
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f(0) = =3)(A+1)!
f1(0) = (A =3)* (A + 1)

Na verdade, os fatores serdo lineares se forem do tipo (r — Ly)(z — La) ... (x — L,).

Ou seja,
(x =) (x—A2)...(x—A\y)
PYID VI W
fi(A)=[A=3I1 - (A+1)
30 —4 3000 30 —4 0 1000
03 5 0300 03 5 0 0100
fl(A): — +
00 —1 0030 00 —1 0 0010
00 0 -1 000 3 00 0 -1 0001
00 —4 0 4 0 -4 0 0000
100 5 0 04 5 0 (0000
00 =4 0 0 0 0 0000
00 0 —4 0 0 0 0000

ma(x) = (x —3)(x + 1) = T, com os seus operadores sendo distintos entao ele é

diagonalizavel. ]

4.3 Diagonalizacao de Operadores

Podem ser constados as diagonalizagoes de operadores na seguinte,

Definicao 18: Seja V' um espago vetorial de dimensao finita. Um operador
T :V — V se diz diagonalizavel se existir uma base de V formada por vetores préprios

de T. Se B = {ey,...,en} for uma base feita de autovetores de T', entao

A1

onde \q,..., A\, sao os autovetores de T
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Segue dai que

)\1 — X
/\2 — X
Pr(x) = det =M —2) (A —2)...(M\z)

Ay —

e assim P;(z) se decompoe em fatores lineares.

Teorema 4: Seja V um espago vetorial de dimensao finita sobre R ou C. Um

operador linear T' € L(V') é diagonalizavel se, e somente se,

1. O polinémio caracteristico de T" tem todas as suas raizes em R ou C.

2. A multiplicidade algébrica de cada autovalor \; de T" é igual a dimensao de V'(\;)

Exemplo 15: Dada a matriz A, 2 por 2, na forma,

1 -1
-4 1

Temos como polindémio caracteristico da matriz A, sendo, P(\) = A? — 2\ — 3.

A:

Fazendo p(\) = 0 = A\2—2X—3 = 0, temos entao os autovalores: \; =3 e Ny = —1
Autovetores:
Autovetor associado a A\ = 3

Ax = Mz =

1 — X2 . 3.131 . 1 — Tg = 31‘1
—4.T1 + X9 3$2 —41’1 + Ty = 3:1)2

Deduzimos dai, que,

—To — 3.1’1 — X
—To = 2.7)1

To = —2ZL‘1

U1 = (xl, —2$1)
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v = (1,-2)

Autovetor associado a Ay = —1

]

Ir1 — X2
—4271 + T9

Provendo que,

Axr = \x =

X1 — T2 = —I1

131+I1:l’2

21}1 = T2
L2
r1 = —
2

Vo = (27 4)
A é diagonalizavel?
D=P'. A.P

Observacao: D corresponde a matriz diagonal.

1 1 1 1 10
P = Pl=?p.Pl=]= A=

-2 2 -2 2 zZ w 01

gt

1
x+z:1:>a:+x:1:>2:v:1:>x:§:z

T+ z yt+w
—2rx+2z —2y+2w

—2r+2:=0=2z=2x. . z2==x

y+w=0=y=—w
1 1
—2y+2w:1:—(—2w)+2w:1:4w:1:w=Z.‘.y:—w;y:—z

Pt [ 1/2 —1/4]
/2 1/4
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D=P' A.-P=

1/2 —1/4 1 -1 11
12 1/4 | | -4 1 | | —2 2
11
| -2 2
P T 2 I O N I I A
| —2/4 —1/4 22| |0 -1

Exemplo 16: Seja a transformacao linear 7' : R? — R?, dada por, T(z,y) =

| 12444 —1/2-1/4
| —1/2—4/4 —1/2+1/4

{4z + 4y; = + 4y}, com a matriz associada a transformagao, sendo,

4 4
A —
1 4
Tomamos o polinomio caracteristico com o seguinte determinante,

4—-X 4

PA()\):det 4

(A4—=MN4-XN)—-4=0=16—4\—4X+ X —4 =0 = I\ — 8\ + 12 = 0; resulta nos

autovalores: Ay =2 e Ay = 6.

Tomemos, entao, os autovetores associados aos autovalores, respectivamente.

B

{ dor + 4y = 2z

Para A\; = 2, temos:

r4+4dy=2y=>r=2y—4dy=r= -2y

U1 = (—21)

Para Ay = 6

4 4 x z
. —6-
1 4 Y Y
4o + 4y = 6x
r4+4dy=6y=>r=60y —4dy = =2y
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n= ()

Temos, entao, a matris associada aos autovetores M, na forma,

2 2
M =
[—11

de modo que M~ - A. M = Matriz Diagonal. Temos tambem, que M - Mt = I e

M1 M =1, entdo
2 2 a b B 1 0
-1 1 cd| |01

1
2(14—20212ct+2a:14a:1:>a:1

2a +2c=1
—at+c=0=c=a

Qb+2d:0:>b:—d:b:—%

1
—b+d:1:>—(—d)+d:1:2d:1:d:§

M_lzla b]:[ 1/4 —1/2 ]
c d ~1/4 12 |

Ml-A-M:[ 1/4 —1/2]_[4 4]_'2 2]
—1/4 12 1 4 11

ExiiEHE

resultando na Matriz Diagonalizada. ]
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5 A FORMA CANONICA DE JORDAN - 3

Podemos observar a aplicabilidade das definicoes de matrizes diagonalizaveis em
decorréncia de aspectos inerentes a seus polinomios e seus autovalores assim como seus
autovetores. Em vista de que é mais facil de entender o comportamento de uma matriz
diagonal, do que uma matriz repleta de dados fora de sua diagonal, visamos encontrar

uma matriz adequada aos estudos.

Um bom exemplo dessa colaboracao, ¢ a resolucao de sistemas de equagoes
diferenciais (que serd visto a posteriori). No obstante, nem todos os operadores matriciais

sao diagonalizaveis, como vimos nos exemplos anteriores.

O nome é uma referéncia a Marie Ennemond Camille Jordan que foi um
matemético francés. [9] E conhecido pelos seus trabalhos em teoria dos grupos e
andlises. Estudou na Ecole Polytechnique. Foi engenheiro e mais tarde ensinou na Ecole
Polytechnique e no Collége de France. Nasceu em 5 de janeiro de 1878 , Franca. Faleceu
em 22 de janeiro de 1922 em Paris, Franca. Com obra “Traite des substitution et des

Algébriques”. Orientado por Joseph Alfred Serret, Victor Pniseux. Filho Eduard.

Influenciou nos estudos: grupos finitos; Algebra linear e multilinear; teoria dos
nuimeros; topologia de poliedros, equagoes diferenciais e mecanica. [10] Introduziu o
conceito de homotopia entre caminhos e definiu o grupo de homotopia de uma superficie.
Ele foi o primeiro a tratar formalmente da teoria de grupos finitos, introduziu o conceito
de série de composicao, provou o teorema de Jordan-Holder. O trabalho de Jordan “Traité
des substitutions et des ¢ equations algébraique”, publicado em 1870, possui um exaustivo
estudo da teoria de Galois, e é o primeiro livro escrito sobre a teoria de grupos. O teorema

da forma canonica de Jordan para matrizes também se encontra no livro.
Definiremos a priori, notagoes que serao abrangidas nas defini¢oes a seguir.

Seja pr(A) o polinémio caracteristico de T'. Temos a sua fatoragdo por:

prN) = A = N)™ (A = V)™ (A= ar)? + Bio2)P' .. (N — ag)? + BE)P

e Onde A\, # A, e (ay, Br) # (as, Bs) se r # s.
e Note que cada a,. + i3, é uma raiz complexa de pr(A).

e Note tambem que m; +...+m, +2p; + ...+ 2p = dim U.

Se A € R é um autovalor de T, denotaremos J(\;r) a matriz quadrada de ordem

T, a seguir,
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SO -
Al
J(\r) = 0 A
00 0 ... A
- <4 rXr
o - _ . -
=001 ... 0 +10 00 ... 0 =\ + N,
000 ...1 000 ...0
L d rXr - d rXr

Onde I é a matriz identidade de ordem r e N é uma matriz nilpotente.

Se a + i é uma raiz complexa de pr(A), definimos

o 8 0 0 0]

-6 a 0 1 0 0

0 a 8 0 0

R(a, B51) = 0 -8 « 0 0
O 0 0 ... a p

0O 0 0 ... =8 «

Teorema 5:[Da forma candnica de Jordan|Sejam U um espago vetorial de
dimensao finita e T' € L(U). Se

pr(A) = (A =A™ (A = )™ (A = a1)? + Bige)” - (A — ag)® + 7)™

onde A, # Ag, (o, Br) # (as, Bs) se r # s, e 5, > 0, entdo existe uma base de U com

relacao a qual a matriz de T' é da forma
J=(N,....,Jp,R1,....Ry),

onde Jy, ..., J, sdo da forma J(\;r) para algum r € N e (a, 5) € {(a1, 1), ..., (ar, Br)}-

Fazendo a denotacao do teorema, temos
J=
Ju

Cada bloco de Jordan é uma matriz triangular com apenas um autovalor \; e um

autovetor:
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Dada uma matriz quadrada A, queremos escolher M de modo M ~YAM seja o mais
préximo de uma diagonal quando possivel. No caso mais simples, A possui um conjunto
completo de autovetores que se tornam as colunas de M (de outro modo conhecemos como
S). A forma de Jordan é M 1AM = J; ela é construida inteiramente a partir de blocos 1
por 1, J; = A;, e o objetivo de uma matriz diagonal é plenamente alcancado. No caso mais
geral é mais dificil, faltam alguns autovetores e uma forma diagonal torna-se impossivel.

Nesse momento, este caso é a nossa principal preocupagao.

Definigao 19: A forma canonica de Jordan, é uma forma de representar uma
matriz ou um operador linear através de uma matriz semelhante a original que é quase uma
matriz diagonal. No corpo dos nimeros complexos, esta forma é uma matriz triangular
superior, em que os Unicos elementos nao nulos sao aqueles da diagonal ou imediatamente

acima da diagonal.

Corolario 9.1: A matriz de um operador 1" com relacao a uma base qualquer é
semelhante a uma matriz da forma: J = (J1,...,J,) (caso Complexo)

IJ=1,--.Jp, R1,..., R,) (caso real).

Se uma matriz A tem s autovalores linearmente independentes, entao, é similar a

uma matriz J que estd na forma de Jordan, com s blocos quadrados na diagonal:

~

J1
J=M"1AM =

~

Js

Cada bloco possui um autovetor, um autovalor e nimero 1 acima da diagonal:

Um exemplo de uma matriz de Jordan:
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(81 000] []81 ]
08000 [08] i fl
00010]|= 0 1 = Js
00000 [00] Js
00000] | 0] |

O autovalor duplo A = 8 apresenta apenas um tnico autovetor na primeira direcao
da coordenada e; = (1,0,0,0,0);com resultado A = 8 aparece apenas um tnico bloco J;.
O autovalor tripo A = 0 possui dois autovetores, es e e5, que correspondem a dois blocos
de Jordan Js e J3. Se A tivesse cinco autovetores, todos os blocos seriam 1 por 1, e J

seria diagonal.

A pergunta chave é a seguinte:
1- Se A é uma matriz 5 por 5, sobre que condigoes sua forma de Jordan serd esse
mesmo J?
2- Quando existird um M tal como M 1AM = J?

3- Como o primeiro pré requisito, qualquer matriz A similar deve compartilhar dos
mesmos autovalores (8, 8,0,0,0) porem a matriz diagonal com esses autovalores nao

é similar a J ( e a nossa pergunta realmente diz-respeito aos autovetores).

Reescrevemos M 1AM = J, simplificando:

AM = MJ; com isso iremos respondeé-la

AIl To T3 T4 $5}:[I1 Tog T3 T4 Ty

utilizando uma coluna por vez, vamos resolver as multiplicagoes:

Axy = 8x1 e Axy = 8x9 + 13

Axs = 0xg e Axry = 0xy + 23 € Axs = Oxs

Reconhecendo as condicoes de A, deve haver 3 autovalores que unidos, assim como
J tem. O A que tiver A\ = 8 serd inserida exatamente na primeira coluna de M, como

seria inserida exatamente na primeira coluna de S : Axy = 8z;. E ja que as outras duas
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chamadas de x3 e x5, sao inseridas na terceira e quinta colunas de M : Axz = Axs = 0.
E finalmente, devera haver outros dois vetores especiais, os autovetores generalizados xs
e ry. To pertence a uma sequencia de vetores, iremos considera-lo e o guiamos por z; € o

descrevemos pela equagao:

Ax1 = 8x1 e Axg = 8x9 + 11, de fato, x9 é 0 nico vetor alternativo na sequéncia,

e o bloco correspondente J; possui ordem 2.
Vamos descrever duas sequencias diferentes a seguir:

Axs = 0x3 e Axy = Oxy + 23 € Axs = Oxs, uma na qual x4 sucede x3 e outra em

que x5 estd isolado: sendo assim os blocos Js e J3 sao do tipo 2 por 2 e 1 por 1.
Tendo isso em vista, consideramos que:

A busca pela forma de Jordan de A, torna-se uma busca por essas sequéncias de
vetores, cada uma guiada por um autovetor: para cada i,
Ax; = dx; ou Ax; = \xy + i1,

Precisamos mostrar como essas sequéncias podem ser construidas para cada matriz
A, tendo em vista que os vetores x; sao inseridos nas colunas de M e cada sequéncia produz

em bloco tinico em J. Logo se essas sequéncias forem compativeis com as equagoes abaixo:

a) Ary = 8xy e Ary = 8z + 11

b) Az = 0z3 e Axy = 0zy + x5 e Azs = Ox;

Nosso J serd a forma de Jordan de A.

Iremos partir do fato em que a matriz do tipo 1 por 1, ja estd em sua forma de
Jordan, sendo assim, podemos deduzir que a construcao € realizada para todas as matrizes
de ordem inferior a n (esta é a hipdtese de indugao) e assim vamos explicar os passos para

uma matriz de ordem n.

A seguir, os trés principais passos; e logo apdés uma descrigao geral, aplicaremos
em um exemplo especifico.

1° passo: Suponhamos que A é singular, se isso acontece, seu espago-coluna possui
dimensao r < n, se observamos apenas dentro do espaco menor, a hipdtese de inducao

garante que uma forma de Jordam é possivel - devera haver r vetores independentes w;

no espago-coluna, de modo que:
Aw; = \w; ou Aw; = A\, +w;_q.

2° passo: Vamos supor que o espaco nulo e o espago coluna de A tenha uma intersecao

de dimensao p, 6bvio que cada vetor no espaco nulo sera um autovetor correspondente
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a A = 0. Portanto, deve haver p sequencias no 1° passo que partiram desse autovetor,
e estamos interessados nos vetores w; que aparecem no fim das sequéncias. Cada um
desses vetores p esta no espago-coluna, logo, cada um é uma combinacao das colunas de

A w; = Ay; algum ;.

3° passo: Sempre terda dimensao n — 7, o espaco nulo. Portanto,
independentemente de sua intersecao p-dimensional com espago-coluna, deve conter
n — r — p vetores de base adicionais fora dessa intercessao. Agora, vamos juntar os

trés passos para obtermos o teorema de Jordan.

Teorema 6: Os r vetores w;, os p vetores y; e os n — r — p vetores Z;, formam
sequencias de Jordan para a matriz A, e esses vetores sao linearmente independentes. Eles

sao inseridos nas colunas de M e J = M~ AM na forma de Jordan.

Para renumerar esses vetores como 7y, ..., I, e equipard-los com a equacao:
Ax; = Ny ou Az, = Ny +x; — 1

Logo, cada y; deve ser inserido imediatamente apds w; de onde se originou; isso
completa uma sequéncia em que A\; = 0. Os Z's ficam bem no final, cada um isolado em sua
prépria sequéncia; novamente, o autovalor é zero, tendo em vista que os Z’s permanecem
no espaco nulo. Os blocos com os autos valores diferente de zero ja foram finalizados no
1° passo, os blocos com os autovalores zero sao expandidos em uma linha e uma coluna

no segundo passo, j& no terceiro passo contribui para qualquer bloco 1 x 1 J; = [0].

Vamos demonstrar um exemplo; assumiremos (8,8,0,0,0) como valores:

(8 0 0 8 8]
0008 8
A=1000 0 0
00000
(0000 0]

1° passo: O espaco coluna tem dimensao r = 3 e é gerado pelos vetores de
coordenadas eq, ey, e3,e5. Se quisermos observar dentro desse espago iremos ignorar a
terceira e a quarta linhas e colunas de A; o que nos resta apresentar autovalores (8,8, 0)

logo a origem dos vetores na sua forma de Jordan sera:

g
S
|
o o o o w
g
o}
|
_ o o w O
g
w
|
o o o w o
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Os vetores de w; estao no espaco-coluna, eles completam a sequencia para A = 8

e iniciam a sequencia para A = 0:
Aw1 = 8w1, Awg = 811}2 + w1, Aw3 = Owg.

2° passo: O espaco nulo de A contém e, e e3, entdo, sua intersecao com o espaco-

coluna é gerado por ey. Portanto, p = 1 e, como esperado, ha uma sequéncia na equacao:

Aw; = 8wy, Awy = 8wy + wy, Awz = Ows, correspondente a A = 0. O vetor ws

aparece no fim e também no inicio dessa sequéncia, e ws = A(ey —e1). Logo, 4 = eq — e;.

3° passo: O exemplo tem-sen —r—p=5—3—1=1, e 2 = e3, estd no espaco
nulo, mas fora do espago coluna sera este Z que produzird um bloco (1x 1) em J, juntando

0s cinco vetores, as sequéencias completas serao:

Aw; = 8wy, Awy = 8wy + wq, Aws = Ows, Ay = Oy + w3, Az = 0z

s

Com isto complementamos a demonstracao de que cada & é similar a alguma
matriz de Jordan (J). Exceto para o reordenamento de blocos, é similar apenas uma

dessas matrizes J; ha uma tnica forma de Jordan para A.

Portanto o conjunto de todas as matrizes é dividida em numeros de familias, com

a seguinte propriedade:

Todas as matrizes na mesma familia possuem a mesma forma de Jordan e sao

todas similares entre si, mas nenhuma matriz em familias diferente é similar.

Exemplo 17: Seja a matriz triangular superior dada por,

b

I
o O O
o O =
S =N

com A = (0,0,0),
essa matriz tem posto r — 2 e apenas um autovetor. Dentro do espago-coluna ha uma

unica sequéncia wywsy, que coincide com as duas ultimas colunas.

Aw; =0 e awy = Owy + wy

Sendo assim, o espacgo-nulo fica completamente no espago-coluna i e é gerado por

w;. Portanto, p = 1, no passo 2 e o vetor y origina-se da equacao
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A=10| =0, cujasolugao éy= 1| 0

Finalmente a sequéncia da matriz wiwsy vai dentro da matriz M.

Vamos comparar as equagoes:

a) Ary =8ry e Axrg = 8xs + 1
b) Al’g = OZL’3 (S AI4 = 01’4 +x3 € Al’5 = 0.735

Dai, temos uma combinacao perfeita na forma de Jordan nosso exemplo serd

exatamente o J que escrevemos antes. Se colocarmos cinco vetores nas colunas de M

devera fornecer AM = MJ ou M~ *AM = 3:

I
o o o o w
N T e S S
o o o ®w o
o o~ o o

o = O O

Facamos a multiplicacao M ~tAM, para tomarmos a prova.

Usando o método de multiplicacao de Filippov, o tnico ponto técnico é verificar a
independéncia de todo conjunto w;, y; € z;. Com isso suponhamos que alguma combinagao

seja equivalente a zero:

Zciwi + Zdiyi + Zyizi =0

Vamos multiplicar por A, e utilizar a equacao Aw; = \;w; ou Aw; = \w; + w;_1,

para w;, assim como Az; = 0,

Aiw;

Zc@- ou + Zdjz‘lyi =0

Aiw; + Wiy

¢ uma combinacao de w; que eram independentes pela hipétese de indugao (logo eles
atendem a forma de Jordan dentro do espago coluna), concluimos que cada d; deve ser
zero. Voltando para a equagao anterior, disso se tira Y c;w; = — > y;2;, € o lado esquerdo
estd no espago coluna. Como os z's eram independentes desse espaco, cada y; deve ser

zero. Finalmente, > c;w; = 0 e a independéncia de w; produz ¢; = 0.
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Se A original nao tivesse no singular, os trés passos teriam sido complicados em
vez de A’ = A — ¢l (o ¢ constante é escolhido para tomar A’ singular e pode ser qualquer
um dos autovalores de A). O algoritimo coloca A na forma de Jordan M1A'M = ¥
produzindo sequéncias x; a partir de w;,y; e z;. Entao, a forma de Jordan para utilizar

as mesmas sequencias e o mesmo M: MYA'M = M~*A'M + M~1CM = J + clJ

1 20 010
M=|010|,eMAM=1]0 0 1
0 01 0 00
|
Observacao: Forma de Jordan § = M 'AM, se A tem s autovetores
independentes, sua matriz de autovetores “generalizados” M oferece J = diag(Jy, ..., Js).

O bloco Ji € Agl + Ni, em que N tem nimeros 1 na diagonal 1. Cada bloco possui um

autovalor Ay e um autovetor (1,0,...,0).
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6 APLICACAO

O projeto de uma estrutura composta por vigas metdlicas exige resolver um sistema
de equagoes lineares; quanto mais complexo for esta estrutura, maior sera o nimero de
equacoes e de varidveis. A matriz dos coeficientes do sistema deve ser invertivel para que
a estrutura nao colapse. Para uma mesma estrutura sujeita as forcas externas variaveis,
pode-se encontrar uma matriz-coluna das forcas que atuam sobre as vigas multiplicando-se

as inversas da matriz-coluna das forcas externas.

Mostra-se, a partir da utilizacao dos conteidos decorridos, as correspondéncias

preliminares da Algebra Linear com os assuntos inerentes a equagoes diferenciais,

solucionando assim problemas de sistemas de equacgoes diferenciais o Cu, revelando

que a matematica tem interligacoes contundentes, havendo resolucoes em diversas dreas.

6.1 Aplicacao em sistema de equagoes diferenciais lineares

Definicao 20: Considere um sistema de equagoes lineares homogéneos de primeira

ordem com coeficientes constantes:

du1
—— = C11U1 + C12Ug + ... F C1pUp
dt
dU )
— =Cu=1{ :
dt
du,,
% = Cp1U1 F+ Cpols + ...+ Cpply,

sendo uma combinacao linear de cy1u;+cious+. . . +c1,u, € sendo C' uma matriz quadrada,
C = (¢ij)7, dos coeficientes das equagoes e o vetor u = (uq, ug, . . ., u,) sendo uma matriz
coluna. E necessario encontrar uma solucao para o sistema no instante ¢ = 0, ou seja, ug
(um Problema de Valor Inicial - P.V.IL.).

Expandindo a coluna u em poténcias de t:

t?
u:uo—l—ugt—l—u’o’a—i—...

. . . . du
Derivando sucessivamente o sistema de equagoes — = C'u, tem-se:

dt
d*U du 9
W - Ca = C u,
d3U
=C3u,...

a3
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trocando t por 0, segue:

Ul() = CU(), U(,)/ = C2UO7 PN

A série acima fica:

t2
U= Uy + tOUO + ECQUO + ...+ GCtU,O.

d d 242 342
T — (e = — ) = 2 ct
emos que — (¢7) = (I + 0l + ——+..) = C+ M+ ——+ ...+ Cc e

dx du
i Cz. Entdo, u = e““uq é solucao da equacio diferencial i Cu.

A solugao mais generalizada para g = Cu é a combinagdo ciu; + ... + cuu, €
a combinacao que equivale a ug no momento t = 0, é entao, ug = 11 + ... + ¢, x,, OU

u= Mc, ou c = M 'ug. Isso implica que:
U(t) = Me" M ug,

¢é a solugao geral para um sistema de equacoes diferenciais.

Exemplo 18: Dado o problema de valor inicial (P.V.1.) a seguir:

dU
— =
at
U(0) =D
onde
Uy 2 1 0 1
u=|wu |, C=|1 -1 =1 |,D=| -1
Us 0 1 2 2

Tendo em vista, a dedugao da solugao do P.V.1., sendo dado por U(t) = e“'D.

Entao, com auxilio da forma de Jordam de C' que é dada a seguir

-1 0 0
Jo = 0 21
0 0 2

Temos tambem que, sendo C = M - Jo - M~!, temos ainda que
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1 13 1/9 —1/3 —1/9
M=|-3 0 1],talcomo, M '=1| —-1/9 1/3 10/9
1 10 1/3 0 —1/3

A saber que, sendo e“* = Me/s!M~!, sendo também,

et 0 0
et = 0 e e
0 0 e
segue-se entao, que,
i t 2 —t 2 —t 102t ]
(te?t + 3e) + — — % —% + % (—te® — 3e?) — S 96
—t 2 —t 2
ct e e L e e
© T "33 ‘ 33
te*t + ot e + < —1t€2t _e + 10c
L 3 9 9 3 3 3 9 9 i
Fazendo o produto de e“* com a matriz D, seque,
et e 27t 11e* 2
2(—? + ?) + ? - 9 + g(te% + 3€2t>
U(t) = et - %ezt
—lte% + ge_t + Ee%
3 9 9
que é a solucao desejada para o P.V.I. ]

Exemplo 19: Considere o seguinte sistema de equagoes diferenciais

dU
E—CU
U)=D
onde
Uy 1 2 3 1
u=|wu |, C=114 5|,D= 2
Uus 00 6 -1

Sendo, entao, calculada a forma de Jordan de C', dada por
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1 00 et 0 0
Jo=10 4 0 |,logoe’t=1 0 e 0
0 0 6 0 0 %

Ainda temos que Sendo M a matriz de mudanca de base tal que Jo = M~1CM,

tem-se
1 2 16
M=10 3 25
0 0 10

entao,

1 2 16 et 0 0 1 -2/3 /15
e“t=Me'"M =0 3 25 0 e 0 0 1/3 —5/6
0 0 10 0 0 e 0 0 1/10

Dai, a solucao do P.V.I., é dada por:

oN— -y Ty
SRR IR
Ut) = 2e4t 5i_5i
2 2
_ bt
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CONCLUSAO

Concluimos neste trabalho que a dlgebra linear esta interligada nos seus contetudos,
um precisa do outro, agora entendemos que tudo esta correlacionado, mostramos a ampla
e valiosa utilidade da &algebra especificamente a forma canonica de Jordan, melhorar
e agilizar os calculos matematicos envolvendo matrizes quadradas de ordem n X n e
suas propriedades, podemos resolver um grande problema para a solucao de sistemas
de equagoes diferenciais ordinarias, mostrando outra vez que tudo na matematica esta
interligada, e que sempre hajam grandes pesquisas e pesquisadores que possam facilitar
os calculos possam ser eles simples ou complexos e torna-los acessiveis de resolve-los nao

importando se sejam grandes ou dificultosos.

E essencial que conhecam a teoria por traz desses calculos e torne as propriedades
dessa forma como ferramenta crucial para finalizar o problema em questao e assim poder
chegar num resultado tao esperado, trazendo assim motivacao e interesse para que o
aprendizado e seus métodos de educacao possam algar voos mais longos do que aqueles

antes desse trabalho alcangado.

Observa-se o quanto é importante a aplicacao da Algebra Linear. Compreendendo
desse texto, uma correlacao dos assuntos, transcendendo o ambito da Algebra, que se
abrangem tao significantemente, trazendo uma linha de conhecimento sistematizado.
O desempenho algébrico que se estende para dar solugoes de problemas em Equagoes
Diferenciais, revela um forca que dé capacidade de resolucao de problemas, ou melhor dizer
sistemas, sejam esses simples ou nao, o que vem trazendo mais motivagoes de envolvimento

nos contetidos para resolucoes de problemas matematicos.
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