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Resumo

Neste trabalho, o objetivo principal € provar a existéncia de solucdo fraca para o seguinte

problema:

—Au = f(x,u) QCRY
u=0 0

conhecido como problema de Dirichlet ndo-linear, onde 2 C RV, (N > 2) é um dominio
limitado com fronteira suave e, f : Q x R — R é uma funcdo de Carathéodory satisfazendo

algumas condig¢des, entre elas:
e (H3) Existem x> 2er > 0 tais que

t
0 < puF(x,t) <tf(z,t) Vo €Q, |t| >r, onde F(x,t) = / [z, 2)dz,
0

conhecida como a condi¢do de Ambrosetti-Rabinowitz. As ferramentas principais para resol-

ver o problema, serd, o método variacional e o Teorema do Passo da Montanha.

Palavras-chave: Ambrosetti-Rabinowitz, Passo da Montanha, Espaco de Sobolev, método va-

riacional, solucdo fraca.
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Abstract

In this work, the main goal is to prove the existence of weak solution to the following

problem:

—Au = f(x,u) QCRY
u=0 082

known as Dirichlet problem nonlinear, where 2 C RY, (N > 2) is a bounded domain with
smooth boundary and f : Q x R — R is a function of Carathéodory satisfy certain conditions,

including :
e (H3) There > 2 and » > 0 such that

t
0 < uF(z,t) <tf(x,t) Vo €Q, |t| > r, where F(z,t) = / f(z,2)dz,
0

the condition known as Ambrosetti-Rabinowitz. The main tools for solving the problem, the

variational method and the Theorem Mountain-pass.

Keywords: Ambrosetti-Rabinowitz, Mountain-pass, Sobolev Space, variational method, weak

solution.
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Introducao

Neste trabalho estudaremos a existéncia de solucdo fraca para o seguinte problema,

—Au = f(x,u) QCRY
u=0 0

conhecido como problema de Dirichlet nao-linear, onde 2 C RV, (N > 2) é um dominio
limitado com fronteira suave e, f : Q x R — R é uma funcdo de Carathéodory satisfazendo

algumas condi¢des, em que uma das principais €é:

e (H3) Existem x> 2er > 0 tais que

t
0 < uF(z,t) <tf(z,t) Yo €Q, |[t| > r, onde F(x,t) :/ f(zx, z)dz,
0

conhecida como a condi¢do de Ambrosetti ¢ Rabinowitz, onde o método utilizado para re-
solver o mesmo, serd, o método variacional e usar o Teorema do Passo da Montanha para

encontrar um ponto critico do funcional,

o) = [ (GIvul = Pl as

definido no Espago de Sobolev H}(€2), que é o funcional associado ao problema.

No primeiro capitulo do desenvolvimento do trabalho, estudaremos o método variacional e
provaremos dois lemas de fundamental importancia para o desenvolvimento do trabalho, ainda
no mesmo capitulo enunciaremos e demonstraremos dois Teoremas de Deformacao, que serdo
uados para a demonstragdo do Teorema do Passo da Montanha.

Agora por fim, no capitulo seguinte, encerraremos o trabalho com uma aplicacdo do Teo-

rema do Passo da Montanha, que serd resolver o problema acima.



Capitulo 2

Os Teoremas de Deformacao e o Teorema
do Passo da Montanha

2.1 Alguns resultados

Definicdo 2.1.1. Seja Q C RN (N > 1) um dominio limitado e seja f : QxR — R uma fungdo,

dizemos que f ¢ uma fungdo de Carathéodory, quando f satisfaz as seguintes condicoes:

1) f(,s) é mensurdvel em () para todo s € R fixado,

2) f(x,-) é continua em R para quase todo x € ).

Defini-se, o operador de Nemytskii Ny, por f, i.e, (Nju) = f(z,u(x)), para toda fungdo
mensurdvel v : Q — R. E possivel mostrar, que o operador estd bem definido no espaco das

fun¢des mensurdveis em 2.

Defini¢iio 2.1.2. Um campo pseudo-gradiente para ) € C'(X,R) é uma aplicagéo local-

mente lipshitziana, V :' Y — X, onde,

Y ={ueX|¢(u)#£0}, @.1)
satisfazendo as seguintes condigoes:
D [V(u)ll < 2[j¢/(u)]
2) ¢/ (w).V(u) > [[¢/(u)]

( Veja a defini¢do de ' (u), no apéndice 4.1.2)



Lema 2.1.1. Sob as hipoteses da definicao acima, existe um campo pseudo-gradiente V' para

VvemY.

Demonstra¢do. Dado u € Y, temos ¢'(u) # 0 e

1" ()l = sup { (¢ (u), w) : [Jw]| = 1}

Segue da definicdo de supremo que, dado

[ (w)]]
= >0
€ 3 :
existe w, € X com |lw,| =1 e
(@' (u), w) > [l ()] — e
Entao

2
(W' (), wi) > S ()]
Consideremos a fun¢do v : Y — X dada por
3
v(u) = 5 ¢ (W)l w.

e denotando v = v(u), temos

Hﬂz%WﬂWH<ﬂWWML (2.2)
Por outro lado, vem
<WW%@=;WNWMWWM%%
dai
/ 3 / 2 /
(W' (w),v) > 5 [0 (W)l 3 1" (]l
logo,
(W' (u), v) > [[¢/ (w)]|”.

Como ¢’ é continua, existe uma vizinhanca aberta N, de v em Y tal que

o]l <2[@"(w)]l, VweN, (2.3)

(W' (w),v) > ' (w)|* Yw e N,. (2.4)

3



Desde que a familia {N,,u € Y’} é uma cobertura aberta de Y, como Y é métrico, logo, é
paracompacto, (ver [5]), podemos refinar a cobertura N, por uma cobertura aberta localmente

finita, em outras palavras, existe um refinamento localmente finito /V,,, de Y. No que segue,

considerando
pi(u) = dist (u, (Ny,)°), Yu€ey,
e
pi(u)
V(u) = ——v; YueY (2.5)
Zi: > pi(u)
onde

3
o= 5 )

Sendo N, localmente finita, dai, cada © € Y, s6 pertence apenas a um nimero finito de
N,,. Logo as somas definidas em (2.5) sdo finitas, pois p; se anula fora de N,,,. Assim V' (u) é

uma combinag@o convexa dos vetores v;.s, que verificam

loil] < 2[[¢"(w)ll, Vue Ny,

(W' (u),v)) > W' (W)|*, Yue N,

Logo, dado u € Y, vem

o pule)
sz RO R S () R S N

implicando

pw pal)
IVl < o s ol e =2l

Portanto

IV (u |<ZZ . ]( )|lvzll—z sz [oil] -

]1]

Sendo as somas acima finitas para cada u, segue que

V(@) < 2¢' ()]

(W' (), V() = [ ()]



Vamos mostrar agora que, V' é localmente Lipschitziana, para isso, basta mostrarmos que a

parcela
pi(u)
Ej:l pi(u)
é localmente Lipschitziana. Note que para cada i, ||v;|| é constante, vamos mostrar que no caso
de duas parcelas a funcdo
p1(u)
g(u) = ——=———=

p1(u) + pa(u)

¢ localmente Lipschitziana. Para tanto, Considerando z arbitrério tal que u, v € U,, temos

g(u) —g(v) = -
de onde segue

pr(u)pi(v) + pi(u)pa(v) — pr(u)pi(v) — p1(v)p2(u)

g(u) —g(v) =

onde
a = [pi(u) + pa(u)]. [p1(v) + p2(v)].

Entao

o) — g(v) = L20P2(v) = pr(v)pa(u).

Assim, somando e subtraindo p;(v)p2(v) no numerador da fragdo acima, obtemos

(v) = p2(v) [p1(u) — p1(v)]

g(u) — g(v L 21(0) [p2(v) = pa(w)]

(0% (0]

e ainda
p1(v)
«Q

g(v)| < p2(v)

lg(u) — lp1(uw) — pr(v)| + |p2(v) — pa(u)|.

Ora, sendo py, po funcdes Lipschitzianas, temos que existem, iy, Ky > 0 tais que
|p1(w) = pr(v)| < Kyflu—vl| e [p2(v) = pa(u)] < Ky fju— o]
Portanto

pa(v)

K1 ||U — UH +

Ky ||lu—.

lg(u) — g(v)| < mév)

Desde que p;(u) + p2(u) > 0, existe a > 0 tal que p1(u) + p2(u) > a > 0, como py, pa, sdo

funcdes continuas, logo existe uma vizinhanca U, de v tal que

p1(v) 4+ pa(v) >a Yv € U,.

5



Com isso

1 1
lg(u) — g(v)| < 5K1 llu —v| + aKz |lu— o],

pois,
p1(v)

(o) 1+ pal0) =

Y

Logo

1
l9(u) = g(0)] < — (Ki+ K) [lu —vl|, Vw0 eV

Mostrando assim que g é localmente lipschitziana. Concluindo assim que V' é um campo veto-

rial pseudo-gradiente para ¢ em Y.

0
2.1.1 Meétodo Variacional a um problema de Dirichlet nao-linear
Seja o seguinte problema de Dirichlet ndo-linear
Ay — 0 N
Au = f(z,u) cR 2.6)
u=20 0

Onde 2 C RY, (N > 2) é um dominio limitado com fronteira suave e, f : @ x R — R é

uma fun¢do de Carathéodory satisfazendo a seguinte condi¢ao de crescimento:

.aﬂﬁngOeoga<gjseN23mga<mseN=Lﬂ

tais que

[f(z, )] < clt]” +d.

Estamos interessados em encontrar solucdes fracas do problema acima, isto €, fungdes u €

H{ (), tais que

/ [Vu.Vv — f(z,u)v]der =0 Yv € Hy(Q). (2.7)
Q

Para isso, lembrando que o método variacional consiste em associar ao problema acima um
funcional, de tal modo que pontos criticos do funcional sejam solugdes fracas do problema. O

candidato natural a funcional associado ao problema (2.6), é dado por v : H}(Q) — R, tal que

v =5 [ 190 = [ P



Assim, esta solugfo fraca serd ponto critico do funcional ¢ : H}(2) — R se, e somente se,

este funcional satisfizer

P (u)w = / VuVuv — / f(z,u)v Yo € Hy(Q).
Q Q
O lema abaixo, confirmard que, de fato, este é o funcional associado ao problema (2.6).

Lema 2.1.2. Suponha que f : Q x R — R satisfaz as condi¢des de Carathéodory e a condigdo

de crescimento (H1). Entdo o funcional
P(u) = /Q E \Vul|® — F(z,u)| dz, uwe HH(Q),
estd bem definido e, de fato, € C* (H}(Q),R) com
P(u)w = /Q [Vu.Vv — f(z,u)v]dr Yu,v € Hy(Q). (2.8)

Onde
t
F(z,t) :/ [z, 2)dz.
0
Portanto, v € HJ () é uma solucdo fraca do problema (2.6) se, e somente se, u é um ponto

critico de 1.

Demonstragdo. Vamos sempre considerar o espago H{ (€2) munido da norma

Jull = ([ 190 o)
Q

a qual é equivalente a norma usual do espago H} (1),

el = ( s |Vu|2>dac)é |

onde verifica-se pela desigualdade de Poincaré (ver Teorema 4.1.1, Apéndice).
Vamos primeiramente mostrar que sob a condigdo (H 1), temos que ) estd bem definido.

Para isso, vamos escrever,

() = %/Q]Vu]de e () :/QF(x,u)dx.

Note que,
1 1
) = 3 / Vul? d = 3 Jull® < +oo,
Q

7



pois, u € H}(€). Agora para concluimos que ) estd bem definido, basta mostrarmos que 1,

também € finito. Vamos comec¢ar mostrando a seguinte desigualdade

d < N > 2. 2.
T 0neO_0<N 2e > (2.9)

o+ —

|F(z,t)] < d|t| + ¢

Para isso vamos analisar dois casos: Caso (a) ¢t > 0, por (H;) temos

o+1 c |t|0'+1

t t t
t
|F(x,t)\§/ ]f(x,z)|dz§d/ dz—l—c/ 2 dz = di+ S — e +
0 0 0

oc+1

o+1

Caso (b) t < 0, segue

¢ 0 0
Fo) =| [ 1210 =\— [ s < [ e
0 t t
logo,
0 0
|F(z,t)] gd/ dz+c/ |z|” dz
t t
ou seja,
F )] < ) —
A — — C
b [— 0'—'—17
concluimos,
17t < it + el
x c—.
’ - oc+1

Consequentemente (2.9), vale. Como u € H} (1), temos

|1 §/|F(I,t)|dx§03/ |u|dx+c4/ lu|”" dr < +o0
Q Q Q

por causa da imersdo continua Hj(Q2) < L7T(Q), (Ver a desigualdade do Teorema 4.1.2, tem
i Apéndice), onde o + 1 € [1, 2*]. Portanto v estd bem definido.

Vamos provar agora que 1) € C'' (Hg(€2), R) com

P (u)v = /QVqudx —/Qf(x,u)vdx, u,v € Hy ().

Dividiremos estd prova em dois casos:

1° caso: N > 2.

Seja,
1 1
(D §/Q|Vu|2dx =3 (u,u) .



Vamos mostrar que v € Fréchet Difencidvel com derivada continua. Para isso, (ver as defini¢des

4.1.2,4.1.3 e 4.1.4. Apéndice). Inicialmente vamos calcular a derivada de Gateux de 1/;. Temos

8¢1 T ?,Dl (U + hU) - wl (U)
o W = Jim h '
Logo,
%(u) i 2 (u+ ho,u+ hv) —  (u,u)
81) h—0 h
dai obtemos
Oy

Esta derivada de Gateux, € a candidata natural a derivada de Fréchet. Dai, nosso objetivo é

mostrar que,

rv) _
lel=o o]
onde, 7 (v) = 1 (u + v) — Y1 (u) — (u,v), para podermos concluir que, de fato, esta derivada

de Gateux € a de Fréchet. A partir dai, temos

i(uto) =) = Quv) _ 5 (u+v,u+v)— 5 (u,u) — (u,v)
o]0 o]l ol —0 [ v]]

0 que nos da,

Yr(u+v) — Pi(u) — (u,v) — 1 lw = lim L
i o] =02 [Jv]|  Iwi—02

[o]| = 0.
Isto mostra de v, € Fréchet Diferencidvel em H}(€2), com

U (u).v = (u,v)

e consequentemente ¢, € continua. Vamos mostrar agora a continuidade de v/}, para podermos
concluir que ¢; € C' (H}(2),R). Consideremos {u,} C Hy(Q), com u, — u em Hj(Q)

quando n — oo. Mostraremos que
Vi (un) — 9 (w) em (Hy())'

ou equivalentemente
Hwi(un) - 'lvbll(u)H(Hé(Q))/ — 0.

Por defini¢do segue

[ (un) — 3 ()l g0y = sup [(¥ (un) — 2 (w)) 0]

vl <1

9



Note que

|1 (un) = ¢ (u) 0] = [ (un)-v = g1 (w).0] = [un, v) = (u, v)| = [{un = u, )]

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (Ver Teorema 4.1.3, Apéndice), temos
|1 (un) — 1 () v < Jlun = ull - o]l < Jlun —ul,

pois ||v]| < 1. E agora pela defini¢do de supremo, obtemos

\\Slulfl (Y1 (un) — Y1 () ] < lup —ul].
Portanto
194 () = 3 (W)l g3y — O-

Logo, ¢} é continua. De onde concluimos que ¥; € C* (H}(Q), R).

Vamos prosseguir de maneira andloga para

Po(u) = /QF(x,u)d:v, onde F(xz,t) = /Otf(x,z)dz.

Mostraremos entdo que 1, é Fréchet Diferencidvel com derivada continua, para assim con-

cluimos que, de fato, 1 é de classe C'. Seja u € H}(Q) fixado e para cada v € H}(Q),

consideremos
(o) = ta(u-+ o) = dafu) = [ Flowped. (2.10)
Q
Precisamos mostrar que
tim ) g
leli=o ]
ou seja, Ve > 0 existe o > 0 tal que
[0l <& = [r()] <e o] (2.11)

de (2.10) vem

ri(v) = /Q(F(a:,u+v) — F(z,u))dr — /Qf(a:,u)vda:.

Segue do Teorema fundamental do Calculo (Ver Teorma 4.1.4 Apéndice), que

1

d

F(r,u+v) — F(z,u) = / %F(l’, u+ zv)dz. (2.12)
0

10



Note que
1

iF(x u+zv) = flz,u+ zv).0,
dz 0

dz
ou seja,

diF(a: u+2v) = f(x,u+ 2v).0,
2

passando a integral com limites de integracdo de 0 a 1, na igualdade acima, obtemos

1 1
/ iF(gz:, u+ 2v)dz = / flx,u+ zv).vdz.
o dz 0

Portanto, de (2.12) e da defini¢do de 7 (v), vem

rl(v):/g [/Olf(x,u+zv)vdz] dx—/ﬂf(x,u)vdx

dai
r rl
ri(v) = / / (f(z,u+ 2v) — f(x,u)) .Udzl dx
a LJo
entao
r rl
I (v)] < / / (F(u + 20) — f(z )0 dz} da. 2.13)
Q
Seja, ¢ = 2" = @ er = 25, onde L+ = 1. Como v € H(f), entdo pela imersio continua

de Sobolev H}(Q) < L(Q), (Ver Teorema 4.1.2, item i Apéndice), temos v € L%(12).
Vamos agora mostrar que f(-,u(-)) € L"(2). veja, desde que f satisfaz a condigdo de

crescimento (H1), temos

/ e, )l d < / (d+clulT do < k / 1] + lel” . |u""] de,
Q Q Q
onde k£ > 0. Dai,
/ |f (z,w)|" de < M |Q| + c/ lu|”" d. (2.14)
Q Q

Agora basta mostrarmos que a ultima integral € finita. Notemos que a condi¢c@o de crescimento

N2

(Hy), é valida também para 1 < 0 < 375,

com N > 2. Agora,

N +
1<o<
S0

2
2:>1<7"§0.7"<2*, com N > 2.

Seja u € H} (). Usando a imersdo continua de Sobolev Hi () — L°7(), (Ver Teorema

4.1.2, item i Apéndice), obtemos que u € L7"(£2), o que implica

/ |u|”" dx < 4o00.
Q

11



logo de (2.14) temos,
/ (2, 0)]" dz < +o0.
Q

mostrando assim que, f(-,u(-)) € L"(Q).

Em (2.13) aplicando o Teorema de Fubini (Ver Teorema 4.1.5, Apéndice), obtemos,

|r1(v)|§/01 [/Q|(f(x,u+zv)—f(:p,u))v|dx dz.

Agora, usando Holder, (Ver Teorema 4.1.6, Apéndice) segue

1
r(v)] < /0 G+ 20) = F )l g - 10l o) d2 (2.15)
Afirmacao 1: Vale a convergéncia
f('au + ZU) — f(au) em L%(Q)

uniformemente para z € [0,1],V z € Q quando v — 0 em H}(Q). Note que esta afirmagio é
equivalente a
- u4 2v,) — f(-,u) em L7 ()
uniformemente para z € [0, 1],V z € Q com v, — 0 em H} () quando n — +oo.
Demonstragio da afirmagio 1: Consideremos (v,) C H}(Q2), com v, — 0 em H}(Q).
Segue da imersdo continua de Sobolev H{ () < L= (£2), (Ver Teorema 4.1.2, item i Apéndice),
que existe K > 0;

< K Jvnll g3 o)

an H L% (Q)

dai, se v, — 0 em H} (), entdo
v, — 0 em L7 (Q). (2.16)
Logo, (Ver Teorema 4.1.7, Apéndice), existe uma subsequéncia de (v,,), que ainda denotaremos

por, (v,) e g € L= () tal que

v (z)] < g(z) qtp = €9,

v, — 0 q.t.p z € Q.

Dai,
|(u+ 2zv,)(z)] < (Ju| + 9)(z) qtp z € Q, Vz € [0,1] (2.17)

12



(u+ zv,)(x) — u(z) qtp = €. (2.18)
Agora, usando o fato de f ser uma funcao de Caracthéodory, juntamente com o (lema 4.1.2,
Apéndice), e (2.18), temos
flz, (u+ zv,)(x)) — f(z,u(z)) qtp z € Q,
ou seja,
|f(z, (u+ 2v,)(x)) = f(z,u(x))] — 0 q.t.p = € Q.

Além disso, usando a condicdo de crescimento (H1), e a limitagdo uniforme em (2.17) e o fato

de € ser limitado, resulta que existe uma fung¢do J € L'() tal que

q

(@, (u+ z00) () = f (2, u(z))]

<J
de onde segue usando o Teorema da convergéncia Dominada de Lebesgue (Ver Teorema 4.1.8,

Apéndice), que

n—o0

lim (/Q|f(a:, (u+ 2v,)(z)) —f(x,u(x))|3dx) = 0.

Observagdo: mostramos que dado (v,,), com v,, — 0 em H} () quando n — +00, existe

uma (un, ) C (u,) satisfazendo

n—oo

lim </Q 1f(z, (u+ 2v,,)(2)) = flz, u(@))]? da:) =0. (2.19)

Vamos supor que nio ocorra a convergéncia uniforme. Entéo, existem ¢y > 0 e z,, € [0, 1]

tal que

1F (5 (u ot 2ng v, ) () = FCul)) 2 o) = €0, Vo € N (2.20)

Vamos prosseguir com os mesmos argumentos desde de (2.16) até (2.19). Considerando uma
(vn) C HY(Q), com v,, —> 0, em particular, v,, — 0 temos novamente da imersdo continua

de Sobolev H} () — L= () (Ver Teorema 4.1.2 item i Apéndice), que

U, — 0 em L7 (Q). (2.21)
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logo, (Ver Teorema 4.1.7, Apéndice), temos que existem, uma (v,,,) C (v,,) € g € L= () tal

que
|Vn,, (2)] < g(x) qtp z€Q,
e
U, — 0 q.tp = € (2.
Dai
| (u+ 2, 00, ) ()] < (Ju] + g(2))(x) qtp z € Q, 2z, €0,1]. (2.22)
e
(u+ 2, Vn,, ) (¥) —> u(x) q.tp x €L (2.23)

Novamente, usando o fato de f ser uma fun¢do de Caracthéodory, juntamente com o (lema

4.1.2, Apéndice) e (2.23), temos

f(z, (u+ 2y, 00, )(2) — f(z,u(z)) qtp z € Q.

Ou seja,
| f(z, (u+ 2, 00,) (@) = fz,u(x))]° — 0 qtp z € Q.
Agora usando a condigdo de Crescimento (H), a limitagdo uniforme em (2.22) e o fato de 2

ser limitado, resulta que existe uma fungdo J; € L'(Q) tal que

| f (@, (W 2nyvm,)(2)) = f2,u(@))|* < i,

e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, (Ver Teorema 4.1.8, Apéndice) temos

lim (/Q (2, (1 + 2y, 0m, ) (2)) — Fla, u(@))]? dx) — 0,

n=+o0
ou seja,

[£C, (20 va, ) () = Fu())]] 2 o) < € Y =m0
o que contradiz (2.20). Assim concluimos a demonstrag¢do da afirmacéo 1.

A afirmacio 1 significa que, dado ¢ > 0 existe um § > 0 tal que
[oll <0 = fCutz0) = FOu)ll g o) <6

uniformemente em z € [0, 1]. Como 1 < r < £ e (2 é limitado, (Ver Teorema 4.1.9, Apéndice),

Vale a seguinte imersdo continua

a
o

LE(Q) — L'(9).
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Dai, usando a desigualdade da imersdo, vem
loll <& = [[f(u+z0) = f(u)llr ) < Ce, (2.24)
uniformemente em z € [0, 1]. Substituindo (2.24) em (2.15), temos
r(v)] < Ce vl o (2).

Assim, pela imersdo continua Hj(2) — L9(Q), pois ¢ = 2*, (Ver Teorema 4.1.2, item i

Apéndice), resulta em
()] < Chellv]], sempre que |[v]| <4,
mostrando (2.11). Concluido assim que o funcional v),, é Fréchet Diferencidvel, com

Py(u)w = /Qf(x,u)vdx, Yu € Hy(Q).

Agora vamos mostrar que v, é continuo. Considere (v,) C HJ(f), com v, —0 em
H{(2). Como no item anterior, usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

(Ver Teorema 4.1.8, Apéndice), vem

lim (/Q i, (u+ 20)(2)) — f, u(@)]* dx) 0.

n—o0

Sendo1l <r < % e (2 é limitado, (Ver Teorema 4.1.9, Apéndice), temos a imersdo continua

q

LE(Q) — L'(9).

Dai, existe K > 0 ;
1f (@, (u+ 200)(2)) = f2,w(@) | o) < K- f (2, (w4 20)(2) = [z, u(@)] g g,
entao
[f (2, (u+ zv,)(2)) — f(2,u(z))|| o) — 0 quando v, — 0 em H ()
por outro lado, sabemos que

15w + vn) = 5 ()l g3 )y = sup [(5(u +vn) — ¥h(u)) vl (2.25)

ol <1
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Note agora que

| (W5 (u+ va) — P5(u)) 0| =

/Q [f(z, (u+ zv,)(x)) — fx,u(x))] vde

dai

(g (u + v,) = ¥5(u)) 0| < /Q [f (2, (u+ 2v,)(2)) — f(z,u(z))]v] d.
Usando Holder, (Ver Teorema 4.1.6, Apéndice), segue
/Q [f (@, (u+2v,)(2)) = f(z,u(z))]v|de < || f(z, (u+z0.)(2)) = flz,u(@))], . [|v],-

e agora usando a imersdo continua de Sobolev, H} () — L?(f2), (Ver Teorema 4.1.2, item

1 Apéndice), vem que existe um K > 0 tal que

1f (@, (u+ zv5)(2)) — [z, w(@))]], - loll, < K| f(z, (u+z00)(@)) = f(@,u(@))], - o]
Como
1f (2, (u+ zv,)(2)) = f2,u(x))| riq) — 0 quando v, — 0 em Hy(9)
resulta que, também
1f (2, (w200 )(2)) = [z, u(@))], - [Jvll, — 0.
Entao
| (5 (u + vn) = ¥3(w)) .v| — 0,
e combinando com (2.25), temos

H%(U + Un) - wé(u)H(Hé(Q))/ — 0.

Isto mostra que v}, € continuo para N > 2. Logo 1, € C'(H}(Q), R).
29 Caso: N = 2.
Neste caso basta prosseguir de maneira andloga ao primeiro caso, fazendo apenas algumas

modificacdes que listaremos: Primeiramente, substituamos a imersao continua

Hy(Q) < L), onde q = 2
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(Ver Teorema 4.1.2, item i Apé€ndice), pela imersao
H () < LYQ), com 1< q< o0
(Ver Teorema 4.1.2, item 11 Apéndice). Em seguida, usando a imersao acima, mostra-se que

fu) € LiT(Q),

T

onde
r—1

€ o conjugado de , e
flz,u+2v) — f(z,u) em L71(Q)
uniformemente em s € [0, 1]. Unindo os dois casos, mostra-se que ¢ € C'(HJ(2), R), com

P'(u)w = /Q [Vu.Vv — f(x,u)v]dr Yu,v € Hi(Q).

2.2 Os Teoremas de Deformacao

Definicdo 2.2.1. Seja v : X — R um funcional de classe C* num espago de Banach X.
Dizemos que ¢ € R é um valor critico de 1 se (u) = ¢ para algum ponto criticou € X. O

conjunto de todos os pontos criticos no nivel c serd designado por K., isto é,

K.={ue X |¢'(u)=0, Y(u) =c}. (2.26)

Também, designamos por )¢ o conjunto de todos os pontos u, em niveis menores ou iguais
ac, isto é,
P={ue X |Yu) <c}. (2.27)

Um ingrediente fundamental para os métodos topoldgicos que consideraremos € o chamado
Teorema de Deformagdo. A grosso modo, ele nos diz quando e como podemos deformar um

funcional no nivel ¥t em ¢ nivel, para ¢c; > ¢y ou ¢ < co.

Teorema 2.2.1. (Teorema de Deformacdo): Seja i) : X — R um funcional de classe C' no

Espaco de Banach X. Suponha que S C X, c € Re¢€,0 > 0 sdo tais que
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4
[ (w)]| > g (2.28)

para todo u € Y~ ([c — 2¢, ¢ + 2¢]) N Says. Entdo existe n € C([0,1] x X, X) tal que, para

todou € X et € [0,1], tem-se:

i) n(0,u) = u,
i) n(t,u) = useu ¢ v ([c—2€c+2€) N Sa,
i) 7)(1, 47 N S) C e N Sy,

Onde, dados um subconjunto S C X e § > 0, Ss designa a vizinhanca fechada de .5, definida
por:

Ss ={u e X : dist(u,s) <d}.
Demonstracdo. Consideremos os seguintes subconjuntos de X:

A=Y ([c—2¢, ¢+ 2€]) N Sas

B=49y""(lc—¢c+e€)NSs.

Pelo lema 2.1.1, existe um campo pseudo-gradiente V' para ¢ em Y, onde
Y ={ue X :¢(u) #0}.
Pela defini¢do do conjunto A, temos que, A C Y. De fato, por (2.28), temos,

4
[ (u)]| > { >0, Vu € A

logo, 9'(u) # 0, mostrando que A C Y. Considerando a aplicacéo p : X — R localmente

lipschitziana definida por .
B dist(u, A°)
 dist(u, A°) + dist(u, B)

e notemos que p estd bem definida. Veja, supondo por absurdo que

p(u) (2.29)

dist(u, X — A) + dist(u, B) = 0.
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Entdo existem, z, € (X — A) e v, € B, tais que
Zp = U, Up —> UL
Segue da defini¢do de A, que
P(zn) > ¢+ 2€ ou Y(z,) < ¢ — 2,

entao

Y(u) > c+ 2¢ ou Y(u) < c—2e.
Por outro lado, temos pela defini¢do de B, que
c—¢€ S¢(Un) < c+e,

passando o limite, vem

c—e<yYu) <c+e
Que € um absurdo. Portando p estd bem definida. Temos
p(u) =1 em B, p(u) =0 em Ac
e notemos ainda pela defini¢do de p que,
0<p(u)<1em X.

Se f : X — X € uma aplicacdo definida por,

= —p<U) . u) Se u
) = vy V@ se ued

f(u) =0 se ue A°

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

temos que f & localmente lipschitziana, (Ver Lema 4.1.1 Apéndice). Como || f(u)|| < 1 para

cada u € X, com isso, o problema de Cauchy, que denotamos por (PC),

{‘Z—Z’(t) = f(w(t)
w(0) = u

(2.34)

possui uma tnica solugdo, (Ver [1]), a qual denotaremos por w(t, u), sendo definida para todo

t > 0. No que segue, considerando a aplicacdo
n:00,1] x X — X,
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definida por

n(t,u) = w(dt,u). (2.35)
Assim
n(0,u) = w(0,u) =u (2.36)
isto €
n(0,u) = u quando ¢t =0 (2.37)

mostrando (i). Seja u € A€ e defina w; (t) = u. Note que pela definicdo de f segue,

flwi(t)) = 0= w(t) =0, pois f(wi(t)) = wi(t)

ou ainda, se u € A, tem-se f(u) = 0. Dai,

don (t) = t
dt ( ) f(wl( )) (2.38)
w1(0) =u
logo, pela unicidade da solucdo do (PC), devemos ter,
wy(t) = w(t,u) = u, paraquaisquer u € A t € [0,1],
e por consequéncia,
n(t,u) = u, Yu € A°, vt € [0,1].
O que mostra (i1). Agora, observe que parat > 0,
bd
w(t,u) —w(0,u) = / —(w(r,w))dr
o dr
assim,
bd
Jutt,w) = w0 = | [T (wlr,w)ir
o dr
e ainda,
t
Juwtt,u) = w0 < [ 1 fGwlr )] dr
0
o que implica pela defini¢do de f,
" llp(w(r,w)]
lw(t,u) —ul| < | == [V (w(T, w)| dr
o [V (w(r,uw))]
t
|w(t,u) —ul| < / ldr =t (2.39)
0
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0 que mostra que se u € S, entao
w(t,u) C Ss V t €]0,0]

isto €,
w(t,S)=n(t,S)CSs Vtelo1]. (2.40)

Note também que para cada v € X fixado, a fungdo ¢t — ¥ (w(t, u)) é ndo-crescente, pois,
d / !/

d /
E@Z)(w(t, u)) = ' (w(t,u)). f(w(t,u))

(w(t, u)V(w(t, u))
IV (w(#, w))ll

d —p
¥t w) = (w(t, v)).
e pela definicdo de campo pseudo-gradiente temos,

—p(w(t,w). ¢ (w(t,w)|
IV (w(#, w))ll

d
Zuw(t,u)) < <0, (2.41)

Seja agora, u € ()TN S) temos os dois casos.

Caso (a): Se 1) (w(f,u)) < ¢ —e Paraalgum t € [0,8) tem-se

Y(n(1u) = Yw(d,u) < (w(t,u) < c—e

pois, ¥(w(-, u)) é decrescente, donde segue,
w(d,u) € PE.
por outro lado de (2.39)
[w (6, u) —ul| <,

assim,

w(d,u) € Sy

implicando que

w(6,u) € (YN Sy)

segue da definicao de 7, que

n(1,u) € (6N Sy)
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e portanto

n(1, ¢ NS) C (¥ N Ss)

Caso (b): Note que V¢ € [0, §], temos

(w(t,u) < p(w(0,u)) = (u) < c+e

o que implica

P(w(t,u)) <cte

Supondo que
w(t,u) € B=v"Yc—ec+e)NS; Vtelo,d],

uma vez que

*d
pw(d,u) —wlu) = [ Folw(tu))dt,

ou seja ;
P(w(d,u)) = P(u) + i P(w(tu))dt,

seque da definig¢do (2.1.2) e (2.41) que

wwwm»sww—gﬁuwwwwWﬁ.

De fato, lembrando que
1V (w(t, w)llx < 2[[¢' (w(t, u)lly

dai
W w(t,u)Ix S e (w(t, w) [
2| (wt, u)llx = [[VI(w@,u)lx

agora integrando de 0 a §, obtemos

W R
i< = [ i w))

de (2.41) e pelo fato de p = 1 em B, temos

d [ )
I L V@)™

portanto
s

1
ottty <=5 [ o)l

0

22
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e ainda

vlw.u) = v+ [ Gutett ) < v -5 [ @)

0 que mostra (2.42). Como queriamos demonstrar.

De (2.28) e de ¢/(u) < ¢ + ¢, e usando (2.42), vem

5
Y(w(d,u)) §c—i—e—/0 %.%dt:c%—e—%.%é:c—e.

Portanto, em qualquer dos casos (a) ou (b), mostramos que
n(l,u) =w(d,u) € (YNSs) se ue (PFnS).
Mostrando (7i7). Isto encerra a demostracio do Teorema 2.2.1 de Deformacio. O
Seja X um espago de Banach e ¢ : X — R um funcional de classe C"*.

Definicio 2.2.2. Dizemos que (u,) C X, é uma sequéncia Palais-Smale-(PS), no nivel c,
denotada por (PS). quando
P(tn) = ¢ € Y(un) = 0.

Definicao 2.2.3. Dizemos que 1, verifica a condi¢do de (PS), quando toda sequéncia (PS).

para c € R, admite uma subsequéncia que converge forte em X, isto é,
Y(u,) — ¢ e Y'(u,) — 0,
existem (uy,, ) C (u,) e up € X tal que
Uy, — Uy em X.

Teorema 2.2.2. (Teorema de Deformagdo): Suponha que i) € C*(X,R) satisfaz a condi¢do
(PS). Se c € R ndo é um valor critico de 1) entdo, para todo € suficientemente pequeno, existe

n e C([0,1] x X, X) tal que (para qualquer u € X et € [0,1]) :
i) n(0,u) = u,
ii) n(t,u) =useu ¢ v ([c— 2, c+ 2€),

iii) (1,90 C o,
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Demonstracdo. Uma vez que por hipdtese ¢ ndo € valor critico de 1), existem «, 8 > 0 tais que,
se u €9 ([c—2a,c+ 2a]) = [[U/(u)|| = B,
pois caso contrdrio, para quaisquer «, 3 > 0 existird

o € ¥ (e — 20, ¢+ 2a]) com [/ (uag)l| < B.

Considerando
1 3 1
o= — = — € Up = Uy y
on’ n o
temos
1 1 , 1
c——<Y(up) <c+— e [P (u)] < —.
n n n
Dai

P(uy) — ¢ e Y (u,) — 0,

quando n — .

Como 1) verifica a condigdo (PS), existe uma subsequéncia (u,, ) C (u,,) tal que
Uy, — U.
Desde que ¢ € C'(X, R), temos
Y (tn,) — P(u) e P'(un,) — ¢'(u),
portanto, pela unicidade do limite segue
b(u) =c e ¢'(u) =0.

Logo, ¢ é um valor critico de v, contradizendo a hipétese. Dai, usando o Teorema 2.2.1 de
Deformagdo, com X = S, ¢ € (0,a] fixadoe § = %, concluimos a demonstragdo do Teorema
2.2.2 de Deformacao.
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2.3 O Teorema do Passo da Montanha

Vamos agora apresentar uma primeira ilustracdo do método minimax, a qual tem provado
ser uma ferramenta poderosa na abordagem de muitos problemas ndo-lineares em equagdes

diferenciais, o chamado Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti ¢ Rabinowitz.

Teorema 2.3.1. (Teorema do Passo da Montanha): Seja X um espago de Banach e seja 1) €

CH(X,R) um funcional satisfazendo a condicdo de Palais-Smale (PS) [ ou (PS).]. Suponha

que, se
ecX e0<r<]|e (2.43)
sdo tais que
a = max {¥(0),¥(e)} < Hiﬂlﬁ Y(u) = b, (2.44)
Entdo
¢ = inf sup ¥(v(t)) (2.45)
V€L tefo,1]

é um valor critico de 1) com ¢ > b. Onde
I'={y € C([0,1], X) tal que v(0) = 0,~(1) = e}
é a classe de caminhos ligando 0 a e.

Demonstragdo. Seja

¢ = inf max ¢ (v(t)) (2.46)

€T t[0,1]
Afirmamos que c estd bem definido. pois, sendo ¢ € C'(X,R) e v € C([0,1], X), segue
que 1 o vy é uma aplica¢do continua, e sendo [0, 1] um conjunto compacto, temos que ) o
possui em [0, 1], um méximo, e por isso trocamos o supremo por maximo em (2.45) pois, como

~([0, 1]) é compacto em X, entdo 1/(y(t)) também é compacto. Notemos que,
v([0,1) N OB, # 0 (2.47)
para qualquer v € T', pois v(0) =0 e (1) =e e 0 < r < ||e|| por hipdtese. Portanto,

max 1p(y(t)) = b = inf ¢, pois,

te[0,1]

pela defini¢do de b, temos

b< b(u), Yue X; [luf =
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considerando a funcao

g:[0,1] = R (2.48)
definida por,
t—g(t) = [v@)| vt €[0,1] (2.49)
seque-se que g € continua, note que:
9(0) = [[v(O)[| = [[o]l = 0, g(1) = [[v(D)I| = [lel| > r (2.50)

isto é, g(0) < r < g(1), entdo pelo teorema do valor intermedidrio existe ¢, em (0, 1) tal que,

g(to) = |v(to)|| =1

logo existe ug = y(to) € X, tal que ||ug|| = r, assim, b < ¥(ug) e

Y(uo) = Y(7(to)) < maxyp(v(t))

te[0,1]

implicando que

b < max ((t))

te[0,1]
sendo v € I arbitrarios, temos

b < e < maxip(y(t)).

te[0,1]
Agora suponha que ¢ ndo ¢ um valor critico de ). Entdo pelo Teorema 2.2.2 de Deformacao,

para,

h—
0<e< ( 2a)7 existe n € C([0,1] x X, X) (2.51)
tal que,
ii) n(t,u) =useu ¢ p([c—2¢c+ 2¢]),

iii) 7(1,¢7) C ¥,

Agora, pela defini¢ao de ¢, como um infimo sobre I', podemos escolher um ~, € I tal que,

c <max(y(t)) < c+e. (2.52)

te[0.1]
Considere o caminho 7(t) = n(1,~(t)). Por (ii) e pelo fato que 2¢ < b—a, segue-se que 7 € I,
pois,
7(0) =n(1,0) =0 e 4(1) = n(l,e) = e (2.53)
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uma vez que

De (2.52) seque,

De (ii7) e (2.55) temos,

ou seja

logo

e sendo

temos

entao

¥(0),¥(e) < a<b—2e. (2.54)

Yo(t) € (2.55)

&O(t) = 77(17’70@)) S W_e? vt € [07 1]7

Y(h(t)) <c—e Vte[0,1],

max 1 (Y(t)) < ¢ —¢,

te[0,1]

¢ = inf max 1 (v(1)),

~verl te(0,1]

¢ < max(5(t) < ¢ — ¢

te[0,1]

c<c—e.

Que é um absurdo. Portanto ¢ € um valor critico de ). Isto encerra a demonstracao do Teorema

do Passo da Montanha 2.3.1. ]
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Capitulo 3

Uma aplicacao do Teorema do Passo da
Montanha

3.1 Existéncia de solucao fraca para o problema de Dirichlet
nao-linear com a condi¢cao de Ambrosetti-Rabinowitz.

Neste capitulo estudaremos a existéncia de solucdo fraca para o seguinte problema:

(3.1)

—Au = f(x,u) QCRY
u=>0 082

Onde Q) C RY, (N > 2) é um dominio limitado com fronteira suave e, f : QxR — Réuma

func¢ao de carathéodory, satisfazendo as seguintes condi¢des:

e H)Jc,d>0 e oga<§xj§§ se N>3[0<o0<oose N=1,2]

tais que

[, )] < clt]” +d,
e (H2) f(z,t) = o(|t|) quando ¢t — 0, uniformemente em z,
e (H3) Existem p > 2 e r > 0 tais que

0 < puF(z,t) <tf(x,t) ¥V |t| > r, onde.

t
F(x,t) = / flx, 2)dz.
0
Note que o funcional v, associado ao problema (2.6), também é o funcional associado ao pro-

blema (3.1).



1? Caso: N > 2.
Lema 3.1.1. a) u=0 é um ponto de minimo local estrito para 1):
b) Dado 0 # v € H}(Q) (digamos ||v|| = 1), existe py > 0; ¥ (pov) < 0:
Demonstragdo. (a), pela hipétese (Hz), dado € > 0, existe 0 = d(e) > 0 tal que
[t <6 = |f(z, )] <elt],

portanto

F(a,t)] < 5 It se |t <6

uma vez que a condi¢do de crescimento (H; ) implica que,
|F(z,t)] < A ft|]”T se |t] >0
podemos combinar as duas equagdes acima, obtendo
|F(x,t)] < g % + A7 VE e R, Vi € Q.

dai, obtemos,

2 2
u (% € o
v =10 [ r e > 10— g, — szt
)
logo pelas imersdes continuas de Sobolev, temos,
2
> [[ull K 2 _ A/ et
Ylu) 2 e [lul [Jul ™,
ou seja,
1 —-2K, o
o) 2 Julf (A28 - ) Ve H@)

para e suficientemente pequeno e fixado temos,

0<r< (1225 -
: oM

e escolhendo

temos,

Y(u) = >0, (0) =0, para [ul| =r.
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(b) Notemos que a condi¢do (Hj3) conhecida como a condigdo de Ambrosetti e Rabinowitz,

implica na existéncia de contantes c;, co > 0 tais que,

|F(x,t)| > |t —co Ve, VieR.

(3.7)

Observacao: Como p > 2, entdo [’ é uma fungdo superquadrética em ¢, pela desigualdade

acima. Vamos dividir a prova da existéncia das constantes em dois casos:

1° caso: t > 0. Pela condi¢do (H3), temos

t —
o<t o en
t = F(z,t)
implicando
t t
T z T F(x7 Z)
dai
t t _
plnfe|| <|Fa,2)||, t=r 2
ou ainda
pln(t) — pln(r) < In(F(z,t)) — In(F(z,7)), t>r, xcQ.
Com isso
o
In ! glnF(x7t),t2r,1:€ﬁ.
r F(z,r)
Implicando

F(z,r)
rH

F(x,t) > t, t>r xeq.

Pela condicéo de crescimento (H), podemos considerar
Ky = min F(z,r).
€l
Com isso, podemos escrever,

K

F(z,t) > —t', t>r, x€q.
rH

Portanto,
F(z,t) > Cith, t>r, z€Q.

OndeC’lz? eC; > 0.

m

2° Caso: t < 0. pela condi¢do (H3), segue
0

f(flf,t) ra)
<L t<— Q.
F(x,t) =t~ nEE
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o que implica

/ flz,2) dz < / de, t<—r, z€Q,
¢ P, 2) t <

dai, com os mesmos argumentos anteriores, chegaremos
In(F(x,—7r)) — In(F(z,t)) < pln|—r| — pln|t|, t < —r, 2€Q,

com isso, temos

T\ M _
t) , t<—r, x e,

e ainda,
F(x, — _
P |0 i< sen,
F(z,t) t
assim,
1 < K 1 ¢ < cq
- —-r, T
F(x,t) — 1tl F(z,—r)"  — ’
equivalentemente,
—u -
F(a:,t)>‘—‘ F(xz,—r), t< —r, x €,
Considerando
Ky = min F(z, —r).
e
Temos
" —
F(z,t) > |-| Ky, t<—r, x€.
r
Entdo
F(z,t) > Co. |t|", t < —r, €. (3.9)

Com Cy = f—‘i e Cy > 0. Seja ¢; = min {C4, Cs}. Logo, por (3.8) e (3.9), vem
Flz,t) > el|tf*, ¥ [t|>r, €.

Considerando

M =min {F(z,t) |z €Q, t € [-r,7]}.

Temos

F(x,t) > M, para (z,t) € Q x [—r,7].
Consideremos agora cy > 0, de modo que
o>t =M=y > |t| =M, ¥V te|—rr],
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ou seja,

M >c|t] — o, ¥V tE[—r,7].

Portanto

F(x,t) > el |t —cy, Y tE[-17], 2€Q, (3.10)
Flz,t) >ci|t| —co, ¥V |t|>7, x€Q (3.11)
De 3.10 e 3.11 segue (3.7). Com isso, temos

2 2
u u
v =1 - [ rewar < B g+ e 312

de sorte que dado v € H}(2) com |Jv|| = 1, e escolhendo 6 = ¢; ||v]|}, > 0, obtemos,
L,
Y(pv) < 5P ot + o |Q] — —o0 quando p — 0.
em particular, existe po > 0 tal que (pov) < 0. O

Lema 3.1.2. Se f : Q x R — R é a fungdo de Carathéodory do problema (3.1), satisfazendo

as condigdes (H,) — (H3), entdo o mesmo possui uma solucdo fraca ndo-trivial u € H} ().

Demonstra¢do. Vamos agora comegar mostrando que o funcional v satisfaz a condic¢do (P.S).

Seja u,, uma sequéncia de (PS)., isto é,

P(uy) — ¢, Y'(u,) — 0.

Vamos mostrar que 1,, possui uma subsequéncia que converge forte em H}(€2), Primeiramente,

mostraremos que u, € limitada em H; (). Veja,

2
_ el

2 0
entao
) = = [ o)
Q
Além disso, note que ¢'(u,,) — 0 implica que, dado € > 0, existe ny € N tal que
19/ (un)|| <€, V' = no,
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ou seja,

|9 () un| < €ljun|| ¥V n > ng. (3.13)

Note ainda que,

1

Ly _ L (Lol
Y (up) Mw(un).un 5 e ]| /QF(CE,un)dZB (M || wn]| M/Qf(:v,un)undx).

segue

o) = /= (52 ) bl [ (S - Fan) ) de

Considerando o conjunto V,, = {x € Q;|u,| > r}, temos

ol = 2w = (5= = ) Tl

Da condi¢ido de Ambrosetti-Rabinowitz ( Hj), obtemos
1
—f(z,up)u, — F(z,u,) >0, Vo eV,
!

implicando

/ <%f(x,un)un - F(%“n)) dr >0,

dai

o) = 2t = (5= 2 )l [ (S = Few)) o

consequentemente temos

ey s (2o -
o) = 20w = (52 )l = [ |2

n

Novamente, pela condi¢do de crescimento (H), temos que

g(x,u,) = '%f(a:, Up Uy — F (2, uy,)

é limitada em Q x [—r, 7], logo existe C' > 0 tal que

|g(x7un)| < C, v (I‘,un) e x [—T, T‘]
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entao

%f(x, Up Uy — F (2, uy,)

< C,V(x,u,) € Ve

n

Com isso, temos

1 1 1 9
w Up) — _w/ Up, ) -Un > (_ - _) Unp, —/ CdiL',
(un) . (un) 5 M!IH -
e a partir dai
6l = ) = (5= 1) ol = O [7
Up) — =WV (Up ) Uy = | = — — Un |l — ol
U 2 p
além disso, temos
1 1 1 9
Up) — = (up)up > | = — = ) ||un||” = C|Q],
Bl = 20w 2 (5= 2 ) Il = Ol
ou seja
Bltn) =~ ()t = (5= =) Jual® = € (3.14)

Por outro lado temos

Y

1/ _l/u U
¢w»—;uwn%s@wm ()t

entao
wwm—%w%nmswmm+%wwww«

Como [¢(u,)| < C'e (3.13), segue
1, 1
) =~ (wn)-tn < O+ Zelunl] (3.15)

para n suficientemente grande. De (3.14) e (3.15), tem-se

C 1)|W < et Lefunl
— — = upl|” =2 < e+ —€l|lu,
2 p I

dai

11 . o1
(53 ) Il < &+ e
7 p

com K = ¢+ ¢, > 0 0 que implica que ||u,|| é limitada.
Vamos agora provar que (u,,) possui uma subsequéncia que converge forte em H] (€2). Veja,

sabemos que o funcional dado pelo lema 2.1.2 é de classe C'! (H}(Q2), R), e ainda que,

w'(u).v—/QVqudx—/Qf(a:,u)vdx, (3.16)
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em que, ¥'(u) € (HL()). como H}(Q) é um espaco de Hilbert, entio pelo Teorema da

Representagdo de Riesz, (Ver Teorema 4.1.11, Apéndice), temos

V()0 = (Vib(u),v), Yo € HY(Q), com [[0/w)] (0 = IVE@] gy G-17

consideremos agora
J’(u).v:/f(x,u)vdx (3.18)
Q
dai,

Y (u)w = / VuVvdr — J'(u).v, Yu,v € H () (3.19)
0

usando novamente o Teorema da Representacdo de Riesz (Ver Teorema 4.1.11, Apéndice), para

(3.18), segue,

Tw)0 = (VI (w),0), Yo € HYQ) com )] (ypy = IVI@lggey s 3:20)
logo substituindo (3.17) e (3.20) em (3.19) temos,

(V(u),v) = (u,v) = (VJ(u),v),

entao,
(Vip(u),v) = (u— VJ(u),v) Yo € Hy(Q),
dai,
Vip(u) = u— VJ(u). (3.21)
Agora mostraremos que
T:Hy(Q) — Hy () com T(u) =VJ(u), (3.22)

¢ um operador compacto.

Lembremos atreves das propriedades de operadores compactos, que uma das formas para
mostrarmos a compacidade de 7, é, mostrarmos que para toda sequéncia limitada, (u,) C
H}(S2), teremos que a sequéncia T'(u,) C HJ(£2) possui uma subsequéncia convergente. (Ver
Teorema 4.1.13, Apéndice). Sendo H;(£2) um espago reflexivo entdo existe uma subsequencia

que continuaremos denotando por wu,, tal que converge fracamente em H} (1), ou seja,
u, — u em Hy(Q).
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Da imersdo compacta de Sobolev H} (Q) — L™(Q2), ¥V r € [1,2*) (Ver Teorema 4.1.12, item i
Apéndice), implica

i Hy(Q) — L7(Q)
¢ um operador linear compacto, pela propria defini¢do de imersdao compacta. Dai ¢ leva sequén-
cias convergindo fracamente u,, — u em H}(Q), em sequéncias convergindo fortemente em
L™ (Q), isto é,

U, — u em L"(Q).
ou seja, converge na topologia forte de L"(€2), e portanto, converge na norma,

Agora, fixando r, com 0 + 1 < r < 2* e considerando ¢ o conjugado de r, isto é, ¢ = ——.

r—1

Vamos mostrar que
fCun()) — f(u()) em LYQ).
Note, segue de (3.23) e pelo (ver Teorema 4.1.7, Apéndice), que existe uma subsequéncia de

(uy), que ainda denotaremos por (u,,) tal que,

up(x) — u(x) q.tp z €,

lun ()| < G(z) qtp z€Q, VneN, Ge LYN). (3.24)
Como f € uma funcdo de Carathéodory, juntamente com o (lema 4.1.2, Apéndice), temos
f([E,Un(QT)) — f(ZlT,U(ZE)) qtp r € Q?

daf
|f (@, un(2)) — fz,u(z))]7 — 0 qtp = € Q.
Agora, usando a condi¢do de crescimento (H), a limitagdo uniforme em (3.24) e o fato de €2

ser limitado, resulta na existéncia de uma fungdo ¢ € L'(Q) tal que

Qs

(@, un(2)) — f(z, u(z))|

< ¢,

donde segue usando o Teorema da convergéncia Dominada de Lebesgue (Ver Teorema 4.1.8,

Apéndice), que

n—-+o0o

i ([ 176 ualo) = S u(e)) de) =
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ou seja,
fun(s) — f(,u() em L7 ().
Comol < g< g e 2 é limitado ( Ver Teorema 4.1.9, Apéndice), vale a imersao continua
L7(Q) < LI(Q).
Portanto,
£ un() = fCul) o) — 0 quando n — +o0. (3.25)

Observe que

r = sup |[(J'(un) — J'(u)) 0.

flvlI<1

1T (wn) = Tl = 17" (utn) = Tl 53

Porem,

(T (un) = J'(u)) 0| =

/Q (f(z,un) — f(z,u)) vdzx|,

implicando que

(T (1t) — () 0] < / (F (@, ) — fla,u)) ol d,

usando Holder (ver Teorema 4.1.6, Apéndice), obtemos

(T (tn) = J'(w)) o S LFC () = ul) oy 0

Lm0y

Usando a imerséo continua H;(Q2) < L"(Q), com r € [0 + 1,2*] (Ver Teorema 4.1.2, item i

Apéndice), segue que existe um M > 0 tal que

(S (un) = J'(w) 0] < MFCyun() = FCwl) ooy 0l

de onde obtemos

(S (un) = J'(w) ] < MLFCun(s) = FCul)) o)

pois ||v|| < 1. Assim,

H‘],(un) - J/(u)H(H&(Q))/ <M Hf(vun() - f('vu('»HLQ(Q) )
isto &,
1T (un) = T(u) || < M|F(unl) = £l oy - (3.26)
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Portento, de (3.25) e (3.26), concluimos que, existe uma subsequéncia, que ainda denotaremos

por T'(uy,), tal que
17 (uwn) = T(u)|| — 0.

Mostrando assim que 7' é compacto.

Por outro lado
W (tn) — 0 & (19" (un)ll g3 )y — 0,
logo, por (3.17) e (3.27), temos

IV(u,)|] — 0 < Vip(u,) — 0.

Sendo
Vi (up) = uy — T(un) = uy = Vo(uy,) + T(uy).

Como o operador 7" é compacto, vem

1T (un) = T(u)]| — 0.

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

Passando o limite em (3.29) e usando as convergéncias (3.28) e (3.30), obtemos uma sub-

sequéncia tal que

u, — T(u) em H}(R),

mostrando assim a condi¢ao (PS) . Mostramos a condicao (PS) para N > 2.

jd 0 2° caso, em que N = 2, basta substituirmos a imersao continua
Hy(Q) = L(Q), 1<q<72",
(Ver Teorema 4.1.2, item i Apéndice), pela imersdo continua
Hi(Q) — LYQ), 1< q< +oo,
(Ver Teorema 4.1.2, item i1 Apéndice). E a imersdo compacta
Hy(Q) = LYQ), 1<q<27,
(Ver Teorema 4.1.12 item 1 Apéndice) pela imersdao compacta
Hi(Q) — LYQ), 1< q< +oo,
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(Ver Teorema 4.1.12 item ii Apéndice). Em suma, aplicando o Teorema do Passo da Monta-
nha 2.3.1, concluimos a existéncia de um ponto critico de 1/, e com o lema 2.1.2 verifica-se que

esse ponto critico é uma solugéo fraca do problema (3.1).
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Capitulo 4

Apéndice

4.1 Apéndice A

Definicao 4.1.1. Uma funcdo f de X em R é dita X -mensurdvel, (ou simplesmente mensurd-

vel), se para qualquer numero real o, tem-se
{reX: f(x)>a}.

Definicao 4.1.2. Sejam E e F' espacos de Banach e U um aberto em E. Dizemos que uma
aplicacdo ¢ : U — F' é Fréchet-diferencidvel no ponto xy € U se existe um operador linear

continuo A : E — F tal que
U(xo +h) = ¥(xo) + A(h) + (20, 1),

para todo h, tal que xo + h pertence a uma bola aberta centrada em x, e contida em U, onde

r(zo, h) = o(||h

), isto é:
(o)

=0.
h—0 HhH

Neste caso A é chamada de derivada de Fréchet de ) em x(, a derivada de Fréchet no ponto

xo, quando existe, é tinica, denotamos por V' (zy).

Definicdo 4.1.3. Se B é um aberto de um espago de Banach X, dizemos que 1) é de classe C*
em B, ou que 1 € C'(B,R) quando a derivada de Fréchet de 1) existe em todo v € B e a

aplicagdo ' : B — X' é continua. Onde X' denotard o dual de X.

Definicao 4.1.4. Dado um espaco de Banach X e um funcional ) : X — R, dizemos que 1)
possui derivada de Gateaux no ponto u € X quando existem um funcional linear Ty € X' tal

que
Dt )~ Yu) ~ Tip
t—0 t

=0, paratodo v € X.



Definicao 4.1.5.
LP(Q)) = {u : Q — R : u é mensurdvel, / lul” < —i—oo} :
Q

Definicao 4.1.6.

WP (Q) = {u € LP(Q) : a%“ € LP(Q),j =1, N} :
J

Onde % denota a j-ésima derivada fraca de u, ou seja,
J

Op /8u
u——-dr = — | =—@dx Vo € C°(Q).

Quando p = 2 e m = 1 escrevemos Wy () = H}(Q). Todo o trabalho foi desenvolvido
sobre H} ().

Teorema 4.1.1. (Desigualdade de Poincaré) Seja ) um aberto limitado do RN. Entdo, existe

uma constante C = C (2, p) tal que

1/p
||u||Lp(Q) < C (/ |Vu|p dl‘) , Yu€e Wol’p(Q)7 1< P < +o00.
Q

Teorema 4.1.2. Sejam Q um subconjunto limitado do RN (N > 2), Q de classe C™ e 1 < p <

+o0o. Entdo as imersdes sdo continuas:

. m, N ok

i) WmP(Q) — L1(Q), 1 <q< Ny = P"semp < N.

ii) WmP(Q) — L), 1 < g <400 semp = N.

Como consequéncia das imersoes, existe C' > 0 tal que
[ull e < Cllullyms -

Para todo u € W™P(Q).

Teorema 4.1.3. (Desigualdade de Schwarz): Seja (X, (,)) um espago vetorial com produto

interno. Entdo:

[z, )| < [l -yl -
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Teorema 4.1.4. (Teorema Fundamental do Cadlculo): Sejam G um espaco vetorial normado
completo e f : [a,b] — G continua, sdo equivalentes:

i) Se F' é uma integral indefinida de f, entdo

Fz) - F(a) = /mf(t)dt, V o € [a,)

ii) Se F' é uma primitiva de f, entdo

F'(z) = f(z) Yz € [a,b].

Teorema 4.1.5. (Teorema de Fubine): Suponhamos que F € L'(Q; x Qy). Entdo, para todo

l’GQl,

Flz,y) € LX) e ( /Q F(x,y)dy) € I Q).

De maneira andloga, para y € (s,

2

Flz,y) € L1 () (/Q F(x,y)dy) e L}().

1

Além disso,

/dm/ F(x,y)dy:/ dy/ F(m,y)dm:// F(z,y)dzdy.
Q1 92 QQ Ql leﬂg

Teorema 4.1.6. (Desigualdade de Holder): Seja f € LP(Q) e g € LY(2), com }D + % =1le
p > 1. Entdo,

f.9eL'(Q)

/Q 179145 < 11l o 191l ey -

Teorema 4.1.7. Seja (f,,) uma sequéncia em LP(Q) e f € LP(S2), tal que || o — f|l 1»(q) — O
Entdo, existe uma subsequéncia ( f,,,) tal que

i) fo,(x) = f(z) q.tp em €

i) | fo, ()] < h(z) q.tp em Q.
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Teorema 4.1.8. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue): Seja f, uma sequéncia
de fungoes integrdveis. Suponha que

i) fo — f(x) qtp emQ
i) | fn(2)] < g(z) qtp , para alguma funcdo g € L'(Q). Entdo,
feliQ) e |fn— flpry — 0.

Teorema 4.1.9. Suponha que 2 C RN(N > 1) é um conjunto limitado e 1 < p < q. Se

u € L1(Q), entdo u € LP(Q2), e além disso, a imersdo

Li(Q) — LP(Q2)
é continua.

Teorema 4.1.10. (Imersdo de Sobolev): Sejam Q um dominio suave em RN, m > 0el1 < q <

+o00. Entdo, para qualquer j > 0 as imersoes sdo continuas:

. N im, i N k.
i) Sem < 5, W/E(Q) — WHP(Q), p<q < 55 =15

i) Sem =X Witmr(Q) — Wir(Q), p < q < +oo.

Teorema 4.1.11. (Teorema da Representacdo de Riesz-Fréchet): Seja H um espaco de Hilbert,

entdo dado p € H', existe uma tinica f € H, tal que

(p,v) = (f,v) Y veEH.

E mais ainda, verifica-se que

1Al = llell g -

Teorema 4.1.12. (Imersdo Compacta de Rellich-Kondrachov): Sejam §) um dominio limitado
com fronteira suave em RY, 7320, m>1el <p < +oo. Entdo as imersoes abaixo sdo

compactas:

. N itm, , _Np =«
i) Sem < o W P(Q) = WP (Q), 1 <q< N—;p_p’

ii) Sem =, W/Hmr(Q) — Wir(Q), 1 < ¢ < +00.
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Teorema 4.1.13. (Critério de Compacidade): Sejam X e Y espacos vetoriais normados. Um
operador linear T : X — Y é compacto se, e somente se, toda sequéncia limitada (x,) C X

tem a propriedade que a sequéncia (T (x,)) C Y possui uma subsequéncia convergente.

Teorema 4.1.14. Sejam X e Y espacos vetoriais normados e'l' - X — Y um operador linear

compacto. Se (x,) C X verifica

T, =2 em X,

entdao,

T(x,) — T(x) em Y.

Lema 4.1.1. A funcdo f da demonstracdo do Teorema de Deformacdo 2.2.1, é localmente

Lipschitziana.

Demonstragdo. Veja,

= PO s P
f) =10 =15’ ~ war ™

dai

AW IV V) = ) V)V
flw) = 1) V@IVl

com isso, somando e subtraindo no numerador da fracdo acima, p(u) ||V (u)||V(v) e

p(u) ||V (v)|| V(v), obtemos

fu) = fv) = é(IIV(U)H V(v) (p(v) = p(u)) + p(u) [V ()| (V(v) = V(u)) +

p()V (0) (V)] = (V()]]))-

onde

a=[[V(u)[[[V()l.
Logo,
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— f(v v) — p(u plu) v) — V(u
17(w) = f@)I < lo(v) = )l + g7y IV () = V)l

p(u) Vi
V@I [V (u) = V(v)].

Sendo p e V' localmente Lipschitzianas, existem K7, K» > 0 e z arbitrdrio tal que u,v € U,

satisfazendo
I£) = F@)I < Ky o = ull + A o~ u]
B 1V ()]l
p(u)
o e flo — ul
1V ()]l
logo,
150 = 0 < (K1 08 o =l
IV (w)]]

Usando a continuidade da func¢do p e V', podemos concluir que f € localmente Lipschitziana.

]

Lema 4.1.2. Seja f : Q@ x R — R wuma fungdo de Carathéodory, e (u,), uma sequéncia de

elementos de M, e Ny operador de Nemytskii definido por f. Entdo,
Nyup, — Nyu em gq.t.p

se

U, —> U em q.t.p.

Onde M, ¢é o conjunto das fungoes u : ) — R mensurdveis.
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Consideracoes Finais

Em suma, durante todo o trabalho tivemos como objetivo principal, em provar a existén-
cia de solucgdo fraca para o problema (3.1), para isso, usamos algumas ferramentas poderosas,
dentre as principais, temos, o método variacional, juntamente com o Teorema do Passo da
Montanha. Futuramente pretendo continuar usando o método minimax, para resolver outros

problemas.
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