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Resumo

Neste trabalho usaremos um resultado de Andlise Funcional na Teoria das Equacgdes
Diferenciais Parciais. O Teorema de Lax-Milgram para espagos de Hilbert garante a existéncia

e a unicidade da solucdo dos seguintes problemas:

Dado f € L*(Q2), Q C R™ aberto limitado, o problema
—Au = f, emQ
u = 0, em 09,

tem tnica solugdo u € Hy ().

Dado f € L*(Q2), Q C R™ aberto, o problema

—Au+u = f, em¢()
u = 0, em 09,

tem tnica solugdo u € Hy ().

Palavras-chave: Lax-Milgram, Espacos de Hilbert, Espacos de Sobolev.



Abstract

In this work we will use a result of Functional Analysis in the Theory of Partial Differential
Equations. The Lax-Milgram theorem for Hilbert spaces guarantees the existence and unique-
ness of the solution of the following problems:

Given f € L*(Q2), Q C R™ bounded open, the problem

—Au = f, emQ
u = 0, em 09,

has unique solution v € H} ().

Given f € L*(Q2), 2 C R" open, the problem

—Au+u = f, em()
u = 0, em 09,

has unique solution u € H}(12).

Keywords: Lax-Milgram, Hilbert space, Sobolev space.
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Introducao

O presente trabalho consiste em apresentar resultados centrais de Andlise Funcional e
aplicd-lo na Teoria das Equagdes Diferenciais Parciais. Deste modo, procuramos construir
elementos necessdrios para uma boa leitura e compreensao de cada capitulo. Obviamente, ndo

existe nada de inédito nem de inovador nos resultados enunciados.

No Capitulo 2, estudamos a teoria dos Espacos Normados e Espacos de Banach, com alguns
exemplos de espacos completos e incompletos. Posteriormente, um tratamento aos Operadores
Lineares e Operadores lineares limitados, por seguinte, os Funcionais lineares € Espaco Dual.

E neste, demonstramos alguns dos duais mais frequentes nos livros.

No Capitulo 3, dedicamos ao Espaco de Hilbert, trazendo exemplos e demonstragdes
dos principais resultados deste espaco para a compreensao e desenvolvimento deste trabalho.
Destes resultados, destacamos o Teorema da Representacdo de Riesz-Frechet e o principal,
o Teorema de Lax Milgram, devivo ao matematico hingaro Peter David Lax e ao estadu-
nidense Arthur Norton Milgram. Este teorema é uma ferramenta importante na Teoria das
Equacdes Diferenciais Parciais. Ele é uma espécie de Teorema de Riesz-Frechet na qual as

formas bilineares substituem os produtos internos.

O Capitulo 4, trata-se da aplicacdo do teorema, e para tal, necessitamos de algumas
defini¢des e resultados preliminares. Foram feitas duas aplicagcdes, em que o teorema garante
a existéncia e unicidade da solugdo. Em ambas, dado um funcional f no espaco de Hilbert

L*(Q), Q C IR aberto, existe uma tnica solu¢@o no espago de Sobolev H; (£2).



Capitulo 2

Espacos Normados e Espacos de Banach

Neste capitulo, iremos estudar algumas definicdes e resultados essenciais de espaco de Nor-
mados e espacgos de Banach para compreensao e desenvolvimento do que sera feito nos capitulos

posteriores.

2.1 Espacos Normados e Espacos de Banach

Definicao 2.1.1. Um espaco normado X é um espaco vetorial real. Dizemos que uma fungdo

||| + X — IRé uma norma se as seguintes propriedades ocorrem:
N1) |z >0eljz|| =0 2 =0,V € X;

N2) ||az| = |af.||z]|, Vo € X ea R

N3) flz +yll < =l +ly

, Vx,y € X. (Desigualdade Triangular)

Um espaco vetorial munido de uma norma serd chamado de espaco vetorial normado, ou
simplesmente espaco normado. Assim como no caso do corpo dos escalares, um espago nor-

mado € um espago métrico (Ver Apéndice Defini¢do A.0.1) com norma dada por

d(z,y) = llz =yl

Neste caso, dizemos que a métrica d é induzida pela norma ||.||. O espago normado assim
definido é denotado por (X, |.||) ou simplesmente por X. Portanto, toda a teoria de espagos
métricos se aplica aos espagos normados. Em particular, uma sequéncia (z,,) em um espago

normado X converge para um vetor x € X se,

lim ||z, —z| =0.
n—o0



Assim, dizemos que x € o limite da sequéncia (x,,) e escrevemos x = lim,,_,, ,, OU T,, — .
Um espago normado X é chamado espaco de Banach quando for um espaco métrico com-
pleto (Ver Apéndice: Defini¢do A.0.2) com a norma induzida pela norma.
No que segue, iremos mostrar alguns exemplos de espacos que poderdo ser ou ndo
completos. Para diferentes espacos, tais provas podem variar em complexidade, mas eles t€ém

aproximadamente o mesmo padrdo geral.

Exemplos de Espacos Completos e Incompletos
Para mostrar que um espago € completo, devemos considerar uma sequéncia arbritdria de
Cauchy (z,,) em X e que converge em X . Para tal afirmacdo, temos os seguintes passos:
(i) Construir um elemento x (para ser usado como limite);
(i1) Provar que z estd no espacgo considerado;
(ii1) Provar a convergéncia x,, — x.
A definicao de Sequéncia de Cauchy, bem como as defini¢des espacos dos exemplos abaixo,

estdo no Apéndice A.

Completeza do Espaco Euclidiano IR"
Seja X = IR". Dados z,y € IR', onde x = (£1,&s,...,&) e y = (m1,m2, ..., M) COM a norma

euclidiana definida por

n 1/2
|z —yll, = (Z(& - ni)2> :

=1

R™ é um espago de Banach com a norma ||z||,.

Demonstra¢do. Consideremos uma sequéncia arbitraria de Cauchy (z,,) em IR" de modo que
para cada m € IN teremos z,, = (ém), e &(Lm)) € IR". Como (z,,) é de Cauchy, para todo

e > ( existe um ny tal que

n 1/2
1€ — &l = (Z(é’“ - 55»’"))2) <e @.1)
j=1

com m, r > ny.



Paracada j = 1,2, ...,n temos

M -gr<e e JE-gr<VE s

< €.

Isto mostra que para cada j fixo, (1 < j < n), a sequéncia (fj(-m) — §](T)) ¢ uma sequéncia de

Cauchy de niameros reais. Logo é convergente, pois toda sequéncia de Cauchy de nimeros reais

¢ convergente (Ver Apéndice: Teorema A.0.1), digamos, & j(m) — &; quando m — oo. Usando

esses n limites definimos x = (1, ..., &,) segue que

(flm)7 7§£Lm)) — (617 "‘7571)7

onde claramente x por ter n coordenadas pertencerd a R". De (2.1) com r — oo, temos

fj(m) =&

<e€
com m > ny.

Isso mostra que z € limite de (z,,) e assim, prova que R™ é completo.

7z

Portanto, R™ € um espaco de Banach.

Completeza do espaco [?

O espago [P, com p fixo e p > 1, € completo.

Demonstracdo. Seja (x,,) uma sequéncia arbitraria de Cauchy no espaco /*, onde z,,, =

Entdo para cada € > 0 existe um n tal que para todo m,n > ny,

o » 1/p
me - l‘an = (Z ) <€
j=1

segue-se que para todo j = 1,2, ..., temos

g g <e

(2.2)

(&)

(2.3)

(2.4)

com m,n > ng. De (2.4) vemos que ( fl),féz), ...) € um sequéncia de Cauchy de nimeros

reais. Logo, é convergente pela completeza da reta. Segue que para cada j, §§m) — §; quando

m — oo. Usando estes limites, definimos x = (1, &, ...) € mostraremos que z € [P e x,, — .



De (2.3) temos para todo m,n > ng

g - <
7j=1
comk=12 ...
Fazendo n — oo, obtemos para m > ny
k
m _ " -
j{: & S| =
j=1
comk=1,2,...
Fazendo k — oo , obtemos para m > ng
m) _ e | < e 2.5
DM =gl <e (2.5)

j=1
Isto mostra que z,, — x = (§F* — &;) € [P. Desde que w,, € [P, segue pela desigualdade de

Minkowski (Ver Apéndice: Proposi¢do A.0.0.2), segue-se que

0o 1/p oo 1/p 0 1/p
(z o+ (2 xmnp) < (z |xm|p) . (z . —xmw)
j=1 j=1 Jj=1
onde

o0 1/p 00 1/p
<Z ]xm|p> <00 e (Z|x—xm\p> < 0
=1 i=1

sendo assim,

oo 1/p
<Z|xm+(x—xm)|p> < 00

j=1
logo,

xelb,

Como (z,,) é uma sequéncia arbitraria de Cauchy em [”, isto mostra que o espaco [? é completo.

]



Completeza do espaco [*°

O espaco [*° € um espago de completo.
Demonstracdo. Seja (x,,) uma sequéncia de Cauchy qualquer no espaco [* onde x,, = (ém)),

comi = 1,2, .... De tal forma que a norma seja dada por
Iz =yl = sup [&; — ]
JEN

onde z = (§;) ey = (n,) pertecem a [* e (x,,) é uma sequéncia de Cauchy, daf para todo € > 0

existe um ny tal que para todo m, n >ny,

[ = gall = sup € = 1| < .
JjeN

Para cada j fixo, da desigualdade acima segue que

‘5}’”) — &M <e 2.6)

com m,n > ng. Assim, para cada j fixo, a sequéncia (£ ](.1), 5;2), ...) é uma sequéncia de Cauchy
de nimeros reais. Logo, converge pela completeza da reta. Assim, & ](m) — & quando m — o0.
Usando esses limites &1, &, ..., definimos © = (£, &>, ...) e mostraremos que = € [*°. De (2.6),
quando n — o0, temos

<€

5§m) — ¢

fj(-n) =& =

com m > ng, passando o limite segue que

§§m) =&

<e (2.7)

com m > nyg.

Uma vez que x,, € [*°, existe um nimero real k,, tal que

3 J(m)‘ < k,, qualquer que seja j.

Dai, pela desigualdade triangular, temos

&1 =& —&™ +§](-m)‘ <

& — fj(m)) +

&m|

com m > nyg.



Sabemos que

& -6 =|-0E7 - g)| = e - &
Desta forma de (2.7), temos que
61 < |67 =& +16] < e+ E

com m > ng. Esta desigualdade vale para todo j. Assim, (£;) ¢ uma sequéncia limitada de

ndmeros. Isto Implica que = = (§;) € [*°. Também, de (2.7) obtemos

<e€

fj(m) =&

|2 — x| = sup
J

com m > ng. O que mostra que z,, — .

Portanto, [*° é completo.

O]
Completeza do espaco Cla, b]
O espago Cla, b] é um espaco de Banach com a norma definida por
6] = mas )], 2.8)

onde J = [a,b] C Rcomt € [a, b].

Demonstragcdo. Seja (1),,) uma sequéncia arbitraria de Cauchy em C/|a, b]. Em seguida, dado

qualquer € > 0, existe um ny, tal que para todos m, n > ng, temos

[, oull = max [ (8) — a(t)] <€ (2.9)

comt € [a,b]. Dai um ¢ fixado, t =t € J, temos

‘wm<t0) - wn(t(J)’ <e€ (210)

com (m,n > nyg). Isto mostra que (¢ (to), 12(to), ...) é uma sequéncia de Cauchy em R. Dafi
a sequéncia converge, digamos ¢,,,(to) — ©(t,), se m — oo. Desta forma, podemos associar a
cada t € J um unico nimero real 1 (t). Isto define uma convergéncia pontual da func¢do 1) em

J. Vamos mostrar agora que ¢ € C|[a, b].



Fazendo n — oo em (2.10), obtemos

max [t () = (1)] < e 2.11)
com (m >ng)et e J.
[Um(t) = (t)] <€ (2.12)

com m > nyg

Temos pelo teorema A.0.4 e A.0.5(Ver Apéndice), que ¢ € continua paratodo ¢ € J.
De (2.12) temos que (?,,,) converge uniformemente para ¢)(¢). E como cada 1, é continua em
J e a convergéncia é uniforme, segue que ¢ é continua em J, ou seja, 1 € Cf[a,b]. Também
que 1, — 1. Com isso provamos a completeza do espago C|[a, b], com a norma dada.

Portanto C'[a, b] é um espago de Banach.

Exemplo de espaco incompleto
Seja o espaco X, o conjunto de todas as fung¢des continuas definidas em J = [a, b], e com a

norma

1
o= vl = [ lett) - (o) d @.13)

0

Mostraremos que o (X ||.||) ndo é completo.

De fato, a fungdo x,, na figura (1) é uma sequéncia de Cauchy, pois ||x,, — z,|| é a drea do

triangulo na figura (2), e para todo € > (0 dado, temos
|tm — xn|| <€ quando m,n > 1/¢
Vamos mostrar que a sequéncia de Cauchy ndo converge. Temos

rn(t)=0 se t€l0,1/2], z,(t)=1 se tE€ [am,]]

onde @, =1/2+ 1/m paratodoz € X.
1
lm — ]| = 4|aaw—aﬂm
1/2 am 1
:/ \x(t)\dt+/ |xm(t)—x(t)\dt+/ 11— a(t)] dt
0 1 Am

/2



1
]

f 1
]

it

Figura 1 Figura 2

Como as integrais sdo ndo negativas, assim o é cada integral a direita. Consequentemente, temos

que ||z, — x| — 0, quando m — oco. Sendo assim continua em z, segue que devemos ter
z(t) =0 set € (0,1/2]ex(t) = 1set € (1/2,1].
Mas, vejamos pelos limites laterais que

lim z(t) =0e lim x(t) =1,
t—1/2— t—1/2+

temos que o lim,_,1/o () ndo existe em X. Entdo x(¢) ndo é continua em ¢ = 1/2. Desta
forma (z,,) ndo converge, isto é ndo possui um limite em X . Isto prova que o espaco X ndo é

completo.
Propriedades Adicionais de Espacos Métricos

Por defini¢do, um subespaco Y de um espaco normado X € considerado como um espago
vetorial, com a norma obtida através da restricdo da norma em X para o subespaco Y. Esta
norma em Y € dita ser induzida pela norma em X. Se Y € fechado em X, entdo Y é chamado
subespacgo fechado em X. Se um subespaco Y de um espaco de Banach X € um subespaco de

X considerado como um subespaco normado. Nao necessariamente Y completo.

Teorema 2.1.1. Um subespago Y de um espaco de Banach X é completo se, e somente se, Y é

fechado em X.

Demonstracdo. Se'Y € fechado entdo todo ponto de Y é aderente, ou seja, para qualquer x € X

temos
V()Y #0,

9



onde V,, é uma vizinhanga qualquer de z, dai x € limite de uma sequéncia, entdo temos xr =
lim z,,, logo (x,) é de Cauchy, pois ela converge. E com isso concluimos que toda x,, em
Y converge para algum ponto x em Y, pois se isso ndo acontecesse estariamos dizendo que
existiria um ponto x em Y ndo aderente a ele. Isto € um absurdo. Reciprocamente, se Y é um
subespaco de X tal que Y é Banach entdo temos que para qualquer sequéncia de Cauchy (z,,)
em Y isto ocorre z,, — x com x em Y, se todos os pontos de Y sdo limites de alguma sequéncia

de Cauchy, logo todos os pontos de Y s@o aderentes a Y. Portanto Y € fechado. [

2.2 Operadores lineares

Nesta se¢do, estamos interessados em aplicagdes entre espacos métricos, em particular, es-

pacos normados. E neste caso, uma aplicacdo é chamada de operador.

Definicao 2.2.1. Um operador linear entre espagos vetoriais X e Y é uma aplicacdo
T :D(T) C X — Y, em que seu dominio D(T) é um subespago vetorial e com a condi-
cdo abaixo.

Tx+ay)=T()+aT(y), V z,yeDT)eacR
Exemplos de operadores lineares
Exemplo 2.2.1. O operador identidade I : X — X definido por Ix(x) =z, Vx € X.

Exemplo 2.2.2. Diferenciagdo: Seja X o espago vetorial de todos os polindmios sobre |a, b|.

Podemos definir um operador linear T’, em X por
To(t) = a'(t)

para cada x € X, onde denota a diferenciacdo em relagdo a t. O operador T é aplicado de X

sobre si mesmo.

Exemplo 2.2.3. Integracdo: Um operador linear T de C|a, b] sobre si mesmo, é definido por

ondet € [a,b].
Exemplo 2.2.4. Multiplicacdo por t. Um operados linear de C|a, b] sobre si, é definido por
Tz(t) = tx(t).

10



2.3 Operadores lineares limitados

Definicao 2.3.1. Sejam E e Y espagos vetoriais normados e T : D(T) — Y um operador

linear, onde D(T) C X. O operador T é dito ser limitado se existe um niimero real c tal que
[Tz < cllzll ¥V =eD(T)
Vamos denotar por ||7'|| o seguinte niimero real associado ao operador linear limitado 7,

T
IT| = sup ITll _ sup || Tl . (2.14)

zenr) ||z [lz]|=1
x#0
Note que a desigualdade abaixo
[Tl < TN [l V2 € D(T) (2.15)
¢ valida. De fato,

Tz

I7) = sup 122
ven(ry |||
#0

=C

assim,
T = ¢
e desta forma, temos
[T) < (T [|l=|
com isso verifica-se a desigualdade (2.15).
Vejamos agora um exemplo de operador limitado.

Exemplo 2.3.1. Sejam E = C([a,b]; R) com a norma dada por

1511 = max |5 (@)
e
T:E—R;, VfeE com T(f)=f(1) (2.16)

Note que o operador T’ ¢ limitado.

11



De fato,Se fe€ FE e | f||=1, temos

)] < max |£(0)] = 1]
€lo,1]
Desta forma,
T(HI<1 feE e [f#0
com || f|| = 1, onde concluimos que
T <IfIl VfeE
isto prova a limitag¢do do operador.

Teorema 2.3.1. (Dimensdo Finita) Seja X um espaco normado de dimensdo finita, entdo todo

operador linear é limitado.

Demonstracdo. Sejam X um espago normado tal que dimX = n e {ey, ..., €, } uma base (Ver
Apéndice: Defini¢do A.0.8)para X. Considere x € X, logo pode ser escrito como x = Y {je;

e um operadr linear 7' definido sobre X, segue que

IT@)] = |73 &es

- HZ&T(%‘)

pela desigualdade triangular temos

IT@)] = |73 &es < > IgIIT(es)l

- HZSJT(%)

ou seja,
S IGITEN = G T e + - + [l T ()]l

considerado mazx ||T'(e;)||, teremos

D IGIIT (el < mgXHT(ej)IIZ &l (2.17)

Em ) |¢;|, pelo Teorema A.0.7 (Ver Apéndice)

||fl€1 +...+ gnenH > C(|§1| + Tt |£n|)

onde ¢ > 0. Isto é,

ol = |3 &7(es)

> c(Y 14

12



assim,

> 1G> ) /e
Além disso, de (2.17), fazendo v = 1/¢, obtemos
[Tz[] <l
como v > 0.

Portanto, 71" € limitado. OJ

Operadores sdo aplicagdes, com isto, podemos aplicar a definicdo de continuidade. Isto
¢ fundamental para operadores linear, continuidade e limitagdo que tornam-se conceitos
equivalentes.

Os detalhes s@o os que seguem: Seja T : D(T) — Y um operador, ndo necessariamente linear,
onde D(T) C X e X e Y sdo espagos normados. Por defini¢do, o operador 7" € continuo em

xo € D(T') se para cada ¢ > 0 existe um 6 > 0 tal que

| Tz — Txy|| < eVx € D(T), satisfazendo ||z — x| < 0.
Dizemos que 7" é continuo, se 7" é continuo em todo = € D(T').

Teorema 2.3.2. (Continuidade e limitagcdo) Seja T : D(T) C X — Y um operador linear e

X, Y espacos normados. Entdo as seguintes afirmagoes sdo equivalentes.

a) 1" é continuo se, e somente se, 1’ € limitado.

b) Se T' é continuo em um ponto, entdo 7" € continuo.

Demonstracdo. Se T € limitado, existe ¢ > 0 tal que
|T(2)|| < cllzf|  Vz e D(T)

logo,

1Tz =yl = [IT(x) =TI < cllz—yll
Isto mostra que 7' € lipschitziana, dai 7' é continua. Vamos provar agora que se 7' € continua em

um ponto digamos em xg, entdo 7' € limitada.

13



Seja zp € D(T). Entdo, dado € > 0 existe § > 0 tal que
|T(x) —T(x0)|| <€ Vae D(T),satisfazendo ||x — o] < 0. (2.18)
Considerando =, = z( + (%) Yy € D(T),y # 0, segue-se que

x, —x0=0y/2|lyll Vye D(T),y#0

e aplicando o operador, e depois a norma, obtemos
)
I7(a,) = Tl = | (5 ) 70 <
pois,
o
Iy = ol = 5 <0
e portanto,

Il < (5 ) Il =M1l v < D),

onde M = 2¢/ > 0,
com isso provamos a limitac¢do de 7'.

Se T' é continuo em um ponto entdo 7' € limitado, como ja provamos, portanto 7" é continuo por

(2.18). Isto conclui a demonstracao do teorema. L]
Corolario 2.3.1. (Continuidade e Espaco Nulo) Seja T um operador linear limitado. Entdo:
a) z, — x implica Tx,, — Tx, onde x,,x € D(T).
b) O espaco nulo N(T') é fechado.
Demonstracdo. a) Como T’ € linear e limitado, de (2.15), temos

1T () = T(@)| = [[T(xn — 2)|| < T l2n — ]
passando o limite e como z,, — x x,, = 00, ||z, — x| — 0.

Dai como,

1T (2n) =T (@) < T fln =[] = 0.
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Logo,
| T (zny) — T(2)|| =0

Portanto,

T(x,) — T(x).

b) Para cada z € N(T') existe uma sequéncia x,, em N(7') tal que z,, — x. Assim, Tz, — Tx

por (2.3.1) acima. Também Tz = 0, dai Tz, = 0, desde que x € N(T'). Portanto, como

x € N(T), N(T) é fechado.

2.4 Funcionais Lineares

Um funcional linear € um operador cuja imagem encontra-se na reta real R. Denotemos fun-
cionais por letras mindsculas f, g, i, ..., 0 dominio de f por D(f), aimagem por R(f), e o valor

defemumx € D, por f(z). Funcionais sdo operadores, com as defini¢des anteriores aplicadas.

Funcional Linear

Definicao 2.4.1. Um funcional linear f é um operador linear com dominio no espaco vetorial

X e imagem no corpo escalar K de X, assim
f:D(f) = K.
Funcional Linear Limitado

Definicao 2.4.2. Um funcional linear limitado [ é um operador linear limitado com imagem
em um corpo escalar do espaco normado X com dominio D(f). Assim, existe um niimero real

c tal que para todo x € D(f)

|f(@)] < cllz|| (2.19)
Além disso, a norma de f é
17l = sup L2 (220
entp ||z

T
T

2 £0
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ou

Ifll = sup |f(z)] (2.21)
o que implica por (2.15)
[f (@) < [IfI =] (2.22)

e um caso especial do Teorema 2.3.2 é

Teorema 2.4.1. (Continuidade e Limitagcdo) Um funcional linear f com dominio D(f) em um

espago normado é continuo se, e somente se, f é limitado.

As linhas da demonstragdo deste teorema € a mesma da demonstracdo do Teorema 2.3.2.
Basta considerar o operador como funcional linear.

Exemplos de Funcionais Lineares

Exemplo 2.4.1. Produto escalar: O produto escalar com um fator mantido fixo define um

funcional f : IR> — IR por meio de

f(z) = (x.a) = &.a1 + .00 + E3.a3
onde, a = (ozj) € Ré fixado, f é linear e limitado.

|[f(@)] = [(z.a)| < ]| {|a]

Observe que | f(z)| < |la

, se tomarmos o supremo sobre todo x de norma 1. Por outro lado,

fazendo x = a e usando (2.15), obtemos

[f@] _ al”

I1FIF = —~
lall ol

Assim, a norma de fé || f|| = ||a||-

Exemplo 2.4.2. Integral Definida: Considere f : Cla,b] — IR definida por

Consideremos f ¢é linear. Provaremos agora que € limitado e tem norma || f|| = b — a De fato,

escrevendo J = [a, b] e com a norma de C|a,b], obtemos

b
@l =| x(t)dt' < (b a)max|a(t)] = (b — a) ]|
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Tomando o supremo de todos os x de norma 1, obtemos || f| < b — a. Para obter || f| > b — a,

escolhemos em particular x = xo = 1, notemos que ||z, || = 1 e usando (2.15),

|f($0)|

2o

[hal =

b
:|f(x0)|:/ dt=b—a.

2.5 Espaco Normado de Operadores. Espaco Dual

Definicdo 2.5.1. Sejam X e Y espacos vetoriais normados. Denotamos por B(X,Y') o con-

junto de todos os funcionais lineares limitados de X em Y.

Teorema 2.5.1. O espaco vetorial B(X,Y') de todos os operadores lineares limitados de um
espaco normado X em um espaco normado Y é um espago normado com a norma definida por
T(x

1@ _ gop @) (2.23)

||| cex
llel=1

IT|| = sup
zeEX

Demonstragdo. (Ver: [8]) L]

Teorema 2.5.2. (Completeza). Se Y é um espaco de Banach, entdo B(X,Y) e um espago de

Banach.

Demonstrag¢do. Consideramos uma sequéncia de Cauchy arbitréria (7,,) em B(X,Y") e mostra-
remos que converge para um operador 7' € B(X,Y’). Como (7,,) é de Cauchy, para todo ¢ > 0
existe um NV tal que

[T — Tl <€
comm,n > N.

Para todo x € X e m,n > N podemos obter de ||T'(x)|| < ||T|| . |||
[T (@) = Tn(2) | = [(Tn = T )2l < ([T = T 2] < € fl]] (2.24)

Agora para qualquer z fixo e dado ¢, podemos escolher ¢ = €, de modo que ¢, ||z|| < e.
Entdo, a partir de (2.24) temos ||T,,(z) — T)n(2)|| < €, e vemos que (7,,(x)) é de Cauchy em
Y. Uma vez que Y é completo, temos (7},(x)) — y. Observemos ainda que o limite y € Y
depende da escolha de x € X. Isto define um operador 7' : X — Y, onde y = T'(z). O

operador 7' € linear, de fato,

Im T, (ax + Bz) = lim(aT,(x) + T,(2)) = alim(T,(z) + Slim T,,(2))
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Vamos mostrar que 7" é limiado e 7,, — T, isto é, ||7,, — T'|| — 0. Uma vez que (2.24) é
vdlida para todos m > N e T),(x) quando m — oo. Usando a continuidade da norma, obtemos

de (2.24) paratodosn > Nex € X

(@) = T@)l = |

To(@) = lim T (o)|| = lim |To(e) = Tu(@)| ellef. 229)

Isto mostra que (7, —7") com n > N é um operador linear limitado. Uma vez que 7;, é limitado,
T =T,—(T,—T) élimitado, isto é, T" € B(X,Y). Além disso, em (2.25) tomando o supremo
de todos os x de norma 1, obtemos

1T =T,
comn > N. Desde que ||7,, — T'|| — 0. O

Este teorema tem uma importante consequéncia com respeito ao espago dual X’ de X, que

¢ definido a seguir.

Definicao 2.5.2. Espaco Dual X': Seja X um espago normado. Entdo o conjunto de todos os

funcionais lineares delimitadas no X constitui um espaco normado com a norma definida por

151 = sup 4 = sup (o)) 220
z#0 l=ll=1

Teorema 2.5.3. (Espaco Dual). O espaco dual X' de um espagco normado é um espago de

Banach.
Demonstragdo. (Ver: [5]) ]
Exemplos de Espaco Dual

Mostraremos nesta seccao alguns espacos duais.
Exemplo 2.5.1. Espaco IR’
O espago dual de IRé IR

Demonstragdo. De fato, temos IR” = IR™ pelo teorema(2.3.1), e cada f € IR tem a seguinte

representagao,

fl@) =Y &,
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onde
yr = flex)-

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

)< X lamd < (X4) " (> yi)1/2 —Jlall (3 yi>l/2

e considerando o supremo sobre todos = de norma 1, obtemos

i< ()"

No entanto, uma vez que = = (y1, ¥, ...,Y,) a igualdade e conseguida da desigualdade de

" 1/2
1f1l = (Z%ﬁ) :
k=1

Isto prova que a norma de f é a norma Euclidiana, e || f||, onde ¢ = (yx) € IR". Por isso a

Cauchy-Schwasz, entao

aplicacio de IR” em IR" definida por f — ¢ = (yx), yx = f(e)), preserva a norma e, uma vez

que € linear e bijetiva, € um isomofismo. 0
O Espaco Dual /! & [*®

Demonstragdo. Seja (e;,) uma base de Schawder (Ver Apénice: Defini¢do 5.0.9) para (*, onde

cada z € (! tem uma tnica representagio

v =) &er, (2.27)
k=1
consideramos qualquer f € ¢*', onde ¢! é a base de ¢' uma vez que f ¢ linear e limitada.
f@) =" &, comy = fey, (2.28)
k=1
onde os nimeros 7, = f(ex) sdo determinados exclusivamente por f. Também ||ex|| = 1 e
el = (el < 1AL llesll = [1£]] = sup ] < [I£]] (2.29)

assim, () € £°°. Por outro lado, para cada b = (f3;;) € (> temos um funcional completamente

linear e limitado em ¢!, podemos definir g em /' da seguinte forma,

[e.9]

g(x) =Y &b (2.30)

k=1
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onde z = (&) € ¢, em seguida, g € linear € a limita¢do segue

l9()] <) 168kl < sup 851D 1€k = llz]] - sup [B;]. (2.31)

Dai g € ¢! . Finalmente mostramos que f € a norma no espago ¢>°, de 2.28 temos,

F@)] =D &l <suplyl- > 1€ = |lz]] - sup || (2.32)
J J

considerando o supremo sobre todo z de norma 1, temos

11| < sup ()

daf de (2.29)
|| 1] = sup ()
J

que ¢ a norma em ¢*°. Assim, esta formula pode ser escrita || f|| = ||c||oo onde ¢ = (v;) € £*°,
isso mostra que a aplicacdo linear bijetiva de ¢! em ¢> definida por f — ¢ = (v;) é um

isomorfismo. ]

Exemplo 2.5.2. O dual de dual de (P é isomorfoal?,1 <p< oo, 1< qg< oocom % + é =1

(p e q sdo expoentes conjugados).

Py = g9,
Demonstragdo. Dado y = (y;)jen € ¢4 e definimos
oy =R
T () =) ;-
j=1
onde z = (x;);en € 7.
Temos que,
(i) ¢,(x) estd bem definida.
Sejam = = (z;)jen, 2 = (%j)jen € (P tais que x = z. Assim, z; = z;, V j € IN. Logo,
TiY; = Z5Yj, \V/j € N. Dai,
k k
Z LjY; = Z ZiY;-
j=1 j=1
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Portanto,

isto é,

Assim,

(ii) ¢, € linear.
Sejam x = (z;) en, 2 = (2j)jen

dy(x + A2)

(iii) ¢, € continua (limitada).

k k
T:y; = lim z
E Y5 k:b—>oo§ Y5
j=1 j=1
o0 (o)
§ :-ijj = § :ijj-
j=1 j=1

Gy(x) = dy(2).

clPelclR.

= Z T; + A2;)Yy;
7j=1
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Seja x = (.T}j)je]N € [’

6y = |zl
j=1

isto &,

o
>l
j=1

(Sr) ()

= Al=llp 1yllo;

|¢y(37)| < Hpr Hqu (limitada),

(2.33)

a equagdo (2.33) verifica-se pela desigualdade de Holder para séries. Dessa forma ¢, € (¢7)'.

Além disso,

|0y (@)] < ]y [lylly =

Definamos agora

em que 7, € da forma

Ty, = ¢, :

onde

[6y(2)]

< [lyll
E3|™ !

|0y(2)]

p
20 |7l
= eyl <Tlyll-

<Ilyllg

T 01 ()

y— 1,

”? - R

v = Ty(x) = dy(2) = Y25y,
j=1

r = (2j)jen

() = ),

(2.34)

Mostraremos que 7' é um isomorfo isométrico, ou seja, 1" € linear, 1" é sobrejetiva, 1" €

continua, 7" € uma isometria (preserva a norma).
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(i) 7T é linear.

(ii) 7" é continua.
Tyl = lleyll < llyllq

(iii) 7" é sobrejetora.

Seja p € ()" e {e,}>°, uma base de Schauder para (. Mostraremos que dado ¢ € (¢7)’
existe y € (7 tal que
oy =¢ (T, = o).

Sejaentdo x = () jen € 7, desde que (e,,)5> ; € base de Schauder
(61 = (170,0,...)7 ey = (O’... 71’0,...))

para (*, temos x = »_ - x;e;. Logo,

7j=1

hmgxe —hmg zipo(e
k—>oo J] k—o0 ]90]

isto €,
r) =Y wiee;).

Seja
y = (y)jen = (p(€5))jen

o yj = ple;) €L

Temos que,
1, se6 >0
sign @ =< 2.35
o {—1, se < 0. ( )
Defina
Ty = Z xjej,
j=1
onde
= [y;|"" - (sign y;) (2.36)
Assim,
rj= Y |yl (signy;) - e; € 7, (2.37)

Jj=1
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Como ¢ € (¢*)
() < llell ]y, Vo e £

Assim para (x,,)

e(@n) < el |lzallp- (2.38)
De (2.36)
ziy; = |yl (sign ys)y;
= B sign g, =
ou seja,
zy; = |y;|”. (2.39)
Note que

3 =

|znll, = (ZHyﬂq Y Slgnya)%!)
o rp)

ey = (zw)
j=1

3=

Além disso,

n

(z0) = Z |y (sign y;)(e;

ou seja,
() = > _wyy =yl (2.40)
j=1 Jj=1
Por (2.38) e (2.40)
1
<Z !yjlq> = o(zn) < lel] [lzallp < llel| (Z!yﬂq>
J=1

ou seja,

=

1

n 1= n q
(zw) SHs&Hé(ZWﬂq) < lloll
j=1 j=1
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Logo,

S Iyl < lell, VneN

J=1

DIyl < llell®
j=1

isso implica que > 7% |y;|? < oo e assim y = (y;)jew = ((e;))jen € (7€

Fazendo n — oo

lyllg < lll- (2.41)

Assim,

p(r) = Z%‘P(‘fj) = ijyj = ¢y(), Vo = (7))jew € ¥
j=1 j=1

Dai, ¢, = p(T, = ¢). Portanto, 1" é sobrejetiva.

(1={z e Rm;i |z;|7 < 00.}
j=1

T’ € isometria.
Como 7' é continua

ITyllg < Tlylly- (2.42)
De (2.41)

lylla < llell;
como

p =T, entdo [|y[[, < [|T,]] (2.43)

De (2.42) e (2.43)

1Tyl = Tlyllg-

Portanto 7' € isometria, o que implica 7" ser injetora. Assim,
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Capitulo 3

Espacos com Produto Interno. Espacos de
Hilbert

3.1 Espacos com Produto Interno. Espacos de Hilbert

Definicao 3.1.1. Um espaco com produto interno (ou pré-espaco de Hilbert) é um espago
vetorial X com um produto interno definido em X. Um espaco de Hilbert é um espaco com
produto interno completo (completo na métrica definida pelo produto interno). Aqui um
produto interno em X é uma aplicagdo de X x X no corpo escalar K de X, isto é, para cada

par de vetores x e y associamos um escalar que é escrito como

(z,y) (3.1)

e é chamado o produto interno de x com y tal que para todos x, vy, z e escalar o teremos
IP1) (z+y,2) = (x,2) + (y,2);
IP2) (az,y) = a(z,y);
IP3) (z,y) = (y,z);
IP4) (x,z) > 0,(x,z) =0z =0;

Um produto interno em X define uma norma em X denotada por

2]l = v/ (z,9) (3.2)

e uma métrica em X denotada por

d(z, y) = |z =yl = V{z -y, 2 —y) (3.3)



Assim, espacos com produto interno sio espacos normados e espacos de Hilbert sdo espacos
de Banach.
A prova de (3.1) satisfaz os axiomas (N1) a (N4) de uma norma, e serd dada no inicio da

proxima secdo. De (IP1) a (IP3) obtemos as férmulas

a) (ax+ Py, z) = a(z,2) + 0y, 2);

b) (z,ay) = a(z,y);

©) (x,ay + fz) = a(z,y) + B (z, 2);

Demonstragdo. a) Utilizando as propriedades (IP1) e (IP2) sucessivamente obtemos

{ax + By, 2) = (ax, 2) + (By, 2) = {ow, 2) + (By, 2) = a(z, 2) + B {y, 2) .

Demonstragdo. b)Usando as propriedades (IP3), (IP2) e (IP3) nesta mesma ordem obtemos

(z,ay) = (ay,x) = a(y,r) = a(z,y) .
0

Demonstragdo. c) De modo semelhante,porém com as propriedades (IP3), (IP1), (IP2) e (IP3)

obtemos
(z,ay + Bz) = (ay + Bz,2) = (ay, ) + (Bz,2) = a(y,z) + B (z,7) = a(z,y) + B(z,2).
]

Essas formulas sdo fundamentais e vamos utilizar com bastante frequéncia. a) mostra que
o produto € linear no primeiro fator. Mostraremos agora através de um cdlculos simples e
direto, que a norma em um espaco com produto interno satisfaz a importante igualdade do
paralelogramo

lz+ ylI* + [l — ylI* = 2(ll«* + lvl*) (3.4)
Segue de (3.1)
lz+yl* + e =yl = (z+y,2+y) + (& -y, —y)
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aplicando (IP1) e (IP3) no segundo membro da igualdade anterior obtemos
= (z, @) + (z,y) + (Y, 2) + (v, 9) + (&, 2) — (y,2) — (y,2) — (1, 9))
novamente de (3.1) e (IP3) vamos ter
= [ll* + 2 (&, y) + lyl* + ll2]* = 2z, 9) + |yl
=2 l|* + 2 ly[|”
= 2(]|z[* + [|y]I*)-
Ortogonalidade

Definicao 3.1.2. Um elemento x de um espaco com produto interno X é dito ortogonal a um

elementoy € X  se
(,y) =0
Se x e y sdo ortogonais escreveremos x_1y. Similarmente, para A, B C X escrevemos x 1 A se

xlaparatodoa € Ae ALB sealbparatodoa € A e paratodob € B.

Exemplos de espacos de Hilbert

Espaco Euclidiano R"

Demonstragdo. O espaco R" € um espaco de Hilbert e escrevemos o produto interno por
() =&m + & & (3.5)

onde x = (5]) = (517"'7§n) ey = (77]) = (T]17"'7T]TL)'
De fato, a partir de (3.4)

ol = (z,2) = (&2 + ...+ &3

e a métrica euclidiana é definida por

A, y) = o=yl = @—vy—n* =[G —m)>+. ..+ (& —na)] "

Satisfazendo assim a definicao de espaco de Hilbert. E, a completeza de R foi provada anteri-

ormente. ]
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Espaco sequéncia de Hilbert ¢>

Demonstragdo. O espago (? é um espago de Hilbert com o produto interno denotado por
(z,y) =Y & (3.6)
j=1

a convergéncia desta série segue a partir da desigualdade de Cauchy-Schwarz

SOIGml < D& D Il (3.7)
j=1 k=1 m=1

De fato,

> &
j=1

=Y 1l < (| D1 D Il
j=1 k=1 m=1

uma vez que

o0
Z ’fk‘Q <
k=1

oo
> fiml® < 00
m=1

a saber que os mesmos pertencem a [ concluimos que

D &mil =D l&ml < oo
j=1 j=1

isto €, a série € absolutamente convergente. Portanto,

> &mj < oo
j=1
A norma estd definida por

|| = <x,x>1/2 — (Z |€j|2)1/2
7j=1

A completeza deste espaco se observa a partir da completeza de [P, basta considerar o caso

p:2_ D
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Exemplos de espacos que nao sao de Hilbert
Espaco (7 com p # 2

Vejamos que o espago [P com p # 2 ndo é um espago com produto interno, portanto nao
¢ um espago de Hilbert. Nossa afirmacdo significa que a norma de /? com p # 2 ndo pode
ser obtida a partir de um produto interno. Provamos isto mostrando que a norma nao satisfaz
a igualdade do paralelogramo (3.4). De fato, considerando x = (1,1,0,0,0,...) € (* e
y=1(1,-1,0,0,0,...) € (P e calculando

el = P + 117 = 27

Iyl = (11 + [—1p)" = 217
o+ yll = (L 1P + 1= 1) = (7)1 /7 = 2
2= yll = (1= 1P + L = (=D = (@) =2,

observemos que

|z +y|* + |z — y||* =8

2llz|* +1lgll*) = 2((2177)° + 279)"] = 22277 + 2/7) = 2(2.2%7) = 2(20/H) = 20/
9(2+2p)/p_

Portanto, ndo ¢ satisfeita se p # 2.
(P é completo dai, com p # 2 é um espaco de Banach que nao € um espacgo de Hilbert. O

mesmo € valido para o espaco do préximo exemplo.
Espaco C|a, b]

O espaco C'[a, b] ndo é um espaco com produto interno, portanto ndo é um espago de Hilbert.

Mostraremos que a norma definida por

ol = max o] T = [a,]
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ndo pode ser obtida a partir de um produto interno, uma vez que esta norma nao satisfaz a

igualdade do paralelogramo(3.4). De fato, se tomarmos z(t) = 1 e y(t) = (t—a)/(b—a) como

(b—a) (b—a)
(t—a) (b—1)
t) —yl(t 1-—
R e
Logo,
B (b+t—2a)| (20 —2a)| (2(b—a))
Ha:+yH—r£1€%X (b—a) ey (b—a) ey (b—a)
= max |2| =2
ted
B b—-t)] (b—a)
le =yl =max| G = = 58 5 =)
= max |1]| =
teJ
o] = ma 1] =
_ (t—a)| _ (b—a)| _
WI=nar o=l = e=a| ="
temos
lz +ylI* +llz —yl* =4+1=5
e

2(]|z]* + lyll*) = 2(1 +1) =4 # 5.

Propriedades adicionais de espacos com produto interno
Antes de tudo devemos verificar que (3.1) na se¢@o anterior define uma norma. As proprie-

dades (N1) e (N2) seguem de (IP4). De fato,

lz])* = (z,2) > 0

|z||* = (z,2) =0 < x = 0.

Além disso, (N3), € obtido através da utilizacdo de (IP2) e (IP3). De fato,

laz||* = (az, az) = o (z,az) = aa (z,z) = |af* . || z||”
Finalmente, (N4) esta incluido na
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Lema 3.1.1. (Desigualdade de Schwarz e Desigualdade triangular) Um produto interno e a

correspondente norma satisfaz a desigualdade Schwarz, como segue item a) temos
|(z,z)| < ||z| |ly||. (Desigualdade de Schwarz) (3.8)

onde o sinal de igualdade vale se, e somente se o conjunto {x,y} é Linearmente Dependente.

item b) essa norma também satisfaz
lx+yll < |lz]| + |lyl| . (Desigualdade triangular) (3.9

onde o sinal de igualdade vale se e somente se y =0oux =cycomc>0ece R.

Demonstragdo.

a) Se y = 0, entdo (3.4) vale pois (z,0) = 0.Seja y # 0.Para um escalar « temos

0 < [lz — ay|* = (z — ay,z — ay)

= (z,2 —ay) + (—ay,z — ay)

= (2 —ay) —aly,z —ay)

=(z—ay,z) —alr—ay,y)

= (z,2) + (—ay,z) — a((z,y) + (—ay,y))

= (z,2) — aly.x) — alz,y) + o’ (y,y)
= (z,2) —a(y.z) —alz,y) + o’ (y,y)
= (z,2) —a(y,z) —al{y,z) —a(y,y)]

Vemos que a ultima expressdo entre colchetes € zero se escolhermos

o Y2)
(v y)
A desigualdade restante é
(y, z)
_ HxHQ . |<l’,y>|2
lyll?
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Aqui utilizou-se (z,y) = (z,). Multiplicando por ||y||*, e transferindo o dltimo termo para o

primeiro termo e considerando a raiz quadrada temos:

2 2
[{z, )" < llzl[ ly]” = [{z, )| < ll=[ [y

. , . ~ 2 -
A igualdade mantém nessa variagdo se, e somete se y = 0 ou 0 = |z — ay|”, dai

xr — ay = 0 = x = ay que mostra a dependéncia linear.

b) Temos:
lz+yl® = (@ +y,z+y) = (z,2+y) (y,z+y)

= (z,2) + (2,9) + (y,2) + (4, )
2 2
= [l2]” + (=, 2) + (z, 9) + [lyl™-
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz
[z, 9) = Ky, 2)| < =[] [y
e pela desigualdade triangular de nimeros temos:
2 2 2 2 2
lz +yllI” < ll=ll® + 2 [z )] + [yll® < =l + 202l vl + lylI® = (el -+ llyl)?
considerando a raiz quadrada em ambos 0s membros temos
[z +yll < llll + lyll-

]

Lema 3.1.2. (Continuidade do produto interno) Se em um espagco com produto interno, x, — T
e Yy, — Yy entdo

(Tn, Yn) = (T, 9) -

Demonstrag¢do. Subtraindo e adicionando o termo (z,,, y), obtemos

(s yn) = (@, 9) ] = @0, yn) = (@0, 9) + (20, y) = (2, 9)]
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prosseguindo temos pela desigualdade triangular temos que
(@ yn) = (@0, y) + (@, ) — (@, 9)| < Kan, o — )] + (20 — 2, 9)]
Finalmente pela desigualdade de Schwarz, obtemos
[(@n, yn — )+ {20 — 2, 9)| < 2l lyn =yl + lzn — 2]l [lyll = 0,
pois, ¥, —y — 0e x,, —x — 0 quando n — oo e z,, € ¥, sdo limitadas. Portanto,
(T, yn) — (2, y) = 0,

quando n — oo, isto &,

(Tn, Yn) = (T, 9) -

3.2 Representacao de funcionais em Espacos de Hilbert

Teorema 3.2.1. (Teorema da Representacdo de Riesz-Fréchet) Todo funcional linear limitado

f definido em um espaco de Hilbert H pode ser representado da forma
f(z)=(z, z) Ve € H. (3.10)
onde z depende de f, é unicamente determinado e

zlF = 1If1I (3.11)

Demonstragdo. Iremos dividir a demonstracio em trés etapas.
1? Etapa: Representacdo do funcional.

Se f =0,de (3.10) e (3.11) temos z = 0.

Se f # 0, como N(f) € um subespaco vetorial fechado préprio de H, temos N(f) # H
e sendo N (f) um subespaco fechado, pelo teorema da soma direta (Ver Apéndice: Teorema
A.0.8) segue, H = N(f)® N(f)* e N(f)* # {0}, pois se N(f)+ = {0} terfamos H = N(f)

absurdo, logo existe 2y # 0 com 2y € N(f )L fixando um z € H, considere,
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v=f(z) 20— f(z) - x. (3.12)

Aplicando f obtemos,

fw) = f(f(x) 20— f(20) )
= f(f(x)-20) — f(f(20) - 2)

como f(x) é constante pois x é fixo, temos

fo) = f(x) - f(z0) = f(20) - f() (3.13)

e como v depende de zg € zp € N(f)* temos,

f(v) = f(x) - f(z0) = f(z0) - f(z) = 0 (3.14)
isto mostra que v € N(f), e temos que v_L 2y, pois v € N(f) e 20 LN(f), devido zy € N(f)*,

isto implica que (v, zg) = 0, com isso temos,

= (v, 20) = (f(x)z0 — f(20),20)
= (f(@) - 20, 20) = (f(20)2, 20)
= f(@) (20, 20) — f(20) (., 20)
= f(@)|lz0l]* = f(20) (x, 20)

e como 2y # 0 podemos concluir

f(z) = ﬁjﬁl ~(, 20) (3.15)
e temos,
f(ZO)z Az, ) = f<20)2 (20, )
||zl ||zl




e podemos escrever a partir de (3.10)

- 20. (3.16)
Como = € H, e ¢ arbitrério, (3.10) estd provado, isto €, temos a igualdade,
f(z) =(x, z) Ve € H. (3.17)
Observacao 3.2.1. Note que o vetor em (3.16) ndo depende de x.
2?2 Etapa: Unicidade do vetor z.

Suponhamos que existam z; e zy vetores em H, satisfazendo (/)
(I) (x, z1) = (z, 20) YV € H.

de (I) temos,

(r, z1) — (x, ) =0V x € H. (3.18)
Assim,
(x, 21) — (29, ) (x, 1) + (—22, )

= (21, T) + (—22, )

= (21 — 29, T)

= (x, 21— 2)=0V2zeH
temos

l21 = 2o||” =
Portanto,
21 = 22,

isto prova a unicidade de z.
3? Etapa: Igualdade das Normas.

Se f = 0 implica z = 0. Se f # 0 entdo z # 0 de 3.10 com z = z e da limitacdo de f
segue,

I21* = (=, 2) = f(=) < |IFIl - II= - (3.19)
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dividindo por ||z|| # 0 segue

(1) Nzl < IA1-

Vamos mostrar agora || f|| < ||z, de (3.10) e da desigualdade de Schwarz, temos

[f(@)| = [z, 2)] <[] - [[=]] (3.20)
isto implica
(LLI) supjyy -y (2, 2)| < |z,
de (I1) e (I1I) concluimos
111 = [I=]] -
]

Lema 3.2.1. Se (v, w) = (vo, w) para todo w em o espago produto X, entdo vy, = vy, em

particular, (v1, w) = 0 para todo w € X implica v, = 0.

Demonstragdo. Para todo w,
(v1 — Vg, w) = (v, w) — (ve, w) = 0. (3.21)

para w = v; — vq segue |[v; — vy|[? = 0. Assim v; — vy = 0, entdio v; = v,. Em particular,

(v1, w) =0 com w = vy, dai ||v1||> = 0, entdo v; = 0.

3.3 Teorema de Lax Milgram

Definicao 3.3.1. (Forma Bilinear) Sejam E e F espacos vetoriais. Uma funcdo

B(,) : E x F — IR é chamada de forma bilinear, quando

B(u, v + avs) = B(u,v1) + aB(u,vs); Vv, v € F,Ya € Ru € E.

B(uy + aug,v) = B(uy,v) + aB(us,v); Yui,us € E,Va € IRv €F.
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Definicao 3.3.2. (Continuidade) Sejam E, F' espacos normados. Uma forma bilinear
B(,) : E x E — R ¢ continua, quando existe um niimero real o > 0 tal que

|B(u,v)| < alul|g||v]|z; Yue E,VveF. (3.22)

Definicao 3.3.3. (Coercividade) Seja E um espaco normado. Uma forma bilinear
B(,) : E x E — IR € coerciva, quando existe um niimero real 3 > 0 tal que

B(u,v) > Bul”. (3.23)

Teorema 3.3.1. (Teorema de Lax-Milgram) Sejam H um espaco de Hilbert sobre o corpo dos
niimeros reais e B : H x H — R uma forma bilinear, continua e coerciva. Entdo dado ¢ € H'

(¢ : H — R, linear e continuo) existe (e é vinico) u € H tal que

B(u,v) = ¢(v), Vv e H. (3.24)

Demonstragdo. Primeiramente demonstraremos a existéncia, e para isto usaremos o Teorema

da Riesz-Fréchet em espagos de Hilbert. Fixemos u € H e definimos a aplicacio
H — R v+— B(u,v)

Verifica-se usando os resultados do capitulo que essa aplicacdo € linear e continua. E, pelo

teorema, existe um unico w € H tal que
B(u,v) = (w,v),v € H.

Isto define uma aplicacdo

A:H— Hur— w=A(u),
isto €,
B(u,v) = (A(u),v) ,v € H.
Afirmamos que a aplicacdo A € linear, continua e bijetora. Vejamos,
(A(uy + uz),v) = B(uy + ug,v) = B(uy,v) + B(ug,v)
= (A(u),v) + (A(uz),v) = (A(ur) + A(uz),v) ,v € H.
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Portanto, A(u; + uz) = A(uq) + A(us).

Nas mesmas linhas, vemos que A(ku) = kA(u).

Agora mostraremos a unicidade: Suponhamos que existam uy, us € H, tais que

B(ui,v) = F(v), B(ug,v) = F(v),v € H.

Da linearidade de B, segundo a primeira varidvel, temos para qualquer v € H, a igualdade

B(uy —ug) = 0.
Em particular, considerando v = u; — u9, obtemos a igualdade
B(uy — ug,u; —ug) = 0.
Da coercividade sobre B, temos que
B lluy — uz]|* =0,

portanto, u; = us.

Observemos que

IA()|I* = (A(w), A(w)) = Blu, A(w)) < alul. [ A(u)].

De onde obtemos a igualdade

[A()] < elull -

Assim, temos a continuidade.

Para demonstrara injetividade de A, primeiramente observamos que
2
A - el = [(A(u), w)] = |B(u, w)| = 5 ||ul]”

E portanto, temos a desigualdade

[A()] = B |lull -
Agora, se A(u;) = A(uz), entdo A(uy — ug) = 0, e assim
0= [JA(ur —u)|| = Bllur — ualf,

de onde concluimos que u; = us.
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Para provar a sobrejetividade, denotaremos por /m(A) a imagem de A e queremos provar
que Im(A) = H. Mostraremos que Im(A) é fechado.
Seja w,, € Im(A) com w,, — w. Existe u,, € H tal que A(u,) = w,. Da desigualdade (??),
obtemos
1 1
[ — | < B [A(un) — Alum) || = < l[wn — wi| -

B

Como {w,} é de Cauchy, temos que {u,} é de Cauchy, e devido a completude de H, exite

u € H tal que u,, — u. Agora da continuidade de A sabemos que
wy, = Au,) — Alu) = w,
Portanto, w € Im(A). Assim, Im(A) é fechado em H.
A seguir mostraremos que /m(A) e denso em H. Para isto usaremos o Teorema ??. Agora
sejav € H, tal que v seja ortogonal a Im(A), isto é,
0= (A(u),v), wue€H,

segue que,

(A(u),v) = B(u,v), ué€ H.
Em particular considerando u = v teremos
0 = B(v,v),

€ como

Bl < B(v,v) =0,

segue que v = 0. Assim Im(A) é denso e fechado em H, logo Im(A) = H. Desta forma,

obtemos assim sobrejetividade de A. Isto conlui a demonstragdo do Teorema. U
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Capitulo 4

Aplicacoes do Lax Milgram

4.1 Definicoes e Notacoes Basicas

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢des, notagdes e resultados bésicos, essenciais

para a compreensao e desenvolvimento do que serd feito posteriormente.

Defini¢ao 4.1.1. Sejam Q C IR um aberto limitado, u : Q — Re u € C?(Q), o operador
laplaciano de u é uma funcdo Au : Q) — IR definida por

_ Q%u - 0%u
Q% 9%,

Au 4.1)
onde v = (1, ...,x,) € R

Definicao 4.1.2. (Suporte de uma funcdo) Seja u : 2 — IR continua. O suporte de u, denotado

por supt(u), é definido como sendo o fecho do conjunto {x € Q;u(x) # 0}, em €, isto é,

supt(u) = {z € Qu(z) # 0} NQ. 4.2)

Uma fungdo € dita ter suporte compacto se o suporte da u for compacto, isto €, limitado e

fechado.

Denotaremos agora por C§°(£2) o conjunto das fungdes que possui derivada de todas as

ordens com suporte compacto contido (CC) em £, isto é,

Cr(Q) ={u:Q — Rue CPesupt(u) CC Q}. (4.3)



A seguir um exemplo cléssico de uma fungdo em C§°(€2) com suporte compacto.

Exemplo 4.1.1. Seja u : IR — IRdefinida por

o
wy = [ €T sl <1
0 , selz|>1.

Graficamente,

-0.1 4
Figura 3

Observemos que o supt(u) ja chega sendo zero na fronteira do conjunto {z € Q; u(z) # 0},

sendo assim, temos que supt(u) = [—1, 1].

Espacos de Sobolev

Definicao 4.1.3. Uma funcdo [ de X em IR ¢é dita X — mensurvel, se para qualquer niimero

real o, tem-se

{reX: f(x)>a}
Definicao 4.1.4.
LP(Q) = {u (0 — R: umensurvel,/ lu” < —1—00}
Q

Denotaremos por W*? o subconjunto de L?((2), definido da seguintes forma:

wkp — {u € LP(Q);% cLP(Q),j = 17"'7N}’
J
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onde denota a j-ésima derivada fraca de u, ou seja,

ua—%dx = / ——pdz, Yo € Cg° ().

A norma de u € LP(S2) é dada por

fol, = ([ o ac) "

Em particular, para p = 2, temos o seguinte espaco de Sobolev

ou

k_ k2 2 . ou
HY =W {uEL <Q)’axj

€ L3(Q),0 < |a| < k:} .

A norma de u € L?(2) é dada por

full = ( [ lutoP o) "

Nesse sentido, denotaremos por H} () o fecho do espago C5°(Q2), em H*(Q), isto &,
Hi(Q) = Cr@™,

com isso temos Wi2(Q) = HE(Q). E nosso trabalho foi desenvolvido sobre o espaco de Hilbert
Hy ().
As seguintes desigualdades sdo bastante importante na prova da existéncia da solu¢do dos

nossos problemas.

Teorema 4.1.1. (Desigualdade de Holder): Sejau € LP(Q2) ev € L1()) com % + % = 1, entdo
uw € LY(Q) e

lwoll e < Nlull g 0]l o -

Teorema 4.1.2. (Desigualdade de Poincaré): Seja ) C R aberto limitado. Entdo existe uma

constante positiva C = C (82, n) tal que

1/p
ull, < C (/ yvu|p> dz,Yu € WyP(Q),1 < p < +o0.
Q

Vu € Wy*(Q). A norma |[Vul|,» (Q) é equivalente & norma Hu||Hé ().
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Solucao Fraca
Seja Q C R™ um dominio limitado. Dizemos que u € H}(2) é uma solugdo fraca do problema
(1), quando:
a)u € H(Q);
b)

/Vqudx = / f(z)vdz, Yo € Hy(Q).

Por sua vez, u € Hj(Q) é szlugﬁo fraca do groblema (2), quando:
c)u € H(Q);
d)

/QVUVU—F/Qw):/QfU.

4.2 Os Problemas Lineares

Dado f € L*(2), Q C R™ aberto limitado, o problema

{—Au = f,emQ (4.4)

u = 0, em 09,

tem tnica solugdo u € Hy ().

No Teorema de Lax-Milgram, vamos fazer as seguintes escolhas: H = HJ (), onde Hj ()

€ um espaco de Hilbert com produto interno dado por

(u,v) = / Vu.Voudz 4.5)
Q
€ a norma
1/2
| u|| = (/ |Vu|2dx) : (4.6)
Q
E assim,
B: Hi(Q)x H}(Q) = R
(u, v) — B(u, v) = /QVUVU dz = (u,v) 11 q)

e ainda,

o: Hy(Q) =R

v— (v /f ) v dx

Agora vamos verificar se B € continua e coerciva.
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e Continuidade

|B(u, v)| =

/VuV'U dx g/\Vu.Vv]dx
0 0

sabemos da Desigualdade de Cauchy-Schwarz que

/\Vu.Vv|dx§/|Vu|\Vv|d:c
0 0

e pela Desigualdade de Holder, temos

[ 19190l d < [Vl 1900y = Ny ol
isso implica que
|1 B(u, v)| < [lull s 10l 10 -

Mostrando assim, a continuidade de B.
e Coercividade

Notemos que
2 2
Bl ) = [ [VuPds = ullyy 0
Portanto, a coercividade.

Agora, como ¢ € linear, e estudaremos a continuidade da . Note que

/Qf.vdx §/9|f.v|dx

usando a Desigualdade de Holder, obtemos
[ 1ol de < 1l Dol

p(v)] =

diante disto, pela Desigualdade de Poincaré, existe uma constante C' > 0, teremos

HfHL2(Q) HUHL2(Q) < HfHLQ(Q) C HVUHLQ(Q) :

Para todo v € Hj(Q).

Portanto, aplicando-se assim o Lax-Milgram, logo existe uma tnica v € H} () tal que
B(u,v) = QD('U), Vo € H&(Q)a

ou seja,

/Vqudx = / f(x)vdz, Yo € Hy(Q).
Q Q
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Portanto, a existéncia e € tinica a solugdo fraca u € Hj({2) do problema (1).

Dado f € L*(), Q C R" aberto, o problema

—Au+u = f,em()
u = 0, em 09,

tem tnica solugdo u € Hy ().
Inicialmente faremos a formulacao variacional do problema. E, para isto, multiplicamos a equa-
¢do

—Au+u=f,
por uma v € C§°(2, e integrando em (2, obtemos

/—Auv+/uv=/fv. 4.7)
Q Q Q

Recorrendo a Indetidade de Green: Sejam u € C%(Q) N CY(Q),v € C1(Q) e 2 C R" em

um dominio limitado com fronteira suave. Entdo:

/Au.U—I—/VUVU:/%.UdS,
Q Q o On

onde 7 € o vetor unitdrio exterior a 0f).

E, usando o fato de v € C§j°, temos que

ou
—.vdS =0,
a0 On

diante disto, obtemos a seguinte igualdade

/ —Auv = / VuVw.
Q Q
Sendo assim, em (4.7), temos

| vuvos [w= [ o

usando a linearidade da integral, segue que

/Q (VuVo + uv)de = /Q foda.

Diante disto, chamando
B(u,v) = /(VUVU + wv)dz = (u,v) . (4.8)
Q
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Agora, utilizaremos passos semelhantes aos feitos no problema (1). Entdo, pela Desigualdade

de Cauchy-Schwarz segue que
| B(u, v)| < [lully - [Jv]]; -

Logo, verifica-se a continuidade de B.

Em (4.8), fazendo v = u, obtemos
2
| Bu, u)| = [lully -
Temos assim que B € coerciva. Por outro lado, definindo ¢ : H} — R,

o(v) = /Q Fodz.

Sendo assim, ¢ € linear e continua, e ja foram verificadas no problema (1).
Portanto, aplica-se também o Teorema de Lax-Milgram. Logo, existe e € unica a solucdo fraca

u € H} () que satisfaz o problema (2).
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Consideracoes Finais

Este trabalho foi pautado em cima da teoria de Andlise Funcional, e para seu desenvolvi-
mento necessitamos passar por alguns estdgios. Dentre esses, destacam-se: a Andlise Real,
Andlise no IR", Espagos Métricos, Espagos de Sobolev, dentre outros. E, Com este estudo,
observamos a importancia desta area da matemadtica (Andlise) e onde pode ser aplicada. Diante

disto, como vimos, trabalhamos um resultado muito importante aplicado a outra drea da

matematica (Teoria das Equacdes Diferenciais Parciais).

O Teorema de Lax-Milgram, ferramenta principal de nosso estudo foi aplicando a dois
problemas lineares, onde verificou-se que ambos se estavam nas condi¢des do teorema
utilizando ferramentas de andlises funcional. Com isto, garantindo a existéncia e unicidade das

solucdes dos problemas abordados.

Sem mais delongas, tais estudos nos proporcionaram uma ampla visao das diversas dreas da
matematica, em especial da Anélise Matematica. Contudo, conseguimos alcangar os objetivos
tracados no inicio de nossos estudos. Ressaltando a distancia desta parte da matemdtica aos
cursos de licenciatura. Por fim, o proximo passo € galgar outro nivel de formacdo, dando

enfoque a brilhante drea estudada aqui.



Apéndice A

Definicoes e Principais Resultados

Definicao A.0.1. Uma métrica num conjunto X é uma funcdo d: ExE — R, que associa a
cada par ordenado de elementos x,y € X um niimero real d(z,y), chamado a distdncia de x a
Y, iSto €,

d(z,y) = ly — x|,

de modo que sejam satisfeitas as seguintes condicoes para quaisquer x,y,z € X:
dl) d(z,z) =0;

d2) Sex # vy, entdo d(x,y) > 0;

d3) d(z,y) = d(y, z);

d4) d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).

Os postulados d1) e d2) dizem que d(x,y) > 0 e que d(z,y) = 0 se, e somente se, x = y.
O postulado d3) afirma que a distdancia d(x,y) é uma funcdo simétrica das varidveis x,y. A
condigdo d4) chama-se desigualdade triangular. Ela tem origem no fato de que, no plano
euclidiano, o comprimento de um dos lados de um triangulos ndo excede a soma dos outros
dois.

Um espago métrico é uma par (X, d), onde X é um conjunto e d é uma métrica em X, ou

simplesmente denotamos por X.

Definicao A.0.2. Diz-se que o espaco métrico X é completo quando toda sequéncia de Cauchy

em X é convergente.



O Espaco Euclidiano R"

Definicao A.0.3. O espaco Euclidiano n-dimensional. Este espago é obtido se considerarmos

o conjunto X de todas as n-uplas de niimeros reais, escrito

z = (&), y = (m)

com 1 <1 < netc., e as normas definidas por

n 1/2
2y = (Zéf) = V(&2 + .+ ()2 (A.D)
i=1

llly = max {|&1}; (A2)
|z = Z &1 .. (A3)
=1

O Espaco (7

Definicao A.0.4. Seja p > 1 um niimero real fixo. Por defenicdo, cada elemento no espago (F é

uma sequéncia x = (&) = (&1, &, ...) de niimeros tal que |1|” + |&|F + ... converge; assim
D olGl < oo (A4)
i=1

e a norma definida por
o 1/p
]I, = (Z \silp> - (A.5)
i=1

O Espaco [

Definicao A.0.5. Este Espaco se considerarmos o conjunto X de todas as sequéncias limitadas

de niimeros reais, isto é, cada elemento de X é uma sequéncia real

z = (&)
tal que para todo i = 1,2, ... temos
16i] < co

onde c, é um niimero real que pode depender de x, mas ndo depende de i. Com a norma
definida por
|z =yl = sup |& — mil . (A.6)
i€IN
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Defini¢do A.0.6. Seja [a,b] um compacto em IR, o conjunto C|a,b] de todas as fun¢des conti-

nuas de [a,b] em IRe a norma definido por

I = yll = max |e(6) = ()] (A7)

Definicdo A.0.7. Uma sequéncia (x,) num espaco métrico X chama-se uma sequéncia de

Cauchy quando, para todo € > 0 dado, existe n, € N tal que m,n > 0 implica d(z,y) < €.

Definicao A.0.8. Uma base de um espago vetorial X é um conjunto b C X linearmente inde-

pendente que gera X.

Lembrando que um conjunto B C X € linearmente independente quando nenhum vetor x € X

¢ combinacdo linear de outros elementos de X.

Definicdo A.0.9. Uma sequéncia (z,),—1~ no espaco de Banach X é chamada de base de

Schauder de X se cada x tem uma representagdo uinica sob a forma

[eS)
T = E UnTn,
n=1

onde a,, € K para todon € N. A unicidade da represntacdo permite considerar os funcionais

lineares

o
x X = Kz (E aixi) = a,,

i=1
n € N, que sdo chamados de funcionais coeficientes.

A unicidade da representacdo também garante que os vetores de uma base de Schauder sdo

linearmente dependentes.

Definicao A.0.10. Um espaco vetorial X é dito uma soma direta de dois subepaco Y e Z de
X, escrevemos

X=Y®Z,
se cada x € X tem uma unica representa¢do
T=y+z,

Entdo, 7 é chamado um complemento algébrico de' Y € X e vice-versa, e Y, Z é chamado um

par complementar de subespaco em X.
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Teorema A.0.1. A reta é um espaco métrico completo.

Demonstragdo. Ver: [5]. L]
Teorema A.0.2. Toda Sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstragdo. Ver: [5]. ]
Teorema A.0.3. Toda Sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragdo. Ver: [5]. ]

Teorema A.0.4. Seja a um ponto de acumulacdo de X. Se a sequéncia de funcgoes f, : X — IR

converge uniformemente para f : X — Re, para cadan € N, existe L,, = lim,_,, f,(x), entdo
1. Existe L = lim,,—soo Ly,
2. Tem-se L = lim, . f(x)

Em outras palavras, vale limy,_oo[limy_q fr(2)] = limg_o[lim, oo fr(2)]

Demonstragdo. Ver: [2]. L]

Teorema A.0.5. Se f,, — f uniformemente em X e todas as f, sdo continuas num ponto a € X

entdo f é continua no ponto a.
Demonstragdo. Ver: [2]. O

Teorema A.0.6. (Niicleo e espaco nulo). Seja T : D(T') — R(T) um operador, onde D(T) é o

dominio e N(T) é o niicleo de T. Entdo:

a) A imagem R(T') é um espago vetorial;

b) Se dimD(T) =n < oo, dimR(T') < n;

¢) O espaco nulo N(T') é um espago vetorial.

Demonstragdo. Ver: [5]. 0

Teorema A.0.7. (Combinagao linear) Seja x1, ..., z,, um conjunto de vetores linearmente in-
dependentes em um espaco normado X (de qualquer dimensdo). Entdo existe um niimero real

¢ > 0 tal que para cada escalar o, ..., o, temos
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lonzy + ... + apxy|| > c(|arxr + ..+ apzy)). (A.8)
Demonstragdo. Ver: [9]. ]
Teorema A.0.8. (Direta Direta)Seja Y um subespaco fechado de um espaco de Hilbert. Entdo,
H=Y ®Z, (A.9)

onde 7 =Y.
Demonstragdo. Ver: [9]. ]

Teorema A.0.9. Sejam V| C V, espacos de Hilbert. Se v € Vs é tal que 0 = (v, w), w € Vj,

entdo v = 0, neste caso V; é denso em V5.
Demonstragdo. Ver: [9]. ]

Proposicao A.0.0.1. Desigualdade de Minkowski para sequéncias Sejamn € Ne p > 1,

n 1/p n 1/p n 1/p
<Z|aj Jrbj|p> < (Z ’aj\p> + <Z\bj|p> (A.10)

J=1 J=1 J=1

para quaiquer n € N e escalares aq, ..., ay,, by, ..., by.
Demonstragdo. Ver: [6]. ]

Proposi¢do A.0.0.2. (Identidade de Green) Sejam u € C*(Q) N CY(Q),v € C*(Q) e ) C R

em um dominio limitado com fronteira suave. Entdo:

/Au.v+/Vqu: @.vds,
Q Q o On

onde 1 é o vetor unitdrio exterior a 0f).

Demonstragdo. Ver: [7]. L]
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