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Resumo

A transformada de Laplace é uma ferramenta importante de resolucao de equacoes,
em particular, as que vamos abordar neste trabalho, as equacgoes diferenciais ordinarias
lineares com coeficientes constantes que envolvem condicoes iniciais e de contorno. O
método consiste em transformar equacoes diferenciais em equagoes algébricas que, em
muitos casos, sao mais simples de resolver. Neste trabalho, faremos um estudo amplo
de transformadas de Laplace, iniciando com conceitos de integrais improprias, depois
estudaremos defini¢ao e propriedades de Transformada de Laplace, em seguida faremos
estudo de transformada inversa e produto convolucao, finalizando com a formalizacao
do método para aplicar equagoes diferenciais. Vamos resolver, por exemplo, o problema
de valor inicial das vigas em que a equacao diferencial é dada por k’;%’ = -w(x) e as

condigoes iniciais sao y(0) = 0,y"(0) = 0,y(l) =0 e y"(l) = 0.

Palavras-chave: Transformada de Laplace. Equacoes diferenciais ordinarias. Aplicacoes.



Abstract

The Laplace transform is an important tool of equations resolution,in particular those
are presented in this work, differential linear ordinary equations with constant coefficients
involving initial and boundary conditions. The methods, transform differential equati-
ons into algebraic equations, that are simple to solve in many cases. In this work, we
will make an extensive study of Laplace transforms, starting with concepts of improper
integrals,then study definitions and properties of Laplace transform, then we will study
inverse Laplace transform and convolution product,ending we will do the formalization
of the method for applying differential equations. We will solve, for example, the initial
value problem for beams in which the differential equation is demonstrated by k% =

-w(x) and the initial conditions are y(0) = 0,3"(0) = 0,y(l) =0 e y"(l) = 0.

Key-words: Laplace Transform. Differential Ordinary Equations.Aplications.
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Introducao

A modelagem de varios problemas na fisica, engenharia e outras areas, sdo expressa-
das por Equagdes Diferenciais Ordindrias (EDO) ou Equagoes diferenciais parciais (EDP)
juntas com suas condigoes de contorno.

A transformada de Laplace é uma ferramenta que pode ser utilizada para um método
de resolucao de Equagoes Diferenciais Ordinarias lineares com coeficientes constantes que

envolvem condigoes iniciais, ou seja, equagoes da forma:

dn dn—! d
Un it + Qp1 Gt + o+ a5+ agy = g(x)

y(0) = 909/ (0) = ghi -y (0) = g~
Para chegarmos ao resultado de uma Equacao diferencial aplicando transformada de

Laplace, faremos basicamente trés procedimentos:

1. Aplicamos a transformada de Laplace na equacao diferencial, obtendo assim, uma

equacao algébrica.
2. Resolvemos a equacao algébrica.

3. Aplicamos a transformada de Laplace inversa no resultado da equacao algébrica e

obtemos a solugao do problema.

Na engenharia e na fisica é comum encontrarmos problemas que estao sob acao de
forgas descontinuas ou de impulsos. Podemos dizer, entao, que uma das grandes vanta-
gens em poder utilizar o método que possui a ferramenta transformada de Laplace é que,
a transformada pode ser aplicada em equacgoes quando o termo nao homogéneo for uma
fungao com descontinuidade finita (ou que sejam generalizac¢oes de fungao, como o caso
Delta de Dirac) , diferente dos outros métodos classicos como método dos coeficientes a

determinar por exemplo.



O objetivo deste trabalho é fazer um estudo sobre definicoes de transformadas de
Laplace, formalizar conceitos, relacionar integrais impréprias com transformadas e estu-

darmos Transformada de Laplace e algumas aplicacoes na fisica ou engenharia.

No capitulo 1, apresentamos Integrais Improprias que trata-se de um assunto base
para o estudo de transformadas de Laplace. Esta parte do trabalho foi embasada em [7],

porém, neste capitulo, trabalhamos um exemplo de [1].

No capitulo 2, trabalhamos a definicao de transformada de Laplace, e alguns im-
portantes teoremas e propriedades de transformadas, culminando na construcao de uma
tabela de transformadas de algumas funcoes elementares e de algumas férmulas que
geralmente sao utilizadas na construcao de novas transformadas. Aqui tivemos como
referéncia [3], [5] e [10].

No capitulo 3, apresentamos a transformada inversa de Laplace; um importante pro-
duto de funcgoes de transformadas e aplicagoes da transformada em Equacoes diferenciais.
Neste capitulo, nossas referécias sao [3], [5], [8] e [10].

No capitulo 4, apresentamos a transformada de Laplace de algumas funcgoes espe-
ciais e alguns teoremas importantes para compreensao e resolucao das aplicacoes, suas
referéncias sao [3], [5], [10].

No capitulo 5, fizemos modelagens e resolvemos equacgoes diferenciais utilizando trans-
formada de Laplace. Solucionamos modelos de circuitos elétricos baseados em [9], também
trabalhamos com modelos vibratérios que foram baseados em [10] e modelos de flexdes

de vigas que nos baseamos em [4].



Capitulo 1
Integrais Improprias

Neste capitulo inicial trataremos de integrais improprias, que de forma simples, sao
integrais em intervalos ilimitados. Este nao é o tunico tipo, porém, nesta monografia,
precisaremos apenas deste. O assunto em questao é de extrema importancia para nosso
principal objeto de estudo nesta monografia, Transformada de Laplace, uma vez que esta,
por definicao, envolve uma integral no intervalo de zero a infinito. Aqui faremos uma
revisao do assunto, porém, bem esclarecedora e rica em detalhes, para que fique bem
claro o conceito de convergéncia de integrais impréprias, que ajudara no entendimento

de Transformadas de Laplace. Este capitulo foi embasado no livro [7].

1.1 Integrais Impréprias

Definigao 1.1 Seja f integrdvel em |a,b|,para todo b > a. Definimos

70f(x)dx: lim /bf(x)dx.

b—+o0

desde que o limite exista e seja finito. Tal limite denomina-se integral impropria de f

estendida ao intervalo |a,+00).

Podemos perceber que resolvemos a integral impropria calculando a funcao definida
por integral em b e tomando o limite desse resultado. Se o limite existir, ou seja, for
finito, diremos que a integral imprépria converge. Se o limite nao existir, ou seja, for

infinito, diremos que a integral imprépria é divergente.



Suponhamos f(z) > 0 em [a,00) e que f seja integravel em [a,b] para todo b > a.
Seja A o conjunto de todos (z,y) tais que 0 <y < f(x) e x > a. Definimos a area de A

por
+oo
area A = /f(x)dx

—+00

1
Exemplo 1.1 A integral imprdpria / —dx € convergente ou divergente? Justifique.
x

1
é.rea='[+°° — dx=+ o
1 x

Figura 1.1: Area do exemplo 1.1
Fonte: Guidorizzi(1986).

~ 1 . . .
Solugao: Como — é funcao continua, logo integravel em x > 1, entao
x
“+o0o

1 b1
/ —dx = lim —dx.
i b—+o00 1 i

1

Resolvendo a integral com intervalo finito:
b
1

Tomando o limite b — +o00 no resultado encontrado,temos

b

=Inb—1Inl=Inbd.
1

dr = [Inx]

SR

+oo
1

/—daj = lim Inb= +o0.
T

b—~+o00
1

Logo a integral improépria é divergente.



L)

b

, b 1
area=fl — dx=Inb
x

Figura 1.2: Area do exemplo 1.1
Fonte: Adaptado de Guidorizzi(1986).

Figura 1.3: Area do exemplo 1.2
Fonte: Guidorizzi(1986).

+oo

1
Exemplo 1.2 Calcule / —dx.
x
1

1
Solugao: Como — ¢ fungao continua, logo integravel em z > 1, entao, pela definigao
x

1.1 temos a seguinte igualdade:
+o00 1 b ]
= lim —dx.

2 botoo | 22
1 1

b
1
Resolvendo a integral / — dx, obtemos:
x
1




Entao,

—+o00

2 b—+o0

1

) -1
= lim [—+1}:1.

-
; 5&' p—

b

[y

3 J‘b 1 d

Figura 1.4: Area do exemplo 1.2
Fonte: Adaptado de Guidorizzi(1986).

O limite existe, pois seu valor é igual a um, ou seja, finito, logo a integral impropria

é convergente.

Para o estudo de transformada de Laplace utilizaremos constantemente da definicao
Porem, acrescentaremos aqui, suas outras duas definigoes, que serao tuteis para

1.1.
compreendermos a proxima secao e entendermos a integral imprépria de modo geral

Analogamente a definicao 1.1, temos:

Definigao 1.2 Seja f integrdvel em [b,a] para todo b < a. Definimos

/af(x)dw—biimoo/af(x)d:v.
“oo b

E de forma geral temos:

Defini¢ao 1.3 Seja f integravel em [—b,b|,para todo b > 0. Definimos

+/Oof(93)d93 = /b f(z)dz + +/Oof(x)d:)3.
oo “oo b

desde que ambas as integrais do 2° membro sejam convergentes.



1.2 Funcao dada por uma integral improépria

X
Suponhamos que para todo z, / f(t)dt seja convergente. Podemos, entao, considerar a

funcao F' definida em R, dada_pogr
ﬂ@z/f@ﬁ

Fixado o real a,para todo real u
[ st = [ swe+ [ e

fazendo u — —oo resulta

7f@ﬁ:/f®ﬁ+7ﬂmﬁ

e,portanto,
ﬂmz/f@m+ﬂm,

onde

m@:/j@ﬁ

Temos que H (z) é continua e que H é derivavel em todo = que f for continua, e ainda que,
H'(z) = f(z) em todo = onde a func¢ao f for continua. Como a fungao H(x) é continua
a

e por hipétese, a integral / f(t)dt é convergente, resultard F' continua, e F'(z) = f(x)

—00

em todo z em que f for continua.

1.3 Convergeéncia e divergéncia de integrais improéprias:

Critério de comparacao.

Em certas ocasioes estaremos mais interessados em saber se uma integral imprépria

converge ou diverge e nao necessariamente em saber o seu valor. Em alguns casos,



podemos chegar a respeito sem necessariamente calcular a integral imprépria. Para tal
fim, existe um importante critério chamado Critério de Comparacao, que nos permite
concluir a convergéncia ou divergéncia de uma integral impropria através da comparagao

com outra que se sabe previamente ser convergente ou divergente.

Observamos que se f for integravel em [a,z],para todo x > a e se f(x) > 0 em

la, +00), entao a fungao
F(zx) = /f(t)dt, T >a

serd crescente em [a,4+00). De fato, se dois nimeros reais, z1 e xo, com a < 7 < X,

entao

Fla) — Flay) = /f(t)dt - /f(t)dt - /f(t)dt > 0.
a a X1
Portanto, para quaisquer valores z1,z2 em [0, +00)

r1 < 19 = F(11) < F(29).

T—+00

Segue que F é crescente em [a, +00). O lim /f(t)dt serd finito se existir M > 0 tal

xX
que /f(t)dt < M para todo x > a; caso contrério, serd infinito.
a

Teorema 1.1 Critério de Comparacao. Sejam f e g duas fungoes integraveis em

la,b], para todo b > a, e tais que, para todo 0 < f(z) < g(z). Entdo

+oo +oo
a)/ g(x)dz convergente = /f(x)d:c convergente.

+o0o

+oo
b)/ f(x)dx divergente = /g(:v)d:v divergente

a

Demonstragao:
b 400

a)Sabemos que blim /g(x)dx é finito, pois, por hipdtese, / g(x)dx é convergente. De
—+00

a

0 < f(x) < g(x), para todo = > a, resulta

b 400

/f(x)dxg/bg(x)dxg /g(a:)da:

a a



b b
sendo F(b) = / f(z)dz crescente e limitada, resulta que lim [ f(z)dz serd finito e,

b——+oo
a a

+oo
portanto, / f(x)dx serd convergente.

a
b) Como b é contrapositiva de a, logo, b também é verdadeiro. [ |

if

| a

+ oo oo
fa g (x) dx convergente = f+ f (x) dx convergente
a ;

f+ = f (x)dx divergente = f; “g (x) dx divergente
a

Figura 1.5: Critério de Comparacao.

Guidorizzi(1986)

A figura fornece uma interpretacdo geométrica para o teste da comparacao:
+0o0

a)Se a integral imprépria /g(x)dx em [a,+00) convergir, ou seja, se a area é finita,

a
—+00

entdo a drea sob o grafico de f(z) no mesmo intervalo, / f(z)dz, também serd finita,

a
logo convergente, pois seria incoerente ter uma area infinita dentro de uma area finita.
“+o0o

Porém, se a integral imprdpria / g(x)dx em [a,+o00) divergir, ou seja, possuir &rea

a
—+00

infinita, nada poderemos afirmar sobre a integral / f(z)dz.
. a
Seguimos com o mesmo raciocinio para a explicagao de b.
“+o0o
b) Se a integral imprépria / f(z)dz divergir, ou seja, sua drea for infinita, entdao a

a
—+00

integral / g(x)dx que tem &rea maior, também ird divergir. Porém, se a drea menor for

a
+0o0

finita, ou seja, / f(x)dx divergir, nada podemos afirmar sobre a area maior.

a



+00
Exemplo 1.3 Verifique que / e dy é convergente.
1
Solugao:
O problema estd em nao conseguirmos resolver a integral imprépria da fungao g(x) =
172

e~ " utilizando o passo a passo dos exemplos 1.2 e 1.1, ou seja, calculando a integral

da fungao g(z) = e~ no intervalo finito para depois tomarmos o limite do resultado.
Logo, vamos utilizar do critério de comparacao para verificarmos se a integral impropria
converge ou diverge. Vamos proceder da seguinte forma: Chamaremos a area da integral
acima de A e vamos tentar de alguma maneira comparar a drea A com outra de alguma
fungao f(x) que ja conhecemos a integral. E importante nos atentarmos somente para o

que acontece com as fungoes em x > 1.

Vamos supor que A seja menor que a area da tal funcdo f(z) , representada por
+oo

/ f(x)dz, com e~ < f(z) para todo = € [1,400). Vamos considerar agora a regiao
1

que estd entre o grafico da fun¢ao f e o eixo x em [1,400). Percebemos que da forma
que a funcao f foi escolhida, a regiao A estara dentro da regiao que esta entre o gréfico
da fungao f(x) e o eixo x. Suponhamos que estd drea seja finita.

Se a drea da regiao de f(z) for finita, entao, pelo Critério de comparacao, a area da
regiao de g(x) também serd finita. Devemos, entdo determinar uma fungao f(z) tal que
et < f(x). Temos, x*> > v = —1x? < —x, para todo z > 1.

£E2 x

< e . Logo, tomaremos f(x) = e™* como a

+o00

Como e > 1, podemos concluir que e~

funcao f(x). O que precisamos fazer agora é calcular / e "“dx, se possivel. Vejamos:

1

+o00 b
e “dr = lim e “dx, como e~ * é funcao continua em R,
b—+o00
1 1
b
. —z . —b —1 . _1 1
= lim [—e } = lim [—e +e }zhm — +- .
b—+o00 1 b—+o0o b——+o00 e e

10



+oo
— 2 _ — ~ e s . ~
Como e < e, sendo que / e~ “dx converge, entao pelo Critério de Comparacao,

1
+0o0

. 2 .
podemos concluir que / e " dxr também converge.

1

“+oo
3

xt+3

Exemplo 1.4 Verifique que a integral impropria / dx é divergente.

1

I3

1
Solucao: Temos que = —.
¢ 4 +3 =z

1
14 m% xt+3 4%
Observamos, ainda, que % é continua em [1, +00), logo integravel no intervalo, entao pela

1
> 1 e, portanto,

definicao 1.1 de integrais impréprias, temos:
b b

400

1 1 /1 1 1

/—d:z:: lim —/—dx:— lim Injz|| == lim Inb—Inl = +oc.
4x b—+oo 4 x 4 b—+oo 1 4 b—+o0

1 1

—+00

+oo
1 3
Logo, a integral / 4—dx diverge, e pelo Critério de Comparagao segue que / dz
x x
1

1
também diverge. [ |

+oo
Definigao 1.4 (Convergéncia absoluta.) A integral impropria / f(z)dz € chamada

+oo
de absolutamente convergente se / |f(x)|dx converge.

+o0
Teorema 1.2 Se f ¢ integrdvel em |a,b],para todo b > a e / |f(x)|dz converge,entdo
+o00 ‘
/f(a:)dx convergird.

Demonstracgao: Para todo = > a, temos o seguinte:

flz) < |f(2)],

11



somando |f(z)| ambos os lados da desigualdade

0 < flz) + flof < 2[f(2)].

Sendo esta tultima desigualdade, necesséria, pois, para usar o Critério de Comparacao as

fungoes envolvidas devem ser maiores ou iguais a zero.
+00 +o0

Por hipdtese, / | f(z)|dx converge, entao pelo critério de comparagao / f(x)+|f(z)|dx
a a

também converge. Temos:
b

/ f()de = / 1 @)+ (@) — |f(@)]] dz = / @)+ fla)de - / 1 (@)|dx

a

+o0o +oo
Como / |f(z)|+f(x)dx e / | f(z)|dz sdo convergentes, a diferenga dessas duas integrais,

b
serd um numero, portanto, a integral / f(x)dx também é convergente. |

a

+oo
Exemplo 1.5 Verifique se a integral impropria / e "sin® zdx € convergente ou diver-

0
gente.

Solucao: Primeiramente vamos tentar encontrar uma fungao que seja maior ou menor
que e~*sin® z para utilizarmos o critério de comparacdo. Partiremos do fato da funcdo
sin z ser limitada:

|sin®z| <1& —1 <sin®z <1

mutiplicando todas inequacoes pela fungao e™*, teremos

—e T < sin® r.e”® <e " ou |Sin3 x.e*x| < e ?

Conseguimos encontrar uma funcao que é maior que o valor absoluto da funcao inte-
+oo
grando. Vamos verificar se a / e “dx converge ou diverge.

0

+oo b

/ e “dr = lim e “dx, e obtendo a funcao integral em b:
b—+00

0 0

b b
/e‘xdaz =€ =—et+el=—+1

0

0

12



+oo
Tomando limite no valor obtido, e %dr = lim —e’+1=1.
b——+o0
0
+00 +oo
Como / e “dxr é convergente, entao pelo critério de comparacao, / | sin® z.e"|dx

0 0
“+00

também sera convergente e pelo teorema 1.2 de convergéncia absoluta, / e " sin® xdx

0
também converge. [ |

Exemplo 1.6 A integral abaizo é convergente ou divergente?

“+o00

sinx
dz.
T

1

Solugao:
Vamos resolver usando o método integral por partes, cuja formula é [udv = uv —

1 1 )
f vdu. Chamaremos ©u = — = du = ——2dx e dv =sinxdr = v = —cosz. Escrevendo a
T T

integral na forma / udv, temos:

b

b . , , b 1
— t
/—sin:cda:: {_(_COS@} _/__2(_COS$)CZ$= €08 +cosl—/coszxda:.
v x 1 z b T
1 | /

cosx‘ 1

“+oo
1
Paratodoz > 1,0 < ‘ < —. Temos que / —dx ¢é convergente, pois,
x x

22
1
b b 400
1 1 -1 1 .o —1 . o
—dr = —— = — +1, logo —dx = lim — +1 = 1, entao, pelo critério
T x|, b T b—+oo b
1 1
+oo
. cos T ) ) _
de comparacao ‘ = )dx, também sera, e, portanto, pelo teorema 1.2 a integral
1
+oo
cost ., . . cosb .
-—dx ¢é convergente. Agora vamos verificar se o limite de 2 existe.
x
1
. cosb o1 . .1 , o
Temos que lim —— = lim —.cosb = 0, pois, lim — é 0 e cosx é funcao limitada,
bstoo b b—+o00 b—+o0 b

portanto, pelo teorema do anulamento, o limite do produto dessas fungoes com b — +o00

¢é igual a zero, resultando
+oo +oo +oo

sin x cos T . sin x )
dxr = cosl — dx, ou seja, ——dx é convergente.
x

T 2
1 1 1

13



Exemplo 1.7 A integral abaixo € convergente ou divergente?

—+00

sinx
dx.
T

1

Nao faremos o calculo deste exemplo, pois o que nos interessa aqui, é somente saber se

a integral converge ou diverge. Porém, resolvendo o problema, chegaremos a conclusao
+oo

. sin x A
de que a integral / dx é divergente. Com o resultado, podemos perceber que
x
1
+0o0 “+oo
_ sinx L sin x . .
o fato da integral dx convergir, nao implica dx convergir, ou seja, a
reciproca do teorema 1.2 nao é verdadeira. [

14



Capitulo 2

Transformada de Laplace.

2.1 Transformadas de Laplace.

A transformada de Laplace é um operador importante de resolucao de problemas com
valores iniciais . O método consiste em resolver estes tipos de problemas, exibindo-os
em termos de fungoes elementerares, ou seja, sem precisar fazer calculos de derivadas e
integrais para chegar-se na solucao geral.

Neste capitulo apresentaremos os conceitos de Transformada de Laplace e suas proprie-
dades.

Definicao Basica: Uma tranformada integral é da forma

/b K (s, ) f(z)dz

onde, K (s, ) é uma fun¢do chamada de nicleo da transformada. Os limites de integragao
e o nicleo da transformada sdo dados. A transformada de Laplace de uma funcao f(z),
denotada por £{f(x)}, trata de uma integral com f(z) definida em = > 0 e com o nicleo
k(s,x) = e **. Isto é,

+oo b

L{f(x)} = / e f(x)der = lim e f(x)dx.

b—+400 0
0

Quando o limite existir para apenas alguns valores da variavel s, diremos que a integral

imprépria converge, e quando nao existir, diremos que a integral imprépria diverge.

15



Algumas vezes, para agilizar a notagao, denotaremos por letra mintscula a funcao a
ser transformada e a letra maitscula correspondente para denotar sua transformada de

Laplace; por exemplo,

£{f(x)} = F(s), £{g(2)} = G(s), £{y(x)} =Y (s).

Definigao 2.1 (Transformada de Laplace) Dada uma funcio f(x) definida no in-
tervalo [0, +00), definimos a sua Transformada de Laplace, F(s), por:

+0o0

F(s) = £{f(2)} = / &% f(2)dr, 2.1)

0

supondo que a integral convirja pelo menos para algum valor de s.

Quando convergir a integral impropria,o resultado sera uma funcao de s. Vamos obter

algumas Transformadas basicas.

Exemplo 2.1 Calcule £{1}.

“+oo b
Solugao: £{1} = /e‘“’(l)dz = lim [ e *dx
b—+o00
0 0
—e 5% b —e 041 1
= lim = lim —— = —, quando s > 0.
b—+o0 S 0 b—+o0 S S

Em outras palavras, a transformada de Laplace de f(x) = 1 ird existir quando o
expoente —sb for negativo, pois, quando b — +oo teremos e~** — 0 e restard apenas

1

~. Quando s < 0 o expoente —sb serd positivo e e~
s

— +00 quando b — 400, logo a

transformada nao ird exitir.

Exemplo 2.2 Calcule £{z}.

Solucgao: Pela definicao 2.1 temos:

+00 b
£{z} = | e *Fxdr = lim | e *xdx.
b—+o00
0 0

Vamos resolver integrando por partes. Chamaremos u = = du = dz e dv = e™** =

16



—SsT

—e
. Colocando na forma / udv, temos
s
b b
L
/e‘“xdx = — —|— —/e dx, entao,
s
0

0
—+00

_ e~ sb v _ _ e 1
e ¥xdr = lim | — +-— [ e**der= lim (-b + —£{1}.
b—+o0 S S b—+o0 S S
0 0

—S8T

O limite dos produtos de fungoes é igual a zero, pois lim e

= 0 e b é uma funcgao limi-
b—+o0
—sb

. . ~ ~ . €
tada, veremos o motivo na proxima secao, entao pelo teorema do confronto bhm —b =
—+00 S

0. Dai, usando o exemplo 2.1:
+oo

11 1
/ Prde = —.— = —.
ss s

0

1
Portanto, £{z} = —. |
s

2.2 Condicoes suficientes para existéncia da Trans-

formada de Laplace de uma funcao.

Nem sempre a integral ird convergir, logo, nem sempre existird a Transformada de La-
place de uma funcao. Demonstraremos que as seguintes condigoes garantem a existéncia

da transformada de Laplace:

e f(x) é continua por partes em qualquer intervalo limitado de [0, 4+00) e
e ¢ de ordem exponencial para z > T

Definigao 2.2 (Fungao continua por partes.) Uma func¢do é continua por partes ou
seccionalmente continua sobre um intervalo [a,b] se pudermos dividir [a,b] num nimero
finito de subintervalos em que f(x) € continua no interior de cada um desses subinterva-
los, e a fungdo f(x) tende a um limite finito quando x tende para as extremidades desses
subintervalos. Por isto, observe que f(x) ser continua, implica que € seccionalmente

continua.

17



Defini¢ao 2.3 (Ordem Exponencial) Dizemos que uma fun¢do é de ordem exponen-

cial k sobre [0, +00), se existem nimeros M, T >0 e k € R tais que
|f(2)] < MeM (2.2)

para todo x > T.

As classes de funcdes que atendem as defini¢oes 2.2 e 2.3, denotaremos de funcdes ad-

missiveis.

Teorema 2.1 (Condigoes Suficientes de Existéncia) Seja f(z) uma fungdo secci-
onalmente continua em [0,400) e de ordem exponencial k, entdo, a transformada de

Laplace existe para todo s > k.

Demonstracao: Como a fun¢ao f(x) é continua em intervalos , e** f(x) sera integrével

em qualquer intervalo finito sobre o eixo x e da definicao 2.1, temos

6—(s—k)x

botoo §—k

+oo +oo +o0
| £{f(x)}] < / le™* f(x)|dx < M / e e dy = M / e TRTdy — — M lim
0 0 0

o—(s=k)b  o—(s—k)0 1 e .
—M lim — =M (—— | para s > k. Logo, por M / e e dx
b—too \ s —Kk s—k s—k
0
“+oo
ser convergente, temos pelo teorema 1.1 de Critério de Comparagao que / le™* f(z)|dx

0
+oo

também ¢é convergente, e ainda pelo teorema 1.2, / e ** f(x)dx convergente absoluta-

0
mente.

Portanto, para fungoes admissiveis a integral imprépria converge absolutamente e tem a

estimativa

M

F(s) <

(2.3)

Coroléario 2.1 Se f(z) € uma fungdo admissivel, sua integral

o(z) = / f(r)dr (2.4)

também é admissivel com a mesma ordem exponencial k. Logo a transformada de Laplace

de g(x) existe também para s > k.

18
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Demonstracao: De (2.4) temos,

Mszﬂmh$MM§/Wﬂw

Como f ¢ de ordem exponencial, isto é, |f(7)] < Me*™ = / |f(r)|dr < M/edeT, isto
0 0

ool < [elar<ar [emar <] <on (G- 5) =5 e
k1, k k k
0 0
Portanto,
M
lg(x)] < ?6'” < cetT,
M
fazendo - = -

Vamos fechar esta secao mostrando um importante teorema, que garante que se duas
funcoes tém a mesma transformada de Laplace, entao estas fungoes sao iguais quase

sempre, ou seja, irao diferir apenas nos pontos de descontinuidade.

Teorema 2.2 Se f(x) e g(x) forem fungoes admissiveis em [0, +00) tais que £{f(x)} =
£{g(x)} para s > sg, entio f(x) = g(x), exceto possivelmente nos pontos de desconti-

nuidade.

Demonstracao: Definindo h(z) = f(x) — g(x), temos que a transformada de Laplace
de h(z) é igual a diferenca das transformadas de f(x) e g(x), que sdo iguais por hipétese,
entao, utilizaremos a seguir uma propriedade chamada de linearidade que veremos na
proxima segao, £{h(z)} = £{f(z)} — £{g9(z)} = 0, para s > sy3. Supondo h(x) continua,

segue-se que

+0o0
H(sg+n) = / e~ (0T h(7)dx, paran =1,2,3,...
0
+oo +oo
= / e e h(x)dx = / e "' (z)d,
0 0
onde v(z) = [ e *7h(7)dr. Integrando por partes a integral acima, chamando de
0
u=e" = du=—ne "dr e dv=1'(r)dr = v =wv(x),0btemos:
+00 b +oo
/ e " (z)dx = lim e "v(z)| +n / e "u(r)dr =
b—+o0 0
0 0
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= lim (e ™v(b) — e "%(0)) +n / e "u(x)dx = 0.

b—+o0
0
Pelo o fato de blim e™ =0, n > 0, e vser uma funcdo admssivel, implicando
—+00
lim (e ™v(b)) =0, e ainda v(0) = 0, temos:

b—-+oo
+o0
/ e "v(z)dr =0 n=12,.. (2.5)
0
E importante observamos que nos pontos onde h(z) é continua, v(x) é derivdvel e o/ () =
e *%h(x). Logo se provarmos que v(x) = 0, teremos consequentemente v'(x) = 0 =
e %%h(x) e seguird que h(x) = 0. Em (2.5) faremos mudanca de varidavel, chamando
r=—Int = dr = —1dt e v(z) = u(t) = v(—1Int) = u(t) e entdo teremos, quando

r=0= —Int =0,logot =1e quando * - +00 = —Int - +oc entao t = 0 e a
0

1
integral fica da forma — / t(”’l)u(t)zdt e usando propriedade de integral invertemos os

1
limites de integracao.

1
/t(”_l)u(t)dt = 0. n=1,2,3,. (2.6)
0
1
Com n =1 temos, /u(t)dt =0

0
1

Com n = 2 temos, /tu(t)dt =0

0

Observamos que a forma geral de um polindémio é

p(t) = apt™ + an 1 t" P+ .+ art +ag = u(t)p(t) = u(t)[ant™ + a1 t" 7+ .+ art + ag),

logo
1 1 1 1
/ /ant"u dt—l—/an () dt + —|—/a1tu dt—O—/aw(t)dt
0 0 0 0 0
1 1 1 1
= an/t"u(t)dt+an_1/t"‘lu(t)dt~|—...+a1/tu(t)dt+/agu(t)dt
R 0 0 0 0
Por (2.6), 0 0 0
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Temos entao que

/t("1>u(t)dt =0= /p(t)u(t)dt =0 (2.7)

para qualquer polinémio p(t). Agora, utilizando o Teorema de aproximagao de Weiers-
trass ( para enunciado, vide .1 do apéndice) que diz que qualquer funcdo continua wu(t)
num intervalo fechado, digamos [0, 1], pode ser aproximada uniformemente por um po-

linémio p(t) tal que

para todo t € [0, 1].

Logo
1 1

/|u () [2dt = /( (t)—p(t))th:/( ) dt—2/ dt+/ Vdt < .

0 0

Utilizando (2.7) na segunda integral do segundo membro, obtemos
1 1 1 1

[ 1o = pio)fae = [ue)ae+ [ oy [ )z

0 0 0 0
1 1
para todo e > 0. Como |u(t)—p(t)| < & = |[u(t)—p(t)|* < e* = [ |u(t)—p(t)]?dt < [ 2dt,
0 0
1 1

= &2 o que implica 2 > /\u(t) — p(t)]2dt > /(u(t))th, logo,
0

1 1
onde [edt = £
0

0
obtemos

/1(u(t))2dt < ¢?

1

/(u(t))th =0

0

j(u(t))zdt =0

consequentemente o integrando s6 pode ser u(t) = 0 para todo ¢ € [0,1]. Como u(t) =

0 = v(z), entdo v(z) = 0 = v/(z) = 0 e v'(x) = 0 = e *°%h(x), como e 0% # 0,

para todo € > 0, o que implica

e entao, chegamos a conclusao por
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concluimos que h(z) = 0.

2.3 Propriedades da Transformada de Laplace

2.3.1 Linearidade da Transformada de Laplace.

A linearidade é uma propriedade muito importante de transformadas, pois é indis-
pensavel para resolucoes de equagoes através de transformadas. Se nao fosse a proprie-
dade de linearidade, quase nem daria para resolvermos equacoes e seria possivel somente

) s

para alguns casos.

Teorema 2.3 (Linearidade) Sejam f e g duas fungdes que possuem transformadas de

Laplace, entao:
£af(x) +bg(x)} = a{f(x)} +bL{g(z)} (2.8)

com a,b constantes.

Demonstracao: Segue direto da definicao de Transformada de Laplace e da propriedade

de integral que:
+00

£af@) +bg(@) = [ e laf(@) +byla)ldo

—a / e~ f () + b / e g(z)dx

0 0
= at{f(z)} +bL{g(x)}. o
Exemplo 2.3 Calcule a Transformada de Laplace de f(x) = a+bx com a,b constantes.

Solugao: Pela definicao 2.1, temos

L{f(x)} = £{a + bz} e por teorema 2.1

=af{l} +b£{x}

Como jé calculamos nos exemplos 2.1 e 2.2 as transformadas £{1} e £{z},temos

1 1
=a.—+b—. [ |
S 52
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2.3.2 Transformada de Laplace de Derivadas.

Para resolvermos problemas de valores iniciais usando Transformadas de Laplace,
além da linearidade, precisamos saber calcular transformadas de derivadas. Deduziremos
a férmula geral partindo da transformada da deriva primeira de f(z). J& sabemos pelo
corolario 2.1 que se f(x) é admissivel, entao, f'(z) também ¢é admissivel f(z). Segue

direto da definicao de tansformada de Laplace 2.1:

+oo

£{f ()} = / " f(2)de,

integrando por partes, chamaremos u = e ** = du = —se *"dx; dv = f'(x)dx = v =

f(z), e colocando a integral na forma f0+°° udv, temos:

+oo b

£{f'(x)} = /e_smf/(x)dx = lim e f(x)dr =

b—+00 0

0
- bggrnoo ¢ f(l')

, b
+ / f(zx)se**dx
0
0

b——+oo

b
= lim | e **.f(b) — e’f(0) + s / flz)e**dx
0

Como lim e ® =0e|f(b)| < Me* com M,k > 0, entdao lim e *f(b) = 0.

b——+o00 b—+00

Logo,

—+00

£{f(@)) = / e~ f(x)dx — £(0). (2.9)

Supomos que f(x) seja diferencidvel duas vezes e temos mais uma vez pelo corolério 2.1
que f”(z) é admissivel, pois esta é a derivada de f’(z) que é fungdo admissivel. Para
obter a transformada da derivada segunda,vamos aplicar a regra da derivada primeira.
Chamando f'(z) = g(z) = f"(x) = ¢'(x), temos

L{f"(z)} = £{J'(z)}, como ¢'(z) é fungao admissivel,

£g'(@)} = 5 [£{g(2)} - 9(0)].

Voltando a fungao original f(x)

(@)} = s [£{f'(2)} = F(O)] = s [s£{[(x)} = F(0)] = f'(0)
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Portanto,
£{f"(x)} = s L{f(x)} = sf(0) — f'(0) (2.10)

Analogamente

£{f(@)"} = " £{f(2)} — s*f(0) — s1'(0) — f"(0), (2.11)

e por indugao chega-se a formula geral
L{fM (@)} = s"£{f(x)} = s"7Vf(0) = s" 2 f1(0) — ... = f"7D(0) (2.12)

Teorema 2.4 (Transformada de Derivadas.) Se f’, f", f", ..., f®™=Y forem continuas

em [0, +00) e de ordem exponencial, e se f™ for continua por partes em [0, +00), entdo

L{ M (@)} = " £{f(2)} = sV F(0) = "7V F(0) = . = fUTH(0).

2.4 Tabela de transformadas

A tabela a seguir serd constitiida de Transformadas de Laplace de algumas funcgoes
selecionadas. As demonstracoes das transformadas das fungoes da tabela, seguem essen-

cialmente da defini¢ao 2.1 .
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Funcao Transformadas
(a) k z

1
(b) x 2

n!
(c) @ s"+1
(d) et S_k,s>/{:
(e) efsenwx = kz)uz e Il k
(f) e coswx G _8152]:_ 5> k
(g) e*sen hwx = k;Uz — 5> k
(h) €*® cos hwx G _Sk;k_ ikl k
(i) e [Acoswz + AEFBgen wr] G 142; fw2,3 > k
(j) €' [Acoshwz + 4EEE sinh wz| (s—ASk')—tfuﬂ’ s>k
(k) z"er” W, s>k
(1) =557 > s>k
(m) f'(z) s£{f(x)} — f(0)
(n) f"(x) s*£{f(x)} — sf(0) — f'(0)
(o) e f () F(s—Fk)

I 5

(®) /(o) ;)
(q) [ f(r)dr %F(S)—ioff(T)dT
(r) 2" f(x) (—1)" 5 (F(s))

Tabela 2.1: Tabela das principais transformadas.

()£ (k) ="

+oo

0

—+00 b

Demonstracao: £{k} = / ke **dx , pela propriedade de linearidade

ez b
—k / e dr = lim k / ke "dy = lim k<
b—+o0 botoo  —S$ |
0
—s.b —s.0
lim k(e _ )_E, 5> 0
b—+00 —S —S S
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(b)£{x} = 5.

400 b
Demonstragao: £{r} = [ e *xdr = lim [ e *zdx
b—+4o0
0 0

b
Resolvendo / e **xdx por integracao por partes, chamaremos v = ¢ = du = dx e
0

—S8T

€ ,
dv = e %% dx = v = , dai

. b
=
Tomando o hmlte

e—sb 1 e—sb 1 e—s.O
= lim (b. ) + lim <—.— - - )
b—~+o0 —S b—4+o0 \ § —S s —S8

—SZ'

—S

—sb

Como b é fun(;éo de ordem exponencial e lim e~*® = 0 entdo, lim b — 0, logo
b—+o0 b—=+o00 —S
£{z} = =,s > k. [ |
" n!
(©£{r") = .
“+oo 1 too “+o0o
Demonstragao: £{z"} = / eTady = ——e~"| 1 / e St =
s s
0 0 0
“+o0o
- / e~"tn 1t
s
0
ou seja, pela defini¢ao 1.1
L™y =LY, n=1,23..
s
Temos , £ {1} =1 / s, assim, por interacao, temos:
£{x} = —£{1} = —2
2 1 2!
L{z*} = —£ tb=-(=|=—=
a7} = Lt} = 3 2) ==
3 1 3!
L ="£{ == ) ==
@ =tom =2 (5) -5
Podemos concluir ,a partir desses resultados a formula geral:
n N n [(n—1)! n!
L{z"} = —£{2"'} = — = )
R = P
[ |

(@) £{c) =
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+o00o b
Demonstragao: £{e"*} = /esx.e’“d;p = lim /e(sk)xdx

b—+o0
0 0
“(s—k -1 1
= lim e (s %o = ,se s> k. |
bostoo  —(s—k) s—k
(e)£{e** sinwz} = L, s> k.
(s — k)% + w?
400 b
Demonstragao: £{e" sinwz} = / e et sinwadr = blim /e(s’“)m sin wxdx
—>+00
0 0
Vamos resolver a integral
b
/e(“”k)z sinwzxdx (2.13)
0
utilizando o método integral por partes. Chamaremos u = sinwx = du = w coswxdzx e
dv=e 7R = ¢ = _e*;s::&‘ Escrevendo (2.13) na forma /udv, temos
b b
. ef(sfk)x b ef(sfk):r
/6_(5_ )7 sinwadr = —sen wx +/ w cos wrdr=
(s—=k) |, (s — k)
0 0
b
—(s—k)x |b
— —senwzs Y /e_(s_k)x cos wxdzx (2.14)
(s—k)|, s—k
Aplicaremos mais uma vez o método de integral por partes, porém na integral
b
/ e~ 7R coswadz. (2.15)
0
e—(s—k)ac
Chamaremos de u = coswzr = du = —wsinwzdzr e dv = e Rl = v = — k
8 —
entao,
b
. e—(s—k)ax b e—(s—k)x
/e_(s_ ) coswrdr = — cos wz T /—kw sinwxdx. Substituindo os va-
s—Fk |, 5 —

0 0
lores encontrados (2.14) e (2.15) em (2.13), fica:
b

/e_(s_k)x sinwzdr =

0

b
' e—(s—k):r: b N w 6—(s—k)x b / 6_(S_k)l' . 4
= —sinwzx — COSWZT — | —————wsinwzdx
—(s—k)|, s—k s—k |, s—k
0
O P w R T g
= —sinwzx - coswrxe VTV — ———— | 7T Tginwadx.
—(s—k s —k)? s —k)? /
=Rl = oGP
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Vamos fazer as contas para explicitarmos a integral (2.13) no primeiro membro da igua-

dade acima:
b

2 —(s—k)z |b b

/e(sk):v sin wzdzx (1 + —(S I_U k)2> = —sin wxis — k;) ) — (s iUk>2 cos wre~ k= 0
(s —k)° e~(s=kp e w . w .
= (5= k) + 02 —senwb G F) +smO(S vy — TE cos whe~ M 4 mcosoe

Chamaremos (SE‘Z_)—Q:UQ de C para facilitar as contas e tomaremos limite na igualdade

acima, ficando:
+oo

/ e~ =R gin wardr =

0

—(s—k)b 0
e e w w
T o . . —(s—k)b 0
= bggloo C ( sin wb—<s s + smO(S Sy S oy R E cos wbe + —(s ) cos Oe )
Como seno e cosseno sao fungoes limitadas e blim e (7Rb — 0, pois s > £k,
—4-00
—(s—k)b
lim —sin wb6 =0e lim v cos wbe™ 7R =
b—+o00 (s — k) b—+oo (s — k)2
Entao,
+oo ( k)Q
—(s—k)z de = C w _ S — w
/6 O = s TR T (s— k)2 +w? (s — k)2
0
Portanto,
—+00
L{ek* sinwz} = / e~ sin wadr = (s—k’)ﬁ’ s> k. [

0

kx _ s—k
(f)£{€ COS’(UZ'} = —k)2tw?
Demonstracao: Algumas integrais que aparecerao nesta demonstragao foram feitas na
demonstracao (e), logo vamos ser mais diretos colocando apenas os resultados das mes-

mas quando surgirem.

400 b
L{ek® coswr} = / e ek coswadr = lim [ e coswadz
b—+o00
0 0
Temos
b b
ef(sfk)z b w
/e_(s_k)g’ coswxdr = — coswx - /e_(s_"’)msen wrdr =
s—k |, (s—k)
0 0
e (s=k)z |® w (s — k)2 w
= — coswx — : =
s—k |, (s—k) \(s—k)?+w? (s—k)?
b e(s_k)b 60 'I.U2
= — cosb. 0 = —
B Ty R Py R OO (CE DR



—k)[(s = k)2 +w? —w*(s — k) _

_ (s—k) s—k B
(s —k)2(s—k)24+w?
s—k
= k
(s — k)2 + 25~
Portanto,
+o0o 2
L{e* coswz} = / e ek coswadr = m,s > k.
0
(g) £{e" sinhwz} = R s> k.

x —T

et —e
SR
Utilizaremos (d) da tabela 2.1 £{¢"*"} = _L- para realizarmos a demonstragao.

wr __ ,—w (kHw)x _ (k—w)x
L{e" sinhwx} = £ {e’” <%)} =£ {6 5 c }, usando (2.8)

= % (f{e(mw)x} _ £{6(k—w)a:}) _

Demonstracao: A fungao seno hiperbdélico é definida por: sinh (z) =

1

: ) 2 s—(k‘+w)_s—(k‘—w)
_1 s—k+w—(s—k—w :1 2w

2 ((8—(1€+w))(8—(1€—w))) 2 ((s—k—w)(s—k—l—w))

B w B w
s2—2ks —w? + k2 (s— k)2 —w?
portanto,
w
L{e*sinhwr} = ————, ara todo s > k.
(h) £{e** coshwx} = sk s>k
(s — k)% —w?’ '
Demonstracao:
_ P : e’ et
A func@o cosseno hiperbdlico é definida por : cosh (z) = 5
Utilizaremos (d), £{e**} = Sik, para realizarmos a demonstracao.

£{ekx cosh wx} — £ ekz M _ e(ker):p + e(kfw)x _
2 2
Usando (2.8)
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7?111‘ 1
£{€ ( )} §(£{ek+wx}+£{€k w)r})
1 1 1 s—ktwt(s—k—w) \ _
2 \s—( k:—i—w —(k—w)) 2\(s=(k+w)(s—(k—w)))
1 3—2k B s—k B s—k
2\(s—k—w)(s—k+w)) s2—2ks—w2+k? (s—k)?—w?
portanto,

—k
£{ek“" cosh U}I‘} = (3—8]{3)—2—'11]2’ para todo s > k
|

(i) £{e"** [Acoswx + 4B sinwz]} = (S_Akf)%, s> k.

Demonstragao: Usaremos nesta demonstracao propriedade de linearidade e as trans-

formadas das fungoes (e),(f) da tabela.

Ak+ B Ak+ B
+ 2 nws } = AL{e” coswa} + J

£{e* | Acoswa + £{e" sinwa}=

“A(ewrrm) o () -

 As—Ak+Ak+B = As+ B ok n
o (s—k)2+uw? _(s—k)Q—i—wQ’S '
Ak +B As+ B
. kx —
(J)£{e {Acoshwm—i— ” senhwx]} S G s> k.

Demonstracao: Usaremos nesta demonstracao propriedade de linearidade e as trans-

formadas das fungdes (g),(h) da tabela.

Ak + B Ak + B
L{ek* [A coshwzx + il sen hwx}} = AL{e" coshwaz} + i L{e" sinhwx} =
w w

4 s—k n Ak + B w B
B (s — k)? —w? w (s —k)?2—w?)
 As—Ak+Ak+B  As+B ook

(s — k)2 —w?  (s—k)2—w? '

[ |

(k) £{z"e"} =
Demonstragao: Como f(z) = 2"e*, entdao usando regra do produto para deriva-

das e propriedade de linearidade, obtemos £{(z"e**)'} = L{na" tek* + kameke} =
nL{z" ter} + kL{xz"ek*}. Porém, pelo teorema de transformada de Laplace de de-
rivadas, 2.4, temos £{x"e**} = sL{z"e**}. Logo,

nL{x" ek} + kL{x"ek*} = sL{x"er*}, portanto chegamos a seguinte férmula:
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£ nkx: n
{z"e™} p—"

n—lekry (2.16)

Aplicando a férmula (2.16) sucessivamente, obtemos

n!

L{z"e"} = ———— s>k (2.17)

(s — k)ntl’
gniet 1
(l)£{(n— 1)!} T (s—k)

Demonstracao: Temos f(z) =

xnflekw

o entao usando regra do produto para derivadas

e propriedade de linearidade, obtemos
T 1 L (an kx)}_ ! 1 L £{(n—1)z"2 kx}—i_kf{(nnll)'ekx}
Temos ainda, pelo teorema 2.4
£ {((n 1),ek””) } = s£{ 1),6 } Logo,
£{n—1x" 2 kx}—l—k£{ ,e }—sf{ 1),61“‘"}

EXphCltando £ { ),ek } na equacao acima, obtemos
xn—l kx 1 1 n—2 _kx

Aplicando (2.17), temos £{(n — 1)z"2e*} = (n — 1) (( (n—2)! > e entao,

s—k)n—
kx \ __ 1 n—1 (n—2)! _ 1 s—k
£ {(n e } = D(n-2) s—k ((s—k)”—1> = sk Gk)n"

Logo, chegamos a resposta

Al A 219

(m) £{f"(x)} = sF(s) = £(0),

Demonstragao: Segue direto da defini¢ao de transformada de Laplace que £{f'(x)} =
+oo

b
/ e f'(x)dr = lim e f!(z)dx =
b—+o0 0
0
Vamos resolver por integracao por partes. Chamaremos u = e ** = du = —se **du;

dv = f'(z)dx = v = f(x).

Colocando a integral na forma fOJrOO udv, entao,

00 b b b
L{f(z)} = / e f'(x)dx = bginoo i e f!(x)dx = bEELnOO e f(x) i + / f(x)se **dx
0 0

31



= lim ( ) —|—s/f sxda:).
b—+o0

Como lim e ** =0ce |[f(b )|<Mekxcoka>0 entdo lim e’ f(b) =0

b——+o0 b—+o00

Logo,
“+00

(@)} = s / e~ f(x)dz — f(0).

0

(n) £0/"(2)} = *F(s) — s£(0) — f(0).

Demonstragao:

Utilizaremos a transformada (m) da tabela.

Chamando f'(x) = g(z) = f"(z) = ¢'(x), temos

L{f"(x)} = £{d'(x)}, como g’(x) é fun¢do admissivel,
£{g'(z)} = s [£{g(x)} — g(0)]

Voltando a fungao original f(z)

E{f" (@)} = s (£ @)} — FO)] = s [s£{f@)} — FO)] - £/(0)
£{f"(x)} = s*£{f(x)} = sf(0) = f'(0).

(o) £{e* f(2)} = F(s — k).

Demonstragao:
+oo +00

L f(x)} = / e e f(2)dw = / e~ R f(2)de = F(s — k). |

0 0

“+oo

(p) £{f(kx)} =F (3)-
dA

A
Demonstracao: £{f(kz)} :/ e f(kx)dz. Assumindo \ = kz = = = 7 ¢ dx = =
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(@) £ / f(rydr p = §F<s)—— / f(r)dr.

Demonstracao: Pela defini¢ao 2.1, segue / / f(r)dre **dzx. Chamaremos / f(r)dre **dx

+oo x x

de g(x), entdao teremos //f(T)dTe_sdeL‘ = /g(x)e_sxdx. Resolveremos a integral
0

| g(z)e**dx utilizando integragao por partes. Chamaremos u = g(x) = du = ¢'(z)dz

—S8T .
e dv =e *dr = v = —%—. Colocando a integral na forma [ udv, teremos:
400 b

s (b _
/ g(x)e *dx = —g(oc)6 + / € stg'(x)d;z: —
0

0

S

) et | ,
= lim —g(b) +g(0)— + B / e g (x)d.

b—+o00 S S
0

e
Como ¢g(b) é fungao admissivel e blim = 0, entao, o limite do produto dessas funcoes
—+oo0 S

—sb
= 0, ficando a integra na forma

é igual a zero, lim g¢(b)
b—4o00 S

T 1 1 1/ 1

/g(x)e‘sxdx = gg(O) + EF(S) = g/f(T)dT + gF(s), e utilizando propriedade de

0 a
integrais, chegamos ao resultado:

+oco x a

/xf(T)dT = //f(T)dTe“d:c: %F(s) — %/f(T)dT.

0

()£ {2 ()} = (-1 (F(s)).

Temos,
—+00

F(s) = / e f(x)dx (2.20)

derivando a equagao ( 2 20) e utilizando regra de Leibiniz, obteremos

dF(S) o 73:): 73:): _ —sx
7 /f d;t:—/as |dx = /f e dr =

= — /[xf(x)]e_“dx = —L{xf(x)}, portanto L{xf(z)} = —F(s). O que fizemos foi

0
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demonstrar (r) para n = 1. Provaremos integralmente por indugao matemadtica.
Faremos como anteriormente para mostrarmos que para n, é verdade.

Suponhamos que (r) é verdadeiro para n = p.

+oo
/4
»

/mwwm&wxzenggmw

0 o

d p —sx — d pdpF<S)

% [l s@lean = 4 )]

& [ s = 1y

mc‘) » —sz pde

[ ol f@ye s = (17 S F )
+oo

0
“+00

U@ e e = (11 F
/[f(x)xp“]e”d:c = (1)’ + 1%F(s)

0
Portanto, mostramos que a férmula da transformada de (r) também vale para n = p+ 1.

Podemos concluir que
dn
L£{a"f(2)} = (=1)" 2 (F(s))

¢ verdade. [ |
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Capitulo 3

Transformada inversa e convolucao.

3.1 Transformada de Laplace inversa.

Nossos estudos até o capitulo anterior foram para calcularmos a transformada de
Laplace de uma determinada funcao f(x), ou seja, estavamos transformando uma fungao
definida em z, f(z), em uma definida em s, F'(s). Agora faremos o inverso, a partir de
uma transformada j& conhecida F'(s), encontraremos a funcao f(x). Isso siginifica que

f(z) é a transformada de Laplace inversa de F'(s) e é denotada por:

L£7HF(s)} = f(2). (3.1)

Por exemplo, calculamos anteriormente a transformada de Laplace da funcao linear
£{z} = é, se s > 0, logo, pela transforma inversa de Laplace temos £~ {si?} =x.
Vamos usar a tabela para encontrarmos a transformada de laplace inversa e explicare-
mos o processo através de exemplos. No teorema 2.2 vimos que quando duas fungoes
admissiveis f(z) e g(x) possuem transformadas de Laplace iguais, £{f(z)} = £{g(x)},

essas fungoes f(x), g(x) s@o iguais, exceto nos pontos de descontinuidade, entao, podemos

concluir que a transformada inversa de uma funcao F(s) pode nao ser unica.

O teorema a seguir mostra que a transformada de Laplace inversa também é um

operador linear.
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Teorema 3.1 Se F(s) = £L{f(x)} e G(s) = £{g(x)}, entdo
£7HaF(s) +bG(s)} = af(z) + bg(x).

sendo a e b constantes.

Demonstracao: Segue direto das defini¢oes de Transformadas de Laplace que
+oo +oo

L£7HaF(s) +bG(s)} = £71 / e (af(x))dx + / e **(bg(x))dx

0 0

= £7{£{af(2)} + £{bg(2)}} = af (x) + by(x). u
Exemplo 3.1 Calcule £7} {§ — %} .
S S
Solugao: £ {§ - %} =3£7" {1} —5L71 {%} =5.1-32=>5—3. u
S S S S

1
~1
Exemplo 3.2 Calcule £ {32 n 49} .

Solucao: Utilizaremos da parte (e) da tabela 2.1, com k = 0, e linearidade para resol-

vermos. Verificamos que w? = 49 = 72, multiplicando e dividindo por 7, temos

1 1 7 1
£—1 :_£—1 — —q] . [ |
{s2+49} 7 {32+49} 7 ST

3.1.1 Fracgoes parciais

Quando a funcao que queremos calcular a transformada de laplace inversa estiver da

forma
P(s)
Q(s)’

onde P(s) e Q(s) sao polindmios com coeficentes reais e o grau de P(s) é menor que

F(s) =

o grau de Q(s), usaremos fragoes parciais para colocarmos F'(s) em termos de fungoes
simples nas quais as transformadas encontram-se na tabela.

Revisaremos trés tipos béasicos de fragoes parciais, com exemplos.

1° caso: Fatores lineares distintos no denominador.

Devemos realizar a decomposi¢ao da seguinte forma:

m(s) A B N
= + + ...+ (3.2)
(s+a1)(s+az)...(s+a,) s+a s+ay s+ ay,

para a; # as # az # ... # ap.
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Exemplo 3.3 Cualcule a transformada de Laplace inversa de

1

Fls) = 5—1(s+2)(s+4)

Solucgao: Como o denominador possui somente fatores lineares, pelo 1° caso temos

! _ 4 + = + ¢ (3.3)
(s—1)(s+2)(s+4) s—1 s+2 s+4 '

Multiplicando todos os membros da igualdade pelo produto (s — 1)(s + 2)(s + 4), fica:
1=A(s+2)(s+4)+B(s—1)(s+4)+C(s—1)(s+2).

Construindo o sistema e resolvendo, podemos calcular os valores das constantes A, B e
C, porém, vamos achar os valores das incognitas substituindo o s da equagao acima pelas

raizes do denominador (s — 1)(s + 2)(s + 4).

Com s = 1
1= AB)(5) + B(0)(5) + C(0)(2) = A = %
Com s = —2
1= A.(0)(2) + B(=3)(2) + C(=3)(0) = B — %1
Com s — —4
1 = A(=2)(0) + B(=5)(0) + C(=5)(—2) = C = 1_10
Substituindo A, B e C em (3.3), temos
1 i 5 i

(s—1(s+2)(s+4) s—1 s+2 s+4

Entao podemos escrever £~ {F(s)}, como

1 1 1 1
-1 _p-1)_ 15 6 10
£ {(5—1)(s+2)(3+4)}_£ {3—1 s+2+5+4}'

e utilizando propriedade de linearidade, obtemos

Namvmrera) -5t 1) o ) e )

e pela parte (d) da tabela de transformadas 2.1

—1 1 . 1 63:_ 16—2x+ 1 6—41
(s—1)(s+2)(s+4)) 15 6 10
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2° caso: Fatores lineares repetidos no denominador.
Neste caso, a cada fator linear da forma s + a; que aparecer n vezes no denominador,

teremos uma soma de n fragoes parciais da forma:

m(s) B Al Ag An

(s+a)(s+ay)..(s+a)) s+ * (s +ap)? o (s +ap)™

Exemplo 3.4 Calcule a Transformada de Laplace inversa de

s+1

o) = e

Pelo 2° caso de fragoes parciais, temos,

s+1 s+ _AJr B n C (3.4)
s(s2+4s+4) s(s+2)2 s s+2  (s+2)% '

Multiplicando todos os membros da igualdade pelo produto s(s + 2)? fica,
s+1=A(s+2)*+ Bs(s+2)+Cs
= A(s* +4s+4) + B(s* + 2s) + Cs =
=s%(A+ B) +s(4A+ 2B+ C) + 4A.

Comparando os coeficientes das poténcias de s em ambos os lados da igualdade, temos o

sistema:
(A+B)=0
(4A+2B+(C)=1
4A =1

Encontrando as constantes A, B e C"
4A=1=A=1
A+B=0=B=-A=B=".
4A+2B+C=1=4;+2(7)+C=1=>C=3.
Sustituindo A, B e C' em (3.4) obtemos,

s+1
s(s+2)?

Entao podemos escrever £7{F(s)}, como

£—1 s+1 765—1 i‘i‘ % + %
s(s2+4s+4) ) s s+2 (s+2)2])°

1
=44 244
S




e utilizando propriedade de linearidade, fica

s+1 ! : i
£71 — £71 4 £71 4 £71 2
{8(82+4s+4)} {s i s+2 i (s +2)2
Logo por (a), (d) e (k) da tabela 2.1 o resultado é
s+1 1 1
£_1 _ -2z —2x' B
{3(32+48+4)} g e e
3° caso: Fatores lineares repetidos e um fator quadratico.

Neste ultimo caso, temos, a cada fator linear da forma s 4+ a; que aparecer k vezes no
denominador, uma soma de k fragoes parciais decompostas iguais ao caso 2, e ao fator

quadrético irredutivel que também aparece no denominador, temos uma fragao parcial

Cs+D

>——=. Logo, no caso 3, devemos realizar a decomposicao da
s“+a ) )

correspondente, da forma

seguinte forma:

m(s) A B K Cs+ D
k(<2 - + 5 Tt P2
(s+a))k(s®2+ay) s+a (s+a1) (s +aq) 52+ ay

(3.5)

Exemplo 3.5 Calcule a transformada de Laplace inversa de

3s — 2

F(s) = T

Solugao: Pelo 3° caso temos,

33-2 _A B C Ds+E 5)
s3(s2+4) s 82 3 s244 '

Multiplicando todos os membros da igualdade pelo produto s*(s* + 4), temos
3s —2=As*(s*+4)+ Bs(s* +4) + C(s* +4) + (Ds + E)s* =

= A(s* +4s?) + B(s® + 4s) + C(s* +4) + Ds* + Es® =

= s A+ D)+ s*(B+ E) + s*(C +4A) + s(4B) + 4C.

Comparando os coeficientes das poténcias de s em ambos os lados da igualdade, temos o

sistema: )
(A+D)=0
(B+FE)=0
4A4+C =0
4B =3
4C = -2

\

Encontrando as constrantes A, B,C, D e FE :

410 =-2=C=3.
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3
4
4A+C=0=>A=1.

Substituindo A, B,C, D e FE em (3.6), obtemos

3s — 2

1 3

8 , 4
e L
s3(s2+4) s

s2 s s24+4

Entao podemos escrever £ {F(s)} como:
35+ 9 103 1 _1._3
£—1 — £—1 8 4 2 8 4
{53(52+4)} {s+52+s3+ s2+4 }
e utilizando propriedadede linearidade, fica:
35+ 2 1 1 3 1 1 2 1 S 3 2
e o T T e e R e R e SR S S —=L1 :
{33(32—1—4)} 8 {s}+4 2] 4 s3] 8 s2+4) 8 5?2 +4

Logo, por (a); (b);(k); (f) com k = 0,w? = 4, e (e) da tabela 2.1, o resultado é:

3s+ 2 1 3 1 1 3
-1 . 2 .
£ {—83(S2+4)}—§+1x—1x —§0082x—§sm2x.

3.2 Produto Convolucgao.

Defini¢ao 3.1 Sejam f(x) e g(x) fungoes continuas por partes em [0,+00), entdo o

produto convolugao de f(x) e g(x), denotado por f g, é dada pela integral

frg= / £(B)g(x — B)dB.

Exemplo 3.6 Calcule o produto convolugao de f(x) =e* e g(x) = sinz.

Solucgao: Segue direto da definicao de produto convolucao 3.1 que:

e xsinx = / e sin (x — )dB. Vamos calcular a integral por integracao por partes. Cha-

0
x

maremos u = €’ = df = —du e dv = [sin(z — §)dB = v = cos (z — ). Escrevendo a
0
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integral na forma [ udv:

x x

/eﬁ sin (x — 8)dfB = e” cos (z — f3) T /cos (x — B)e’dp. (3.7)

0 0

x

Aplicaremos mais uma vez integragao por partes, porém, agora em [ cos(z — B)eldp.
0

Novamente, chamaremos u = ¢ = du = ¢’dB3, porém, temos agora dv = cos (z — 3) =

v =sinx — (. Logo a equacao fica na forma:

x x

/cos (x — B)ePdB = —e’ sin (x — B) + /sin (z — B)e’dB. (3.8)
0 0
Substituindo (3.8) em (3.7), obtemos:

T
xT

¢ sin(z — B)dB = e’ cos (x — B)| + €e’sin(z — B) — /sin (z — B)e’dp. Explicitando

0
0

¢’ sin (x — £)df na equacdo:

e’ sin (x — B)dB = = (" cos(0) — e’ cos (0) + e sin (0) — €’ sin (), logo

N | —

¢’ sin (x — B)dp =

e’ —cosx —sinz).
(

N —

S O O — O~

xT

1
Portanto, e* *x sinz = /eﬁ sin (x — B)dfS = 5 (e —cosx —sinx). [

0
Propriedade O produto convolucao de duas fungoes é comutativo,isto é

frg= / F(B)g(x — B)dB = / f(z— B)g(B)dB = g * f.

Demonstragao: f *g = /f(@)g(x — p).
0

Fazendo mudanca de variavel, chamaremos x — f =u = =2 —u e du = —df além

disso =0=u=xef=x=>u=0

0 T

frg=— [t = wgtwdu = [ o~ w)glu)du

T 0
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Como temos um produto de fungoes usuais, temos o resultado
Frg= [ fa=ugtudu =g 7
0
[ |

Teorema 3.2 (Teorema de Convolugao.) Sejam f(x) e g(x) fungdes continuas por

partes em [0,+00) e de ordem exponencial; entdo,

L{f x g} = H(s) = F(s)G(s) = £{h(x)},

onde
) = [ o= D9(8)d5 = [ 5(B)gta - B)ap
+00 +00
Demonstracao: Seja F(s) = /Q_STf(T)dT = £{f(z)} e G(s) = /e_sﬁg(ﬁ)dﬁ =

£{g(z)}. Entao

F(s)G(s) = (706”]”(7)617) (706869(/3)615) =

0 0

e como o integrando de F'(s) nao depende da varidvel de integracao de G(s), podemos

escrever F'(s)G(s) como integral iterada,

0

= /g(ﬁ) [/ 6S(T+'8)f(7')d7'] ds. (3.9)

0
Fazendo 7 = x — (3, para (3 fixo, dv = dr. Além disso, T =0=2x=e T — 400 =

T — +00; temos que

= 7}(@ |:+/OOe”f(:c - ﬁ)dx] dp. (3.10)

B

Supondo que podemos inverter o limite de integragao, obtemos
+00

F(s)G(s) = / [ / f(xﬁ)gww] dr = / e~ h(z)dz = £{h(z)}. n

0
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3.2.1 Forma inversa do Teorema de Convolucao.

Pelo teorema 3.2 temos:

LTHF(5)G(s)} = f g, (3.11)

Com F(s) = £{f(z)} e G(s) = £{g(2)}.

S 1
Exemplo 3.7 Calcule £7* ) .
P {82 +1 5241 }
Talvez, antes de termos feito o estudo de convolucao, poderiamos até pensar em
resolver o exemplo da seguinte forma: imaginando que a transformada de Laplace inversa

do produto de duas funcoes fosse igual ao produto das transformadas inversas de Laplade

destas duas funcoes, ou seja,

1 S 1 1 S . 1 .
£ {32+1‘—32+1}:£ {52+1}£ {82+1}:cosx.smx, (3.12)

porém isto nao é verdade e é facil de verificarmos. Pela parte (e) da tabela e utilizando

propriedades trigonométricas, temos:

2 1
£ {cosz.sinz} = §.£{cosx. sinz} = §.£{2cosx.sinx} =
1 2 2 s 1
2's2+4 7 241s2+1
Logo, a propriedade nao vale para a transformada como também nao vale para a trans-

= %.ff{sin 20} =

formada inversa. Portanto, precisamos calcular utilizando produto convolucao.

Pela equacgao (3.11) de transformada inversa de produto convolugao, temos:

1
£71 L— = CcoSx *x sin .
s2+1 s2+1
Escolheremos f(z) = cosz e g(z) = sinz e resolveremos utilizando proprieddes trigo-

nométricas.

cosT*sinx = / cosT.sin (z — 7)dr, onde x é tratada como constante dentro da integral.

0
x

= /COST[SinxCOST—cos:csinr]dT =

0

xT T

= / sin z cos® TdT — / CoS x cos T sin 7dT =
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xT

X
. 1+ cos 2t .
=sinxz | ———d7 —cosx [ cosTsinTdr =

2
0 0

_ 1 sin27] |” sin?7] |*
=sinzx. [57' 1 } 0—00595[ 5 } 0:

. 1 sin2x 1 sin 2.0 sin?z  sin?0
:smxkx—l— 1 —5. — 1 :|—COSZL‘|: — 5 }:

. 1 sin x cos x cos z sin? z
=sinx |:§£L' + 2 1 } — 5 =

1 1 1 . 1

= éxsinx—l— §sin2xcosx— §cosxsm2x = Exsinx.

Logo,

o1 s 1 . i I
0 = inx = —zsinx.
TP 1 COST #SINT = CTsinz

3.3 Aplicacoes em Equacoes Diferenciais Ordinarias.

Como ja foi dito anteriormente, o método de Transformada de Laplace é muito 1til para

resolver equacoes diferenciais ordinarias, pois, consiste em transformar estes tipos de

equagoes em algébricas, tornando assim, mais facil a resolugao. Vamos mostrar aqui
como funciona o processo. Considere o Problema de Valor inicial

WS 4, T agy = g()

y(0) = yo; ¢/ (0) =y -3y~ (0) = " ™"

onde a;,1=0,1,2,3,...;n € Yo, Yjs ---s yé"_l) sao constantes. Aplicando a transformada de

(3.13)

Laplace em toda a equagao do problema acima, temos

£{ e +Gn (e 1+,‘,+a1%+aoy}—£{g($)}

e usando propriedade de linearidade a equagao fica

ot {Z:y} bap £ {5;_11 } bt ag £y} = £{g(@)}.

Utilizando o teorema 2.4 para calcularmos as transformadas de Laplace das derivadas

temos

an[s"Y (5)—s" "Ly (0)—...—y™ "V (0))4+ap_1[s" 1Y (s)—s" 2y (0)—...—y "2 (0)]+...4+aoY (s) =
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Agora fatoramos Y (s) para depois explicité-lo.

Y (8)[ans" 15" .. 4ao] = an[s" yot... 4y (0)]+an_1 [s”’2y0—|—...—l—y(()nﬂ)]%—...—i—G(s).

Quando conseguirmos explicitar Y'(s) basta calcularmos sua transformada inversa para

encontrarmos a solugao da equacao diferencial,pois
£7HY (s)} = y(a).

Exemplo 3.8 Resolva
y —3y = e, y(0) = L.

Solucgao: Aplicando a transformada de Laplace na equagao inteira e usando propriedade

de linearidade, temos
£y} - 3£y} = £{e). (3.14)
Pelas transformadas (m) e (d) da tabela de transformadas de fungoes 2.1, temos respec-

tivamente as seguintes transformadas :

£{y'} = sY(s) —y(0) = sY(s) — 1

v 1
05{62 } = E

Substituindo estes valores em (3.14),

Explicitando Y'(s) :

s—1
(s —2)(s—3)°

Agora vamos calcular a inversa de Y'(s) utilizando o 1° caso de fra¢oes parciais:

Y(s) =

s—1 A B 315
(3—2)(3—3)_3—2—{—3—3' (3.15)

Muliplicando todos os membros da igualdade pelo produto (s — 2)(s — 3) implica
s—1=A(s—3)+ B(s —2).
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Fazendo s = 2 e s = 3 ,obtemos A = —1 e B = 2. Substituindo os valores encontrados,

em (3.15)

Consequentemente,

LY ()} =ylx) = —£71 {S i 2} + L7 {s i 3}

e pela parte (d) da tabela

y(x) = —e** + 2.

Exemplo 3.9 Considere o problema de valor inicial
y' +ty=uz, y(0) =1, y'(0)=—-2.
Solucgao: Aplicando a transformada de Laplace em toda equacao,

£{y" +y} = £{z}

e utilizando propriedade de linearidade, temos

L{y"} + £{y} = £{x}

Utilizando as partes (b) e (m) da tabela 2.1 de transformadas de fungées obtemos,

£{y"(z)} = s’Y (s) —s.1 + 2 e £{z} = & e entdo chegamos ao resultado

s2Y (s) —s.1+2Y(s) = i

52
Explicitaremos Y'(s) e utilizaremos o 3° caso de fragoes parciais para calcularmos sua
transformada inversa, pois £7{Y (s)} = y(z). Temos,

Y (s) 1 1+ 5 1 +S—2
= —_— S — =
KR $2(s2+1)  s2+1’

entao
1 s—2 A B (Cs+D

= 3.16
32(32+1)+32+1 s+82+32+1 (3.16)

Multiplicando todos os membros da igualdade pelo produto (s? + 1)s?, temos
1+5%(s—2)=As(s*>+ 1)+ B(s* + 1)+ s*(Cs + D) =
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1+ 5% —25% = As® + As + Bs> + B + Cs® + Ds?
145 —2s* =5°(A+C) +s*(B+ D) +s(A) + B.

Comparando os coeficientes das poténcias de s em ambos os lados da igualdade, temos o

sistema: )

(A+C)=1
(B+ D)= -2
B=1
A=0.

\

Encontrando as constantes A, B,C e D:
A=0=C=1
B=1=D=-3

Substituindo estas constantes na equagao (3.16) , obtemos

L s-2 01 -3
2(s241) 241 s 2 241

e escrevendo a ultima fracao do segundo termo como soma de fracoes

1 +s—2_1+ s 3
s2(s2+1) 241 2 241 2417

Temos

1 s — 2 1 S 1
-1 _ p-1) = -1 . -1
£ {32(s2+1)+32+1}_£ {52}+£ {52+1} 34 {s2+1}’

logo, usando as partes (b), (f) e (e) da tabela, temos:

1 s —2
-1 o .
£ {82(82+1)+82+1}—x—l—cosx—?)smx

Portanto a solu¢ao do problema é y(z) = x + cosx — 3sin .
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Capitulo 4

Teoremas de deslocamento e
funcoes: periddicas, deslocamento,

Heavisede e Delta de Dirac.

Neste capitulo, vamos desenvolver alguns teoremas importantes relacionados a funcoes
particulares e que serao tteis na resolucao de problemas de Transformadas de Laplace.

4.1 Transformada de Laplace de Funcgoes Peridédicas.

Nesta secao estudaremos um tipo de fungao que geralmente aparece como forga ex-

terna em modelagens de sistemas elétricos e mecanicos.

Defini¢ao 4.1 (Fungao periédica.) Uma func¢ao f : R — R € periddica de periodo
T>0se f(x+T)= f(x) para todo x.

Teorema 4.1 (Transformada de fungao periddica.) Seja f(z) seccionalmente continua

em [0, +00) e de ordem exponencial . Se f(x) for periddica de periodo T, entao

L@} = o [ € Ha)d (4.1)
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Demonstracao: Decompondo a transformada de Laplace de f(z) em duas integrais, fica:

+oo

£{f(x)} = /_“f dx+/ e " f(x)dr (4.2)

T

Fazendo x = u + T na ultima integral de (4.2), teremos dz = du e os limites de

integracao serao u; = 0 quando xy =T e uy — +00 quando x — +00, obtemos

+00 400 +oo

/ e f(r)dr = / e WD f(y + Tdu = e / e f(u)du = e T £{f(x)}.
T 0 0

Ficando (4.2) da forma:

T

£{f@»}=1/e“f@»¢n+eﬂzxf@»}

0
Deixando £{f(z)} no primeiro membro da equagao, obtemos o resultado:

T

@) = o [ H@)is

0

|

Exemplo 4.1 Calcule a transformada de Laplace da funcgao periddica definida por

1, 0<x<1

flz) =

0, 1<z<?2
e fl@+2) = f(z), parax ¢ [0,2]
Solugao: Vamos usar (4.1) para resolver o problema. Como T = 2, temos

2 1 2
L{f(x) 1_6 / sxdaj— = /esx.ldx+/e“.0d:c =
0 0 1
e~ 1 _efs 60 1—e 8
— —_ = > 0. |
1—e? T 1-e2 s +s} 3(1—6—25)’8

4.2 Primeiro Teorema de translacao ou Deslocamento.

Teorema 4.2 (Primeiro teorema de translacao ou deslocamento.) Sea é um nimero

real, entao
£{ef(2)} = F(s = a),
em que F(s) = £{f(z)}.
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Demonstracao: Pela definicao 2.1, de transformadas de Laplace
“+o0o “+oo

£{e* f(z)} = / e~ f(z)dr = / e~V £ (1) da.

0 0
Substituindo s — a = A, teremos
+00

L{e”f(z)} = /e_)‘wf(:v)dx:F()\) = F(s—a). m
0
O teorema afirma que ao multiplicarmos uma fun¢ao f(x) por uma fungao exponencial,

a transformada de Laplace F'(s) é deslocada a unidades.

Exemplo 4.2 Calcule
£{e’ 2},

Solugao: Temos, neste exemplo, a = 5 e f(z) = 23, entao, pelo teor 4.2
L£{e’®z®} = F(s — 5).

3

Primeiramente vamos calcular a transformada de Laplace de f(z) = z° , e pra isso vamos

ter auxilio da transformada (c) da 2.1 e em seguida, vamos trocar s em F'(s) por s — 5.

3! 6 6
3y _ 2 _ _
L{x }_E_E’ logo, F(s —5) = G
6
Portanto, £{e** 2%} = G |

4.3 Funcao Degrau Unitario ou Funcao de Heaviside.

A funcao de Heaviside, também chamada de funcao degrau unitario, é uma funcao
descontinua com aplicagoes na engenharia . Por exemplo, na eletrecidade usa-se a fungao
para representar chaves que ligam e desligam. Como estamos fazendo o estudo desta
funcao para complementarmos em nosso estudo de transformadas de Laplace, é conveni-

ente definirmos a fungdo H(x — a) somente para x > 0.

Definigao 4.2 (Funcgao de Heaviside.) A funcio H(x —a) € definida e denotada por

0, 0<zr<a
H(zx—a)=
1, T > a.

Exemplo 4.3 Esboce o grdfico de H(x).
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0

Figura 4.1: Funcao de Heaviside.

Fonte: [9]
B 0, =<0
Solugao: H(z) = H(x —0) =
1, =>0.

Quando a fungao de Heaviside é multiplicada por uma fungao y(z) definida em = > 0,

a funcao de Heaviside cancela uma porc¢ao do grafico. Por exemplo,

0, 0<x<2r
f(z) =sinzH(z —2m) =
sin x, T > 2m.

Y

Figura 4.2: Funcao de Heaviside multiplicada por y(x)
Fonte: Zill(2001)

Mostraremos a seguir que, mesmo a funcao de Heaviside sendo descontinua, ela possui

transformada de Laplace.

Teorema 4.3 Se a > 0, entao

—sa

L{H(x —a)} = ‘

S
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Demonstragao: Para a funcao de Heav151de com s > 0, decorre da definicao 2.1:
“+o0o

L{H(x —a)} = /Hm—a) Smd:p—/e_sx.()d:p—k/e‘sx.ldx:
0

a
b . _ efsb e—sa e—sa

= lim + = .
a b—+o0 S S S

Do teorema 4.3, concluimos que a forma inversa é

—e ST
lim e ¥dr = lim
b—+o00 b—+o00 S

a

em que s > a.

4.4 Segundo Teorema de Translacao.

Teorema 4.4 Se a > 0, entdo
L{f(r—a)H(x —a)} = e “F(s).

Demonstracao: Segue direto da definigao 2.1 que
+oo

L{f(r—a)H(x —a)} = / e flx—a)H(x —a)dr =

0

a +o0o
= /e_smf(x —a)H(zr — a)dx + / e fr—a)H(x —a)dr =
0 a
a +oo

:/e_smf(x—a).de—l—/e_smf(x—a)ldx.

0 a
Fazendo p = ¢ — a = dp = dx, entao
+o0 +00

£{f(z - a)H(z - a)} = / &) f(p)dp = / P f(p)dp =

e L{f(x)} = e ¥F(s).
Exemplo 4.4 Calcule £{(x — 1)H(z —1)}.

Solucao: Como a = 1, pelo teorema 4.4, segue que

Lz —V)H(@— 1)} = e £{a) = L.
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A forma inversa do Teorema 4.4 é
£7He ™ F(s)} = f(x —a)H(z — a),

para s > 0.

4.5 Funcao Delta de Dirac.

Muitas aplicacoes na fisica e engenharia envolvem forgas impulsivas, ou seja, forcas
que possuem grandes amplitudes e que agem por um periodo de tempo curto. Exemplo,
uma bola de futebol quando é chutada, recebe uma grande forga e isso acontece em um
periodo muito curto de tempo . Problemas com estas caracteristicas geralmente podem
ser representados por equagoes do tipo y” + ay’ + by = f(x), onde o termo forcante f(x)
¢é grande num determinado intervalo de tempo muito pequeno zo — xy < x < zg+ x € é
ZEero nos outros pontos.

A integral de f(x),

1(x) = / f(2)de = (4.3)

- / f(a).dz (4.4)

¢ a medida da intensidade da forga que, como foi colocado em (4.4), pode ser escrita
no intervalo (—oo, 4+00), pois nao ird alterar (4.3), ja que f(x) é nula fora do intervalo
[-7;0 — X, %o + X]

Vamos analisar um caso em particular de uma forga f(x) onde zy = 0.

07 x S —Xs
0, T > X

e x é um nimero pequeno e positivo. Segue das equagoes (4.3) e (4.4) que,

~+0o0 X X 1 1 Tx
I(x) = / f(z)de = /f(x)dx = Edm =—ux

2x x
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= o [(+x) = ()] = 5 [+x + x] = 5:2x = 1. para todo x # 0.

Vamos verificar como f, (x) se comporta em intervalos cada vez menores fazendo xy — 0.

. 1
lim f,(x) = lim 5 = +oc, (4.6)
e temos ainda,
)1(11% I(z) =1, (4.7)

Usaremos (4.6) e (4.7) para definirmos a fungao Delta de Dirac.

Definigao 4.3 A func¢do Delta de Dirac designada por 6(x) € definida como tendo as

propriedades

d(z)=0, x#0; 9(0) = o0 (4.8)

/ §(z)dx =1 (4.9)

Area = 1

 J
=

Figura 4.3: Area da funcdo Delta Dirac.
Fonte: [9].

Observacao: Notemos que expressao 0 nao deve ser entendida como uma fungao, pois,
no ponto x = 0 a fungao tem valor infinito. Trata-se de um objeto matematico que tem
importancia em aplicagoes. Porém, mesmo ¢é conhecida como ”fun¢ao” Delta de Dirac.
Como estavamos tratando de é(x) no ponto zp = 0, vamos generalizar para qualquer

ponto x = xq, ficando

0z —x9) =0, xH#x90 com 0(x—x5) =400, T =, (4.10)
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+oo

/ d(z — xo)dx = 1. (4.11)

—0o0

Apesar da funcao Delta de Dirac nao ser fungao admissivel, ela possui transformada de

Laplace.

Teorema 4.5 (Transformada da funcao Delta de Dirac) Para zo > 0,
L{0(x — xo)} = e . (4.12)
Demonstracao: Para obtermos a transformada, precisamos supor
£{0(z — zo) = lim £{0\ (v — x0)}. (4.13)
x—0
Temos que a fungao é diferente de zero apenas no intervalo [xg — x,zo + x| e ainda,

quando x < xg temos xo — x > 0, logo
+oo To+X

£{6,(x — o)} = / =576, (x — wo)da = / e=576, (x — wo)dx =

0 To—X

Substituindo 0, (z — ) na transformada acima , temos
xo+X To+X
—ST 1 1 —ST 1 eism x0+x
= e —dr = — e Fdr = — =
2x 2x 2X =5 |0y
To—X To—X
— __1 (6—8(xo+x) _ e—S(xo—x)) — Le—sxo(esx —e ) =
2xs 2xs

_sinh (),
X
Quando tomamos o limite, com x — 0, do resultado acima, temos uma indeterminacao

do tipo %, porém, podemos calcular o limite usando regra de L’Hospital e em seguida

utilizar regra da cadeia para derivacao:

i sinhsy .. sinh'sy .. scoshsy
X0 sy x=0 (sxy)  x=20 s B
Entao, de (4.13) temos

L{0(x — o)} = e .
|

Podemos concluir que mesmo a funcao Delta de Dirac nao se encaixando no teo-

rema 2.1, que garante a existéncia da transformada de Laplace de uma funcao, ou seja,
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mesmo nao sendo funcao admissivel, verificou-se que sua transformada de Laplace existe.
Com isso, temos no teorema 2.1 apenas condigao suficiente para transformada, mas nao

necessaria.

Exemplo 4.5 Vamos resolver o problema de Valor inicial
y'+y=46(x —2m), y(0) = 1,5'(0) = 0.

que trata de um modelo descrevendo o movimento de uma massa em uma mola que se
move em um meio com amortecimento desprezivel. Esta massa no instante x = 2w recebe
um sopro forte . As condicoes iniciais nos dizem que a massa parte do repouso 1 unidade

abaixo do equilibrio.

Solucgao: Aplicando a transformada de Laplace em toda equacao e utilizando proprie-

dade de linearidade, fica
Ly +y} = £{46(x — 2m)} = L{y"} + £{y} = 4£L{0(z — 27)}

Usando transformada da derivada & segunda e do delta de Dirac (4.12), temos
L{y"} = 2V (s) — s.1 e £{40(z — 2m)} = de 275,

Logo, a transformada de Laplace da equacao diferencial é
s%Y (s) — s + Y (s) = 42,

Explicitando Y'(s), obtemos

s 46727rs

82+1+82+1

Y(s) =

Agora, vamos calcular a transformada inversa de Y(s) para obtermos a solugao da
equagao diferencial, pois £7H{Y (s)} = y(x).

Entao, pela parte (f) da tabela e pelo segundo teorema de translagao 4.4, temos respec-

tivamente
2 1
£y =cosz e L' {e ™ ——— 1 =sen(x—2m)H(z — 27), logo
s+1 s2+1

y(x) = cosx + sen(x — 2m)H (x — 2m).
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Capitulo 5

Modelagens de equacoes diferenciais
e resolucoes usando Transformada

de Laplace.

Neste capitulo trabalharemos com modelagens de equacoes diferenciais e resolucoes

usando a Transformada de Laplace.

5.1 Aplicacoes de Equacoes Diferenciais Ordinarias:

Modelos Vibratorios.

5.1.1 Movimento Harmonico Simples.

Dada uma mola flexivel suspensa por um suporte, suponhamos que exista uma massa
m que estd atada a esta mola. Segundo a lei de Hoke, a mola possui uma forca de
restauracao Fr que é oposta a sua direcao de distensao, denotada por s. A forca de
restauracao tem a férmula F' = ks, onde k é uma constante de proporcionalidade. Apds
a massa m ser atada na mola, ela provocara uma distencao s na mesma que ira estagnar
somente quando atingir sua posicao de equilibrio, que é quando a forga peso Fp, é igual
a forga restauradora ks, ou seja, mg = ks = mg — ks = 0. Se deslocarmos a massa x

unidades de sua posicao de equilibrio e soltarmos, a forca resultante F' é F' = m.a, onde
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a aceleracao é a segunda derivada de y. Suponhamos que o sistema nao esteja sobre
efeito de forcas retardadoras e que a massa possua movimento livre, ou seja, oscile sem
influéncias de outras forgas externas, entao poderemos igualar F' a forca resultante do

peso Fp e da forca restauradora Fi.

d*y
m.— = —k(s+y) +mg = —ks — ky + mg,
T2 (s +y) +mg y +myg
como mg — ks = 0, temos o resultado

d?y
me s y (5.1)

O sinal de subtracao em (5.1) trata de um referencial de Fj, indicando que a forca
restauradora esta oposta a direcao do movimento. Trataremos aqui, como positivas, as
medidas de deslocamentos localizadas abaixo da posicao de equilibrio e as localizadas
acima trataremos como negativas.

Dividindo a equagao (5.1) pela massa, chegaremos a uma equagao diferencial de segunda

ordem.
dy(r) k B
Y =0 5.2
ou
d2y(:v) 2
2, TW y(x) =0 (5.3)

onde, w? = % Esta ultima equacao descreve um movimento harmonico simples e

associa duas condicoes iniciais.

y(0) = A, y'(0) = 8. (5.4)

no qual, (0) = X representa o deslocamento inicial e 2/(0) = J representa a velocidade
inicial.
O periodo de vibragoes é dado por T' = %r e a frequéncia é [ = 7 = =. A solugao
particular chamaremos de equagao de movimento.

Problema 1 Vamos resolver e fazer a interpretacao do problema de valor inicial

d*y(x)
dx?

+ 16y(z) =0, y(0) =10, 4/(0) =0.

Solucao

Temos uma equacao diferencial descrevendo um movimento harmonico simples. A equacao
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diferencial junto com as condigoes iniciais , nos dizem que uma massa atada a uma mola
¢ puxada 10 unidades abaixo da posicao de equilibrio, segurando a massa até z = 0 e

depois solta a partir do repouso. Aplicando transformada de Laplace:
£{y" + 16y} = £{0}.
Utilizando propriedade de linearidade e a tabela de Transformadas de fungoes, temos
s*Y (s) — sy(0) —¢/(0) + 16Y (s) =0
s*Y (s) — 10s + 16Y(s) = 0
Explicitando Y (s) :

10s S
=10
s2 416 s2 416

Y(s) =

Utilizaremos a parte (f) da tabela para calcularmos a transforma inversa de Y'(s), onde
k=0ec¢w=4,

£7HY(5)} = y(x) = 10 cos 4. (5.5)

5.1.2 Movimento Amortecido.

Ao contrario do movimento harmonico simples, um movimento amortecido sofre com
forgas retardadoras agindo sobre a massa.

Equacao diferencial de Movimento com Amortecimento:

Py(x)  Bdy(z)  k

T2 + P + Ey(:c) (5.6)
onde, $ é uma constante de atrito.
Redefinindo: 2\ = %, w? =%
A equagao (5.6) fica da forma:
d*y(x) dy(z)
2) y(z) = 0. :
2D 4 n Ty () =0 65.7)

Faremos um estudo da equacao caracteristica de (5.7).
Equacao caracteristica: m? + 2Am + w? = 0

Resolvendo a equacao de segundo grau, temos as raizes m; = —\ + VA2 —w?, my =
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A —VA2 — w2,

Existem trés casos para o sistema, dependendo da sinal de A\?> — w?, porém, trataremos
apenas do caso em que \? — w? > 0.

Com A2 — w? > 0, implica A > k, ou seja, a constante de atrito A\ ¢ grande quando
comparamos com a constante de elasticidade k.

Problema 2: Vamos resolver e fazer a interpretacao do problema de valor inicial.

Py(z) | dy(z)
dx? o dx

y(0)=1, y(0)=1L (5.9)

O problema de valor inicial trata de uma massa em mola com movimento superamor-

+4y(z) = 0, (5.8)

tecido. Como y(0) = 1 > 0, sabemos que o deslocamento da massa parte da posigao
1 localizada abaixo da posi¢ao de equilibrio com uma velocidade inicial de 1m/s para
baixo, pois y'(0) =1 > 0.

Aplicaremos a transformada de Laplace na equagao (5.8):

£ {ddy;f) +5d?ii(;) +4y(m)} = £{0}

e utilizaremos propriedade de linearidade e auxilio da tabela de transformadas para re-

solvermos.
s*Y (s5) — sz(0) — 2/(0) + 5(sY (s) — 2(0)) + 4y(s) = 0

Explicitando Y'(s) e utilizando o caso 1 de fragdes parciais :

Y(s) = s+6 s+6 B
C s2+45s+4  (s+1)(s+4)
A B
Y(s) = 5.10
()= s+ (5.10)

onde, A e B sao constantes.

Multiplicando os numeradores em ambos os lados,
A(s+4)+ B(s+1)=s+6
As+4A+ Bs+B=s+6

Comparando os coeficientes das poténcias de s em ambos os lados da igualdade, temos o

sistema:

A+B=1 (a)
4A+B =6 (b)
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Da equagao (a), temos A = 1 — B, substituindo este valor na equagao (b), fica 4(1 — B) +
B=6=B=ZecA=23

Substituindo os valores de A e B na em (5.38)

Logo,

(5.11)

5.2 Aplicacoes de Equacoes Diferenciais Ordinarias:
Modelos de Circuitos Elétricos.

5.2.1 Circuito RC

Problema 3 (Circuito RC): Supondo que o capacitor esteja descarregado, determine

a corrente no circuito elétrico, apds o fechamento da chave.

— -
+ R
E c

Figura 5.1: Circuito RC.
Fonte: [9].
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Solucao: Apéds o fechamento da chave temos um circuito fechado. Para resolvermos,
vamos utilizar Lei das malhas de Kirchoff, que diz que a soma das diferencas de potencial
para qualquer circuito fechado é nula,ou seja, a soma das tensoes positivas é igual a soma

das tensoes negativas. Representamos como:
—va +vr + v =0, (5.12)

Onde,

Tensao do Gerador (vg) = E (constante);

1
Tensao do Capacitor(ve) = - /z(x)dx ;

0
Tensao do Resistor(vg) = R.i(x).
Substituindo as tensoes vo e vi em (5.12), obtemos uma equagao diferencial, que resol-

veremos usando Transformadas de Laplace.

T

1
—E+ R.i(x) + c /z(m)dm = 0. (5.13)
0
Aplicando a Transformada de Laplace em toda equacao (5.13) teremos:

T

£{-E+ Ri(z) + % / i(x)de} = £{0}. (5.14)

0

E entdo, pela parte (a) da tabela 2.1, £{E} = —; £{Ri(z)} = RI(s), com R constante

fi(x)dx} ~1 {gas) —%Ofoi(x)dx _

0

W= |y

e pela parte (q) da tabela 2.1, com a = 0, £ {

é](s).

Substituindo em (5.14) os valores das transformadas encontradas, temos

—g + RI(s) + %@ =0. (5.15)

Como queremos calcular o valor da corrente i(x), vamos explicitar I(s) na equagao (5.15)

e encontrar i(x) pela Transformada de laplace inversa de I(s) .

(s )=
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_FE 1
" Rs+ ool
A seguir iremos calcular a Transformada inversa de I(s):

I(s)

£‘1{I(s)}—%£‘1{ L }

s+ %
Temos por (d) da tabela de transformada que £{e"} = L. = L7H{ -} =e" s> ke

por comparagao, concluimos que

_ E_ [ 1 E ..
£L 1{[(8)}:Eo€ I{S—FL}:Ee RC™,
RC

Portanto, a corrente i(x) é:

5.2.2 Circuito RL

Problema 4 (Circuito RL): Determinar a corrente i(x) e a tensdo v(x) no circuito RL

logo apds o fechamento da chave.
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Figura 5.2: Circuito RL.
Fonte: [9].

Solucgao:
a) Determinacao da corrente i(z).
Ap6s o fechamento da chave temos um circuito fechado. Novamente, usaremos a Lei de

Kirchoff. Representamos como:
—vg + vr + v =0, (5.16)

onde,
Tensao no Gerador (vg) = E (constante);
Tensao no Resistor (vg) = Ri(x);
~ . _ 7 di(z)
Tensao no indutor (vy) = L=~
Substituindo as tensdes em (5.16), obteremos a equagao diferencial, que resolveremos

usando Transformada de Laplace.

_E + Ri(z) + Ldgj) = 0. (5.17)

Aplicando Transformada de Laplace em toda equacao (5.17),
di
L{—F + Ri(x) + L%} = £{0}. (5.18)

Pelas partes (a) e (m) da tabela de transformadas e pela propriedade de linearidade,
temos respectivamente:
£{-E} = £ L£{%} = L(s.I(s) —i(0)) = LsI(s) e temos ainda que £{Ri(z)} =

R.I(s). Lembrando que a corrente no indutor no instante inicial é zero, i(0) = 0. Ficando
K
— 4+ RI(s) + Lsi(s) = 0. (5.19)
s
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Como queremos calcular o valor da corrente i(x), vamos explicitar /(s) na equagao e

encontrar i(z) pela Transformada de Laplace inversa de I(s).

I(s)(R + Ls) = 2.

s
Portanto,
E L
I(s) = = L
s(R+Ls) s(¥+s)
E 1
I(s) = ————. 5.20
A seguir iremos calcular a transforma inversa de I(s) :
E 1
LGB P ==L ——— 0.
Para determinarmos a transformada inversa de W, vamos utilizar o 1° caso de
s(s+ F
fragoes parciais. -
Com A e B constantes e fazendo A = %, temos:
1 A B
—_ = — . 5.21
s(s+A) s T3 + A (5:21)

Multiplicando os dois lados da equagao pelo produto s(s + A), fica

1=s(A+ B)+ A\

Comparando os coeficientes das poténcias de s em ambos os lados da igualdade, temos o

sistema:
(A+B)=0
AN =1
Encontrando as constantes A e B:
Ax=1=A=1.
(A+B):0=>B:—A:—§.
Substituindo A ¢ B em (5.21)
144 111
s(s+A) s A+s As  As+A
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Logo,

) =3 W )

Utilizando as partes (a) e (d) da tabela, temos

1 1 1 1—e
-1 S I b A
£ {s(s+A)}_x1 2 o

Retornando com % no lugar de A,

= 1 l—ei?
s(s+ &) L

Portanto a inversa de I(s) é,

I = {;)} B0 Py oty

s(B+s

Logo,

b) Determinagao da Tensao do indutor (vy(x)):

Vimos que a tensao do indutor é dado por:

v, = L%

Aplicando Transfomada de Laplace na tensao

s -2 {5).

Como a corrente inicial é nula, temos,
V(s) = £{vr} = LsI(s).

Substituindo o valor de I(s) de (5.20), tem-se:

V(S) = Ls%ﬁ
V(s) = E.ﬁ.

Calculando a transformada inversa de V' (s), temos

1 R
£HV ()Y = E£71 = Ee 1%,
V) { (%H)}

Portanto,

v(x) = Ee 7.
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5.2.3 Circuito RLC

Problema 5 (Circuito RLC ): Determine a corrente i(z), no circuito abaixo, logo
apos o fechamento da chave. Suponha que, tanto a corrente inicial da bobina quanto a

tensao do capacitor sao nulas.

—
R C

u|+

— L v,

Figura 5.3: Cicuito RLC.
Fonte: [9].

Solugao: Mais uma vez, utilizaremos Lei de Kirchoff para resolver o problema.
—FE +vp +ve +vr =0. (5.23)

Substituindo as tensées em (5.23), obteremos a seguinte equacao diferencial:

L di
—E + Ri(x) + ol /z(x)das + L% = 0. (5.24)

0
Aplicando a transformada de Laplace em toda equacao (5.24),

x

. 1 [. di
£ —FE + Ri(z) + E/Z(x)dx + L% = £{0}.

0
Como as Transformadas de Laplace de cada termo da equagao (5.24) ja foram calculadas
nos problemas anteriores, vamos apenas colocar os valores.

Transformada de Laplace:

Explicitando I(s):
(5.25)



Precisamos agora calcular a transforma inversa de I(s). Como a transformada da ex-

- 1 . )
pressao , nao é dada na tabela, vamos mudar sua forma para que se encaixe.
Bs 4 1 4 g2
L T CL
Faremos % =2a e % = w?, resultando

1 1

Rs 1 T2 2
Phagpt+s? sPt+2astw

Somanda e subtraindo, ao denominador o termo o2, temos

1 1 1

s24+2as+w?  s242as+al+w?—a?  (s+a)+ (w?—a?)

Caso 1: Se (w? — a?) > 0, vale a igualdade

1 1

(s+a)?+ (w2 —a?) (s+a)2+p%

com 32 = (w? — a?) Caso 2: Se (w? — a?) < 0, vale a igualdade

1 1

(s+a)?+ (w2 —a?) (s+a)?—p32

2 — o?). Vamos resolver para cada caso.

com —3? = (w
Solugao para o caso 1.

Utilizando a parte (e) da tabela,

_ 1 I e
£ 1{m}256 smﬁx.

E1
Entao, neste caso temos a seguinte corrente ,i(x) = ZBG_M sin fz. Substituindo os
valores o = % e =vVw?—a?= \/& — %, chegamos ao valor final
i(2) E SRy 1 R2
1(r) = ———=€ 2L sin — — — |z
L _R? LC 412
C 4

Solugao para o caso 2.

Utilizando a parte (g) da tabela,

_ 1 1 _ ﬁ 1 —ax
) = 5 e = g e

Entao, no caso 2 temos a seguinte corrente:

E1
i(r) = —=e **sinh fx.

Lp
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Substituindo a = £ e § = V/—w? + a? = \/% — 7o, chegamos ao valor final

. E _Ro . R? 1
i(r) = ———=e"2L smh( m_ﬁ) T.

5.3 Aplicacoes de Equacgoes Diferenciais Ordinarias:

Modelos de flexoes de Vigas.

Neste quarto problema, trabalharemos com uma aplicacao na engenharia, e para
resolvermos, utilizaremos algumas das propriedades que foram estudadas até aqui.

Problema 6 (Aplicagao em vigas): A equacao que rege a flexado de vigas é da forma
d*y
k— = —w(x). 5.26
b= () (5.26)
onde k é uma constante chamada de rigidez a flexao e w(x) é a forga(carga) transversal
por unidade de comprimento ao longo da viga. O esbogo é indicado pela figura acima.
Vamos utilizar Transformada de Laplace (em x) para resolver este problema e discutir o

caso de uma carga de ponto.
Solugao:

Verificamos que apenas a quarta derivada de y(z) estd presente, portanto, o mais
obvio, é pensar em resolver o problema utilizando a integragao direta, ou seja, integrando
quatro vezes a equagao (5.26). Entretanto, nado é adequado irmos por este caminho,
principalmente, pela forma de w(z) que este método leva.

Para usar transformada de Laplace,o0 dominio serd estendido para que z € [0,+00) e
utilizaremos a funcao de Heaviside. Para seguirmos um passo a passo, vamos considerar

o problema balanco, onde a viga estd presa em apenas uma das extremidades.

Tomaremos a Transformada de Laplace de maneira usual para eliminarmos as deri-
vadas.

Definicao da Transformada de Laplace em z :

+oo

L{y(x)} =Y(s) = / e “y(x)dx,

0
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lembrando, que estendemos o dominio para +oc.

Aplicando a Transformada de Laplace em (5.26):

£ {k%} = —£{w(z).}

Utilizando o teorema 2.4 referente a transformada de n-ésima derivada e propriedade de

linearidade, obtemos

k[s'Y (s) = s°y(0) — s%y/(0) — sy"(0) — 5" (0)] = —£L{w(x)}.

A seguir, explicitaremos Y (s) para calcularmos y(z), pois £7{Y's)} = y(z), onde y(z)

é deflexao da viga e solucao da equagao diferencial.

Wi(s)  y(0)  4(0)  y"(0) y”’(O)'

L{y(x)} =Y(s) = — it Tt et T (5.27)
Agora, calculando £71{Ys)} = y(z), obtemos a solu¢ao do problema.
1 [ _wls) w0 v y'(0)  y"(0)
L7HYs)=ylx)= £ {— o + . + 2 + = + - (5.28)

E neste momento que é necessario fazer uma analise da situacao. A viga pode ser longa,
mas nao é infinita. Logo, esta correto o que fizemos, estendendo o dominio para utilizar-
mos Transformada de Laplace?

O que precisamos fazer sao algumas arrumacoes usando Funcao de Heaviside.

Defini¢ao de Fungao de Heaviside:

Como foi visto, ao multiplicarmos a fungao de Heaviside por uma outra fungao y(x), com

x > 0, a funcao de Heaviside anula uma porc¢ao do grafico da funcao. Logo,

0, 0<z<l
y(e)H(z —1) =
y(x), x> 1.
Entéao, se substituirmos y(x) por y(z) — y(x)H(x — [), esta tltima fungao ird satisfazer

as condigoes necessarias para a existéncia da Transformada de Laplace.

Por consequéncia, vamos fazer a interpretagao da Transformada de Laplace de y(x) como

70



y(x)—y(x)H(x—1) = y(z)[1— H(x—1)] e logo apds, calcular sua Transformada de Laplace
inversa:

+oo

£Hy(@)} = Ly()[1 - H(z =]} = / y(o)[1 = H(z —1)]e™*"dr. (5.29)

Logo, por (5.28), temos

L{y(x)[1 —H(x -]} =— s + . + = + = + o (5.30)
Consequentemente,
) Wis)  y0) () y"(0)  y"(0)
1
yx)1—H(x-0)]=4£ {— 1o + . + 3 + = + (- (5.31)
. Wi(s) ..
Podemos encontrar a inversa do produto das duas transformadas, st utilizando o

teorema de produto convolugao. Pela parte (1) da tabela, verificamos £~ 1{ } % e

ainda, sabemos que, £ {W(s)} = w(z). Aplicando produto convolugao:

£*{iW@}=§*mw=éjw@u—a%a

e ainda, utilizando as partes (a),(b) e (c) da tabela 2.1, encontraremos as transformadas

inversas das demais. Vejamos:

f*{l}—
1 1 2! 1
—1 _
£ {5} s g
1 1 3! 1
—1 _ -
SREIEE FoR

onde, y(0),4/(0),4"(0) e ¥ (0) sado constantes.

2

Temos a solugao do problema:
x

Y- H 1) =~ [ w(©)(@—€Pde+y(0)+ay/(0)+ 522" (0)+ £a%"(0). (5.32)

6k
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Vamos considerar as seguintes condicoes de contorno:
y(0) = 0,y(!) = 0 (Nenhum deslocamento nas extremidades.)
y"(0) = 0,4"(l) = 0 (Nenhuma forca nas extremidades.)

Isto permite que as quatro constantes y(0),y'(0),y”(0) e y”’(0) sejam encontradas. Assim,

x

Y@ - H -] =~ [0 - de+ /) + (0. 63)

6k

As aplicagoes das condigoes de contorno, y(I) = 0 e y”(l) = 0, sdo mais complicadas.
Uma opgao seria derivar a expressao (5.33) em relacao a x, duas vezes, mas nao sabemos
que valor teremos ao derivarmos o produto y(x)[1 — H(x — 1)]. Vamos fazer o seguinte:

Colocar u(z) = y"(x) e a equacao original (5.26) se tornara

Pu(x)
k Ir = —w(x).

Vamos obter a solugao usando Transformada de Laplace.

£ {%} = —L{w(z)}
ks*U(s) — ksu(0) —u'(0) = =W (s),
onde U(s) = £L{u(x)} e W(s) = £{w(x)}.
Explicitando U(s), temos

U(s) = ksu(0) + ku'(0) — W (s) _ u(0) N u'(0)  Wi(s)

ks? S 52 ks?

Calculando £~ 1{U (s)

- (D) ) o ) v

xT

() = u(0) + ' (0)z — % / w(€)(x — £)de. (5.34)

0

Usaremos o mesmo raciocinio do inicio, onde utilizamos funcao de Heaviside para ar-
rumarmos a fungao y(x) de modo que pudessemos aplicar Transformada de Laplace, e
obtivemos o resultado y(z) = y(x)[1 — H(x —1)]. Com a funcao u(z), utilizando o mesmo

processo, resulta u(x) = u(z)[1 — H(x — [)]. Entao, a equagao (5.34) fica na forma

uw(x)[l — H(zx —1)] = u(0) + ' (0)z — %/w(f)(az —&)dE. (5.35)
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Substituindo w(z) por y”(x) e trocando u(0),u'(0) por y”(0) e y"”(0) respectivamente,

temos

xT

V@l = -] = [0 - O+ O + a0 (30

Portanto, o valor obtido em (5.36) ¢ o mesmo da segunda derivada de y(x), isto é, o
resultado de (5.36) é o mesmo que poderiamos ter obtido derivando duas vezes y(x) e
ignorando [1 — H(x —[)].

Quando aplicarmos as condiges de contorno y(I) =0 e y”(l) = 0 em (5.36), teremos os
resultados de 4/ (0) e y"”'(0) que estao faltando para completarmos nossa solu¢ao. Vejamos:
Com z =1,

l

[ ede+ 0 +15"10)

0

y'(OL—H(I=1D] =—

| =

Utilizando as condigoes de contorno y”(0) = 0 e y”(I) = 0, segue

l

1
y0) = 3 [w© - de (5.37)
0
Com (5.33), calcularemos y'(0).
Com z = I,
l
1 1
v = (=D =~ [(= P ul€)dg + 1/(0) + 529" 0).
0
Utilizando as condic¢ao de contorno y(I) = 0 e explicitando y'(0),
!
1 I3
V0) = o[- ©Pulnde - " (0)
0
Substituindo y"”(0) :
I I
1 l
v0) = g [ 0= Pt~ o [wi©)- e (5.33)

0 0
Agora, temos a solucao geral para o problema:
T l
1

o [-ePueret o / o(1—)(E 2+ Yu(€)dE. (5.39)

(@)1= H(z—1)] = —
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Agora podemos calcular o deslocamento causado com qualquer valor de carga.

l

Vamos considerar valores de cargas realistas, onde a carga estd situada em x = z(em um

ter¢co do comprimento da viga) e nao existe nenhuma rotacdo em torno da extremidade
em z = [. A expressdo para w(z) & w(z) = “H(z) + pé(z — 31) — (3w + 2p)d(x).
Percebemos a funcao delta de Dirac na equacao. Se a carga em um ponto tem magnitude

P, temos a seguinte expressao para w(x):

w(e) = S H () + Po (x - %z) _ (%w + %P) 5(x). (5.40)

Para resolvermos o problema, vamos voltar para a equacao diferencial de quarta ordem
(5.26) e aplicar a transformada de Laplace em ambos os lados da equacdo. Como ja
calculamos a transformada de Laplace do primeiro membro da equagao, vamos calcular
apenas de w(x) e para isso, utilizaremos propriedade de linearidade, a parte (a) da tabela

de transformadas, o teorema 4.12 que trata da transformada de Laplace da fungao Delta

de Dirac, e o fato de H(z) = H(z — 0) = 1.

W(s) = £{w(z)} = £ {%H(m)} L PL {5 (m - %z)} - (%w + gp) £16(z — 0)}

L{w(z)} = % 4 Pematt — (%w + ;P) : (5.41)

As condigoes de contorno sao :

y(0) =0; y(I) =0 (nenhum deslocamneto nas extremidades.)

y"(0) =0; v"(l) =0 (nenhuma forga nas extremidades.)
Substituindo W (s) na equagao (5.16) com Y'(s) ja explicitado, temos:

1 |w g (12 y(0)  y'(0) , ¥'(0)  y"(0)
Y(S)Z_Q{E“D” ‘(§“+§P>]+ T R

1| w em3sl 1 /1 2
”5):7[@*13?‘9(5”*5]3)

Calcularemos agora a Transformada inversa de Y (s) utilizando as partes (a) e (1) da tabela

1 1
YOS+ O (542

de transformada de Laplace de fungoes e a forma inversa do teorema de translacao (4.4),

onde, sabemos que £{Y (s)} = y(z) = y(z)[1 — H(z —1)].

y(@)[1—H(z—1)] = — [iaf* +1p (x - 11)3 2! (lw + EP) 2| 1/ (0) a4~y (0)2.

6

(5.43)
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Vimos anteriormente que poderemos diferenciar duas vezes a equagao acima (5.43), ig-

norando [1 — H(z — [)], entao:

M@H—H@—m:—%BWﬁ+PGH%Q—<;H§R»4+W®M (5.44)

com 0 < z <. Fazendo = = [ e utilizando a condigao de contorno y”(l) = 0 na equagao

(5.44), teremos o valor de 3" (0).
111 1 1 2
" — =72 P = N Zp "
y"' (1) . [zlwl + (l 3l> (2w+ 3 )l} + 4" (0)I

171 ., 2 12 o
¥ {mwl +P(3) <2w—|—3P) l} =y"(0)

Portanto, y"(0) = 0.
Utiizaremos a equagao (5.43) para encontrarmos o valor de 3/(0), faremos x = [ e usare-

mos a condi¢ao de controno y(I) =0 e o y”(0) = 0.

1|wd 1 _/20\° 1/1 2
= —— | — _P - _ | = _P 3
y() k[%l+6 (3) 6<2”+3 )l

1 {wl:)’ 8PI3 B wi? B 2P[3
kl

1
H O+ (O

- —

24 T 162 12 18 } )

wl? n 8 P[> B wl? B 2P[? B wi? B 2wl? n 8 P[> B 18PI? B _w_l2 B 10PI? —y(0)
o4k 162k 12k 18k 24k 24k ' 162k 162k 24k 126k 7

Portanto,

y'(0) = :g— (522-—»25;). (5.45)

Logo, a solucao para o problema é




Conclusao

Neste trabalho de conclusao de curso, fizemos um estudo do assunto de Transformada
de Laplace aplicada a equagoes diferencias ordinédrias. Para entendermos as aplicagoes
trabalhadas fizemos um extenso estudo do assunto. Porém, apesar de toda a extensao do
estudo desenvolvido do tema, deixamos de algumas informagoes, por fugirem do intuito
do trabalho, como por exemplo, a integral da Transformada inversa de Laplace, que pode
ser definida para funcoes de valores complexos e aqui, nos limitamos a fungoes de valores

reais; a integral de Four-Mellin, que é a transformada de inversa de Laplace, é dada na sua
T
1

. s .p—1 _ p—1 _ : ST
forma mais geral, pela férmula :£7{F(s)} = £, {F(s)} = =— lim e**F(s)ds.
271 T—+o0
y—iT

Com o intuito de tornar o trabalho mais direcionado a alunos de graduagao, escreve-
mos de forma mais explicativa e por isso trabalhamos nas demonstracoes dos teoremas e
corolérios; fizemos uma tabela de transformadas de Laplace bastante completa, com as
demonstracoes de todas as fungoes contidas na tabela; apresentamos as resolugoes dos

exemplos postados, detalhadamente, e também inserimos figuras, quando possivel, para

complementar a informacao.

Além desses pontos colocados, comparando o método que utiliza a ferramenta trans-
formada de Laplace com os outros usuais, mostramos que este resolve situacoes interes-
santes de problemas envolvendo equagoes diferenciais lineares com condicoes iniciais, pois
a transformada se estende a fungoes continuas por partes, como por exemplo, funcao de

Heaviside, e para generalizagao de fungao, como funcao Delta de Dirac.

E importante citarmos também que a transformada de Laplace também pode ser
trabalhada com equacoes diferenciais parciais e ainda que esta nao é o unico tipo de

transformada, existem outras, como por exemplo, transformada de Fourier e transfor-
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mada em Z, que também sao métodos importantes na resolucao de equagoes diferenciais.

Essas transformadas futuramente podem servir como um complemento deste trabalho.

7



Apeéendice
Alguns tépicos de Analise Real

Neste apéndice, vamos citar alguns teoremas que utilizamos no decorrer do trabalho.
O teorema a seguir de Weierstrass garante que dada uma fungao f continua, existe uma

funcao polinomial que esta tao préxima desta funcao continua quanto se queira.

Teorema .1 (Teorema de aproximacao de Weierstrass) Seja f : [a,b] — R uma
funcao continua. Entao para todo € > 0 existe um polinomio P : R — R tal que

|P(z) — f(x)| < e para todo = € [a,b.]
Citaremos a seguir o teorema do Confronto, pois serd utilizado no préximo teorema.

Teorema .2 (Teorema do confronto.) Sejam f, g e h trés fungoes continuas e supo-

nhamos que exista r > 0 tal que

f(z) < g(x) < h(x)
para 0 < |z — p| < r. Nestas condi¢oes, se

lim f(x) = L = lim h(x)

entao

lim g(z) = L.

T—p

Utilizamos este teorema a seguir para mostrar que o limite do produto de duas funcoes

f e g é igual a zero quando g(z) é uma funcao limitada e lim f(z) = 0.
T—p
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Teorema .3 Se f e g sdo duas funcoes com mesmo dominio A tais que lim = 0 e
T—p

lg(z)| < M para todo x em A, onde M > 0 é um nimero real fizo, entdo 9101311) f(z)g(x) =0.

Demonstracao: Temos

[f(2)g(@)] = [f(@)llg(z)] < M|f(z)]

para todo x em A. Entao, para todo x em A, onde

—M|[f(z)] < f(z)g(x) < M|f(x)].

De lim f(z) = 0 segue que limz — pM|f(z)| =0 e lim —M|f(x)| = 0.
T—=p T—p
Pelo teorema do confronto .2

lim f(z)g(x) = 0.

T—p

Teorema .4 (1* Regra de L’Hospital.) Sejam f e g derivdveis em |p — r,p[ e em
lp,p+r[, (r>0), com g (x) # 0 para 0 < |x—p| < r. Nestas condigies, se lim f(z) =0,
z—p

: - f'(x)
ilgglag(x) =0 e se ilir}lj 7

ezistir (finito ou infinito), entdo lim,_,, % existird e

f(x)

!
lim —— = lim / (m)
wop g(x)  wop g'(@).

A regra de L’Hospitalcontinua valendo se substituirmos x — p por x — 400.

79



Bibliografia

1]

AQUINO, L. C. M.;Integral Impropria - Teste de comparag¢ao. Disponivel
em:jhttps: //www.youtube.com/watch?v=MkJBfVOYHDI;.

BOTELHO, G.; PELLEGRINO. D.; TEIXEIRA, E.;Fundamentos de Andlise
Funcional, Vol.1, 1. ed. Rio de Janeiro: SBM, 2012.

BOYCE, W. E.; DIPRIMA, R. C.; Equacoes Diferenciais Elementares e Pro-
blemas de Valores de Contorno, , 8. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2006.

DYKE, P. P. G.;An Introduction to Laplace Transforms and Fourier Se-

ries.pp 68-73.

FIGUEIREDO, D. G.; NEVES, A. F.; Equacoes Diferenciais Aplicadas, 3. ed.
Rio de Janeiro: IMPA, 2014.

GUIDORIZZI, H. L.;Um curso de cdlculo, Vol.1, 1. ed. Sao Paulo: EDITORA
S. A., 1986.

GUIDORIZZI, H. L.;Um curso de cdlculo, Vol.2, 5. ed. Sao Paulo: LTC EDI-
TORA, 2004.

REZENDE, K. A.;Cdlculo III - Derivada e Integral da trans-
formada; Integral de Convolugao - parte 1. Disponivel

em:jhttps://www.youtube.com/watch?v=t7jEOYIyVFs,.

TENSOES e correntes transitérias e transformadas de Laplace.; Tensdes
e correntes transitorias e transformadas de Laplace. Disponivel em:

ihttp://www3.fsa.br/localuser/Eletronica/mario.garcia/Circuitos

30



[10] ZILL, Dennis G.; Equag¢oes Diferenciais, Vol. 1, 3. ed. Sdo Paulo: PEARSON,
2001.

81



