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RESUMO

Nem sempre podemos exibir analiticamente as solugoes de um sistema de equacoes
diferenciais ordindarias, para isso contamos com algumas ferramentas que nos auxiliam
para encontrarmos essas solucoes. Neste trabalho faremos primeiramente um estudo de
sistemas de equacoes diferenciais lineares, estudaremos como encontrar as solugoes ho-
mogéneas e as nao homogeéneas , em seguida, procedemos os estudos de sistemas nao
lineares e como lineariza-lo. Subsequentemente, abordamos o principal objeto de estudo
desse trabalho, sistemas autonomos planos e sua estabilidade. A partir do qual anali-
saremos a estabilidade dos modelos populacionais de Tomas Malthus , Pierre Francois

Verhulst , Von Bertalanfty e de Lotka- Volterra.

Palavras-chave: Sistemas de Equacoes Diferenciais Ordinarias. Sistemas Autonomos.

Estabilidade. Modelos Populacionais.



ABSTRACT

We can not always analytically display the solutions of a system of equations dif-
ferential ordin’ arias, for that we have some tools to help us to find these solutions. In
this paper first we will make a study linear differential equations, we will study how to
find the homogeneous solutions and shall not homogeneous, then proceeded studies of
non-linear systems and how linearize it. Subsequently, we discuss the main object of
study of this work, autonomous systems plans and stability. From which we analyze the
stability of population models Tomas Malthus, Pierre Francois Verhulst, Von Bertalanfty
and Lotka- Volterra.

Key words: Ordinary Differential Equations. Autonomous Systems. Stability. Popu-
lation Models.
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Introducao

Diversos modelos que governam o comportamento em relacao ao tempo de um deter-
minado ecossistema é dado por equacoes diferenciais ordindarias ou equagoes diferen-
cias parciais. Um caso particular, no estudo de sistemas populacionais os modelos ma-
tematicos sao dados por equagoes diferenciais ordinarias. Dai a importancia do estudo
das ditas equacoes. O objetivo do presente trabalho é o estudo do comportamento de
alguns sistemas populacionais, para isso temos como fundamentos tedricos o estudo das
equagoes diferenciais de primeira ordem linear e nao linear, o estudos de todos os casos
de equagoes lineares de segunda ordem e algumas nao lineares, o estudo de sistemas li-
neares e nao lineares. Seguidamente uma introducao aos sistemas dinamicos mediante
os estudos de sistemas autonomos. Deste modo este trabalho ficou assim dividido: No
primeiro capitulo, apresentamos sistemas lineares de equagoes algébricas, estudos sobre
dependéncia e independéncia linear, também vimos como encontrar os autovetores e auto-
valores além de definirmos equagoes diferenciais ordinarias de primeira e segunda ordem.
No segundo capitulo, definimos sistemas de equagoes diferenciais lineares, sistemas linea-
res homogéneo, apresentamos a forma matricial de um sistema, vimos como encontrar a
solucao de sistemas lineares homogéneos, e também apresentamos sistemas nao lineares
e como reduzi-lo a sistema linear. No terceiro capitulo, apresentamos o estudo de siste-
mas autonomos planos e a analise da estabilidade que serd importante para compreensao
das aplicagoes. No quarto capitulo, fizemos a modelagem do modelo populacional de
Malthus, resolvemos a equacao e analisamos o ponto critico, também trabalhamos com o
modelo de e Verhulst , Von Bertalanffy e o modelo de Lotka-Volterra. Finalmente segue

as consideracgoes finais.
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Capitulo 1

Fundamentacao Teodrica

Neste capitulo, vamos ver alguns resultados de dlgebra linear que sao importantes para
a resolucao de sistemas de equacoes diferenciais. Alguns desses resultados facilmente de-
monstraveis, outros nao, como estamos interessados apenas em resumir uma informacao
util de forma compactada, nao terd a demonstracao em nenhum dos casos. Todos os
resultados neste capitulo dependem de alguns fatos basicos sobre sistemas lineares de

equacoes algébricas.

1.1 Sistemas Lineares de Equacoes Algébricas

Um conjunto de n equagoes algébricas lineares simultaneas em n variaveis

a1171 + a12%T2 + ...+ ATy = by
(1.1)

Ap1%1 + Ap2T2 + ... + AppTp = bn

pode ser escrito como

AX = b, (1.2)

onde a matriz n X n A e o vetor b sao dados, e as componentes de X tém que ser deter-

minadas. Se b=0, o sistema ¢ dito homogéneo, caso contrario, ele ¢ nao homogéneo.

Se a matriz de coeficientes A for invertivel, ou seja, se det A for diferente de zero entao

o sistema (1.2) tera uma tinica solugao. Como A é invertivel, A~ existe e a solugao pode
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ser encontrada multiplicando-se cada lado da equacgio (1.2) a esquerda por A~1, assim,

X =A"'b. (1.3)

Em particular, o problema homogéneo AX=0, correspondente a b=0 na equagao
(1.2), tem apenas a solugao trivial X=0. Por outro lado, se A for singular, ou seja, se
det A ¢é zero entao ou nao existe solu¢do da equagao (1.2) ou existe, mas nao é tnica.
Como A é singular, A~! nao existe de modo que a equacao (1.3) nao é mais vélida. O
sistema homogéneo

AX=0 (1.4)

tem solucao nao nulas, além da solucao trivial. A situacao para o sistema nao homogéneo
(1.2) é mais complicada. Esse sistema nao tem solucao, a menos que o vetor b satisfaga

uma determinada condicao. Essa condigao é que

(b,y) =0, (1.5)

para todos os vetores y tais que (A*y) = 0, onde A* é adjunta de A. Se a condicao (1.5)
for satisfeita, entdo o sistema (1.2) tem uma infinidade de solugdes. Cada uma dessas

solugoes tem a forma

X =X ¢ (1.6)

onde X© ¢ uma solucio particular da equacdo (1.2) e £ é qualquer solugio do sistema
homogéneo (1.4). Os resultados do pardgrafo anterior sdo importantes para classificar as
solugoes dos sistemas lineares. No entanto, para resolver um sistema particular é melhor,
em geral, usar reducao por linhas para transformar o sistema em um mais simples, do
qual a solucao se existir pode ser escrita facilmente. Para fazer isso de maneira eficiente,

podemos formar a matriz aumentada

Ab=1| ... ... ... (1.7)
Am1 ... QApn ‘bn

juntando o vetor b a a matriz de coeficientes A como uma coluna adicional. A linha

pontilhada fica no lugar dos sinais da igualdade e divide a matriz aumentada. Agora
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efetuamos as operacoes elementares na matriz aumentada de modo a transformar A em
uma matriz triangular, ou seja, em uma matriz cuja os elementos abaixo da diagonal
principal sao todos nulos. Uma vez feito isso, é facil ver se o sistema tem ou nao solugao
e, se tiver, encontra-las. Observe que as operacoes elementares sobre as linhas da matriz

aumentada (1.7) sdo operagoes do sistema (1.1). O exemplo a seguir ilustra o processo.

Exemplo 1.1 Resolva o sistema de equagoes

1 — 21’2 + 356'3 = 7,
—X] + Lo — 2173 == —5, (18)

21‘1—1’2—1'3:4.

A matriz aumentada para o sistema (1.8) é

-1 1 -2 |-5 |- (1.9)
2 -1 -1 |4
Vamos agora efetuar operagoes elementares sobre as linhas da matriz(1.9) com o ob-
jetivo de introduzir zeros na matriz em sua parte inferior a esquerda. Cada passo esta
descrito, e o resultado e mostrado em seguida.

(a) Some a primeira a segunda linha e some (-2) vezes a primeira linha a terceira.

1 -2 3 |7
0 -1 1 |2
0 3 =7 |—10

(b) Multiplique a segunda linha por menos -1.

1 -2 3 |7
0 1 -1 |-2
0 3 -7 |-10

(c) Some (-3) vezes a segunda linha a terceira.
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(d) Divida a terceira linha por -4.
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A matiz obtida desse modo corresponde ao sistema de equacoes
r1 — 21‘2 + 31’3 = 7,
To — X3 = —27 (].].0)
T3 = 1,
que é equivalente ao original(1.8). Note que os coeficientes na equagao (1.10) formam
uma matriz triangular, temos x3 = 1; 29 = =2+ 23 = —1; 1 = 7+ 209 — 23 = 2.

Obtemos assim,

2
X=| -1
1
que € a solugdo do sistema (1.8).
1.2 Independéncia Linear
Um conjunto de K vetores XM, ..., X® ¢ dito linearmente dependente se existe um
conjunto de nimeros (complexos) ¢y, ..., cx nem todos nulos tais que
aXW 4 Xk = 0. (1.11)
Em outras palavras, XV ... . X® sio linearmente dependentes se existe uma relacao
linear entre eles. Por outro lado, se o tnico conjunto ¢y, . .., ¢ para qual a equacao (1.11)
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é satisfeita e ¢y = co = ... = ¢, = 0, entao XD ,X(k) sao ditos linearmente inde-
pendentes. Considere um conjunto de n vetores, cada um deles com n componentes.
_ .0

Seja z;; = x;”’ a i-ésima componente do vetor X0 e seja X = (x;3). Entao a equagdo

(1.11) pode ser escrita na forma

xgl)cl +...+ x&")cl T1161 + ...+ Tinch
= : : = Xc=0. (1.12)

xg)cl +...+ x%n)cn TpiCl +...+ TpnCn
Se detX # 0, entao a tnica solu¢do da equagao (1.12) é C = 0, mas se detX = 0,
existem solucoes nao nulas. Logo, o conjunto de vetores X ... X® ¢ linearmente

independente se, e somente se, detX # 0.

1.3 Autovalores e Autovetores
A equacao
AX =Y, (1.13)

pode ser vista como uma transformacao linear que leva um vetor dado X em um novo
vetor Y. Para encontrar tais vetores fazemos Y = AX, onde \ é um fator escalar de

proporcionalidade, e procuramos solugoes das equacoes
AX = \X, (1.14)

ou

(A= X)X =0. (1.15)
A ultima equacao tem solugoes nao nulas se, e somente se, A for escolhido de modo que
det(A— M) =0. (1.16)

Os valores de A que satisfazem a equagao (1.16) sdo chamados de autovalores da matriz A,
e as solugoes nao nulas correspondentes das equagdes (1.14) ou (1.15) obtidas usando-se
valor de A, sao chamados de autovetores correspondentes, ou associados, aquele autovalor.

Se A é uma matriz 2 x 2, entao a eq. (1.15) fica
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al]p — /\ a12 T o 0 (1 17)

a91 99 — )\ ) 0

e a equacao (1.16) torna-se

(a11 — A)(az2 — A) — ar2a21 =0 (1.18)

1.4 Equacao diferencial Ordinaria

Definicao 1.1 Uma equacdo diferencial ordindria é uma relagdo que envolve uma fun¢ao

incognita e derivadas desta funcao.

Exemplo 1.2 y +y=2

Definicao 1.2 A ordem de uma equacao diferencial ordindria € dada pela maior deri-

vada da equacao.
Exemplo 1.3 y' + 3y =5 (equagao diferencial de 1° ordem)

Exemplo 1.4 y" + 5y —y =3 (equagao diferencial de 2° ordem)

1.5 Equacao Diferencial Ordinaria Linear de primeira

Ordem

Definicao 1.3 Uma equagao Diferencial Ordindria Linear de primeira Ordem tem a
sequinte forma:

vy + f(z)y = h(z) Vz €R.

chamamos de Equacao diferencial homogénea se h(z) =0, Yz € (a <z < ).

18



1.6 Equacao Diferencial Ordinaria Linear de Segunda

Ordem

Definicao 1.4 Uma equacao Diferencial Ordindria Linear de seqgunda Ordem é da se-
guinte forma:

y' + [(@)y + g(2)y = h(z)
chamamos de equagdo diferencial homogénea se h(x)=0Y = € R. Caso contrario cha-

mamos de nao-homogénea.

Definicao 1.5 Chamamos de FEquagao de primeira e sequnda ordem de coeficientes

constantes , se f(x) e g(x) sdo fungdes constantes definidas no conjunto dos reais.

Definicao 1.6 Toda funcao ® definida em um intervalo I que em pelo menos n deri-
vadas continuas em I, as quais quando substituidas na equacao diferencial ordindria de
ordem n, reduzem a equacao diferencial a uma identidade, € denominada uma solugao

da equacao no intervalo.

19



Capitulo 2

Sistemas de Equacoes Diferenciais

Lineares

Neste capitulo vamos estudar sistemas lineares e também sistemas nao lineares.
Um Sistema de equagoes diferenciais de ordem n sao n equagoes de primeira ordem Si-

multaneas, em varias varidveis.

d
% = fi(t,x1, 0, X3, ...T)
d
% = fg(t7171, To, T3, ZL‘n)
(2.1)
d
% = fl(t,xl,l’g,.%'g, l’n)
d,
\ % = fn(t,l'l,l'g,l'g, xn)

trata-se de wm sistema com n varidveis dependentes, x; , e uma varidvel indepen-

dente, t.

20



2.1 Sistema Linear Homogéneo.

( dx
d_tl = all(t)xl + alg(t>x2 + ...+ aln(t)wn + fl(t)
dat a1 (t)x1 + age(t)xe + ... + agn(t) s + fo(t) :
dZL'3

\ % - a’nl(t)xl + an2(t)$2 +...t a””(t)x" + fn(t)

Onde os coeficientes a;j e as f; sao fungoes continuas em um intervalo comum. Quando
fi(t) = 0,4 =0,23,..n o sistema (2.2)é chamado de homogéneo, caso contrdrio é
chamado de nao-homogéneo.

Agora veremos que toda equacdo linear homogénea de ordem n pode ser reduzida a um
sistema com a forma normal (2.2). Supondo que a equagdo diferencial linear de ordem

n dada inicialmente como:

dny Qo ar An—1 (n—1)
—L =y —yf — = Iy t 2.3

Introduzindo as varidveis

y=1a1,y =29,y =13, ,y"V = 2,5 (2.4)

Decorre que

_ _ . (n) —_
=, ,=azn; e y"=ua.

Portanto de (2.3) e (2.4) podemos ver que uma equagio diferencial linear de ondem n

21



pode ser expressa como um sistema de ordem n:

(

" __
"

Ezxemplo 2.1 Reduza a equagao de terceira ordem 2y

sistemas.

Solucao:

2" = —y — 4y’ + 6y” + sent
t
y/// _ _%y o 2y/ + 33/” + 862’/1

fazendo entao y=wx1, Yy =x9, Yy’ = 3.
Como

7 = y/ = Ty

x/Q — y/// — :ES

xi")’ — y///

temos o sistema

xh = T3
= —Lo) — 22 375 + tsent
Ty = —501 — 22,373 + 35en

2.2 Forma Matricial de um sistema

Se X , A(t) e F(t) denotam respectivamente as matrizes

22
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xl(t) (111<t) a12 (t) alg(t) e Clln(t) f1 (t)

I‘Q(t) a921 (t) 99 (t) 93 (t) e azn(t) fg(t)
X=| a3(t) [ A)=] an(t) asn() au) ... a@) | FO)=| ;0 |

x,(t) an1(t)  ana(t) ans(t) ... apa(t) ful?)

entdo o sistema de equacgao diferenciais lineares de primeira ordem

;

% = an(t)xl —f- a,lg(t)l‘g —f- dlg(t)l‘3... + aln(t):pn + fl(t)
er = a91 (t)l’l + (122(15)33’2 + agg(t)xg... + &2n<t)f13n -+ fQ(t) (2 6)
da:3 = a3 (t):cl + agg(t)xg + a33(t)333... —+ a3n<t)$n + fg(t)
\ dm” a1 (1)1 4 an2(t) s + anz(t)x3... + app(t)x, + fult)
pode ser escrito como
T au(t) a12 (t) alg(t) e Clln(t) T f1 (t)
) a91 (t) 929 (t) 923 (t) e CLQn(t) ) fg (t)
Az | = an(®) as(t) ass(t) ... aga(t) s |+ f0)
T an1(t)  ana(t) aps(t) ... apa(t) Ty fu(t)
ou entao dessa forma
dX
se F(t) = 0 entdo o sistema (2.7) é chamado de homogéneo, e fica
dX
— =A)X 2.8
= Al 23)
dx
=3r—2 3t
a T
Exemplo 2.2 Sistema ndao-homogéneo.
dy
— = -2 10 5t
7 z + 10y +

23



Forma matricial

X 3 =2 3t T
dx _ X + , Observagao: X =

dt —2 10 5t y
Exemplo 2.3 sistema homogéneo.

%:x-l-y

dy

a —rv—Y

Forma matricial

dx 1 1 _ T
at X, Observacao. X =
1 -1 y

2.3 Solugoes de um Sistema Linear Homogéneo: Con-

junto fundamental de solucoes

Definicao 2.1 Conjunto fundamental de solucoes Qualquer conjunto X1, Xo, - X, de
n vetores solugoes linearmente independente do sistema homogéneo(2.2)em um intervalo

I é chamado de Conjunto fundamental de solugoes no intervalo.

Teorema 2.1 (Existéncia de um Conjunto Fundamental) Existe um conjunto fun-

damental de solugdes para o sistema homogéneo (2.2)no intervalo I.

Definicao 2.2 Solucao geral-Sistemas Homogéneos. Seja X1, Xy, ...X,, um con-
junto fundamental de solugdes do sistema homogéneo(2.2) em wm intervalo I.Defini-se
a solucao geral do sistema no intervalo como X = c1 X1 + o Xo + -+ + ¢, X,,, onde os

ci;1=1,2,3--- .n sao constantes arbitrarias.

2.3.1 CASO I: Autovetores Reais Distintos

Sabemos que a solucdo geral do sistema homogéneo é da forma X = cikieM + cokoe?? +

o4 cpkpe ..., onde os vetores solugoes apresentam a forma
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para o sistema linear homogéneo de primeira ordem
X' = AX (2.10)

onde A é uma matriz de constantes n x n. Considerando o sistema homogéneo (2.10)
supomos que exista uma solu¢do exponencial para este sistema X (t) = ke™ onde r e k
sao respectivamente, uma constante e um vetor de constante a se determinar. Derivando
em relagdo a t e substituindo na equagao (2.10) tem-se

Ak Tt
X'(t) = rke™ = rke™ = Ake™ como €™ #0 temos rk = ¢

ert

—

rk = Ak (2.11)

r € um autovalor da matriz A e K € um autovetor associado a ele. Esta equacao equivale
a

(A—rDK =0 (2.12)

Para achamos uma solugao X ndao-trivial de X'(t) = AX, devemos achar um vetor nao-
trivial K que satisfaca (A —rI)K =0, porém para que (2.12) tenha solug¢do nao-trivial,
devemos ter det(A —rl) = 0.

Teorema 2.2 (Solucdo geral-Sistemas Homogéneos) Sejam \i, Ao, - -+ A, autova-
lores reais distintos da matriz de coeficientes A do sistema (2.10) e sejam ky, ko, -+ |k,

0s autovetores correspondentes. Entdo a solugdo geral de (2.10) no intervalo (—oo, 4+00)
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¢ dada por

X = c1k1eMt + cokoe™ + -+ ¢, ket

dx
— =2 3
7t T+ oy
Exemplo 2.4
dy
27 _9
7t Tty
- o X 3
Solugao: Forma Matricial —— = X
Vamos encontrar os autovalores:
temos det(A — AI) =0
2 3 10 2 3 A0
det - A — det — det
2 1 0 1 2 1 0 A

=2-N(1-N) -6 = P\)=X—3\—4

vamos encontrar as raizes de \> — 3\ —4 =0

—b+ VA
usando formula de Baskara A = b*> —4.a.c e A = 2—\/— substituindo vem
.a
A= (-3)?-41.(-4)=9+16=25
3+ v25 3+5
A:Tf:sz:mlzq Ay =4
agora vamos encontrar os autovetores:
com A= —1
(A= Xu=0, u=(z,y)
2—(-1) 3 x 0
2 1—(=1) Yy 0
3 3 x 0 3r+3y =0 —3x
2 2 y 0 20 42y = 0 3
1
u=(z,y) = (r,—x) =2(1,-1) logo vy =
—1
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1
O vetor v, = € o autovetor de A associado a Ay

-1
comA=4

(A= X)u=0, u=(z,y)

2—4 3 T 0
2 1-4 Y 0
—92 3 T 0 —2x+3y =0 2z 9
2 -3 y 0 22 — 3y =0 3
2 2 1
U= (xay) = (l’, §m> = :L‘(la §) lOgO U1 = 9
3
1
O vetor vy = , ¢ o autovetor de A associado a A\
3

temos a solucao do sistema

X, = et e X,= et

|
—_
Wi

a solucao geral do sistema é:

X = Cle + CQXQ

1
X =q e+ ¢y ett =
-1

—_

x(t) = cre ™t 4 copet

y(t) = —cre™ + 2cpe™

wno

2.3.2 CASO II: Autovalores complexos

Se i =a+iB el = a—if8, i* = —1, sao autovalores complexos da matriz A de
coeficientes, podemos sem duvidas esperar que seus autovetores correspondentes também
tenham elementos complexos.

vejamos o sequinte exemplo:
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= — G —
a Y
Exemplo 2.5
dy
— =5 4
7 T+ 4y
Solucao:
Forma matricial
6 —1 T
% = X, onde X =
5 4 Y

Polinomio caracteristico.

P(X) = det(A — \I)

6 —1 10 6 —1 A0
5 4 01 5 4 0 A
6—-X 3 6-X 3
(A=) = — P()\) = det = (6-\)(4—\)+5
2 4= 2 4=

P(A\) = A2 — 10X\ + 29 = 0, vamos encontrar as raizes.

A= (-10)?2 —4.1.29 =100 — 116 = —16

(—10) £ /=16 10+ 4

A= —
2.1 2

M=0+21 XN=>-2
agora vamos encontrar os autovetores.
Para Ay = 5+ 2¢ devemos resolver
(1 —=2i)ky — ko =0
Sky — (14 20)ky =0

como ki = (1 — 2i)k1, decorre, apds escolher ki = 1, que um autovetor € ky =
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1
1—2
1

Analogamente, para Ay =5 — 2i, achamos o outro autovetor ky =
14+ 2

Logo duas solugoes do sistema sao:

X, = 1 eB+20)t ¢ X, — 1 o(1-20)t
1—2¢ 1+ 2

pelo principio da superposicao, outra solu¢ao é

X =¢ 1 eB+200t 1 p(1-20)t

1—2 1+ 2

Note que os elementos em Ko correspondentes a Ao sao 0s conjugados dos elementos
em ki correspondente a \1.O conjugado de N\, €, naturalmente, \y. Escrevemos Ao = M\

e ky = ky. Acabamos de ilustrar o sequinte resultado geral.

Teorema 2.3 (solugcoes correspondentes a Autovalores Complexos) Seja A a
matriz de coeficientes , com elementos reais, do sistema homogéneo (2.10), e seja K um

autovetor correspondente ao autovalor complexo A\ = a + (i, com « e B reais. Entao

X1 = Kle’\lt (& XQ = Kle)‘lt

s@o solugoes de (2.10)

2.3.3 CASO III: Autovalores Repetidos

Até aqui nao consideremos o caso em que alguns dos n autovetores Ay, Aa, ..., \, de uma
matriz n X n sejam repetidos. Suponhamos que A1 seja um autovalor de multiplicidade
dois e que haja apenas um autovetor associado a esse valor. Pode-se achar uma solugao

da forma
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X, = KteM! 4 peMt (2.13)

onde
ky y4!
K.

K .2 P — D2
kn, Pn

Para ver isso substituimos (2.13) no sistema X' = AX e simplificamos:
(AK — )\1K)t€)‘1t + (AP - )\1P - K)G)‘lt =0

como essa ultima equacao deve ser vdlida para todos os vetores de t, devemos ter

(A=K =0 (2.14)

(A— AP =K (2.15)

A equagao (2.14) estabelece simplesmente que K deve ser um autovetor de A associado
Ai. Resolvendo (2.14) determina uma solugcdo X, = KeMt. Para obter a sequnda solugdo

Xy ,precisa somente resolver o outro sistema (2.15) Para obter o valor de P.

dz
— =3z — 18
at T
Exemplo 2.6
dy
= =2r -9
a v
Solugao:
Forma matricial
3 —18 T
‘31—),5 = X, onde X =
2 =9 Y

Polinomio caracteristico.

P()) = det(A — \)
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3 —18 10 3 —18 A0
(A— ) = —A =
2 -9 01 2 -9 0 A
3—X —18 3—X —18
(A=) = — P(\) = det (3 - A)(—9 —
2 —9—A 2 —9—A
A) + 36

P(\) = A+ 6)+9 =0, vamos encontrar as raizes.

A=(6)2—41.9=236—-236=0

_—(6)£v0 —6+0 B B
A== A =-3 A=-3

¢ uma raiz de multiplicidade dois, agora vamos encontrar os autovetores:
com A= —3

(A=X)u=0, u=(z,y)

3—(-3) -—18 x 0
2 —9(-3) Yy 0
6 —18 x 0 6x — 18y =0 18z
— S = r=— — r =3y
2 —12 y 0 2z — 12y = 0 6
3 N .
u=(z,y) = Bz,x) =z(1,—1) logo K;= , uma solugao do sistema €
1
3
Xl = 6_3t
1
Identificando K = e P= b , vemos, por (2.15) que devemos resolver
1 P2
(A+3)P=K
ou
6 —18 D1 3
2 -6 D 1
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Efetuando a multiplicacao nessa ultima expressao, vem

6p1 — 18p2 =0
2y — 12, =0

Como esse sistema € obviamente equivalente a uma unica equacdo , temos um numero

infinito de escolhas para py e py. FEscolhendo por exemplo, p1 = 1, obtemos py = %.

Entretanto, por questao de simplicidade, escolhemos p; = %, de forma que py = 0. Logo,

1
P=| ? |. Assim de (2.13), obtemos
0
3 1
X, = te 34 [ 2]+
1 0
A Solugao geral do exemplo(2.9) é
3 3 1
X =q e 3t 4 ¢y te 34 | 2 | 4
1 1 0

2.4 Sistemas Nao lineares

Um sistema autonomo nao linear de sequnda ordem, € definido por duas equacgoes dife-

Tenclals

dx
a = f($, y)

(2.16)
% = g(z,y)

onde as fungoes f e g nao sao simples combinagoes lineares das varidveis x e y. Nao exis-
tem técnicas analiticas gerais para resolver esse tipo de equagao. Os métodos numéricos
apresentam mais problema neste caso, do que no caso de equacoes lineares. No entanto, a

andlise grdfica no espaco de fase pode fornecer muita informagao sobre o comportamento
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do sistema. F essencial comecar por identificar os pontos fixos. Mais a frente veremos
que na regiao perto de cada ponto fixo o sistema comporta-se de forma semelhante a um

sistema linear.

2.4.1 Linearizacao

As duas fungoes f e g podem ser escrita na forma de uma série de Taylor.

0 0

flow) = fun) +@=0F | +@-0F] (2.17)
0 0

glosy) = glw o) + (e —wg| =g (2.18)

Na vizinhanga do ponto (u,v) os trés termos apresentados nas duas séries acima cons-
tituem uma boa aprorimagdo ao valor real da fungdo. Se (u,v), for um ponto fizo do
sistema (2.16), f(u,v) e g(u,v) serao nulas e, portanto, o primeiro termo de cada série
desaparecerd. Mudado a origem de coordenadas para o ponto fizro (u,v), isto é, num

sistema de coordenadas X = x —u, Y =y — v, as funcoes sao, aprorimadamente,

of | O

X,)Y) = +Y = 2.19
f( ) ox (u,v) 8y (u,v) ( )
g g

X,)Y)=X— +Y = 2.20
g( ) ox (u,v) 8y (u,v) ( )

substituindo no sistema (2.16), obtém-se um sistema linear

i or of X

or 0

= aﬁ az (2.21)

&y % a_y (u,v) Y

dt
esta aproximagado linear sé serd valida numa vizinhan¢a da origem (X = 0,Y = 0),
normalmente, perto do ponto fixro. A matriz do sistema linear (2.21) designa-se por
Matriz Jacobiana. E wma matriz constante, obtida a partir de derivadas das fungoes
de estado, substituindo as varidveis pelos valores no ponto firo. Para cada ponto fizo
existird uma matriz jacobiana diferente. Os wvalores e vetores proprios de cada uma
dessas matrizes permitem estudar a estabilidade do sistema, na vizinhanga do ponto fizo

respectivo, na mesma forma que é feito para os sistemas lineares.
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ik’
Exemplo 2.7
dy
7 — 9y — )2
at y—vy
dx dy
olugao: pontos fizos o S
r—xy=0 z(l—y)=0
=
2y —y* =0 y(2—y)=0

r=0o0uy=—-1; y=0o0uy=2
vem que (t=0ey=0) ou (z=0ey=2) ou (y=1ley=2)
temos os pontos Ey = (0,0)  Ey = (0,2)

usando a matriz jacobiana temos

of 97 [ 0

DF(X,Y) = = _
dg 0Jg 0 o O 5
s 24 - _ —_ — 0 2—2
9 Oy 8x(2y y°) 8y(2y y°) T

Para o primeiro ponto firo By = (0,0)

1—1(0 —(0 1 0
prog | 17O 0 ]
0 2 —2(0) 0 2
Polinomio caracteristico
P(X) = det(A— )
10 A0 1—A 0
= =(1-XN2-XN-0
0 2 0 A 0 2—A

PA)=2—A—2 42 =X2-3X+2=0

A=9—-412=1 X

Para o ponto Ey = (0,2)
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DF(0,2) = =

PA) =(—=1-=XN)(-2-X) =X2+3)+2=0

-3=x1

2
Analisaremos a estabilidade no proximo capitulo.

A=9-412=1 A=

)\1:—1 )\2:—2
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Capitulo 3

Sistemas Autonomos Plano e

Estabilidade

Um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem € chamado de autonomo quando

pode ser posto na forma :

dl’l ( )
— = g1(x1, 29, ...,
dt g1\T1, T2,
d
=2 = (@, ) (3.1)
dx,, ( )
— = gp(x1, 22, ...y
di Gn L1, L2
assim, a varidavel independente t nao aparece explicitamente no membro direito das equagoes
diferenciais
Exemplo 3.1
dx
— =2 3
7 T+ oy
dy
— =2z +
dt Y

Denotando por X (t) e gX os vetores coluna respectivos
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[El(t) gl(‘rh Za, xn)
To(t T1,T9,...Tn
X(t): 2() ; gX — 92( 1, T2 )

(1) gn(21, T2, ...y

o sistema autonomo (3.1) pode ser escrito na forma compactada de um vetor coluna
X' =gX. O sistema homogéneo X' = AX estudado anteriormente constitui um caso es-
pecial importante. Neste capitulo € também conveniente escrever (1.8) utilizando vetores

linhas, fazendo

X(t) = (21(t), 22(t), ..., za(t))

g(X) = (gl<l'1,9§'2, cee 7xn);92(x17x27 cee axn)a s 7gn(x17$27 e axn))

o sistema autonomo (3.1) pode ser escrito na forma compactada de um vetor linha
X' = gX. O contexto indicard se estamos utilizando a forma de vetor linha ou coluna.
Em particular , quando n = 2, convém utilizarmos a forma de vetor linha , escreve-
mos uma condi¢ao inicial como X(0) = (zo,vy0). Quando a varidvel t € interpretada
como tempo, costumamos referir-nos a uma solu¢ao X (t) como o estado do sistema no
instante t. Com essa terminologia, dizemos que um sistema de equacgoes diferenciais é
autonomo quando a taxa X'(t) a qual o sistema varia depende apenas do estudo presente
X(t) do sistema. O sistema linear X' = AX + F(t) € autonomo quando X(t) € con-
tante. Note que, quando n =1, a a equacao diferencial autonoma toma a forma simples
% = g(t). Podemos construir solugées explicitas, por que essa equagdo diferencial é

separdvel. quando n = 2, o sistema € chamado Sistema Auténomo Plano, e nds

ESCTrevemos como

dy
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Exemplo 3.2

= 9r —
aw Y
dy

2 —3r—2
7 3z Y

3.1 Analise da Estabilidade

No capitulo 2 focalizamos principalmente técnicas de resolu¢ao de sistemas de equacoes
diferenciais lineares de 1° ordem da forma X' = AX + F(t). Quando o sistemas de
equacoes diferenciais nao € linear, em geral ndao € possivel achar solugoes em termos
de funcgoes elementares. Mostraremos, neste capitulo que € possivel obter informacoes
valiosas sobre a natureza geométrica das solugoes constantes especiais chamadas pontos
criticos e procurando solugoes periodicas. Essas solucoes especiais sao classificadas como
estdveis ou instdveis, conforme o comportamento de solu¢des na vizinhanca dos pontos.
Os métodos de resolucoes do capitulo 2 permitem-nos fazer andlise geométrica meticulosa

das solucoes de

W ww+b
o =ax + by
(3.2)
d
d_?tJ =cx + dy

em termos de autovalores autovetores da matriz de coeficientes

a b
c d

A_:

Para termos certeza de que Xo = (0,0) € o inico ponto critico, supomos o determinante
AN =ad—bc#0. Set=a+d € o traco da matriz A, entdo a equacgao caracteristica

det(A — A1) =0 pode ser escrita como
N —71A+A=0.

Portanto, os autovalores de A sao X\ = (T++/72 —4/A)/2, e teremos 0s trés casos usuais

dessas raizes conforme 2 — 4/\ seja positivo, negativo,zero.
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3.1.0.1 CASO I Autovalores Reais Distintos (72 — 4/ > 0)

De acordo com o teorema (2.2) do capitulo 2 a solugao geral de (3.2) é dada por
X (t) = crkie™Mt + cokpe™?, (3.3)

onde A1 e Ay 0s autovalores e Ky e Ky sao os autovetores correspondentes. Note que

X(t) também pode ser escrito como
X(t) = €>\1t [ClKl + C2K26(>\2—)\1)t} . (34)

(a)Ambos os autovetores negativos (72 —4A >0, 7 <0 e A > 0)
N6 estavel De (3.3) decorre que tlim X(t) = 0. Se admitirmos Ay < Ay, entdo Ag—A; < 0
—00

e podemos concluir de (3.4) que
X(t) ~ c1kpeM?t

para grandes valores de t. Quando ¢; # 0, X(t) tende para 0 sequndo uma das duas
dire¢oes determinadas pelo autovetor Ky correspondente a A;. Se c; =0, X(t) = Cokoe??t
e tende para 0 ao londo da reta determinada pelo autovetor ky. A figura (3.1) exibe uma
colecao de curvas solugao em torno da origem. Um ponto critico é chamado N6 Estavel

quando ambos 0s autovalores sao negativos.

Figura 3.1: N6 Estavel
Fonte: ZILL(2001).

(b)Ambos os autovalores positivos (72 —4A >0, 7> 0e A > 0)
N6 Instavel A analise desse caso € andloga ao caso (a). Novamente, por (3.3), X(t)
torna-se arbitrariamente grande quando t cresce. Além disso, por (3.4) se torna arbitra-

riamente grande em uma das dire¢oes determinadas pelo autovetor K (quando c¢; # 0)
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ou ao longo da reta determinada pelo autovetor Ky (quando co = 0).A figura abaizo exibe
uma colecao tipica de curvas solucao. Esse tipo de ponto critico, correspondente ao caso

em que ambos os autovalores sao positivos, é chamado de N6 Instavel.

Figura 3.2: N6 Instavel
Fonte: ZILL(2001).

(c) Autovetores com sinais opostos (72 —4A > 0) e A < 0)
Ponto de sela A analise das solugioes é idéntica a do caso (b) com uma exce¢ao. Quando
c1, X(t) = cokoe™? e, como Ny < 0, X(t) tenderd para O ao longo da reta determinada
pelo autovetor Ky. Se X (0) nao estd sobre a reta determinada por Ky, a reta determinada
por K1 € uma assintota de X (t). Esse ponto critico instdvel é chamado ponto de sela.

Veja abaizo.

Figura 3.3: Ponto de Sela
Fonte: BOYCE(2011).

3.1.0.2 CASO II Um autovalor Real Repetido (72 — 4A = 0)

Noés Degenerados Recordamos que a solug¢ao geral toma uma de duas formas diferen-

tes, conforme possamos achar, para o autovalor Ay, um ou dois autovetores linearmente
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independentes.
(a) Dois autovetores linearmente independentes (LI).

Se Ky e Ky sao dois autovetores LI a Ay, entdao a solugcao geral € dada por
X(t) = ClkleAlt + Cgkfge)\lt
= (Clk’l + 62k2>€>\1t.

Se A1 <0, X(t) tende para O ao longo da reta determinada pelo vetor c1ky + cako, 0

ponto critico € chamado no estavel degenerado. veja figura.

A 4

\

Figura 3.4: N6 Estavel Degenerado
Fonte: ZILL(2001).
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Quando A\ > 0, temos entao um no instavel degenerado . como mostra a figura.

Figura 3.5: N6 Instavel Degenerado
Fonte: ZILL(2001).

(b) Um tnico autovetor linearmente independentes (LI). Quanto eziste um tinico

autovetor LI ki, a solugao geral é dada por
X(t) = ciki€’ + co(kyte™ 4 Pet),
onde (A — MI) =K, e a solugio pode ser posta na forma
X(t) = teMt [eoky + %/{:1 + Ct—QP] .

Se A1 < 0, tlgg teMt = 0, decorrendo que X(t) tende para 0 seqgundo uma das dire¢oes
determinadas pelo vetor ky (veja figura 3.6). O ponto critico é novamente chamado né
estavel degenerado. Quando Ay > 0, as solugoes se apresentam como as da figura
3.6 com as setas invertidas. A reta determinada por Ky € uma assintota para todas as
solugoes. O ponto critico ¢ chamado né instavel degenerado ou improprio. Veja o

grdfico a sequir:
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Figura 3.6: N6 Estével Degenerado
Fonte: ZILL(2001).

3.1.0.3 CASO III autovalores Complexos (72 — 4A < 0)

Se A\ = a+fi el =a—pBi sio os autovalores complezos e K; = By +iBgy € um
autovetor complexo correspondente a A1, entao a solugao geral pode ser posta na forma

X(t) = a1 Kq(t) + c2Ks(t), onde

X1 (t) = (B cos Bt — Bysin Bt)e™

X, (t) = (B cos Bt + By sin t)e™

e, tem-se uma solugcao na forma

x(t) = e*(cq1 cos St + c198in Ot)
(3.5)
y(t) = e™(ca1 cos Bt + coq sin St)
e, quando o = 0, temos
x(t) = (c11 cos Bt + c19 sin Bt)
(3.6)
y(t) = (ca1 cos Bt + o2 8in f5t)
(a) Raizes imagindrias puras (72 — 4A < 0, 7 = 0)

Centro Quando a = 0, 0s autovalores sao imagindrios puro e, por (3.6) todas as solugoes
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sao periodicas com periodo p = %’T Note que, se c1o € co1 fossem simultaneamente zero,

entdo (3.6) se reduziria a

x(t) = c11 cos ft

y(t) = cosin fit,
que € a representacao paramétrica de uma elipse. Resolvendo o sistema de equagoes
(3.6)nem relagdo a cos 3 e sin B e utilizando a identidade cos® Bt +sin® Bt = 1, é possivel
mostrar que todas as solugoes sao elipses com centro na origem. O ponto critico (0,0) é
chamado Centro, a figura 3.7 mostra uma colecao tipica de curvas solucao. As elipses

sao todas percorridas seja no sentido hordrio seja no sentido anti-hordrio.

Figura 3.7: Centro
Fonte: ZILL(2001).

(b) Parte real nao nula (72 —4A < 0, 7 #0)
Pontos Espirais Quando o # 0, o efeito do termo e** em (3.5), quando o < 0, e* — 0
e as solugoes semelhantes a elipses circulam em torno da origem, cada vez mais proximas

dela. O ponto critico é chamado ponto espiral estavel. Como mostra a figura a sequir.
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Figura 3.8: Ponto Espiral Estavel
Fonte: ZILL(2001).

Quando a > 0, o efeito € o oposto. Uma solug¢ao semelhante a elipse € afastada cada

vez mais da origem, e o ponto critico € chamado ponto espiral instavel veja a figura.

Figura 3.9: Ponto Espiral Instavel
Fonte: ZILL(2001).
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Capitulo 4

Algumas Aplicacoes Populacionais

4.1 Modelo de Malthus

Em 1798, o economusta inglés Thomas Robert Malthus publicou um artigo sobre o es-
tudo do crescimento populacional humano que atualmente é conhecido como a primeira
proposta de utilizacdo da matemdtica na tentativa de avaliar a dinamica populacional. Se-
gundo Malthus, sob certas condigoes, a variacao populacional ocorre a razao geométrica.
Embora Malthus nao tenha formulado matematicamente, o atualmente conhecido como

modelo de Malthus, em termos de equagoes diferenciais, € dado por
dp(t

onde X\ é constante e p(t) representa o valor da populagdo p ao longo do tempo t.
Portanto, considerando p(0) = py > 0 e a equacdo (4.1),temos um problema de valor

wmictal cuja solugao

p(t) = poe™ (4.2)
Vejamos:
dp(t)
—= = \p(t
o = ()
p(0) = po
Demostracgao:

46



dp(t dp(t
dp(t) = \p(t) = dp(t) = A\dt  integrando dos dois lados temos
dt p(t)
dp(t
/—yi(t)) :/ At = Inp(t) = M +c¢  usando propriedade de logaritmo temos

p(t) = MO = p(t) = eM.e®  fazendo e = K temos

Usando a condicao inicial tem-se

Py = K0 — Po = Ke — po = K.1 , temos K = F,

Logo P(t) = poe™

Analisando X temos: se X < 0 p(t) decresce, se A > 0 p(t) cresce.

4.2 Modelo de Verhulst ou Logitstico

Assumiremos que 0s recursos para crescimento e reproducdo sao limitados. Logo temos
que a tazra de natalidade e mortalidade dependem do tamanho da populagao. Para derivar

este modelo de crescimento logistico, mais complero comegamos com equagao:

% =W —d)p (4.3)
agora vamos modificar b’ e d' para que eles figuem dependentes e representem a super-
lotagao. Denso- dependéncia
Perante uma situacao de super- lotacao crescente, nossa expectativa é de que a taza de
natalidade per capita diminua devido a falta de comida e recursos para a reproducao dos
0rganismos. temos a expressao

V' =b—ap (4.4)
nela, p € o tamanho da populacdo, V' € a taxa de natalidade per capita , e b e a sdo

constantes. De acordo com expressao (4.4) quanto maior p, menor € a tara de natalidade.

Por um raciocinio semelhante, podemos modificar a tara de mortalidade para que ela
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reflita a deso-dependéncia. Neste caso, esperamos que a taxa de mortalidade aumente a

medida que a populacao cresce.

d=d+cp (4.5)

a constante d € a taxa de mortalidade quando o tamanho da populagcdao é proximo de
zero e a ela estd crescendo (quase) exponencialmente. A constante ¢ mede o aumento da
taza de mortalidade devido a denso-dependéncia. As expressoes 4.4 e 4.5 sao as mais
simples descrigoes matemdtica dos efeitos da superpopulacdo nas taxas de natalidade e
mortalidade. Em populagoes reais, as funcoes podem ser bem mais complicadas. Agora

vamos introduzir as expressoes 4.4 e 4.5 na expressao 4.3.

dp

= = (b—ap) = (d+cp)lp (4.6)
rearranjando o0s termos:

Do)~ (atcly (4.7

dt

em sequida multiplicando a expressao por i Como este termo € igual a 1, ele nao

altera os resultados, mas nos permite simplificar mais a expressao

dp (b—d) (a+c)
—=b-d — 4.
| ][(b—d) (b—d)p]p (48)
tomando (b — d) como «, temos
dp (a+c)
@ _ _ 4.9
dt « [1 « p}p (4.9)
como a, b, ¢ e d sao constantes, podemos definir uma nova constante K
_(b—d)’ _ o :l:(a—i-c)
(a+c) (a+c) K o

a contante K nao € so usada por conveniéncia matemdtica. Ela também pode ser inter-
pretada como capacidade de suporte do ambiente. K representa o tamanho populacional
mdazimo suportdvel por uma variedades de recursos potencialmente limitados, tais como
espaco, alimento e abrigo.

Substituindo K em 4.9 obtemos:
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A equacao 4.10 € a equacao do crescimento logistico, introduzido na ecologia em 1838 por
Pierre F. Verhulst (1804-1849). Ela é a mais simples entre as equagoes que descrevem
o crescimento com recursos limitados e serve de base para muitos modelos em ecologia.
Analisando a estabilidade

ponto critico, temos que @ =0= ap [1 — £] =0=ap=0o0ul-— b 0; dat

dt K K

temos p =0 ou p = K fazendo uma analise do modelo logistico acima a populacao para
de crescer quando p = K, isto estd ilustrado na figura abaizo que mostra as funcoes
de natalidade e mortalidade denso-dependéncia no mesmo grafico. As duas linhas que
intersectam no ponto em que p = K e formam um equilibrio estavel. FEle ¢ estdvel
por que independente do tamanho inicial, a populacao se deslocard para K. Se p for
inferior a K estaremos num ponto a esquerda da interseccao das linhas de natalidade e
mortalidade. Nesta regidgo do grifico a taxa de natalidade excede a taxa de mortalidade,

logo, a populacao aumenta. Se estivermos a direita do ponto de intersec¢ao, a taxa de

mortalidade serd superior a taxa de natalidade, e a popula¢ao diminus.

PMortalidade d

§ - Natalidace b

k )
Tamanho da populacao (p)

Figura 4.1: Taxas de natalidade e mortalidade

Fonte: GOTELLI.

4.3 Modelo de von Bertalanfty

O biologo australiano von Bertalanffy, no ano de 1938, formulou um modelo matemdtico
para analisar o aumento em peso de peizes. Seu modelo pode ser considerado uma al-

teracao da curva de crescimento logistico de Verhulst com a finalidade de acomodar ca-
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racteristicas metabdlicas baseados em argumentacao fisiolégica:

d >
d—fZapﬁ—ﬁp

(4.11)
p(0) = po

onde p = p(t) é a massa do peize em fung¢ao do tempo t, py € a massa inicial, o
¢ a constante de anabolismo (representando a taxa de sintese de massa por unidade de
superficie do animal) e B é a constante de catabolismo (que representa a tara de dimi-
nui¢do da massa por unidade de massa). O termo p§ proveniente da relacdo alométrica
do peso com a drea corporal do peize. A equacdo (4.11) € ndo linear, trata-se de uma
Equacao diferencial do tipo Bernoulli e com uma simples substituicao de varidveis nos
conduz a uma equacao linear. Vejamos:

dp 2 , 2 ’ 2 ~ .

i aps — fBp = p' = aps — Pp = p' + Bp = ap3 Equagdio de Bernoulli
multiplicando a equacao Bernoulli por p%z tem-se p’p%2 + Bp% =«

1 .
chamando p3 = Z e derivando temos
-2

pp3
3
Pps +PBps =« temos 3Z'+ BZ =« dividindo por 3 tem-se

7' = p(p3) = p’%p%’1 = 7 = — 37 =pp¥s  substituindo na equacdo

7'+ §Z = § uma equagdo linear de primeira ordem. Resolvendo por coeficientes a

determinar temos.
(i) solu¢ao homogénea

7'+ gz =0;r+ § = 0 equagao caracteristica

r= —§ logo a solug¢ao homogénea € Zp(x) = ce~ 3t
(i) Solugdo particular

Zp(w) = A, derivando temos Z(x) = 0 substituindo na EDO Z' + §Z

:A:%  Zy(w) ==
3
Logo a solugao geral fica: Z(x) = Zn(z) + Zy(x)

5, fica

0+5A=35 = A=

12 [l

8

Z(x) = ce= 5+ = ou Z(x) = 2 bee 5t

B B

Agora usando a condi¢ao inicial
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I6] o
7'+ =7 ==
3 3
1
Z(0) = pg
1 1 1
Resolvendo, temos p§ = %—i— ce=50  — pe = % +e = c=pi — %
Agora vamos substituir na solu¢do geral
« L« B a o« L B
Z x) ==+ <p3 — —>€73t — Z(z)=—= — —e 3t —|—p3e*§t _—
( ﬁ 0 6 ( ) 6 6 0
1
Z@) = S(1—e i) +pfe s po#0

g

fazendo a substituicao da varidvel

Usando o limite temos:

3 3

TR C I ¥ T e K 1.1

= Jim [ 50— pde ¥ = [0 pm ) ol
I )’
fmr=(3)

4.4 Modelo de Lotka- Volterra

Antes de apresentar o modelo, precisamos definir exatamente o que queremos dizer com

competicao.

Interagoes competitivas sdo aquelas em que duas espécies afetam negativamente a

taxa de crescimento populacional uma da outra. FEsta definicao geral engloba uma va-

riedade de interacoes populacionais. Precisamos entender, ndo sé os mecanismos, mas

também quando a competicao ocorre dentre de, e entre espécies competicao intra- es-

pecifica € aquela que acontece entre individuos de uma mesma espécies.
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logistica € um modelo de competicdo intra- especifica porque nela a tara de crescimento
diminui a medida que a superpopulacdo se agrava. A competicao inter- especifica é
a competicao entre duas ou mais espécies diferentes, Agora vamos construir um modelo
inter- especifico que € uma extensao direta da equacgdo logistica.

Entre os anos(1920-1039) os matemdticos Alfred J Lotka e Vitor Volterra escreveram
este modelo. Ele ¢ muito simples e trata das populacoes de duas espécies competidoras,

que designaremos por py e pa, cuja os modelos sao:

dpr _ . <K1 —p1>
di 1P1 —K1
(4.12)
dpa _ (Kz—m)
dt 2D2 K,

Com sua propria capacidade de suporte (Ky ou K3), cada populagdo cresce logicamente
e esse crescimento € reduzido pela competicao intra-especifica, temos que:

ri= taza de crescimento da populacao da espécie py;

ro= taxa de crescimento da populacao da espécie py;

K= capacidade de suporte da espécie py;

Ks= capacidade de suporte da espécie ps;

No nosso novo modelo, a taxa de crescimento populacional vai ainda ser afetada pela

presenca de uma sequnda espécie, resultando um modelo da forma:

dp Ki —p1 — f(p2)
d_tl - ”pl( K, )
(4.13)

dps _ T2p2(K2 — P2 — f(p1)>
dt Ky

aqui a funcao (f) reduz a taza de crescimento de ambas espécies. Nesse modelo a taxa
populacional € afetada pela competicao intra-especifica e interespecifica.

Ezistem muitas func¢oes que caracterizam a fungao (f) em concordancia com as carac-
teristicas do sistema. Vamos considerar uma fungao simples como as fungoes lineares:

f(p1) = Bp1 e f(p2) = aps . com as fungdes definidas podemos caracterizar nosso modelo
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da sequinte forma :

dpr _ (Kl—pl—apz)
di 1P1 K,
(4.14)
dp2 _ <K2—p2—ﬁp1>
dt 2D2 K,

0s coeficientes o e 3 sao essenciais para descrever o comportamento do modelo.

4.4.1 Solucgoes de Equilibrio

Encontraremos as densidades populacionais no equilibrio (p) igualando as equagoes a zero

e resolvendo para p tem-se:

dp, (Kl —pl—ozp2>
—_ = :O
i 0 r1P1 K
—

dp2 _ . (Kz—pz—ﬁm):()

dt 2D2 K,
dai vem

K, —p — Ky —py —
r1p1:00u< ! ];;1 Ozp2>:0 e r2p2:Oou< 2 1;?2 51?1)20
Ky —p1 —apy . o o
temosque( i )—0:>K1—p1—ap2—0:>p1—K1—ap2logo
1

]51 = Kl — (P2 (415)

Ky —ps — Bpy
K,

pam( ):O:>K2—p2—ﬂp1:O:>p2:K2—ﬁp1tem-seque

P2 = Ky — By (4~16)

O equilibrio para p; € a capacidade de suporte para a espécie 1(K7), reduzida numa
determinada por¢dao devido d presenca da espécie 2(apy). Mas € dificil colocar valores
nestas equacoes, o equilibrio para a espécie 1 depende do equilibrio da espécie 2 e vise
versa! para sair do impasse podemos introduzir d py na equagao (4.15), e a resposta serd

inteiramente em termos de py: vejamos
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substituindo (4.16) em (4.15) temos p1 = K; — (K3 — Op1) =K1 — oKy + affpy =
p1—afp = K1 — aKy = pi(1 — af) = K1 — aKsy logo temos que

o K — aK,

= —= 4.17
b1 1—af ( )
da mesma forma para substituicao de (4.15) e (4.16) fica py = Ko — f(K1 — apy) =K —
BKi + afpy = py — afps = Ky — BK1 = pa(1 — aff) = Ky — BK; logo

A 1(2 5}<1
== 7 4.18
D2 1 3 ( )

Note que , para ambas as espécies tenham um tamanho populacional de equilibrio superior

a zero, o denominador de cada expressao terd que ser maior que zero. Assim costuma se

verificar que o produto af3 tem que ser inferior a 1 para que as especies coexistam.

4.4.2 Analisando graficamente

Embora as equagoes (4.12) e (4.13) mostrarem as condi¢oes de equilibrio para o modelo de
competicao , elas nao dao muita informacao sobre a dinamica da interacdo competitiva,
nem explicam se esses pontos de equilibrio sao ou nao estaveis. Podemos entender melhor
essas equagoes se as representarmos num espaco de fase , um tipo de grafico especial.
Nele o eizo do x representa a abundancia da espécie 1 e o eizo do y da espécie 2. A
equacao (4.15) € a de equilibrio para a espécie 1 e seu grifico é uma linha reta. Este
grafico representa as combinagoes das abundancias das espécies 1 e 2 para as quais o
crescimento da espécie 1 € zero. A isoclina da espécie 1 cruza o eixo do grdfico em
dois pontos. A intersecao com o eixo dos x coincide com o valor de K,. FEste ponto
de equilibrio representa o caso em que a espécie 2 estd ausente e a 1 cresceu até sua
capacidade de suporte. O outro ponto € a interse¢ao co o eixo do y. Aqui, a espécie 1

esta essencialmente extinta e sua capacidade de suporte estd preenchida com individuos

K
(0%

da espécie 2, a solucao de equilibrio neste ponto é de

da 1.

individuos da espécie 2 e zero
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Vejamos o grdfico.

Figura 4.2: Grafico espécie 1
Fonte: GOTELLI.

Agora representando a espécie 2 no espaco de fase. A isoclina da espécie 2 intersecta o
eizo dos y no valor Ky e o eizo do x no wvalor % No primeiro caso, a espécie 1 estd
ausente e a 2 cresceu até atingir a sua capacidade de suporte. No sequndo caso, € a
espécie 2 que estd ausente e a sua capacidade de suporte € ocupada por % individuos
da espécie 1. Mais uma vez, a isoclina da espécie divide o espaco em duas regioes. Se
estivermos abaixo dela, a combinacdo de py e py € inferior a Ko e ps aumentard. Como a
espécie 2 esta no eixo dos y, crescimento positivo dela é representado no grdfico através
de uma reta vertical apontada para cima. De forma semelhante, se estivemos acima da

1soclina, a capacidade de suporte da espécie 2 terd sido excedida, neste caso a populacao

decresce, representada por uma sete apontada para baizo. Como mostra a figura a sequir:
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Py

Figura 4.3: Gréfico espécie 2
Fonte: GOTELLI.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho de conclusao de curso, fizemos um estudo do assunto de sistemas de
equacoes diferenciais ordindrias. Comecamos vendo a definicao de sistema lineares de
equagoes algébricas, independéncia linear e autovetores autovalores pois esses assuntos
nos auxiliarao mais a frente. Além disso, fizemos um estudo sistemas lineares homogéneos
vemos sua forma matricial e estudamos as trés formas de solucdo: caso I quando os
autovalores sao reais e distintos, caso Il quando os autovalores sao complexos e caso
111 quanto os autovalores sao repetidos. Por fim, estudamos a estabilidade de sistemas
autonomos planos analisando e mostrando graficamente cada caso com o intuito de fazer
uma analise da estabilidade de alguns modelos populacionais . Com isso, analisamos o
modelo malthusiano, o modelo logistico, o de Von bertalanffy e o modelo de competicao de
Lotka- Voltrrerra. Portando, podemos perceber que este trabalho nos auxiliou na analise
da dinamica populacional dos modelos citados acima e ele pode se estender para outros

modelos.
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