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RESUMO

Neste Trabalho de Conclusao de Curso realizou-se as pesquisas bibliograficas e de campo,
das quais tiveram como objetivo principal, verificar se a utilizacao do Software GeoGe-
bra, na abordagem da elipse facilita a aprendizagem dos alunos da ensino médio sobre
a tematica. As metodologias empregadas inicialmente, foram as pesquisas bibliograficas
sobre o qué os PCN’s dizem sobre o uso de tecnoldgias no ensino da matematica, a teoria
dos registros das representacoes semioticas, Geometria dinamica, o ensino da Elipse na
Educacao Bésica e sobre os recursos do GeoGebra; que permitiu o embasamento teérico
da elaboracao da sequéncia didatica a ser aplicada em sala de aula. No momento da
aplicacao da sequéncia diddtica em sala de aula, a metodologia utilizada foi a pesquisa-
acao que permite a interacao entre o pesquisador e os participantes durante as atividades.
Nas analises da aplicacao da sequéncia, foi verificado que os alunos se mostraram bastante
motivados durante o processo de aprendizagem, bem como apresentaram um desempenho
satisfatorio com relagao a resolugao de questoes envolvendo a elipse.

Palavras Chaves: GeoGebra. Elipse. Representagoes Semidticas.



ABSTRACT

In this work of Course held bibliographic and field research, which had as main objective
to verify the use of the software GeoGebra in the ellipse approach facilitates the learning
of students of high school on the theme. The methodologies employed initially were
bibliographic research on what the NCP’s say about the use of technology in teaching
mathematics, the theory of records of semiotic representations, dynamic geometry, the
teaching of Ellipse in Basic Education and the resources of GeoGebra; which allowed the
theoretical basis for the elaboration of didactic sequence to be applied in the classroom.
At the time of application of the didactic sequence in the classroom, the methodology used
was action research that allows interaction between the researcher and participants during
activities. In the analysis of the application of the sequence, it was found that students
were highly motivated during the learning process and showed a good performance with
respect to resolution of issues involving the ellipse.

KeysWords: GeoGebra. Ellipse. Semiotic Representations.
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INTRODUCAO

No tultimo ano do ensino médio, a Elipse compoe o programa escolar. Porém, vale
salientar, que por diversos motivos, esse tema se quer é abordado por boa parte dos
professores. Quando um professor trabalha tal conteido, ele se restringe as equagoes
analiticas cujas demonstracoes partem da definicao bifocal. Raramente se trabalha a
construcao dessa elipse, esta é apresentada logo apods a defini¢ao, ou depois da abordagem
da equacao analitica. Neste contexto, podemos dizer que o ensino da Elipse se concentra
na representacao dessa curva através de equagoes.

Diante disto, foi desenvolvida uma pesquisa envolvendo a utilizacao do GeoGebra
como suporte para o ensino da Elipse. A escolha pelo GeoGebra ocorreu em funcao de ser
um software de geometria dinamica, o qual permite se trabalhar construcoes de figuras,
bem como sua manipulacao e movimentacao; além de dar possibilidades de se perceber
a representacao de um objeto matematico tanto geometricamente como algebricamente.
O embasamento tedrico utilizado para fundamentar a elaboracao da sequéncia didatica
desenvolvida e aplicada durante a pesquisa foi a teoria dos registros de representacoes
semidticas de Raymond Duval.

A pesquisa foi realizada no Laboratorio de Informatica do Curso de Matematica da
Universidade Federal do Amapa- Campus Marco Zero do Equador, localizado na Cidade
de Macapa. Houve a participagao de 18 alunos oriundos da rede publica de ensino. Dentre
estes, 7 ja tinham concluido o Ensino Médio e estavam sem estudar, e os demais estavam
cursando o 3° ano do Ensino Médio.

O objetivo principal que orientou a pesquisa foi o de verificar se a utilizacao do Ge-
oGebra na abordagem da Elipse facilita a aprendizagem dos alunos. A metodologia em-
pregada, inicialmente, foi a pesquisa bibliografica sobre a teoria dos registros das repre-
sentacoes semioticas, Geometria dinamica, o ensino da Elipse na Educacao Béasica e sobre
os recursos do GeoGebra; que permitiu o embasamento tedrico da elaboracao da sequéncia
didatica. No momento da aplicacao da sequéncia didatica em sala de aula, a metodologia
utilizada foi a pesquisa-acao.

Em diferentes areas de conhecimento é possivel se ter acesso ao objeto de estudo
de forma direta ou por diversos meios, como, por exemplo, através de microscopios, te-
lescopios, aparelhos de medida, etc. Porém, na matematica todos os objetos de estudo
sao abstratos, sendo assim, nao sao diretamente perceptiveis ou observaveis com a ajuda
de algum instrumento.

Desta forma, toda comunicagdo, em matematica, se estabelece com base em repre-
sentagoes. Por este motivo, o pensamento matematico possui uma caracteristica especifica
dentre outras ciéncias, que ¢ dispor de uma variedade de representagoes para um mesmo
objeto.

Diante disto, uma das grandes dificuldades de aprendizagem em matematica estd
relacionada com o fato de se ter um 1nico acesso aos objetos matematicos, o qual se da
através destas representagoes. Logo, percebe-se a necessidade de trazer para os processos



de ensino e aprendizagem mais de um registro de representacao de um mesmo objeto, pois
cada registro contempla contetidos diferentes, com propriedades e aspectos que podem
proporcionar a construcao de relagoes conceituais diferentes. A articulacdo entre esses
registros ¢ fundamental para o fenomeno da compreensao dos conceitos matematicos.
Segundo Duval (2009), existe algo parecido com ”um enclausuramento”de registros que
impede o aluno de reconhecer o mesmo objeto matematico, em duas de suas representagoes
bem diferentes

Porém nem sempre o professor da a devida atencao a utilizagao das diferentes lingua-
gens existentes na matematica, uma vez que muitos tem dificuldade em ” desenhar”no qua-
dro sobrevalorizando a representacao algébrica, menosprezando a linguagem geométrica,
ou utiliza a linguagem geométrica apenas para exemplificar o que foi abordado algebrica-
mente, sem apresentar as devidas relagoes.

Atualmente, ha diversos softwares que facilitam a abordagem de determinados contetidos
matematicos, Borba e Penteado (2007) afirmam que o uso das novas tecnologias tem
causado um impacto significativo no ensino de matematica, visto que proporcionam a
experimentagao e enfatizam a visualizagao.

Neste contexto, pensou-se na utilizacao do GeoGebra para trabalhar construgoes de
figuras, bem como visualizar a sua manipulacao-movimentagao. De acordo com o site
oficial, o GeoGebra é um software de matematica dinamica, idealizado pelo austriaco
Markus H, para ser utilizado em educacao nas escolas secundarias que retine geometria,
algebra e célculo. O programa pode ser baixado gratuitamente do proprio site do Geo-
Gebra. (Geogebra, 2016) Segundo Lucas (2009) o GeoGebra é um sistema dinamico de
geometria que, por um lado, vocé pode fazer construgoes com pontos, vetores, segmentos,
retas, bem como secgoes conicas e muda-los dinamicamente depois.

Por outro lado, equacoes e coordenadas podem ser inseridas diretamente podendo
visualizar sua representacao grafica.

As aulas foram iniciadas com a realizagao de um diagnédstico, sobre o reconhecimento
da elipse em sua representacao algébrica e geométrica, contemplando também contetdos
preliminares considerados pré-requisitos para o desenvolvimento da sequéncia didatica tais
como, fatoragao, produtos notaveis, distancia entre dois pontos e teorema de Pitagoras.
Cada aluno respondeu a sua atividade individualmente. Ao analisar os resultados obtidos,
percebeu-se que a maioria dos alunos nao reconheceram a elipse em suas diferentes re-
presentacoes, como também apresentaram dificuldades para realizar fatoracao, produtos
notaveis e calcular a distancia entre dois pontos dados.

No segundo momento, foi feita a familiarizagao com o software GeoGebra, onde foram
apresentados alguns recursos do software e, em seguida, os alunos tiveram oportunidade de
construir livremente diferentes figuras geométricas, utilizando as ferramentas do GeoGebra
apresentadas anteriormente. Durante as construgoes ficou evidente a motivacao e as
descobertas realizadas pelos alunos, fato permitido devido a determinadas caracteristicas
do GeoGebra, tais como movimentagao e diferentes linguagens para um mesmo objeto.

No terceiro momento, solicitou-se que os alunos resolvessem alguns exercicios, en-
volvendo os contetidos presentes no teste diagnodstico, usando o GeoGebra. Durante a
resolucao foram verificadas diferentes estratégias de resolucao para uma mesma questao.
Fato possivel devido a autonomia e criatividade estimuladas durante a resolugao das ati-
vidades.

Na quarta etapa da sequéncia didatica, os alunos construiram a elipse utilizando di-
versas fungoes do GeoGebra, partindo do circulo diretor, finalizando com a habilitacao do
rastro. Em seguida, analisando determinadas propriedades da figura construida e usando



o conceito de lugar geométrico foi possivel deduzir uma definicao para elipse. Com essa
definicao e utilizando o calculo de distancia entre pontos foi possivel descobrir outra forma
de representar a elipse que é a representacao algébrica, encontrando a sua forma canonica.
Neste momento foi possivel verificar o quanto a representacao figural é importante para a
compreensao do tema, pois os alunos estavam a todo instante solicitando explicagoes com
utilizacao da figura da elipse.

No quinto momento, foram abordados cada elemento da elipse relacionando sua repre-
sentacao algébrica com a sua representacao geométrica, utilizando as janelas especificas
do GeoGebra. E evidente a necessidade que o aluno tem de recorrer a representagao
geométrica para compreender a representacao algébrica. A exploragao da elipse apenas
analiticamente, usando a linguagem algébrica sem fazer uma relagao com a representacao
algébrica nao permite que o aluno visualize o objeto, dificultando a sua compreensao.

No sexto e ultimo momento, os alunos resolveram quatro questoes envolvendo a elipse e
seus elementos, em suas diferentes representagoes, durante a resolucao eles puderam utili-
zar os recursos do GeoGebra e, em consequéncia disto, encontraram diferentes estratégias
de resolucao. Ao analisar os resultados foi possivel perceber uma evolucao significativa
no que tange a aprendizagem e compreensao do referido objeto matematico.

Este trabalho seguiu a seguinte linha de pesquisa. No segundo capitulo foi feito um
resgate histérico das Conicas, relatando desde de como sugiram e mencionando os ma-
tematicos que a estudaram até algumas aplicacoes realizados por eles. Em seguida, fizemos
o estudo da forma estrutural, partindo pelos conceitos de cone, conica e até chegar no
conceito de Elipse.

No terceiro capitulo traz a fundamentacao tedrica, onde foram analisados alguns livros
didaticos distribuidos nas escolas piblicas, como esses livros vem abordando o contetido de
elipse. Logo apds, relatamos o qué os Parametros Curriculares Nacionais, trazem em seus
registros sobre o uso de novas tecnologias digitais em sala de aula. Neste capitulo ainda
falamos sobre um pouco sobre a teoria das representacoes semioticas de Raymond Duval,
e finalizando o capitulo mostrando que o Software GeoGebra se encaixa perfeitamente nos
conceitos relatados pelos PCN’s e por Duval.

No quarto capitulo relatamos como fizemos o planejamento e a aplicagao da sequéncia
didatica, baseamos nas pesquisas dos resgates das conicas e nas pesquisas tedricas.



Capitulo 2

CONICA

2.1 Resgate Historico das Conicas

Nesta secao serda abordado o relato histérico das Conicas em geral, mostrando o seu
desenvolvimento ao longo dos tempos.

Segundo Melo [14], hd mais ou menos 3000 anos atras, ja se utilizavam a geometria,
principalmente nas demarcagoes das terras para os fins de organizagao do plantio e para
facilitar nas cobrangas de impostos. Mas foi no perfiodo Helénico (c. 400 a.C. —476 d.C.),
que Alexandre Magno por volta do ano de 331 a.C. construiu a Cidade de Alerandria,
que em pouco tempo transformou-se no centro mais deslumbrante daquela época. Com
a morte de Alexandre, o seu império se dividiu. Ptolomeu que ficou como governador
do Egito, escolheu Alexandria como capital e 14 construiu a Universidade de Alexandria
a fim de atrair homens de saber, dando a Fuclides o Departamento de Matematica, por
onde passaram varios estudiosos.

No texto digital [3], diz que foi provavelmente na Grécia Antiga, foi onde segundo
alguns historiadores, comecgou a ser estudar as secoes Conicas, tudo se deu na busca pela
solucao do problema da duplicacao do cubo, que consistia em determinar a aresta dele,
de forma que este tenha o dobro do volume de um outro cubo dado. Hipdcrates de
Quio (c. 470 - 410 a.C.) reduziu este problema para a construcao de duas proporcionais
médias entre dois segmentos de reta paralelos de razao 2, ou seja, construir um par de
segmentos de reta paralelos de dimensoes s e 2s, entre eles, construir dois segmentos de
reta paralelos aos iniciais de dimensoes x e y, de forma que 2 = g = 2_ys Segue-se que
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2?2 = sy e y?> = 2sx. Isolando y na primeira equacao e substituindo na segunda: %,
conclui-se 22 = 2s3. Logo, s é a dimensao da aresta do cubo inicial e  da aresta do cubo
duplicado. Entao, isto equivale, na notagao atual, resolver simultaneamente quaisquer
duas das trés equacoes z? = sy; y? = 25z e vy = 252, que representam a pardbola nos
dois primeiros casos e Hipérbole no terceiro. Seguindo esse mesmo raciocinio, Arquitas de
Tarento (c. 428 - 347 a.C.) encontrou uma possivel solu¢ao para o problema, por meio da
interseccao de um cone reto de base circular, um cilindro de base circular e um toro de raio
interno nulo. Na busca pelo local geométrico da solucao do problema das proporcionais
médias, baseado nos fundamentos descritos antes por Arquitas, Menaecmo (c. 380 - 320
a.C'.) resolveu tal problema, por meio das segoes de um cone reto de revolugao por planos
perpendiculares a alguma das geratrizes. Tornou-se entao, como afirma uma carta de
Eratéstenes ao rei Ptolomeu Euergeta, o descobridor das Sec¢oes Conicas.

Os primeiros estudos sobre as Conicas limitaram-se a defini¢ao inicial de Menaecmo



referentes ao cone reto de revolugao, e a sua classificagdo e nomenclatura seguiam a
classificagao desses cones. Assim, a elipse era a se¢ao do cone acutangulo, a hipérbole
a secdo do cone obtusangulo e a parabola a secdo do cone reto, referindo-se os termos
acutangulo, obtusangulo e reto ao angulo entre duas geratrizes opostas no vértice do cone.
Essa abordagem manteve-se quase completamente até Euclides e Arquimedes, enquanto
a nomenclatura atual foi criada por Apolonio.

As contribuicoes de Euclides sobre as Conicas perderam-se. Porém, existem referéncias
a quatro livros de uma obra Euclidiana sobre as Conicas, da qual parte do contetido pode
ser demonstrado nas referéncias em trabalhos posteriores, principalmente os de Arquime-
des e Pappus. As Conicas de Euclides seriam uma jungao de conhecimentos existentes,
particularmente de uma obra, também perdida, de Aristeu. Esses trabalhos caracteriza-
riam as Conicas por meio de métodos de proporgoes, como os mostrados por Euclides no
quinto livro dos Elementos, e estabeleceriam suas propriedades fundamentais, citadas por
Arquimedes como presentes nos Elementos das Conicas. Nos Fenomenos, ainda, Euclides
reconhece a se¢ao do cone acutangulo como a secao formada por qualquer plano obliquo
cortando qualquer cilindro ou cone, mas sem expandir a generalizacao as outras segoes
Conicas. Euclides (c. 360 - 295 a.C'.) também seria o primeiro a trabalhar o problema dos
lugares geométricos de trés e quatro linhas, no livro perdido dos Porismas, mencionado
posteriormente por Pappus, de grande importancia nas evolucgoes futuras do tratamento
das secoes Conicas e da propria geometria.

A primeira série de teoremas sobre as segoes Conicas confirmados, apareceram nos
trabalhos de Arquimedes (c. 287 - 212 a.C.). Suas contribuigées levaram seu bidgrafo
Heracleides a acusar Apolonio de roubar teoremas de Arquimedes para sua grande obra
As Conicas. Na obra de Arquimedes encontram-se as primeiras referéncias, a afirmacoes
contidas nos FElementos das Cénicas, conhecimentos atribuidos a Euclides e a Aristeu,
além de determinar as areas de elipses e segmentos de parabolas, estabelecendo inclusive
a quadratura da parabola, e empenhar um estudo sobre superficies de revolucao, inclusive
quadricas, e as suas se¢oes no seu texto sobre Condides e Esferdides.

Apolonio de Pérgamo (c. 262 - 190 a.C.) foi o matemético que mais estudou e desen-
volveu as secoes Conicas na antiguidade, na sua obra Secoes Conicas, composta de oito
livros, dos quais os quatros primeiros, sao uma introdugao bastante elementar as propri-
edades basicas das Conicas, basicamente fundamentadas dos trabalhos de Euclides, do
quinto ao sétimo discute normais as conicas mostrando quantas podem ser desenhadas
a partir de um ponto, e o ultimo livro se perdeu, Edmund Halley traduziu os sete volu-
mes sobreviventes de Seccoes Conicas para o latim e todas as demais traducoes para as
linguas modernas foram feitas a partir da traducao de Halley. Nesta obra desenvolveu
generalizacoes, aplicou novos métodos, descobriu e provou teoremas e praticamente tirou
todas as conclusdes puramente geométricas envolvidas nas se¢oes conicas, facanha pela
qual ficou conhecido na época como O grande Geometra. Uma delas foi ter descoberto a
possibilidade de se obter as Conicas, a partir de qualquer secao e cone, mesmo obliquo,
partindo de um cone de diametro e secao geral. Para tanto, foi preciso admitir o cone
circular duplo, ligado pelo vértice, e as duas folhas da Hipérbole como uma tnica curva.

Na sua primeira proposicao, estabelece as relacoes entre as secoes Conicas por meio
dos métodos das areas. Para tanto, Apolonio estabelece um parametro AR para as segoes
Conicas, hoje chamado latus rectum, perpendicular ao eixo AB da Conica, passando pilo
vértice e a ele aplica um retangulo AQ), sendo @) a projecao de um ponto P da Conica no
eixo, e drea (PQ)?. Estabelecido o retangulo. Apolonio redefine a nomenclatura das segoes
Conicas conforme o retangulo excede, iguala ou fica aquém do parametro, respectivamente



a hipérbole, a parabola e a elipse, como ilustra a figura 2.1:

o B

(a) Hipérbole (b) Parabola (c) Elipse

Figura 2.1: Conicas em latus rectum
Fonte: Curvas, Superficies e Arquitetura

Ao passar dos anos, Apolonio desenvolve diversos teoremas sobre as propriedades
das Conicas, tangentes, interseccoes, limites, maximos e minimos e mesmo e volutas das
Conicas. Resolve também, geometricamente, o problema de lugar geométrico de trés e
quatro linhas, provando que é uma Conica, completando o desenvolvimento de Euclides.

A importancia do estudo de Apolonio sobre as Conicas dificilmente pode ser questio-
nada. Temos a inegavel influéncia dele sobre os estudos de Ptolomeu (c. 127 - 151 d.C")
foi astronomo e gedgrafo e fez observagoes em Alexandria. Suas obras mais famosas sao o
Almagesto (astronomia) e a Geografia (oito volumes). Ptolomeu introduziu o sistema de
latitude e longitude tal como é usado hoje em cartografia e usou métodos de projecao e
transformacoes estereograficas. Este estudo faz uso de um Teorema de Apolonio que diz
que todo cone obliquo tem duas familias de se¢oes circulares.

O proximo geometra a debrucgar-se sobre os problemas das Conicas foi Pappus de
Alexandria (c. 300 - 350 d.C'.), na maior parte dos seus trabalhos referindo-se aos trabalhos
de autores anteriores. Seus trabalhos Coletanea e o Tesouro da Andlise permitem o
conhecimento indireto e possiveis reconstituicoes de diversos dos trabalhos perdidos de
Euclides, como os Porismas e as Conicas, além do oitavo livro das Conicas de Apolonio.
Nessas pesquisas aparece pela primeira vez a propriedade foco 7 diretriz das Conicas,
atribuida por ele a FEuclides, mas curiosamente nao apresentada por Apolonio. A principal
contribuicao de Pappus, porém, foi a discussao do problema do lugar geométrico de trés
e quatro linhas e seus estudos posteriores para mais linhas. O famoso problema do lugar
geométrico de quatro linhas, traduzido para a linguagem moderna, pede o lugar geométrico
de um ponto p, sabendo-se que as distancias pi, p2, p3 € p4 de p a quatro retas dadas sejam
proporcionais. A solucao do problema é, como concluiu Apolénio, uma se¢ao Conica.
Pappus entao buscou trabalhar a generalizacao do problema para cinco, seis ou mais
linhas, que nao podem ser construidas apenas com régua e compasso, € encontrou as
curvas por métodos aproximados. Seus contemporaneos, no entanto, nao conseguiram
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avancar nos seus trabalhos.

No século XVII, recuperando os textos de Pappus, Descartes (c. 1596 - 1640 d.C.),
depara-se sobre o entao chamado Problema de Pappus e, incapaz de resolvé-lo de forma
puramente geométrica, desenvolve ideias da sua geometria analitica na solugao e prova, na
sua Geometria, que o problema de quarto linhas era redutivel a solu¢ao de uma equacao de
segundo grau, tendo como caso particular linear o problema de trés linhas, enquanto para
cinco linhas a solugao era a de uma equacao de terceiro grau, nao podendo ser resolvida por
régua e compasso, assim como os problemas para mais linhas correspondiam a equagoes
de graus superiores. Nascia assim a correspondéncia entre as curvas e equagoes segundo
o método cartesiano.

Para Poerschke [15], as Conicas de Apolonio também tiveram forte influéncia nos
estudos de Kepler. O interesse dele pelas conicas surgiu devido as suas aplicagoes a 6ptica
e a construcao de espelhos parabdlicos. Em 1.609, Kepler edita a Astronomia Nova, onde
apresenta a principal lei da astronomia: os planetas descrevem orbitas em torno do Sol,
com o Sol ocupando um dos focos. A propésito, a palavra foco é devida a Kepler e provém
da forma latinizada foccus cujo significado é fogo, lareira.

Foi a Matematica pura de Apolonio que permitiu, cerca de 1800 anos mais tarde, o
Principia de Sir Isaac Newton. Motivado por uma visita de Edmond Halley, em agosto
de 1684, com a finalidade de perguntar-lhe sobre a lei da atracao que varia com o inverso
do quadrado da distancia, Newton retoma seus manuscritos. A resposta enviada a Halley,
alguns meses depois, trazia uma revolu¢ao na mecanica celeste. Durante dois anos e
meio, ele trabalhou obstinadamente nesse artigo, a pedido de Halley, e ia ampliando suas
consequéncias. Ele estava generalizando a aplicacao de sua dinamica a uma demonstracao
sisteméatica da gravitacao universal, que propunha um novo ideal de ciéncia. Estava
nascendo o Principia (Principios Matemadticos da Filosofia Natural), a obra que seria
um marco na historia da ciéncia. A lei da gravitacdo de Newton tornou matemaéticas
as descobertas empiricas de Kepler e, a partir do século dezessete, possibilitou o estudo
analitico das conicas e das suas aplicacoes aos movimentos no espaco, este, por sua vez,
deu aos cientistas de hoje condicoes para que a viagem de ida e volta a Lua fosse possivel.
As Conicas desempenham um papel importante em varios dominios da fisica, incluindo
a astronomia, a economia, a engenharia e em muitas outras situacoes, pelo que nao é de
estranhar que o interesse pelo seu estudo seja tao antigo.

2.2 Forma Estrutural da Conica

Nesta secao, as Conicas serao estruturadas, comecando pela sua definicao indo até
suas propriedades, mas em sua grande parte, sempre focando na Elipse.

Partindo de um cone duplo reto e a interseccao de um dado plano «, determinamos
algumas curvas ditas Conicas, entre elas a FElipse, Pardbola e Hipérbole.

Para nossa melhor compreensao, conheceremos primeiramente um cone, logo apds as
Conicas em si.

2.2.1 Cone
Definicao do Cone

Segundo Sousa [18], relata que um cone tem a seguinte definigao 1:



Definigao 1 (Cone). Um cone é uma forma geométrica delimitada lateralmente, por todos
os segmentos de reta entre uma curva fechada sobre uma base plana e um ponto externo
a esse plano, e pela propria regiao plana delimitada por essa curva.

Considere um plano « e uma regiao formada por uma curva suave e fechada nesse
plano. Considere, também, um ponto V fora desse plano a como na figura 2.2:

Figura 2.2: Estrutura do Cone
Fonte: Autor

Elementos do Cone

O cone é constituido pelos seguintes elementos:

Vértice, Base, Diretriz, Geratriz e
FEixo.

Vértice é o ponto V' | onde se encontram todos os segmentos de reta da curva.
Base ¢ a regiao plana delimitada no interior da curva, inclusive a prépria curva.
Diretriz ¢é a curva fechada que envolve a sua base.

Geratriz ¢ qualquer segmento que tenha uma extremidade no vértice do cone e a
outra diretriz.

Eixo ¢ o segmento de reta que passa pelo vértice V' e pelo centro da base, se este
centro existir.

Podemos observar melhor na figura 2.3:

Figura 2.3: Elementos do Cone
Fonte: Conicas e suas Propriedades Notaveis

Apébs conhecemos um cone simples e podemos perceber que tal conceito pode ser
atribuido ao cone duplo, como veremos na figura 2.4, ou seja, na ilustragao (a) dados duas
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retas e e g, com o ponto de interseccao V' que forma um angulo 6 ao fazer uma rotagao
completa da reta g em torno de e, sem perder a angulatura entre elas, teremos o cone
duplo, como veremos na ilustragao (b).

(a) Retas (b) Geratriz

Figura 2.4: Construcao do Cone duplo
Fonte: Conicas e suas Propriedades Notaveis

Agora poremos partir para a forma estrutural de uma Conica.

2.2.2 (Conica

Definigao 2 (Conica). Uma Conica € um lugar geométrico, ou simplesmente, uma curva
gerada da intersecao de um cone circular reto com um plano. Se o plano que intersecta
o cone passa pelo vértice, a seccao obtida é uma Conica degenerada: que podem ser um
ponto, uma reta ou duas retas concorrentes; caso contrdario, obtemos as chamadas Conicas
nao degeneradas: sao elas a Elipse, a Pardbole e a Hipérbole respectivamente.

‘L L

a) Elipse ) Pardbola c¢) Hipérbole

Figura 2.5: Conicas degenerada
Fonte: Autor

w A ilustragao (a) da figura 2.5 resulta em um ponto (Elipse degenerada): é a inter-
seccao do cone com um plano que é obliquo ao seu eixo e nao paralelo a nenhuma
de suas geratrizes, passando pelo seu vértice.

w A ilustracado (b) da figura 2.5 resulta em uma Reta (Pardbola degenerada):
interseccao do cone com um plano que ¢é paralelo a uma de suas geratrizes e passa
pelo seu vértice.
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w A ilustragdo (c) da figura 2.5 resulta em um Par de retas (Hipérbole degenerada): é
a interseccao do cone com um plano que contém o seu eixo.

Vamos observar agora as intersecgoes nos planos que nao passam pelo vértice dos cone,
como é mostrada na figura 2.6 a seguir:

—

(a) Elipse (b) Parabola (c) Hipérbole

Figura 2.6: Conicas nao degenerada
Fonte: Autor

w Se o plano secante nao é paralelo a uma geratriz e corta sé uma das duas folhas do
cone, como na lustragdo (a) da figura 2.6, a Conica é uma FElipse ndo degenerada.

w Se o plano secante é paralelo a uma geratriz do cone, como na ilustragao (b) da
figura 2.6, a Conica é uma Pardbola nao degenerada.

w Se o plano secante nao é paralelo a uma geratriz e corta ambas folhas do cone, como
na ilustragao (c) da figura 2.6, a Conica é uma Hipérbole ndao degenerada.

Para a melhor compreensao de como esses elementos se interagem, vamos considerar o
sistema de coodernadas na verificacao da definicao unificado 3:

Definicao Unificada

Segundo Lopes [12], diz que cada uma das segdes Conicas possua uma equagao que
a caracterize, podemos mostrar que todas as conicas nao degeneradas, com excecao da
circunferéncia, podem ser descritas de uma mesma maneira.

Podendo dar-se uma tnica definicao geral para todas as Conicas, que é da seguinte
forma:

Defini¢ao 3 (Unificada). Partindo do principio de, dados uma reta r e um ponto F nao
pertencente a reta, a Elipse, a Hipérbole e a Parabola podem ser definidas como o lugar
geométrico dos pontos cuja razao das distancias ao ponto F e a reta r ¢ uma constante
real positiva que depende de cada curva.

Usando a definicao ilustrada na figura 2.7, consideremos o sistema de coordenadas
cartesianas xQy, em que o eixo Oy coincida com reta diretriz r e o eixo Ox seja a reta
perpendicular a r passando pelo foco F. Considere F' com coordenadas (2p;0), onde
p > 0.
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____________ LP=(xy)

[0) ‘F=(2p, 0) X
2p

Figura 2.7: Definicao Unificada e Plano Cartesiano
Fonte: Estudo das Conicas por meio da Definicao Unificada e a Utilizacao do GeoGebra

Sendo r a reta diretriz, F' o foco, e P(x,y) um ponto qualquer sobre uma conica

qualquer, entao:
d(P, F)

d(P,r)
Onde e ¢ a excentricidade da conica e d é a distancia euclidiana.
Tem-se que d(P, F) = \/(z — 2p)? + 2,
conclui-se que d(P, F) = |z|.
Reescrevendo a equacao a cima em coordenadas cartesianas obtém-se

V(@ —2p)* +y?) = ela]

Elevando ao quadrado ambos os membros (z — 2p)? + y? = e22?,
Expandindo e simplificando

(1 —eHa? —dpr +y* + 4p* = 0 (2.1)

que ¢é a Fquagao Geral de uma Conica dada pela definicao unificada. Para determinar
cada uma das trés conicas serao analisados os valores da excentricidade e para: 0 < e < 1,
e=lee>1

No Caso: 0 <e<1

Demonstragdo. Para 0 < e < 1, entao 1 — e? > 0. Dividindo (2.1) por (1 — e?) obtém-se:

4dp y° 4p?
2 — —
* 1—62x+1—€2 1—e2
Completando os quadrados, tem-se:
4p 4p? y? 4p® 4p?
2 - _
’ 1—62x+(1—62)2+1—62 1—62+(1—€2)2
Simplificando,

2 2+ y2 B 4p2€2
1—e? 1—e2  (1—e2)?

Dividindo membro a membro por

4p?e? B 2pe 2
(1 —e2)? C\1—e?
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Tem-se:

(:E — 2p)2
1—e2 y?
=1
2pe 7+ 4292@2 ’
1 —e2 1—e?

que pode ser reescrita na forma:

(%)

x_

1 e 2

VAR 1 (2.2)

() (%)

_ — 2
Efetuando a translagao para o sistema Oy com origem O = (1—172, O> dado por:
_ 2p
T=x— ey =
Definind 2y e f0 (2.2) pod it
efinindo a = e b = —— a equacao (2.2) pode ser reescrita como:
T T @ eduag p
@ P
PeR

O

Como ja foi dito antes, vamos focar apenas nos casos especificos da Elipse. Note que
no caso em que a excentricidade e varia 0 < e < 1, vimos que se tratava de uma Elipse. Se
fizemos o mesmo passos para os dois outros casos, vamos notar que refere a uma Pardbola,
no caso que excentricidade é e = 1 e no caso que e > 1, se tem uma Hipérbole.

Se analisamos os resultados dos trés casos, notaremos que a equagao geral pode repre-
sentar uma FElipse, Pardbola ou Hipérbole conforme o valor da excentricidade é variada.
Observa-se que para os casos da Elipse e a Hipérbole obtém-se uma familia de curvas por
meio da equacao, ou seja, para cada numero real no intervalo 0 < e < 1 determina-se
uma Elipse e para e > 1 uma Hipérbole. Observa-se ainda sera possivel determinar uma
unica Parabola que estard associada a excentricidade 1.

Isto pode ser visto claramente na figura 2.8:

L
_-e=25p.
- - e=2] -
\-e=15f

Figura 2.8: Variacao da Excentricidade
Fonte: Estudo das Conicas por meio da Definicao Unificada e a Utilizagao do GeoGebra
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Definicao da Elipse

Para Delgado [6], define geometricamente a Elipse e sempre destaca seus elementos
principais, quando eles forem aparecendo.

Definicao 4 (Elipse). Uma Elipse € de focos Fy e Fy é o conjunto do plano que consiste
de todos os pontos P, cuja soma das distancias a Fy e Fy € igual a uma constante 2a > 0,
mator do que a distancia entre os focos 2c > 0. Ou seja, mostrada na figura 2.9:

e ={P|d(P, F)+d(P, F,) = 2a},0 < ¢ < a;d(Fy, Fy) = 2¢

Figura 2.9: Representacao da definicao geométrica da Elipse
Fonte: Autor

Fl FQ

Figura 2.10: Posicionamento dos focos da Elipse na reta focal
Fonte: Geometria Analitica e Calculo Vetorial

& Como foi dito na definicao 77, e vimos na figura 2.10, os pontos F} e F; sao os focos
e um dos Flementos da Elipse. A reta ¢ que contém os focos é a reta focal.

% A intersecao da Elipse ¢ com a reta focal ¢ consiste de exatamente dois pontos, A;
e Ay, chamados vértices e é um dos FElementos da Elipse sobre a reta focal, como
vimos na figura 2.9.

Demonstragao. De fato, seja A € e N (. Entdo, A ¢ F1F;, pois, se A € F1F,
teriamos entao:

2c=d(Fy, Fy) = d(A, F1) + d(A, F;) = 2a,

isto é, 2c = 2a, o que seria um absurdo, como ja vimos na definicao de lugar
geométrico que, 2¢ < 2a. Seja A € e Nl — F1 F; tal que = d(Ay, Fy).

Entao 2a = d(Asz, F}) + d(As, F3) = . + 2¢ + x, pois Ay € €, temos que = a — ¢,
bem visto na figura 2.11.
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2¢c €T

®

‘. |
Fy o Ay

Figura 2.11: Determinacao da distancia dos vértices aos focos da Elipse
Fonte: Geometria Analitica e Calculo Vetorial

Logo, como veremos na figura 2.12, o ponto A, pertencente a ¢ — F1Fy, que é a
distancia a — ¢ do foco F;, pertence a Elipse €. Do mesmo modo que, o ponto A;

é pertencente a ¢ — F1F,, que também ¢é a distancia a — ¢ do foco F}j, pertence a
Elipse €.

a—c 2c a—c

- |
I |
Al F1 F2 AQ

Figura 2.12: Posicionamento dos vértices em relagao aos focos da Elipse na reta focal
Fonte: Geometria Analitica e Calculo Vetorial

]

& O segmento Ay Ay é chamado de eizo focal da Elipse. O seu comprimento é de 2a,
como veremos na figura 2.13:

Fy

.

|
I
4

Figura 2.13: Posicionamento dos focos, vértices e centro da Elipse na reta focal
Fonte: Geometria Analitica e Calculo Vetorial

& Ainda analisando a figura 2.13, podemos perceber que o ponto médio O do eixo
focal A1 A, é o centro da Elipse ¢. Este ponto é também o ponto médio do segmento
1 F,, tendo como extremidades os focos. A reta ¢ que passa pelo centro O e é
perpendicular a reta focal ¢ e a reta nao focal.

% Dada a Elipse £ que intersecta a reta nao focal ¢ em exatamente dois pontos, sao
eles By e Bs, denominados vértices da Elipse sobre a reta nao focal e sao também
um dos Elementos da Elipse.

Demonstragdo. De fato, como ¢’ é a mediatriz do segmento F} F,, temos que B €
' Ne se, e somente se, d(B, F) = d(B, F;) = a. Logo, pelo teorema de Pitagoras,
onde ¢’ N e consiste de dois pontos, By e By, em ¢, que tem como distancia de
b =+a? — ¢? do centro O da Elipse, segue na figura 2.14.
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By

Figura 2.14: Posicionamento dos focos, centro e vértices da Elipse nas retas focal e nao
focal
Fonte: Geometria Analitica e Calculo Vetorial

]

O segmento B; B, no qual denominado de eizo ndo focal da Elipse e seu compri-
mento é de 2b, onde by = ay — cs.

c
S O numero e = —, que é chamado de Ezcentricidade e é um dos Elementos da Elipse
a

€. Note que ja vimos que a Excentricidade da Elipse ¢ 0 < e < 1. E o niimero a ¢é
a distancia do centro aos vértices sobre a reta focal, b é a distancia do centro aos
vértices sobre a reta nao focal e ¢ é a distancia do centro aos focos. Ou seja.

& Como a e ¢ sao positivos, e ¢ < a. Quanto mais proximo de zero for o valor de
e, mais a Elipse se aproxima de uma Circunferéncia. Por outro lado, quanto mais
achatada for a Elipse, mais o valor de e se aproxima de 1. Onde veremos na figura
2.15.

segmento de reta

|

i

;

¢

excentricidade tende a 1

excentricidade tende a 0

i
g
{
i
!
8
i
i

circunferéncia
2a

Figura 2.15: Excentricidade da Elipse
Fonte: Google Imagens
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Ainda analisando a figura 2.15:

Uma vez fixado o valor a, ha uma correspondéncia entre o valor de e e a distancia
focal:

& quanto mais a Elipse se aproximar da Circunferéncia, menor a distancia entre os
focos, ou seja, o valor de ¢ vai se aproximando de zero;

& e quanto mais achatado for a Elipse, maior a distancia entre os focos, ou sejd, o
valor de ¢ vai se aproximando do valor de a.

E facil concluir quanto as aproximacoes de e:

D Se e se aproxima de zero, tem-se uma circunferéncia de diametro 2a e os focos F} e
F, coincidem com o centro da circunférencia.

& Se e se aproxima de 1, tem-se ao segmento retilineo FiF5.

Apo6s temos definido e reconhecido os elementos e a excentricidade da Elipse, ja poderemos
estuda-la.

Forma Canonica da Elipse

Ainda para Delgado [6], obtem a Equagao da Elipse em relagao a um sistema de eixos
ortogonais Oy para alguns casos especiais.

& Flipse com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo Ox

Demonstracao. Neste caso da subsubsecao 2.2.2 anterior, dados os pontos:
Fy = (=¢0),Fy, = (¢,0), A = (—a,0), Ay = (a,0), B; = (0,—b) e By = (0,b).
Logo teremos; P = (z,y) € €

Pela definicao 4, temos;

<= d(P, F\)+d(P, Fy) =2a

=+t + /()2 +y*=2a

Passando o 2° elemento do 1° membro para o 2° membro;

— (x+e)+y?=2a—/(x—c)?+y?

Elevando ambos os termos ao quadrado;
2
= ( (:E+c)2+y2> = <2a— (a:—c)2+y2)

Simplificando e efetuando as poténcias;

2

<:>< (m+c)2+y2>7:4a2—4a (r—c)2+y2+ (x —c)? + y?

= (z+c)*+y*=4a®> —da /(v — ) + y? + (x — ¢)* + ¢*
Efetuando as poténcias;
— 2> +2xc+ A +y? =4a® —da/(xz — )2 +y2 + 2% — 2xc+ A + 32

Simplificando os termos semelhantes e reorganizando a expressao;

<:>;L/Z+2xc+/+yz:4a2—4a\/(x—c)2+y2+,®/j—2xc+zz+yz
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<= dxc = 4a® — da/(x — )2 + 32

Simplificando ambros os termos por 4 e reorganizando a expressao;
dre  4a®  Aar/(x —c)? + 12
A A 4

< a’—cr=a\/(v—c)?+y?

Elevando e simplificando ambos os membros ao quadrado;
— (a* —cx)? = (a2 (x — )2+ y2) 7
Efetuando as poténcias;
< at — 2d%cx + *a? = a®(2* — 2cx + A + y?)
Realizando o produto do 2° membro;
< a* — 2a%cx + *2? = a* — 2d’cx + a®c? + a*y?
Simplificando os termos semelhantes e reorganizando a expressao;
< a' — 2a%cx + A22? = a* — 2a%cT + 0P + a*y?
< (a* — A)z? + a*y? = a* — a*?
Fatorando a* no 2° membro;
= (a® — A)2? + a®y? = a?(a® — )
Lembrando da expressao b? = a? — ¢? da figura 2.14 e substituindo na igualdade;
— V2?4 a*y? = a®V?
Simplificando ambos os termos por ab?;
1

<:>b2,$2 +%y2 _ &2}72’

a? g A

22 2

Yy
¢:E;+ﬁ:1 O

Vamos esbocar da Elipse no eixo Ox

Da forma Canodnica encontrada:

2 2
T Y
@ et
Segue que,
2 2
(T X
—pTlte
2 2 2
y*  a"—u
TR e

b
@y:iam

b

Consideremos o grafico da funcao y = £—+v/a? — 22, x € [0,a]. Parax =0e z = q,
a

temos y = b e y = 0, respectivamente.

E facil verificar que a funcao é decrescente, pois:
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r<T = 1’ <7T?

= a®—22>a®> -7
@:yzgﬁﬁfﬁ>y:gﬁﬁfﬁ
para quaisquer z,T € [0, al.

Para esbocarmos o grafico da funcao, precisamos saber também que a funcao

y = é\/a2 — 22,z €0,d]

a

é concava (isto é, dados dois pontos sobre o grafico, os pontos do grafico ficam
acima dos pontos do segmento que liga estes pontos). Uma maneira de provar tal
afirmacao, para os alunos que ja tenham estudado derivada, é calcular a derivada
segunda.

ba
(a® — 22)?3
e observar que esta derivada é negativa para todo x € (0, a).

O gréfico da fungao como mostra a figura 2.16 é da forma:

i

b

—b 4

b
Figura 2.16: Gréfico da fungao y = —va? — 22,z € [0, q]
a

Fonte: Geometria Analitica e Calculo Vetorial

Veremos que a Elipse é simétrica em rela¢ao aos eixo —Oux (reta focal) e —Oy (reta
nao focal), entao seu gréfico terd a forma da figura 2.17:

2?2
Figura 2.17: Gréfico da Elipse € : — + i 1
a

Fonte: Geometria Analitica e Célculo Vetorial
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Observe que a Elipse ¢ é simétrica em relacao a reta focal, a reta nao focal e ao
centro

Demonstracao. De fato, se P € € e P’ é o simétrico de P em relacao a reta focal,
entao:

AF,PQ = AF,P'Q) e AFPQ = AFP'Q), dados na figura 2.18:

(‘f
By
2 P
/"'/ /
— B a )/J
- /’f (
A F—__|C Fg\ < A,
R "'*MHM
B I

Figura 2.18: Simetria da Elipse em relagao a reta focal
Fonte: Geometria Analitica e Célculo Vetorial

Em particular,

|F\P| = |F\P'| e |FoP| = |F>oP|.

Logo,

2a = d(P, Fy) +d(P, F3) = d(P', F}) + d(P', F3) = P' € e.

Se P € ce P’ é o simétrico de P em relagao ao centro, entao:

APCF, = AP’CF| e AF\CP = AF,CP”, dados na figura 2.19:

Figura 2.19: Simetria da Elipse em relacao ao centro
Fonte: Geometria Analitica e Célculo Vetorial

Em particular,

|[FL\P| = [F2P"| e |FpP| = [F P,

Portanto,

20 = d(P, F) +d(P, Fy) =d(P",Fy) +d(P”,F;) = P” €e.

A simetria em relacao a reta nao focal se verifica de maneira analoga, usando con-
gruéncia de triangulos. O]
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& A Elipse com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo Oy

Demonstracao. Neste caso, dados os pontos:
F1 = (O, —C),FQ = (0,C>,A1 = (0, —CL),AQ = (O,G),Bl = (—b, O) e BQ = (b, 0)

Desenvolvendo como no caso anterior, podemos verificar que a equacao da Elipse é
da forma da figura 2.20:

22 P
Figura 2.20: Grafico da Elipse ¢ : 2 +5=1

Fonte: Geometria Analitica e Célculo Vetorial
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Capitulo 3
FUNDAMENTACAO TEORICA

3.1 Abordagem dos Livros Didaticos

Nesta se¢ao, vamos analizar como as Conicas (em especial a Elipse) vem sendo abor-
dadas em alguns livros didéticos utilizados na rede ptblica de ensino PNLEM (Programa
Nacional do Livro do Ensino Médio). A saber:

s LUIZ ROBERTO DANTE 48
Fy g

CONTEXTO &
APLICACOES

VOLUME 3

Figura 3.1: Livros Didaticos
Fonte: Autor

Da figura 3.1, tem-se respectivamente:
(a) MATEMATICA - Ensino Médio vol. 3 (Kdtia Stocco Smole e Maria Ignez Diniz);
(b) MATEMATICA - Ensino Médio volume Unico (Luiz Roberto Dante);

(¢) MATEMATICA - Ciéncia e Aplicagies vol. 3 (Gelson Iezzi, Osvaldo Dolce, David
Degnzajn, Roberto Périgo e Nilze de Almeida);

(d) MATEMATICA - Contexto e Aplicagdes vol. 3 (Luiz Roberto Dante).
Serao analizados e comparados simultaneamente os seguintes aspectos:
@ Introducao;

@ Definicao e Elementos;

® Forma Canonica;
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@ Mudancas de Eizos.

® Consideragoes Conclusivas.

3.1.1 Introducao

Smole [17] introduz com um breve comentério histérico, mencionando Apoldnio e sua
importancia na descoberta, ilustrando com algumas figuras e exemplificando com a orbita
dos planetas.

Dante [4] também introduz o assunto com um relato histérico, mas além de Apolénio,
menciona Fuclides e Arquimedes, bem como suas importancias ao logo da historia, em
seguida, exemplifica com a oOrbita e aplica uma atividade introdutéria, que é o passo a
passo da construcao de uma Elipse, em uma tdbua com pregos, primeiramente fixam-se
dois pregos numa tabua de madeira a uma distancia qualquer (porém maior do que zero)
um do outro, em seguida, pega-se um barbante, de comprimento maior do que a distancia
escolhida para os pregos, é amarrado por suas extremidades nesse dois pregos. Com um
lapis, esticamos o barbante ao maximo e, fincando sua ponta na madeira descrevemos uma
linha, dando uma volta inteira, assim ficara delineada a elipse na madeira, antecipando
nessa construcao alguns conceitos da Elipse.

lezzi [10] por sua vez introduz a histéria, menciona Apoélonio e ilustra sua participagao
em Alenxandria, e usa algumas defini¢coes, como as de retas e a geratriz, no qual constroi
o cone duplo, exemplifica com algumas ilustracoes de objetos com o formato conico.

Ja Dante [5] trds como introducao, apenas Apolénio no conceito histérico e menciona
Kepler, Halley e Newton, dando seus exemplos e conceitos na trajetoria dos planetas.

No nosso ponto de vista, os autores na sua maioria introduz o contetido das Conicas, de
forma curta e direta, citando apenas Apolonio de Perga, mas podemos perceber que Dante
[4], Dante [5] e lezzi [10] abordam melhor a histéria das Conicas, mencionando outros
estudiosos classicos de Alexandria, ressaltamos ainda a construcao pratica da Elipse feita
por Dante [4], antes mesmo de enunciar sua defini¢ao.

3.1.2 Definicao e Elementos

Apés a introdugao, Smole [17] apresenta defini¢ao de Elipse utilizando o conceito de
Lugar Geométrico. Em seguida aborda os elementos, ilustrando-os com uma figura e logo
apos define cada ponto e segmento presente na respectiva figura. Em seguida aborda a
Excentricidade de forma isolada, enfatizando-a.

Por sua vez, Dante [4] define, primeiramente, o Cone, para logo em seguida definir a
Elipse pelo mesmo metodo de Stocco. Porém um pouco mais detalhada, mostrando os
elementos na mesma sequeéncia.

lezzi [10], como os demais, também usa o método de lugar geométrico, mas detalha
cada ponto e seguimento mostrado, exemplifica essa definicao com uma construcao pratica:
com uma folha de papel, dois alfinetes, um barbante e um ldpis, constrdi a elipse a partir
da definicao. Assim como Stocco, aborda os elementos de forma isolada. Porém ele
vai além, usa uma ilustracao, com foco no triangulo retangulo para estruturar e fazer
comentérios sobre a relagao: a? = b* + ¢* (Teorema de Pitdgoras).

Dante [5] segue a mesma estrategia de lezzi, mas na defini¢do vem aborda simultane-
amente os elementos principais.

Para noés, a defini¢ao sendo abordada e ao longo dela irem mostrando os elementos, ou
seja, definicao de lugar geométrico, como percebemos na maioria das abordagens. lezzi
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[10], além de definir a Elipse, faz comentdrios sobre a relagao a? = b+ ¢?, que aparece ao
abordar os elementos.

3.1.3 Forma Canonica

Smole [17] desenvolvem a equacdo da Elipse a partir da defini¢do, mostram os dois
casos, quando eixo focal esta sobre o eixo das abscissas e quando ele estd sobre o eixo na
das ordenadas. Logo em seguida tras exemplos de fixacao.

Dante [4] em sua abordagem, também parte da definigdo, para encontrd a equagao
reduzida da elipse, porém apresenta todos os detalhes deste desenvolvimento algébrico.

lezzi [10] faz diferente dos outros autores, desenvolve separadamente a forma canonica:
equacao reduzida I, quando o eixo focal esta sobre o eixo das abscissas e a equacao reduzida
II, quando o eixo focal estd sobre o eixo das ordenadas, tendo como ponto de partida a
definicao inicial, apresentando todos os detalhes do desenvolvimento algébrico, sempre
dando exemplos de fixagao no final de cada topico.

Dante [5] usa a mesma sequéncia que ultilizou na edi¢ao de Dante [4], porém trouxe
mais detalhes nas demonstragoes algébricas bem como aumentou a quantidade de exem-
plos.

Os autores que estudamos aqui, desenvolvem a equacao reduzida da Elipse a partir da
definigao de lugar geométrica, lezzi [10] vai mais além, desenvolve a forma canonica sepa-
radamente, dando assim, uma visao melhor do desenvolvimento das equacoes reduzidas.

3.1.4 Mudancas de Eixos

No Smole [17], a mudanga de eixos nao sao abordadas.

Dante [4] apresenta a mudanga de eixos como exemplos de fixa¢ao no tépico da forma
canonica, no qual ele resolve dois exemplos de forma simples e direta.

lezzi [10] aborda de forma especial esse t6pico, separa em etapas: translagao de sistema,
onde usa ilustragoes e exemplifica situacoes problemas, e rotacoes de sistemas, onde usa
a elipse com centro fora da origem, abordando o eixo focal nas abscissas e nas ordenadas,
de forma curta e direta.

Dante [5] nesta edigao nao aborda a mudangas de eixo.

Como podemos notar, a mudanca de eixos nao é apresentada em todos os livros
didéticos, em especial o de Smole [17] e Dante [5], mas Dante [4] relata o conteido como
exemplo de fixagao. Porém Iezzi [10], como vimos, da uma importancia especial.

3.1.5 Consideracoes Conclusivas

Ao longo dos ultimos anos, podemos perceber através dos registro das Colecoes abor-
dadas que, a metodologia adotada pelos autores nao mudou muito, ou seja, nao teve uma
mudanga significativa para o ensino das Conicas nas escolas publicas, o que vai fazer a
diferenca mesmo nesse contexto é o papel e a didatica aplicada pelo professor na sala
de aula, dando ao educador a busca por novos recursos didaticos, ou até mesmo, novas
metodologias aplicéveis.

Para nés, o livro de Tezzi [10], é muito rico em contextos e aplicagoes, dando a nés recém
graduados, uma excelente fonte de estudo para nosso carreira profissional. Enfatizamos
também o livro Dante [5], mas precisamente no final do capitulo de Elipse, trdas um
questiondrio para fixacao do contetdo de Parabola e Elipse, usando o computador, tendo
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como tema : Matematica e Tecnologia, no qual da um diferencial muito grande aos dos
demais autores, dando um recurso ha mais aos educadores.

3.2 PCN’s e O Uso de Tecnologias Digitais

Nesta segao, abordaremos sobre o qué os PCN’s (Parametros Curriculares Nacionais)
dizem a respeito dos diferentes meios de Ensino da Matemaética e o uso de Tecnologias
Digitais no mesmo meio de Ensino no Brasil.

Segundo Neto [16], as Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio foram elaboradas
a partir de ampla discussao com as equipes técnicas dos Sistemas Estaduais de Educacao,
professores e alunos da rede piblica e representantes da comunidade académica.

A Secretaria de Educacao Baésica, por intermédio do Departamento de Politica do
Ensino Médio, encaminha para os professores o documento Orientacoes Curriculares para
o Ensino Médio com a intencao de apresentar um conjunto de reflexoes que alimente a
sua pratica docente.

Para Cavalcante [2], nas ultimas décadas o debate em torno do processo de ensino-
aprendizagem da matematica ganhou muita forga com o surgimento de novas tendéncias e
aperfeicoamento do seu ensino. Porém efetivamente ainda nos deparamos com uma pratica
de ensino tradicional onde técnicas e regras sao os objetivos principais nesse método, pro-
porcionando ao aluno a nao capacidade de raciocinio légico e também a nao possibilidade
de estabelecer relacoes com o seu dia a dia. Esse processo de ensino tao criticado prevalece
infelizmente, em muitas instituicoes de ensino, é um modelo de exclusao, que prioriza a
competicao num cenario educativo bastante equivocado, mas, o que pode ser feito para
que aconteca verdadeiramente uma mudanca? Responder essa questao nao é tao simples,
os PCN’s tentam desenvolver estratégias de ensino afim de mudar esse quadro.

Ainda mostra que nesse contexto o PCN de matematica traz a respeito em seu docu-
mento o seguinte:

Entre os obstaculos que o Brasil tem enfrentado em relagao ao en-
sino de Matematica, aponta-se a falta de uma formacao profissi-
onal qualificada, as restrigoes ligadas as condicoes de trabalho, a
auséncia e politicas educacionais efetivas e as interpretacoes equi-
vocadas de concepgoes pedagdgicas. (BRASIL, 1998, p. 21).

Para Ferreira [8], o principal objetivo dos PCN’s é que se promovam agdes que capaci-
tem para o exercicio da cidadania, levando-os a cooperar com o processo de transformagao
e construcao da realidade, agregando novos comportamentos, demandas, habitos e ampli-
ando percepgoes. Ainda destacam que, um dos obstaculos encontrados ¢é a limitada capa-
cidade critica e procedimental relacionada com a quantidade e variedade de informagoes
e recursos tecnologicos.

Sabe-se que a presenca dos recursos tecnoldgicos € relativamente nova para a sociedade
e, a vista disso, a falta de conhecimento e a sua subutilizagao algumas vezes se eviden-
ciam. A nao utilizacao de tais recursos também se evidencia revelando o pouco preparo
ou a falta de habilidade para o manuseio de tais instrumentos. Atualmente, muitas sao as
circunstancias encontradas que demandam um conhecimento tecnolégico e, consequente-
mente, a falta de habilidade no uso de tais recursos pode ser fator de um sentimento de
exclusao social. Os individuos devem aprender a usa-los, convivendo com as mudancas
de héabito e comportamento, conforme apontam os PCN'’s.
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Relata ainda que, as tecnologias atualmente, integram um dos principais agentes de
transformacao da sociedade, pois influenciam os meios de producao com consequéncias
no dia a dia dos individuos.

Segundo Cavalcante [2], faz h4 alguns anos que uma nova possibilidade na busca de um
ensino-aprendizagem da matematica, significativo, relacionado com o cotidiano dos alunos
e formador de conceitos construtivos da mesma, vem ganhando espaco e se mostrando
uma forte ferramenta para os profissionais da educacao, me refiro ao advento das TIC’s
(Tecnologias da Informagao e Comunica¢do no ensino), que no seu concerne inclui o uso
de microcomputadores e softwares educativos nas aulas de matematica e ciéncias afins,
dentro de um contexto interdisciplinar.

Varios sao os recursos tecnoldgicos, a calculadora, um retro projetor, o video e até a
mais simples de todas as ferramentas tecnoldgicas: o giz. Todos esses recursos ja é ha
algum tempo, parceiros do profissional da educagao, porém, quando falamos do uso de
microcomputadores e seus softwares educativos, estamos nos referindo a uma potencial
ferramenta que ainda nao se encontra, de forma aceitavel, inserida na pratica docente do
professor de matematica.

Enquanto a isso, salientando muito bem em seu relato, Romero tras sua concepcao
acerca do ensino com e sem o uso de softwares em sala de aula.

A tecnologia, especificamente os softwares educacionais disponibi-
liza oportunidade de motivagao e apropriagao do conteudo estudado
em sala de aula, uma vez que em muitas escolas de rede publica e
particular, professores utilizam recursos didaticos como lousa e giz
para ministrarem suas aulas, este ¢ um dos diversos problemas que
causam o crescimento da qualidade nao satisfatéria de ensino, prin-
cipalmente na rede estadual. (Romero, 2006).

Romero abordando também em seu relato que o uso desses recursos traz significativas
contribuigoes para se refletir sobre o processo de ensino-aprendizagem de matematica.
O PCN de Matemaética co-robora com relato de Romero:

As tecnologias, em suas diferentes formas e usos, constituem um
dos principais agentes de transformagao da sociedade, pelas modi-
ficagbes que exercem no cotidiano das pessoas. (BRASIL, 2001,46).

Os PCN’s ainda relatam um outro indicativo dos recursos tecnoldgicos:

Estudiosos do tema mostram que a escrita, leitura, visao, audicao,
criacao e aprendizagem sao capturados por uma informatica cada
vez mais avancada. Nesse cenario, inserem-se mais um desafio para
escola, ou seja, o de como incorporar ao seu trabalho, tradicional-
mente apoiado na oralidade e na escrita, novas formas de comuni-
car e conhecer. Por outro lado, também é fato que as calculadoras,
computadores e outros elementos tecnolégicos ja sao uma realidade
para significativa da populagao. (BRASIL, 2001,46).

E possivel perceber que o processo de ensino-aprendizagem descontextualizado e sem
significacao, torna-se uma realidade. Vale salientar que a matematica hoje é parametro
de conhecimento, de posi¢ao social, de nivel cultural, é de grande importancia no de-
senvolvimento da tecnologia, dos individuos ou de uma regiao, pois é uma construcao
humana.

Um dos maiores educadores matematicos fala que:
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E preciso substituir os processos de ensino que priorizam a ex-
posicao, que levam a um receber passivo do contetiido, através de
processos que nao estimulem os alunos a participagao. E preciso
que eles deixem de ver a Matematica como um produto acabado,
cuja transmissao de conteudos é vista como um conjunto estatico
de conhecimentos e técnicas. (D’Ambrésio, 2003).

Segundo Ferreira [8], no que diz respeito, ao ensino de matematica, duas das tecno-
logias usadas nos ambientes escolares, a calculadora e o computador, podem colaborar
para que os processos de ensino e de aprendizagem se deem a partir de uma atividade
experimental mais rica, tornando os alunos mais encorajados a desenvolver seus processos
metacognitivos, juntamente com a capacidade critica, reservando ao docente a fungao de
coordenar as agoes e incentivar os alunos a investigarem, discutirem e explorar situagoes
variadas, comunicando sempre o percebido com a finalidade de irem construindo argu-
mentos cada vez mais convincentes e consistentes. Assim, a calculadora e o computador,
simultaneamente ao uso de outras ferramentas tecnolégicas, oferecem, segundo os PCN'’s,
diversos beneficios.

1 Relativiza a importancia do calculo mecanico e da simples ma-
nipulagao simbdlica, uma vez que por meio de instrumentos esses
calculos podem ser realizados de modo mais rapido e eficiente;

1z Evidencia para os alunos a importancia do papel da linguagem
grafica e de novas formas de representagao, permitindo novas es-
tratégias de abordagem de variados problemas;

1= Possibilita o desenvolvimento, nos alunos, de um crescente in-
teresse pela realizacao de projetos e atividades de investigacao e
exploracao como parte fundamental de sua aprendizagem:;

1 Permite que os alunos construam uma visao mais completa da
verdadeira natureza da atividade matematica e desenvolvam atitu-
des positivas diante de seu estudo. (BRASIL, 1998, p. 43-44)

Os PCN’s também enfatizam que o uso dos recursos tecnolégicos para a aprendizagem
¢ uma das possibilidades de despertar no aluno o desejo pela conquista do saber das
praticas sociais.

E esperado que nas aulas de Matematica se possa oferecer uma
educagao tecnoldgica, que nao signifique apenas uma formagao es-
pecializada, mas, antes, uma sensibilizacao para o conhecimento
dos recursos da tecnologia, pela aprendizagem de alguns contetidos
sobre sua estrutura, funcionamento e linguagem e pelo reconheci-
mento das diferentes aplicagoes da informatica, em particular nas
situagoes de aprendizagem, e valorizacao da forma como ela vem
sendo incorporada nas préticas sociais. (BRASIL, 1998, p. 46)

3.2.1 O Computador

Segundo Ferreira [8], o computador pode ser empregado de varias maneiras nas aulas
de matematica, dependendo da intengao da aula a ser dada, conforme os PCN’s:
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i Como fonte de informacao, poderoso recurso para alimentar o
processo de ensino e aprendizagem;

1 Como auxiliar no processo de construcao do conhecimento;

1 Como meio para desenvolver autonomia pelo uso de softwares,
que possibilitem pensar, refletir e criar solucgoes;

1 Como ferramenta para realizar determinadas atividades - uso de
planilhas eletronicas, processadores de texto, banco de dados etc.
(BRASIL, 1998, p.44)

Ainda neste relato, segundo os PCN’s; uma das vantagens do uso do computador para
a aula é que, além de possibilitar a criacao de ambientes de aprendizagem nos quais os
alunos tém condicoes de experimentar e conferir suas hipoteses permite a interacao entre
os alunos. No entanto, nos PCN’s, nao se estende a discussao acerca da interacao e dos
beneficios que ela podera trazer para a aprendizagem do aluno e para a prépria producao
do conhecimento. Outro uso associado do computador é aquela que o entende como um
recurso que auxilia alunos com algum tipo de deficiéncia motora ou sensorial, uma vez
que o computador favorece o controle da tarefa pelo aluno e a revisao.

Mais um aspecto vantajoso do uso do computador, apontado pelos PCN'’s, refere-se
ao proprio desenvolvimento do sujeito, pois:

[...] pode ser um grande aliado do desenvolvimento cognitivo dos
alunos, principalmente na medida em que possibilita o desenvolvi-
mento de um trabalho que se adapta a distintos ritmos de apren-
dizagem e permite que o aluno aprenda com seus erros. (BRASIL,
1998, p. 44)

O computador, portanto, permite que sejam executadas atividades mais complexas
que, muitas vezes, seriam mesmo inviaveis de serem realizadas sem a maquina. E conve-
niente que, ao decidir usar o computador em aula, o professor tome alguns cuidados como:
o preparo de roteiros das tarefas; se certifique dos conhecimentos prévios dos alunos. O
planejamento da aula deve ser construido em funcao de alguns quesitos: os objetivos e
contetdos. Recomenda-se, também, que o professor trabalhe com duplas ou trios, visando
estimular a troca de informacao entre os alunos tanto em relagao aos conteidos de estudo
quanto dos procedimentos adotados para execucao das tarefas com o uso do computador.

A formacao do professor é essencial para um avanco na qualidade de suas praticas
de sala de aula, é de sua responsabilidade procurar desenvolver atividades motivadoras e
desafiadoras, pois se o planejamento da atividade nao for envolvente, os estudantes logo
perdem o interesse.

Cabe, portanto, ao professor a decisao de como e quando utilizar o computador em
suas aulas, conforme destacam os PCN'’s.

E sempre o professor quem define quando, por que e como utilizar o
recurso tecnoldgico a servigo do processo de ensino e aprendizagem.
O professor é sempre responsavel pelos processos que desencadeia
para promover a construcao de conhecimentos, e nesse sentido é
insubstituivel. (BRASIL, 1998, p. 155)

Ferreira [8] enfatiza, que a escolha do software deve ser orientada pela sua potenciali-
dade de investigacao e adequagao ao contetudo trabalho. E fundamental que o professor
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conhega o software para poder levar os alunos a fazerem exploracoes. Os PCN’s; por
exemplo, argumentam que seu sucesso depende, em grande parte, da escolha feita pelo
professor, devendo o software ser apropriado ao que se pretende alcancar. Um exemplo
dado ¢ o estudo das fungoes, para o qual hé softwares que auxiliam na anélise do compor-
tamento grafico, levando o aluno a fazer conjecturas sobre o comportamento da funcao,
suas possibilidades de variacao, etc. Levando-nos a utilizar o GeoGebra, por possuir essa
funcionalidade e dinamismo.

3.3 Repesentacao Semidtica

Nesta secao, vamos abordar sobre Os Registros das Representacoes Semidticas de
Raymond Duval.

Segundo Lenartovicz [11], o termo semiética vem da raiz grega semeion, que quer
dizer signo; semiotica é a ciéncia dos signos. Um dos principais pesquisadores nesta
area e que serve de apoio tedrico nesta pesquisa ¢ Raymond Duval, filésofo e psicélogo
francés, que desenvolveu estudos na area da Psicologia Cognitiva no Instituto de Pesquisa
em Educagdo Matematica (IREM) de Estrasburgo, na Franca de 1970 até 1999. Autor
de varias pesquisas, em sua extensa producao, Duval trata do funcionamento cognitivo,
implicando sobretudo na atividade matematica e nos problemas de aprendizagem.

Nos estudos de Duval sobre a matematica, concluiu que:

Para que os alunos possam realmente compreender matematica,
ou para que a matematica contribua para a formacao intelectual e
geral deles, que va além de uma aprendizagem tecnoldgica de proce-
dimentos executados a mao ou com maquinas, é preciso desenvolver
outro tipo de funcionamento cognitivo que o praticado nas outras
disciplinas. (DUVAL, 2011, p. 9)

Para Machado [13], existem trés perguntas a serem respondidas acerca do processo de
Ensino e Aprendizagem de Matemadtica:

1. Como compreender as dificuldades muitas vezes insuperaveis que muitos alunos tém
na compreensao da matematica?

2. Qual é a natureza dessas dificuldades?
3. Onde elas se encontram?

Mas, para responder essas questoes, nao podemos nos restringir ao campo da ma-
tematica ou a sua histéria, é necessaria uma abordagem cognitiva, porém nao esta par-
tindo dos erros para tentar determinar as “concep¢oes” dos alunos e a origem de suas
dificuldades em algebra, em decimais, neste ou naquele conceito geométrico etc. Porém,
uma tal abordagem nao é suficiente para caracterizar aquilo que faz a originalidade e a
especificidade do funcionamento do pensamento em matemadtica em relacao aos outros
dominios do conhecimento cientifico como a astronomia, a biologia etc.

De acordo com Lenartovicz [11], e por acreditar nisso, Duval desenvolveu um mo-
delo de funcionamento cognitivo do pensamento em termos de mudanga de registros de
representacao semiotica. Estes registros tém servido de base para muitos pesquisadores
em todo mundo quando procuram compreender de que forma se da a aquisicao do co-
nhecimento pelos estudantes e como pode ser organizada esta atividade de aprendizagem.
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Portanto, utilizando conceitos semidticos, mobilizando sistemas cognitivos especificos para
cada atividade matematica, as representacoes semioticas nao sao somente indispensaveis
para a comunicacao; elas sao também necessarias ao desenvolvimento da atividade ma-
tematica. Estas representacoes podem ser classificadas em quatro diferentes tipos de
registros semioticos:

ww REPRESENTACAO DISCURSIVA:

#» Registros Multifuncionais:
v Lingua Natural.

# Registros Monofuncionais:
v Calculo.

ww REPRESENTACAO NAO-DISCURSIVA:

# Registros Multifuncionais:
v Figuras Geométricas Planas.
# Registros Monofuncionais:

v QGréaficos Cartesianos.

Um ponto destacado por Duval é a diferenca do objeto e de sua representacao. Ele
defende que "nao se deve jamais confundir um objeto e sua representacao”.

[...] nenhum dos registros de representacdo ”é” o objeto ma-

tematico, mas eles apenas o "representam”, estao “no lugar dele”
para, assim, permitir o acesso a esses objetos matematicos. Assim,

5; R cinco; 10 x 0,5 sao representacoes diferentes que se referem

a um mesmo objeto matemaético.

Nesse sentido Duval, apresenta o que ele denomina de paradoxo cognitivo, assim anun-
ciado: "como podemos nao confundir um objeto e sua representacao se nao temos acesso a
esse objeto a nao ser por meio de sua representacao?”. Sendo este um paradoxo, a reposta
a esta pergunta, segundo o proprio pesquisador, é que a compreensao em Matematica esta
ligada ao fato de se utilizar ao menos dois registros de representacao diferentes para um
mesmo objeto, pois essa seria a tnica maneira de nao confundir um objeto e a sua res-
pectiva representacao semiética.

Enquanto Brandt [1] diz, que Duval procura descrever um funcionamento cognitivo
que possibilite ao aluno compreender, efetuar e controlar a diversidade dos processos
matematicos que a ele sao propostos em situacao de ensino. Duval se reporta a especifici-
dade da complexidade do funcionamento cognitivo subjacente a atividade matematica e
em relagao as exigéncias metodoldgicas, quando se trata de pesquisa sobre a aprendizagem
da Matematica. Sao essas exigéncias metodoldgicas sugeridas e as orientagoes necessarias
que estarao sendo levadas em conta no desenvolvimento desta investigacao.

Para Machado [13], existem dois tipos de transformagoes de representacoes semioticas
que sao radicalmente diferentes: os tratamentos e as conversoes.
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# Qs tratamentos - sao transformacoes de representacoes dentro de
um mesmo registro: por exemplo, efetuar um calculo ficando es-
tritamente no mesmo sistema de escrita ou de representacao dos
numeros; resolver uma equacao ou um sistema de equagoes; com-
pletar uma figura segundo critérios de conexidade e de simetria.

# As conversoes - sao transformacoes de representacoes que consis-
tem em mudar de registro conservando os mesmos objetos deno-
tados: por exemplo, passar da escrita algébrica de uma equacao a

sua representagao grafica (MACHADO, 2011, p. 15).

Segundo Lenartovicz [11], ao expor os diferentes registros de representagoes, esclarece
que entre estes registros existem dois tipos de transformagoes semiodticas principais, uma
muito diferente da outra: os tratamentos e as conversoes.

Os tratamentos sao transformacoes de uma representacao semiética no mesmo registro
em que ela foi formada. Quanto a conversao, DUVAL [7] expde que:

Converter é transformar a representacao de um objeto, de uma
situagao ou de uma informacao dada num registro em uma repre-
sentagao desse mesmo objeto, dessa mesma situagao ou da mesma
informagao num outro registro. [...] A conversdao é entao uma trans-
formacgao externa em relagao ao registro da representagao de par-
tida. (grifos do autor)

Uma situacao que deixa bastante clara a diferenca entre um tratamento e uma con-
versao de representacoes semidticas € a seguinte: quando resolvemos uma equagao ou um
calculo ficando apenas em um mesmo sistema de escrita ou de representacao dos niimeros
estamos fazendo um tratamento. Por exemplo, escrever a funcao y — x = 1 e passéa-la
para y = x 4+ 1 é uma forma de tratamento, pois permanecemos no mesmo sistema de re-
presentacoes semioticas, neste caso o algébrico. Ja quando passamos da escrita algébrica
de uma equacgao para sua representacao grafica, ou vice-versa, estamos fazendo uma con-
versao. Por exemplo, passar a funcao y = x + 1 para sua forma cartesiana é uma forma
de conversao de representacoes semidticas.

Segundo Brandt [1], a formagao de uma representacao é uma operagao cognitiva reali-
zada com utilizagao da lingua materna, desenhos, figuras ou férmulas, com signos préprios
de uma ciéncia. Ha que se considerar, no entanto, que esta nao acontece independente-
mente do contetido a representar e nem deve deixar de respeitar regras. Podemos citar,
como exemplo, a formacao de diferentes registros de representacao do ntimero, palavra e
numeral ardbico, organizado em torno de base e valor posicional. O tratamento é uma
operacao cognitiva que vai compreender uma transformacao da representacao, no interior
do mesmo sistema semiotico, mobilizando apenas um sé registro de representagao. Por
exemplo: 8 ou 5 + 3; 23 ou 2 x 10 + 3. A conversao é uma operagao cognitiva, porém,
de outra natureza, e também compreende a transformacao de uma dada representacao
em outra, sé que, agora, pertencente a um outro sistema semiético, de modo a conservar
a totalidade ou parte da representagao inicial, sendo necesséria ser efetuada pelo sujeito
aprendente, sem caracterizar uma traducao ou decodificacao. Essa operagao nao é uma
operacao trivial e nem cognitivamente neutra, segundo nos alerta Duval. Exemplo: "um
nimero positivo” (lingua materna) e "z > 0” (linguagem algébrica).

Segundo Duval [7], para a obtengao do conhecimento matematico é essencial a mo-
tivacao de ao menos dois registros, ou seja, ¢ necessario reconhecer o mesmo objeto ma-
tematico em diferentes sistemas de representagoes, ainda de acordo com Duval [7] "porque
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nao hda conhecimento que nao possa ser mobilizado por um sujeito sem uma atividade de
representacao”.
Em relagao ao uso de softwares mateméticos, Duval [7], diz que:

[...] eles constituem um modo fenomenoldgico de producdo radi-
calmente novo, fundamentado na aceleragao dos tratamentos. Eles
exibem no monitor tao rapidamente quanto a producao mental,
mas com uma poténcia de tratamento ilimitado em comparagao
com as possibilidades da modalidade grafico-visual. Obtemos, ime-
diatamente, muito mais que tudo o que poderiamos obter a mao
livre, apos, talvez vérios dias de escritas e calculos ou construcoes
de figuras (DUVAL, 2011, p. 137)

O uso do GeoGebra pode apresentar varios beneficios para o ensino da matematica,
consistem na visualizagao e a verificacao de propriedades e experimentos dinamicos na
tela do computador. Nés nao estamos afirmando que os recursos como papel, 1apis e ins-
trumentos de desenho devem ser esquecidos, mas que eles nao possibilitam uma atividade
de maneira tao dinamica e eficaz como o Software GeoGebra.

3.4 Software GeoGebra

Nesta secao abordaremos como o GeoGebra pode ser uma 6tima ferramenta no Ensino
da Matematica tendo como base os relatos dos PCN’s sobre o Uso de Tecnologias Digitais.

De acordo Guedes [9], que o software GeoGebra foi desenvolvido por Markus Hohenwar-
ter, onde é gratuito de cédigo aberto de matematica dinamica desenvolvido para o ensino
e aprendizagem da matematica nos varios niveis de ensino (do bésico ao universitério).
O GeoGebra retune recursos de geometria, algebra, tabelas, graficos, probabilidade, es-
tatistica e calculos simbdlicos que sao ligados dinamicamente. Assim, o GeoGebra tem
a vantagem didatica de apresentar, pois sua interface facil de usar, mas com poderosos
recursos, que nos permite ao mesmo tempo criar representagoes diferentes de um mesmo
objeto que interagem entre si. Além dos aspectos didéticos, o GeoGebra é uma excelente
ferramenta para se criar ilustragoes profissionais para serem usadas no Microsoft Word,
no Open Office ou no LaTeX. Escrito em JAVA e disponivel em portugués, o GeoGebra
¢ multiplataforma e, portanto, ele pode ser instalado em computadores com Windows,
Linux ou Mac OS, esta disponivel em varios idiomas para milhoes de usuérios ao redor do
mundo. Para fazer o download do software, bem como, adquirir todas as informacoes de
instalagao e o tutorial contendo instrugoes de uso e exemplos do GeoGebra basta acessar
o site: https://www.geogebra.org/cms/pt_-BR.

O GeoGebra estd na 5° geracao e possui varios recursos que podem ser utilizados
para o estudo de Geometria, Algebra e Calculo de forma dinamica. Porém, iremos des-
crever apenas alguns recursos que sao necessarios para a implementagao das atividades
apresentadas posteriomente nesse trabalho. Vejamos a figura 3.2.
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Como podemos notar na figura 3.2, o GeoGebra fornece trés diferentes vistas dos ob-
jetos matematicos: Zona Algébrica, Zona de Cdlculo e Zona Grdfica. Nas Zonas Graficas
(pontos, gréficos de fungdes), algebricamente na Zona Algébrica (coordenadas de pontos,
equagdes) e na Zona Célculo (resolugoes de calculos). Assim, todas as representacoes do
mesmo objeto estao ligadas dinamicamente e adaptam-se automaticamente as mudancas
realizadas em qualquer uma delas, independentemente da forma como esses objetos foram
inicialmente criados.

Figura 3.2: GeoGebra 5.0

Fonte:

Autor

Vamos a partir de agora conhecer o software GeoGebra, vejamos a figura 3.3:
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Figura 3.3: Barra de Menus
Fonte: Autor

Nesta figura 3.3, é onde configuramos toda a interface do Software, deixando o ambi-
ente propicio para cada atividade especifica.
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Figura 3.4: Barra de Ferramentos
Fonte: Autor

Na figura 3.4, sao as ferramentas da janela grafica do Software, ferramentas essas que

usaremos posteriomente para construcao da Elipse.
Vejamos outra forma de efetuar construgoes geométricas.
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Entrada:

Figura 3.5: Comando de Entrada
Fonte: Autor

Ja na figura 3.5,6 o Comando de Entrada do GeoGebra, campo este, que podemos
manipular todas as ferramentas da barra de ferramentas sem precisar aciona-las, para
isto, basta digitar o comando adequado de cada ferramenta.

Vamos vé na figura 3.6 como sao reproduzidos os trabalhos das ferramentas e dos
comandos de entrada.
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Figura 3.6: Janelas Dinamicas
Fonte: Autor

A figura 3.6, sao as janelas dinamicas mais usadas no GeoGebra, onde serao repro-
duzidas as construcgoes efetuadas pela barra ferramentas ou dos comando de entrada do
software. Onde podemos comparar um objeto de duas formas: representacao algébrica e
representacao geométrica.

Uma outra janela pouco usada mas tem um dinamismo de valor supreendente, é a cha-
mada janela CAS. A janela CAS é muito util nas resolucoes de equacgoes e de matrizes,
tendo também um dinamismo com as outras janelas do Software, além disso, tem suas
proprias ferramentas. Para maiores informacoes sobre a janela CAS ou té mesmo aprender
um pouco a mais sobre o proprio GeoGebra e s6 acessar os sites: no GeoGebraBook https:
//www.geogebra.org/materials/ ou pelo GeoGebraTube https://store.office.com/pt-br/
app.aspx fassetid=WA104199813&ui=pt-BR&rs=pt-BR&ad=BR&appredirect=false. O
GeoGebraBook e o GeoGebraTube sao canais com a finalidade de manter uma linha de co-
municagao que alguns professores de mateméatica ou nao usam para trocarem informacoes
de producoes no software.
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Capitulo 4

SEQUENCIA DIDATICA

4.1 Planejamento e Aplicacao da Sequéncia Didatica

Nesta secao, apresentaremos nossa proposta Didatica.

A presente proposta didatica foi fundamentada na teoria dos registros de representacao
semidtica de Duval, onde abordamos na secao 3.3, com o auxilio do software de geometria
dinamica GeoGebra que abordamos na secao 3.4, tal proposta foi subdivididas em 6 etapas
elencadas abaixo:

@® Diagnostico inicial do nivel da turma em relacao a conteidos considerados pré-
requisitos para abordagem da Elipse;

@ Familiarizacao com o Software GeoGebra;

® Resolucao do teste inicial com o auxilio do Software GeoGebra;

@ Revisao os conceitos basicos da Geometria Analitica para melhor explorar a Elipse;
® Resolucao de exercicios com o auxilio do Software Geogebra;

® Verificacao de aprendizagem em relagao ao tema abordado.

A priori, os sujeitos desta pesquisa eram os alunos que estavam cursando o 3° ano
do Ensino Médio da rede publica no ano de 2015. Mas devido as constantes para-
lisagoes e greves neste periodo, decidimos realizar as atividades na (UNIFAP) ofertando
minicurso com direito a certificado. Foi feita uma divulgacao no site da instituicao
http://www.unifap.br/public/, informando que as inscrigbes seriam realizadas presen-
cialmente no laboratério de matematica - Bloco O - Sala 02, no periodo de 15 a 19 de
fevereiro de 2016 das 15:00 as 17:00 horas. O publico alvo deste minicurso eram alunos que
estivessem cursando ou que ja tinham cursado o 3° ano do Ensino Médio. Se inscreveram
22 alunos, dentre estes, 13 estavam cursando o 3° ano, enquanto 9 ja tinham concluido
o Ensino Médio. Além disso, 14 alunos vieram da rede publica e 8 da rede privada de
ensino do Estado do Amapé. Distribuidos da seguinte forma:

® Alunos da Rede Publica

1= 3 da Escola Estadual Augusto dos Anjos - Macapa
1= 3 da Escola Estadual Alexandre Vaz Tavares (A.V.T) - Macapa

i 2 da Escola Estadual José do Patrocinio - Macapa
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1= 1 da Escola Estadual Marechal Castelo Branco - Macapa
1 1 da Escola Estadual Nanci Nina Costa - Macapa
i 1 da Escola Estadual Gabriel de Almeida Café (C.C.A) - Macapa

i | da Escola Estadual Professora Raimunda Virgulino - Macapa
1= 1 da Escola Estadual Tiradentes - Macapa

i | da Escola Estadual Augusto Antunes - Santana
@ Alunos da Rede Privada

i 5 do Colégio Moderno - Macapa
1 1 do Colégio Podium - Macapa
i 1 do Colégio Equipe - Macapé

i |1 da Conexao Aquarela - Macapa

4.2 Aplicacao da Sequéncia Didatica

Nesta secao, relataremos separadamente cada etapa dessa sequéncia.

Esta proposta foi aplicado no laboratério de informética de geografia - Bloco O - Sala
03 e no laboratorio de matematica - Bloco P - Sala 04, desta mesma instituicao de ensino.
Tais etapas citadas anteriormente, deram origem a um minicurso realizado entre os dias de
29 de fevereiro a 23 de Marco de 2016, tendo como carga horario de 24 horas, distribuidas
em 6 horas semanas nas segundas, quartas e sextas.

4.2.1 12 Etapa
Titulo

Diagnoéstico inicial do nivel da turma em relacao a contetidos considerados pré-requisitos
para abordagem da Elipse.

Contetdo Abordado

Contetudos obrigatérios para a compreensao das Elipses em suas diferentes repre-
sentacoes. Foram os seguintes:

# Fatoracao;

# Produtos Notavéis;

# Equacao do 2° Grau;
# Distancia entre Pontos;

# Teorema de Pitagoras

Objetivo

Verificar como estavam os alunos do 3° ano do ensino médio do estado do Amap4d, em
relacao aos conceitos basicos de Elipse e suas representacoes.
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Procedimento Adotado

No primeiro dia do minicurso, foi proposto para os alunos uma atividade composta
por questoes envolvendo os conteidos considerados pré-requisitos para o desenvolvimento
da sequencia didatica, a qual teve como principal objetivo fazer um diagnéstico da turma,
para que pudéssemos fazer uma anélise comparativa da evolugao dos alunos durante todo
o processo. A aplicacao desta atividade foi realizada excepcionalmente no Bloco P - Sala
3.

Vejamos o teste ilustrada na figura 4.1, que pode ser melhor visto no apéndice A bem
como imagem de algumas resolucoes na figura 4.2, que também estao disponiveis nos
apéndices B, C, D e E:

3 5}

&

UNIVERSIDADE FEDERAL DO AMAPA
PRO-REITORIA DE ENSIND DE GRADUAGERD - = "
CURS0 DE LICENCIATURA EM MATEMATICA a) Cuais segmenios SEo rass
b Ouais segmenios sio comdas?

Cbsorve o gara & feaponca:

-

HARE,
G
ATIVIDADE &l
A
1) Fatore as expressdes: Cos ponios ndicados na Sgura B0 lado s/—_.:\
[ \
a) 4m - Zmx = a) quais. sdo inlemos & crounbnénca? Il.n w0 iB
\
) 3 -10k 425 = k) quas pertencern & crounienineia? - .
] quais siio esderionss & cicuniertneia? E =
©) 3 - 4ah a4 =
2) Desenvalva 35 patencias:
) x4 G5~ 7) Calcule a distancia entre 08 pondos 4-Z; Z) e B{1; 5.
b} (5= 3=
) (x+d)x-d)=
3) Mentifique o& cosficlentes de cads equacds e diga == &3 & complets ou 8) A distdncla entre 08 ponfoe 4)-2, ¥) e B{5; 7) & 10. O valor dey &
ndo:
-1
3) 5 -3 -2=0 b o
cj1ou1d
b) I +55=5 d)-10uiD
&) 2 ou 12
) ~10x 25 = x=

4) Ache 38 rEIZEs 935 equUagies:
=2
E-EK=0

€)X -Ex+7 =0
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3) Encontre 08 Wakares de X

a)10
)30
I

) nA3

a)10
b 15
6

) A

a

Figura 4.1: Pré-teste

1) Fatore as expressdes:
ai 4m-2mx= SR
b)) -10x +25 =

c) @ - 4ab +4b? =

&

Desenvolva as poténcias:
a)(x+3p= @K.
B 6= 22

) e+ Anix-4) =L

&

Identifique os coeficientes de cada equacao e diga se ela & completa ou
nao:

a) 5x23x—2=0
U

b)3x2+55=5

€)-10x +25 = x?
4) Ache as raizes das equacgbes:

) x=2

b)x? -3x=0

c)x® Bx+7=0

(a) Aluno 1

Fonte: Autor
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1) Fatore as expressdes:
a)4m-2mx= Zved
b) X -10x+25= % *

o) a* - dab +4b =

2) Desenvolva as poténcias:
a) (x+3p=
b){(5-xf= (& -¥

o) (x+ 4) (x-4) =

&

Identifique os coeficientes de cada equacao e diga se ela é completa ou
néo:

a=% ; b=-3; 5 7

b) 3 +55=5

t= 32 j b=0 55 =ap complite

¢} -10x+25 = x2
% \

(IS 5
4} Ache as raizes das equacbes:
a)x*x=2
b) Xz -3x =0

c)x?-Bx+7=0

(b) Aluno 2
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Obsarve & figura @ responda: £ ‘
a) Quais segmentos s&o raios? Mo £o,0f
b) Quais segmentos sdo cordas? EMN &

8)

Dos pontos indicados na figura ao lado: s

a) guais sdo internos a circunferéncia? 0, Ml B

b) quais pertencem 4 circunferéncia? [
©) quais sdo exteriores & circunferéncia? /

7) Caleule a distancia entre os pontos A(-2; 3) e B(1; 5)

8) A distancia entre os pontos A(-2; y) & B(6; 7) ¢ 10. O valorde y &

@ -1
b)o
€} 1ou13
d)-1ou10
e)2ou 12

(c) Aluno 3

Observe a figura e responda: E 6
a) Quais segmentos sdo raios?
b) Quais segmentos sdo cordas?

8)

Dos pontos indicados na figura ao lado:

n

a) quais s3o intemnos & circunferéneia?y "\, ) | B

b) quais pertencem a circunferéncia? -

©) quais sao exteriores & gircunteréncia? ' | L T | [C B
BEA B¢

7) Calcule a distancia entre os pontos A(-2; 3) e B(1; 5).

f

8) A distancia entre os pontos A{-2; y) & B(5; 7) € 10. O valor de y &:

a)-1
b) 0

c)lould
) -10u10
)2 ou 12

(d) Aluno 4

Figura 4.2: Resolugoes do Pré-teste
Fonte: Autor

Cada aluno respondeu a sua atividade individualmente. Ao analisar os resultados
obtidos, percebeu-se que a maioria dos alunos nao reconheceram a elipse em suas diferentes
representagoes, como também apresentaram dificuldades para realizar fatoragao, produtos
notaveis e calcular a distancia entre dois pontos dados. O resultado desta aplicacao vistas
na figura 4.2 foi para nés, um verdadeiro reflexo de como as escolas tanto as ptublicas
quanto as privadas estao no mesmo nivel educacional. Depois das analises dos resultados,
verificou-se que o nivel dos alunos estava muito baixo, tendo em vista, que eles estao
concluindo ou ja concluiram o Ensino Médio.

4.2.2 22 Etapa
Titulo

Familiarizacao com o Software GeoGebra.

Conteudo Abordado

Atividades praticas no GeoGebra, fundamentais para a familiarizacao com Software.

Objetivo

Reconhecer os comandos e suas respectivas manipulagoes dinamicas.

Procedimento Adotado

No segundo dia de minicurso, no laboratério de informética de geografia, iniciamos
nossas atividades com o uso do software, com o objetivo de que os alunos se familiarizem
com o GeoGebra. No inicio da abordagem foi feita a seguinte pergunta: Quem ja teve
a oportunidade de trabalhar com o Geogebra? Dois alunos disseram que ja tinham tra-
balhado, mas nao conseguiriam reproduzir as atividades que haviam feito antes. Entao
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introduzimos a aula apresentando para os alunos o GeoGebra, relatando um pouco de
sua historia, de suas ferramentas e de suas funcoes, do mesmo modo que foi mostrado na
secao 3.4 deste trabalho. Deixamos os alunos livres para conhecerem as ferramentas e sua
respectivas funcoes. Nesta atividade eles construiram varias figuras e objetos geométricos,
como veremos na figura 4.3.

Arquivo_Edtar Bxibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda Entar

Al (Ol N o) 22 ]

» Janelade Algebra ) | » Janela de Visualizagdo X
Canica ~ n q

® e(x-6.257+(y-1
® k:-36.4x+65.07x
Paligono B
® pol2=557

onto
® a-us2319) g

® 0=(1358,2:
® R=(157,222)
Quaditero

® pol1=1329
Reta

® £261x+237y=

Entrada

(a) Aluno 1

Arquivo Editar Exibir OpgBes Femramentas Janela Ajuda Entrar.

s [ AAD R 4N e ] )

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagdo
Cénica A
® c(x-235F+(y-
® Cilx-135p+y-
® dilx-1121P+(y
® e i(x-842F+(y-
Poligono

@ poll=6.93

@ pol2=25.93

Ponte
@ A=(2.35,1.11)
@ 33,

® 3,
@ .21, 3.36)
@ P=(8.42,247)
Reta
® K228x+24y=4
® [:1.2x-2.68y=-0.
@ m:-6.08x+ 2,33y =
@ n:4.80x+0.35y =
@ piBTix+0.28y=!
@ q04x+ 6.8y =38
@ r3.22%-04y=22
Segmento
@ a,=251

@ b, =587 o

< >
Entrada

(b) Aluno 2

Figura 4.3: Familizacao com o GeoGebra
Fonte: Autor

Como podemos perceber nas duas atividades da figura 4.3, os dois alunos gostaram
mais das ferramentas de retas, circulos e poligonos, talvez por terem denominacoes que
eles ja conhecem. Durante essas construgoes, ficaram evidentes a motivacao e as desco-
bertas realizadas pelos alunos, fato permitido devido a determinadas caracteristicas do
GeoGebra, tais como movimentagao e diferentes linguagens para um mesmo objeto.

Logo apés, comecamos a desenvolver outras atividades, cuja finalidade era dar subsidios
ou ferramentas para os alunos realizarem a 3* Etapa da sequencia didatica. Essas ati-
vidades tinham como caracteristicas principais, a manipulacao e construcao de algumas
figuras e objetos geométricos, tais como:
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w Construcoes de pontos, retas, semiretas, segmentos e intersecoes entre eles;
w (Construcoes de alguns poligonos;

w Construgao e manipulagao de Controle deslizante;

w Construcoes de funcoes pelo Comando de Entrada do GeoGebra.

Tais atividades foram adaptadas das paginas do GeoGebraBook e do canal do youtube
dos professores Sérgio Dantas da Universidade Estadual do Parana (UNESPAR) e Luiz de
Aquino da Universidade Estadual de Feira de Santana (UEFS), facilmente encontradas
nos respectivos sites: https://www.geogebra.org/s%C3%A9rgio+dantas e http://www.
lemaquino.org/videoaulas/.

Vejamos algumas dessas atividades. Segundo a figura 4.4:

As Ferramentas Mover, Ponto e Reta

B.._..

Nesta aula iremos trabalhar com estas ferramentas para resolver
0 seguinte problema:

Determine o ponto de intersecao entre as retas r e s, sabendo-se
que a reta r passa pelos pontos (1, 3) e (-2,-3)eque aretas
passa pelos pontos (4, 3) e (7, 0).

(a) Atividade 1
Vamos usar as ferramentas de poligonos e circulos
para construir um triangulo equilatero.

(b) Atividade 2

42


https://www.geogebra.org/s%C3%A9rgio+dantas
http://www.lcmaquino.org/videoaulas/
http://www.lcmaquino.org/videoaulas/

Atividade

Nesta aula vamos usar as ferramentas
de interacao e informacao para ilustrar
o deslocamento de um objeto entre dois

pontos.

(c) Atividade 3

Figura 4.4: Atividades Preparatérias
Fonte: Autor

Na figura 4.5, é possivel visualizar possibilidades de resolugoes de cada uma das ativi-

dades.

atividadel.ggb

W[ @ [ [

EEEEE

(a) Atividade 1
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(] ] oo [ [ [ b Repossar || 22s
<)

Entraca

(b) Atividade 2

Entrar,
p=l c
[

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda
AL SOl £l N]fec] 2] ]
Nimero
® a=6
a=

» Janela de Algebra [X] | » Janela de
Ponta

® A=(1,1)
® B=(7,1)

Segmento
® =6

4

(o [ < Jors[ B> [ ]

| ronar [ 2

@

Entrada:

(c) Atividade 3

Figura 4.5: Atividades Reproduzidas na Familiarizacao
Fonte: Autor

Para atividade 3 da figura 4.4, ou seja, chegar ao resultado (c¢) da figura 4.5, como os
alunos construiram o passo a passo com a mediacao do professor.
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controle deslizante

Arquivo Editar Exibir Opgies Femamentas Janela Ajuda

A A
L] /(v
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|
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4
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1 °
o
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(¢) inserir imagem

"THe EFEY
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e

‘ Bdsico | Corl Esmol Posicdo |A\dan;ado| Programa;ﬁo‘

Demne
Gomez
Demos

[[] Posigio Absoluta na Tela

(d) posicionar imagem

Figura 4.6: Reprodugao da Atividade 3 da Familiarizagao

Ao observar a figura 4.6, é possivel verificar que foi construido um ntimero a, chamado

a=2
——

Fonte: Autor
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=, que estd localizado na penultima posicao da barra de ferramen-
tas do GeoGebra, como mostra a ilustragao (a), construido o controle, fomos para o
segundo passo que foi a construcao de um segmento de reta que dependia desse controle
a, para isto, basta acionar a ferramenta que estd localizada na terceira coluna da barra

de ferramentas com o nome de segmento com comprimento fixo , depois clicar em



qualquer lugar na janela de visualizagao, e dando como comprimento o valor a de acordo
com a ilustracdo (b). Em seguida, a imagem a ser deslocada, acionando a ferramenta

que se encontra na antepeniltima posicao da barra de ferramentas ', e selecionando
a imagem desejada, de acordo com a ilustragao (c). Logo apds, nos preocupemos com o
posicionamento da imagem, para quando for desloca la nao haver erros nos comandos,
para isso, teremos que clicar com o botao direito do mouse, clicar em propriedade e por
fim em posicdo, posicionando como mostra a ilustragao (d), o tultimo passo da atividade
3 foi exclusivamente a variacao do valor do controle deslizante, ou seja, variando a, a
imagem se movimentara na janela de visualizacao, para ficar mais interessante, clicarmos
com o botao direito do mouse sobre o controle a e depois na aba animar, logo a imagem
movimentou-se instantaneamente.

Para produzir essas trés atividades, levamos dois dias do minicurso, pois sempre
tinhamos que voltar em pontos nas atividade proposta. Os alunos tiveram algumas difi-
culdades nestas producoes, principalmente na atividade que acabamos de relatar. Porém
as principais dificuldades estavam na falta de aptidao e manipulacao nao sé do software,
mas também de comandos computacionais.

4.2.3 32 Etapa
Titulo

Resolugao do teste inicial com o auxilio do Software GeoGebra.

Conteudo Abordado

Conteudos adotados nas etapas 1 e 2.

Objetivo

Reconhecer os erros que tiveram no teste inicial da primeira etapa e com o auxilio do
Software corrigi-los.

Procedimento Adotado

No quarto dia de minicurso ainda no laboratério de informatica de geografia, apés a
familiarizacao com o software mostrado na Etapa 2, devolvemos o teste inicial para os
alunos, com a proposta de que eles refizessem as questoes com o auxilio do GeoGebra.
Disponibilizamos 10 minutos para perguntas, orientacoes, discussao e consultas de colegas
e professor, apds esse tempo, sugerimos que usassem os recursos do Geoebra que haviam
conhecido anteriormente. Logo apds, corrigimos um item de cada questoes: um envolvendo
quadrado da soma, um contemplando resolucao de equagao do 2° grau e um abordando
teorema de pitagoras. Como pode ser observado na figura 4.7.
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Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda
D REENEERNEEE o
» Janela =1 X [ » Janela de Algebr X -

=50

Enrada

(a) Atividade 1

Entrar.

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
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[6] 2L B QIO £ N e =2 ) R
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@ a=s b=-3
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|
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2
3
-
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Entrada:

(b) Atividade 2

Arquivo Edtar Exbir OpgBes Feramentas Janela Aluda
BRI
A g a2
ALANDIOJO)] ] N =] ] ° -
deVisualizagio _[X| [ » Janela de Algebra X =

> Janela »_Janela de Visualizagdo 2

isu

(c) Atividade 3

Figura 4.7: Atividades Reproduzidas na Autocorrecao
Fonte: Autor

Apresentaremos o passo a passo da resolucao da questao 3 do teste inicial, de acordo
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com a ilustracao (b) da figura 4.7, tendo em vista que tal resolu¢ao proporcional visua-
lizaveis fundamentos para aprendizagem da equacao do 2° grau.

Arquivo Editar | Exibir| Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

A Janela de Algebra Ctri+Shift=A |, ABC‘ ot ‘%.
hd " Planilha Ctri+Shiftes N\ pl | ! i
» Janela de All[l] Janela CAS Ctrl+Shift+K | » Janela de Visualizagi

@ | Janela de Visualizacio Ctrl+Shift+1 5:
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Entrar.
=
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22 Controle Deslizante } Aneadel
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4 J! Caixa para Exibir | Esconder Objetos . .
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Figura 4.8: Reprodugao da Atividade 3 da Autocorregao
Fonte: Autor
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De acordo com a figura 4.8, é possivel observar que primeiramente temos que configurar
as janelas dinamicas, a configuracao padrao o GeoGebra exibi as janelas de algebra e
visualizacao 1, portanto para desenvolver essa atividade em particular precisamos das
janelas de visualizagao 2 e da janela CAS, no canto direito ou no menu exibir do GeoGebra
foi por onde inserimos e retiramos janelas, bem notadas na ilustracao (a) da figura 4.8.
Na janela de visualizagao 2 inserimos os trés controles a, b e ¢, ja orientados na Etapa 2,
podemos vé na ilustracao (b) da mesma figura, esses controles criados foram os coeficientes
da nossa equagao. De acordo com ilustracao (c), inserimos nossa equagao desejada, usando
a janela CAS do GeoGebra, digitamos o seguinte polinémio do segundo grau: az?+bx +c,
e logo apos, preenchemos a bolinha do lado do polindomio na janela CAS, esse polindmio
transformou-se em uma funcao f(z) dependente dos valores de a, b e ¢, consequentemente
o gréfico da funcdo apareceu na janela de visualizagao 1, na ilustragao (d) da figura 4.8.
Mais precisamente na segunda linha da janela CAS, expressamos a resolucao das raizes
da equagao desejada, para isso, digitaremos Resolver[f(z)], logo aparecem as raizes em
numeros Reais na janela CAS, em coordenadas cartesianas na janela de algebra, ou seja,
como pontos de intersecao da fungao com o eixo x na janela de visualizacao 1. Para
resolver outras equagoes do 2° grau, os alunos variaram os valores de a,b e ¢, que suas
raizes mudaram também, logo haja vista que toda nossa construcao foi em funcao desses
controles.

Notamos que, com a utilizacao do software os alunos se mostraram mais motivados a
responder o teste inicial, principalmente na atividade 3 mostrado nas figuras 4.7, perce-
bemos que eles ficaram surpresos ao vé que os valores dos controles deslizantes ao variar,
mudava também os valores das intersecoes do gréfico da equacao ax? 4 bx + ¢ com o eixo
x, onde chamamos de 2’ e ”. Essa atividade citada, segundo eles até entao, foi a mais
atraente e interessante.

Ao fim de cada uma dessas atividades 1, 2 e 3 da figura 4.7, corrigimos uma questao
relacionado a elas do teste da Etapa 1. Para realizar essas correcoes do teste inicial com
auxilio do GeoGebra, variamos os valores dos controles deslizantes, nos casos de produtos
notaveis e o sobre teorema de pitdgoras, sao os controles a e b.

Levamos mais dois dias do minicurso nessas corregoes, pois alguns alunos ainda tinham
alguma dificuldade de utilizagao do software e manuseio do computador.

4.2.4 4* Etapa
Titulo

Revisao os conceitos basicos da Geometria Analitica para melhor explorar a Elipse.

Conteuido Abordado

Estudo da Elipse: defini¢ao de lugar geométrico e seus elementos principais. Abordada
de maneira tradicional.

Objetivo

Reconhecer uma Elipse em suas diferentes representacoes e seus elementos.
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Procedimento Adotado

No sexto dia de minicurso, iniciamos a aula com a seguinte pergunta: ”Alguém sabe
dizer o formato de uma FElipse, ou algo que tenha o formato eliptico?”, as respostas dos
alunos, foram varias, algumas dessas respostas que podemos citar aqui foram: ”formato
de uma bola”, "formato de um ovo”e a mais surpreendente de todas, "orbitas dos plane-
tas”. Partindo dessas respostas comecamos a abordagem da Elipse, com uma aula mais
tradicional com uso de pincel e quadro branco, essa aula foi baseada no livro Dante [5]
que inicia com a definicao, seguida de exploracao dos elementos, os alunos se mostravam
interessados e curiosos sobre o conteido dado, aproveitando essa atencao dada por eles,
apresentamos a representagao grafica da Elipse. Nesta primeira construcao usamos os
seguintes objeto, ilustrados na figura 4.9:

(a) ventosas de silicone (b) barbantes coloridos (c) canetas de quadro branco

Figura 4.9: Objetos para 1* construgao da Elipse
Fonte: Autor

De acordo com a figura 4.9, usamos as ventosas (a) como sendo os pontos da circun-
feréncia e focos da Elipse, e os barbantes coloridos (b) foram nossos segmentos de retas,
e raio da circunferéncia e as canetas (c¢) o contorno dessa construgao no quadro branco.

Primeiramente cortamos dois pedacos de barbantes, de cores distintas, em seguida
fazemos um lago em cada uma das pontas dos dois barbantes, de modo que eles ficassem
do mesmo comprimento e esses lacos pudessem se prender as hastes das ventosas. Como
¢ possivel vé na ilustracdo (a) da figura 4.10:

(a) 1° passo (b) 2° passo

20



(c) 3° passo (d) 4° passo

Figura 4.10: 1* construcao da Elipse
Fonte: Autor

No 1° passo, usamos 3 ventosas e 2 barbantes de comprimentos iguais, usando um
desses barbantes, como raio para formamos o circulo diretor da futura Elipse. No 2°
passo, para construir esse circulo soltamos uma das ventosas e na haste colocamos a
caneta e usando o barbante como raio até reproduzir o circulo. Partindo para o 3° passo,
apés completar o circulo, colocamos de volta a haste na ventosa deixando da uma ideia
de raio da circunferéncia, passamos para o outro barbante e ventosa, fixando essa ventosa
em um lugar qualquer no circulo formado, deixando assim esse barbante frouxo, pegamos
a caneta e limitamos esse barbante até estica-lo, levando a caneta para um dos lados
até contornamos as duas ventosas, notamos apds esse experimento, que as duas ventosas
contornadas sao na verdade os focos e o contorno feito pela caneta no barbante frouxo
é a representacao grafica da Elipse, e fixamos outra ventosa em qualquer ponto desse
contorno de modo que esse barbante nao perdesse nenhuma propriedade, observamos que
a distancia entre essa nova ventosa com as outras ¢ igual a do comprimento do outro
barbante que tinha ficado como raio da circunferéncia.

Nessa Etapa , os alunos tiveram o primeiro contato com a defini¢ao e sua representacao
por lugar geométrico. Esta atividade com as ventosas o barbante, segundo os alunos,
acharam bem pratica, e um modo diferente de visualizar algo geométrico.

4.2.5 5? Etapa
Titulo

Resolugao de exercicios com o auxilio do Software Geogebra.

Conteudo Abordado

Estudo da Elipse: definigao de lugar geométrico e seus elementos principais. Abordada
com o auxilio do GeoGebra.

Objetivo

Reconhecer uma Elipse em suas diferentes representacoes e seus elementos dinamicamente.

Procedimento Adotado

Na oitava aula, fizemos a construcao e a aplicacao da Elipse, a partir do circulo diretor,
dos focos utilizando a ideia de lugar geométrico com o auxilio do software GeoGebra.
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Primeiramente foi feito a reproducao da construcao realizada com as ventosas e o barbante,
porém de forma mais detalhada. Vejamos essas duas construcao ilustrada na figura 4.11:

o GeoGebra - olER

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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a
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ét
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(a) partindo do circulo
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<

Enfrada:

(b) partindo dos focos

Figura 4.11: Construcao da Elipse por Lugar Geométrico
Fonte: Autor

Na figura 4.11, vamos reproduzir a ilustragao (b) onde partimos da construgao dos
focos e do circulo diretor a construgao da Elipse.
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(g) intersecao (h) lugar geométrico

Figura 4.12: Reprodugao da Atividade 2
Fonte: Autor

A figura 4.12, ilustra muito bem cada passo da construcao da Elipse. Primeiramente
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A
criamos dois pontos quaisquer no plano * < como na ilustracao (a), em seguida calcula-

mos a distancia entre esses dois pontos como na ilustragao (b), onde definimos o valor d

’E, com os pontos e a distancia ja criados, fomos para o passo da ilustragao (c), onde
criamos um controle deslizantes com valor minimo de d e o valor maximo de 2 vezes o
valor de d, ou seja, o menor valor do controle deslizante é o mesmo valor da distancia
entre os pontos, nesse caso serao os focos da elipse. Passamos para o desenvolvimento da
ilustragao (d), onde construimos um circulo que tem como centro o ponto A e raio o con-

©,

trole deslizante <, assim teremos os dois pontos pertencentes a ele. Na ilustracao (e),
construimos um outro ponto no circulo formado, e para determinar uma reta que passa

por esse ponto e o ponto A que é o centro da circunferéncia , j& na ilustragao (f),
fizemos uma mediatriz entre o ponto recém criado, e ao ponto B, ou melhor, ao meu outro

ponto focal ‘{77 e na ilustragao (g), construimos um ponto de intersegdo "\ entre as
duas retas formadas em (e) e (f), isso gerou o ponto D, clicando nesse ponto com o botao
direito do mouse, e depois clicando em habilitar rastro, de acordo com a ilustragao (h),

que nos mostrou a criacao de um lugar geométrico ?jn?’ o qual foi possivel indo na ultima
opcao na caixa de ferramentas das retas, e depois clicando no ponto de intersecao, onde foi
desenhado esse caminho geométrico, e clicando no outro ponto que determinou a direcao
desse caminho, que neste caso foi o ponto C que foi gerado na ilustragao (e), com o lugar
geométrico criado, fomos em busca da equagao que representou esse lugar geométrico,
para isso clicamos no comando de entrada e digitamos ” Fquag¢doDoLugarGeométrico”, e
indicamos para o software qual lugar é esse para ele calcular sua equacao, que neste caso
foi uma conica, mais precisamente uma Elipse.

Apoés essa construcao, fomos para o estudo da forma canénica. Neste processo pelo
busca da equacao reduzida da Elipse a metodologia foi a seguinte: O professor usando o
quadro branco e caneta, comecou a essa busca, partindo da definicao de Lugar Geométrico
4 visto na subsubcecao 2.2.2 do capitulo 2, aproveitando a construgao mostrada na figura
4.12 e separando em etapas todo esse novo processo. Cada processo foi orientado pelo
professor, comecando assim o desenvolvimento e logo em seguida pedia que os alunos
desenvolvessem até a alguma outra parte da equagao escolhida por ele, incentivando assim
aos alunos a desenvolvessem seu raciocinio proprio, vejamos entao todo esse processo:

O professor partiu da definicao 4, mostrou para os alunos que:

2c = d(Fl,FQ) = d(A,Fl) -+ d(A, Fg) = 204 <— d(P, F1> -+ d(P, FQ) = 2a

VE+e)2+y2+/(z—c)2+y2=2a

dai, pediu que os alunos desenvolvessem até chegarem na expressao;

(z+c)+y* = (2@ —/(x —¢)? +y2>2
o préximo passo seria que eles chegassem na forma;
22+ 2vc+ A 4 y* = 4a® — dar/(z — )2 + ¢ + 2* — 2zc+ 2 + o
feito isso, a sequencia seria na busca pela expressao;

4ac = 4a”® — dar/(z — c)? + 12
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entao retrucou, como chegar até a essa nova expressao?;
a® —cr = av/(z — ¢)? + 12
em seguida, o desafiou era chegar na forma;
a* — 2a*cx + *a* = a®(2* — 2cx + A + o)

dai, o proximo passo foi desenvolver a expressao até a essa outra a seguir;

(a® — A)a? + a®y? = a* — a*?

a proxima etapa do foi a chegar na expressao;
(a? — A)a? + a2y = a?(a® — 2)

por fim, foi o desenvolvimento até chegar na forma canonica;

72 2
St =1

Apés a construcao mostrada na figura 4.12 e conhecer a estrutura da equagao reduzida,
fomos para o estudo dos seus principais elementos da Elipse.

Da construgao por Lugar Geométrico da Elipse, nos serviu de recurso para visuali-
zar, identificar os elementos, e quanto para resolver alguns problemas propostos como ja
tinhamos relatado anteriormente na Etapa 4, propomos os exemplos e exercicios sobre
Elipse do livro do Dante [5] na execucao desta atividade.

Vejamos na figura 4.13 a ferramenta construida a partir da construcao de Lugar

Geométrico:
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Figura 4.13: Ferramenta Base
Fonte: Autor

Essa ferramenta da figura 4.13, foi utilizada como base para o estudo dos principais
elementos da Elipse, a partir dela, os alunos puderam visualizar e compreender como
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cada elemento ¢ localizado no espago cartesiano. Apds a orientacao feita pelo professor no
exemplo da figura 4.14, os alunos conseguiram resolver o restante dos problemas propostos
por Dante [5]. Vejamos esse exemplo em especial:

Determine a equacdo da elipse de focos F1(3, 0) e
F,(—3, 0) e vértices, que sdo as extremidades do eixo
maior, A, (5, 0) e A, (-5, 0). |

Figura 4.14: Exemplo de Orientacao
Fonte: Dante(2014, p. 81)

Para a resolucao do problema mostrado na figura 4.14, o professor sugeriu que os alunos
observassem os pontos Fi, F5, A1 e Ay e percebessem em que forma eles estavam sendo
representados, logo perceberam que estavam representados na forma cartesiana (z,y), em
seguida pediu que os alunos lembrassem das aulas da 4* Etapa, ou seja, que a distancia de
um foco a outro é de 2c e que a distancia das extremidades do eixo maior entre si é de 2a,
estimulando aos alunos a raciocinarem e chegarem a seguinte conclusao: como a distancia
entre os focos é 2c entao ¢ é o valor da metade desta distancia e analogamente o valor
de a é a metade da distancia das extremidades entre si, e do desenvolvimento da equagao
reduzida feita anteriormente nesta propria Etapa. O professor também deixou os alunos
livres a usarem a ferramenta base mostrada na figura 4.13, se assim achassem ttil, todos
os alunos usaram a ferramenta. A priori, era s6 posicionar os focos da ferramenta base
nos pontos correspondentes e aumentar o valor do controle deslizante que correspondia
ao tamanho do raio da circunferéncia, que de imediato o GeoGebra mostrava a equagao
da Elipse pelo janela de dlgebra, com o comando pré determinado na construcao dessa
ferramenta base. Os alunos em geral, tiveram alguma dificuldade, seja ela na manipulagao
com o software ou na construcao da ferramenta, mas a cada resolucao das atividades
propostas essas dificuldades iam diminuindo.

E bom mencionar que o GeoGebra ja possui uma ferramenta especifica para as conicas,
como ja tinhamos visto na ilustracdo (g) na figura 3.4 da segdo 3.4 do capitulo 3, onde
pode ser definida a partir de dois pontos focais e um ponto pertencente a Elipse. Segue
na figura 4.15:

GeoGebra
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Figura 4.15: Ferramenta Elipse do GeoGebra
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Notemos a figura 4.15, que apos ativarmos a ferramenta da elipse do software g,
basta indicar para o GeoGebra quais sao os focos, ou seja, os dois primeiros pontos sao os
focos 1 e 2, e o préximo ponto é um ponto que constréi e consequentemente faz parte da
elipse formada. Dando também para usarmos como base para nossas atividades proposta
de antes, para isso, basta definimos os seus elementos da elipse, com pontos de intersegoes
nos eixos focal e nao focal.

Todos esses processos de producao das atividades e a verificacao dos conceitos com
auxilio da base construida no software, e o desenvolvimento partindo da definicao até
chegar na forma canonica, levamos mais ou menos 5 aulas do minicurso, mas a cada
atividade feita nesse processo os alunos mostravam mais familiarizados com o software,
e apds o desenvolvimento da equagao reduzida, os alunos mostraram mais interesses em
conhecer mais sobre a elipse.

4.2.6 6* Etapa
Titulo

Verificacao de aprendizagem em relagao ao tema abordado.

Conteudo Abordado

Alguns conteudos abordados no teste inicial e os de Elipse aborados nas etapas ante-
riores. foram os seguintes:

# Produtos Notavéis;
# Equagao do 2° Grau;

# FElipse.

Objetivo

Verificar como ficaram os alunos do 3° ano do ensino médio do estado do Amapa, em
relacao aos conceitos basicos de Elipse e suas representacoes apds o minicurso.

Procedimento Adotado

No dltimo dia do minicurso foi proposto uma atividade por 5 questoes, retiradas
do proprio teste inicial e questoes exclusivas sobre a elipse e seus elementos principais,
ilustrado na figura 4.16, que pode ser melhor visto no apéndice F, que foram elaboradas
e baseadas nas tarefas desenvolvidas durante o minicurso, cujo objetivo era fazer uma
analise com o teste inicial com o teste final, bem como verificar a aprendizagem dos
estudantes do minicurso.
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4)Construa a Elipse, sabendo que sua equagio é da forma
g 9x? 4 257 = 225

5)Construa uma Elipse no GeoGebra usando o que foi es-

UNIVERSIDADE FEDERAL DO AMAPA tudado em sala (circulo, focos , retas e lugar geometrico)

PRO-REITORIA DE ENSING DE GRADUACAOD
CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

NOME:

1)Desenvolva as poténcias:

a) (x+3)%=

by (5—-x)?=

c)ix+4Hx—4) =

2)Determine as raizes das equagdes:
ajx*—x-2=0

byx*—10x+25=0

o) 22t + Bx—10=0

3)Determine quem é ¢, a, b e a equagio reduzida das Elip-
ses abaixo:

| mesy

Figura 4.16: Poés-teste
Fonte: Autor

A aplicagao desta atividade, foi realizada no laboratério de matemaética, que fica no
Bloco P - Sala 4, onde os alunos puderam responder com ou sem o uso do software, como
pode ser desenhado na figura 4.17, que também estao disponiveis nos apéndices G, H, T e

J:

£ 1)Desenvolva as poténcias:
1)Desenvolva as poténcias:

a) (x+3) = X'l-l- 6x* 9

S e
a) (x+3)? ‘/-Au«z)fr 3ot X 33

iy B (5w = 55 ;
B)(5-xp= 25~ oL HX el il dy BTt YL
o) (x+4)(x—4) = X' %= 16 2)Determine as raizes das equacées:
2)Determine as raizes das equacgdes: ' g a) 2-x-2=0 y
Ly-a:z0 = bYjac s
a)x’-x-2=0 Q-‘L—_x 5 E».—j‘f(f{(va-m e b)#?-102+25=0
& 3 Ly, c)2x24+8x—10=0
b) x*—10x+25=0 - Avd=2
oF 2224 8x-10=0 g X~'b¥ r %=1 5 A T' S)Detzl.'mine quem éc,a,beaequagioreduzida das Elip-
ey o, ses abaixo: ;i
3)Determine quem éc, a, b e aequacdo reduzlda das Ellp- 2 S
ses abaixo: m)\,. LysedsE Sl :
(2, Sl S i
p=—e johe s
fo] s ;

(a) Aluno 1 (b) Aluno 2
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1)Desenvolva as poténcias: 1)Desenvolva as poténcias:

a) (x+3) = a) (e 37 = (042). (X 43) = X4 X 43 44 = X 6% 49
+2 b)(5-x) = (%x‘\;'(qfx\,:;& 5% 5%+ X" = XE-10X +A5
€) (x+4Hx—4) = > _yf 4% -16= %16

2)Determine as raizes das equagies:

b) (5-x) =
o) (x+4)(x-4) = X

2)Determine as raizes das equagdes:

ajx?-x-2=0 X:2 ,x% . : ,,)lz-x-z:()y\‘fl‘,)(.‘:r’l
A & e C . g
B xi=10x425=0.0 b gy ' C b)x-10x+25=0%=5
€) 2x° +8x-10=0 X y - e 7k f];,2+3:\,_m:nx\__q‘ ’\-l)J}
3)Determine quem éc, a, b e a.equagao reduzida das Elip- 3)Determine quem é ¢, a, b e a equagdo reduzida das Elip-

ses abaixo: b &+ 6 ses abaixo: 0*= U 35 a2 =649/ a=5

o221 36 L a =64 4365 a=10

(c) Aluno 3 (d) Aluno 4

Figura 4.17: Resolugoes do Pds-teste
Fonte: Autor

Cada aluno respondeu a sua atividade individualmente, mas desta vez eles podiam
contar com a ajudar do software. Ao analisar os resultados obtidos, percebeu-se que
a maioria dos alunos ja tinham uma ideia do que era uma elipse, em suas diferentes
representagoes. O resultado desta aplicacao vista na figura 4.17 indicou um avango muito
significativo, pois os alunos que antes nao conseguiam nem determinar as raizes de uma
equacao, desenvolver um produto notavel, raizes de uma equagao do 2° grau e o principal
que consiste em reconhecer uma elipse, no final do minicurso ja conseguiam identificar
as raizes da equacao do 2° grau, determinar os produtos notaveis e representavam e
identificavam-se uma Elipse em diferentes representacoes.

4.3 Analise da Aplicacao

Nesta secao, vamos relatar nossa andlise de como foi trabalhada a sequéncia e quao
proveitoso foi para os alunos do minicurso.

Vamos a partir mostrar as andlises dos quatro alunos que pegamos como exemplo
individualmente, segue nas figuras 4.18, 4.19, 4.20 e 4.21, e nos seus respectivos apéndices
anexados no trabalho:
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1) Fatore as expressaes: 1)Desenvolva as poténcias:
ay4m-2mx= Gn : a) (x+3)2= X¥ 4 6%
b}t -10x +25 = B (5ox2= 25- o
c) @ - 4ab +4b* = ”(X~4)uia)7xb+‘+x) M:"

2)Determine as raizes das equagoes:

8

Desenvolva as poténcias:

G Dk -4z 0 a4
a;(x+3)1={y iy el a=l !
¢ b)x*—10x+25=0 b1 A42=
5.xp= A2 b ST lv3=2
b) (5~} 13 -

: ) 2x* +8x—-10=0

€) (x + 4).(x - 4) = | : & i o e
3)Determine quem éc, a, b e a equagio reduzida das Elip-~ 5

Identifique os coeficientes de cada equagéo e diga se ela & completa ou ses abaixo: 21U xE Lo £2522 p- b

néo 5 Lo -

@

8) 6% 3x =220 L -
i o
b)3@+56=5 WNOW

€)-10x 425 = %2

]

Ache as raizes das equagbes:
8@ x=2
b)) -3x=0

€)% -Bx+7=0

Figura 4.18: Pré-teste - Pés-teste do Aluno 1
Fonte: Autor

Da figura 4.18 e dos seus respectivos apéndices B e G, podemos fazer a seguinte anélise.
O aluno 1 pego como exemplo, no seu pré-teste, nao mostrou conhecer os fundamentos
bésicos de elipse e nem tao pouco mostrou dominio nos seguintes contéudos como: fa-
toracao, produto notaveis e equacao do 2° grau. Porém, apds a aplicagao da sequéncia
didatica proposta pelo professor, houve um avanco segnificativo deste aluno, note que no
pos-teste dele, j4 mostra um dominio sobre os assuntos citados antes e também ja mostra
reconhecer e representar uma elipse.

1) Fatore as expressdes 1)besenvolva as poténcias: S
2 )30 2 X 34T
a) 4m - 2mx = a) (x+3) :;K:-,;_\‘ 2)=*

B){5-x) =

O+ d)(x—dy= > -2 T

B) 2 10x +25= x ° (T

c) a* - dab +dp*= 2)Determine as raizes das equagées:
2) Desenvolva as poténcias: a)x’=x-2=0 -

b)x*-10x+25=0

a) (x+ 3=
€)2x*+8x=10=0

by (5-x)*=
3)Determine quem é c, 7, b e a equagdo reduzida das Elip-

c) (x+ 4).(x-4) = ses abaixo:

3) Identifique os coeficientes de cada equagao e diga se ela 6 completa ou
nao.

258 3x2=0
0) & +55=5
gt
©)-10¢+25 = x"
4) Ache as raizes das equacdes:
2 x=2
b) %2 3% =0

c)x*-Bx+7=0

Figura 4.19: Pré-teste - Pos-teste do Aluno 2
Fonte: Autor

Na figura 4.19 e dos seus respectivos apéndices C e H, podemos fazer a seguinte
analise do aluno 2 pego como exemplo, no seu pré-teste, mostrou te um leve reflexo sobre
os fundamentos bésicos de elipse e entender um pouco os seguintes contéudos proposto
no teste: fatoracao, produto notaveis e equacao do 2° grau. Porém, apds a aplicacao da
sequéncia didatica proposta pelo professor, houve um avanco deste aluno, note que no
pos-teste dele, j4 mostra o dominio sobre os assuntos citados antes e também reconhece e
consegui representa uma elipse em diferentes representagoes.
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Observe a figura e responda:

a) Quais segmentos sdo raios? e, £0, 61

b) Quais segmentos sao cordas?

6)

Dos pontos indicados na figura ao lado:

[’

1)Desenvolva as poténcias:

a)(x+32= X"+

bEE=2 = k2= oy i2

) (x+Yx-4)= 2 2

2)Determine as raizes das equagées:

a)x*-x-2=0 X217,y At

b} =10x+25=0 y ’ k=G
a2 eBr-10=0 e &% F

3)Determine quem éc, a, b e a equagao reduzida das Elip-

a) quais sao inlernos & circunferéncia? f,0; < C B ses abaixo:
b) quais pertencem  circunferéncia? |
©) quais séo exteriores a circunferéncia? /

[N

E
7) Calcule a distancia entre os pantos A(-2; 3) & B(1; 5).
T o X £ by

8) A distncia entre 0s pontos A(-2; y) & B{S; 7} & 10. O valor de y &

Q-1
b) 0
©)1ouid
d)-1ou10 2
€)20u12 % B

Figura 4.20: Pré-teste - Pés-teste do Aluno 3
Fonte: Autor

Da figura 4.20 e dos seus respectivos apéndices D e I, podemos fazer a seguinte analise.
O aluno 3 pego como exemplo, no seu pré-teste, nao mostrou conhecer os fundamen-
tos bésicos de elipse e nem tao pouco mostrou dominio nos seguintes contéudos como:
fatoracao, produto notaveis e equagao do 2° grau, mas mostrou te um dominio sobre
distancia entre dois pontos. Porém, apds a aplicacao da sequéncia didatica proposta pelo
professor, houve um avanco deste aluno, note que no pds-teste dele, ja mostra um dominio
sobre os assuntos citados antes e também jé mostra reconhecer e representar uma elipse.

1)Desenvolva as poténcias:
@) (e 302 = (49). 00 43) = X3 44 = 516X 49

B (5—x)2 = (53[5 %)= 25 ~5x —5x 4+ x> = XE_10x 425

M
Observe a figura e responda: E, ‘
a) Quais segmentos sdo raios?
b) Quais segmentos sao cordas? A

6)

€) (x +4fx - 4) =+ %“‘%'46: yl—jg
2)Determine as raizes das equacdes:
A2-r=2=0 122 YX'= 1
bel~IOx+25:0)ﬁ:’5

A
Slaktifeptynepd IS At LTy

Dos pontos indicados na figura ao lado: s f) 2+ 8x-10=0%:1 ¥:5H

A et < ; Y ATPS 3 3)Determine quem éc, a, b e a equagido reduzida das Elip-
a) qua\‘s sdo internos arur:un %véncra.— ' / B s e L{l 4}3‘7‘ Rl S
b) quais pertencem & circunferéncia? 4
©), quais sdo exteriores & circunferéncia? (| { ‘,_ 134 > T or= e =gy 4365 a1

s 0f P

e=6

7) Calaule a distincia entre os pontos A(-2; 3) & B(1; 5) Wy 41 LL:]
odl 3] w2/ WSO // =

: b
g *{}111 o T 0]

8) A distancia entre os pontos A(-2; y) & B(5; 7) & 10. O valor de y &; 09 ¢y

a)-1

b0
c)1ould
d)-10u10
e)20u12

Figura 4.21: Pré-teste - Pés-teste do Aluno 4
Fonte: Autor

Na figura 4.21 e dos seus respectivos apéndices E e J, podemos fazer a seguinte andlise.
O aluno 4 pego como exemplo, no seu pré-teste, nao mostrou conhecer os fundamentos
basicos de elipse e nem tao pouco mostrou dominio nos seguintes contéudos como: fa-
toragao, produto notaveis e equacao do 2° grau e também nao mostrou te um dominio
sobre distancia entre dois pontos. Porém, apods a aplicacao da sequéncia didatica proposta
pelo professor, houve um avancgo excepcional deste aluno, note que no pos-teste dele, ja
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mostra um dominio sobre os assuntos citados antes e também ja mostra reconhecer e
representar uma elipse em suas diferentes representacoes.

Como ja vimos no primeiro momento do minicurso os alunos nao usaram o GeoGe-
bra e nao consiguiam identificar a Elipse em suas diferentes representacoes, como também
apresentaram dificuldades para realizar fatoracao, produtos notaveis e calcular a distancia
entre dois pontos dados. Depois das andlises dos resultados, verificou-se que o nivel dos
alunos estava muito baixo, tendo em vista, que eles estao concluindo ou ja concluiram o
Ensino Médio. Durante o restante do processo de producao das atividades propostas e a
verificacao dos conceitos com auxilio da base construida no software, e o desenvolvimento
partindo da definicao até chegar na forma canodnica, os alunos mostraram-se mais interes-
ses em conhecer mais sobre a elipse. Porém ser comparamos com o tltimo momento, foi
possivel perceber que ao analisamos os testes dos quatros alunos que pegamos de exem-
plo, tanto no teste inicial quanto no teste final, que o GeoGebra realmente facilitou a
aprendizagem, teve um avango significativo no que diz respeito na investigacao das re-
presentacoes da Elipse, e melhoraram suas percpicoes sobre produtos notaveis e equacao
do 2° grau, como podemos observar na figura 4.7, por seus varios recursos e uma facil
interface poderoso, como vimos na secao 3.4 do capitulo 3 e durante todo o minicurso.
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Capitulo 5

CONSIDERACOES FINAIS

Apos a realizacao da pesquisa sobre o resgate historico das conicas, mencionando
os principais acontecimentos da elipse ao longo dos anos; sobre a forma estrutural do
cone, das conicas e a elipse assim como seus principais elementos, relatando suas devidas
defini¢oes de lugar geométrico. Fundamentamos com o contetido proposto, que consiste
no estudo da elipse.

Fizemos também uma pesquisa tedrica sobre o uso de tecnologias em sala de aula, rela-
tamos e enfatizamos o que os PCN’s dizem a respeito deste contexto, mencionando alguns
dos principais pesquisadores matematicos. Nesta pesquisa explorou-se diversos recursos
do GeoGebra onde foi possivel se verificar uma abordagem mais dinamica e interativa da
elipse, fundamentada na teoria de registros de representagao semiotica, onde os alunos
tiveram oportunidade de se familiarizar com o software e, estimulando a criatividade,
resolver diferentes problemas envolvendo o referido tema.

Com base nessas duas linhas de pesquisa citadas anteriormente, fizemos um planeja-
mento de uma sequéncia didatica, afim de que nos possibilitasse uma futura analise do
que propomos no tema inicial. Feito o planejamento, foi feita a aplicacao da proposta,
onde como vimos foi subdividida em 6 etapas, cada uma com seus objetivos alcancados.
Durante essas etapas foram abordas as construcoes de cada conica, a definicao dessa
curva, a sua representagao algébrica, ou seja, forma canonica, bem como seus elementos.
Todas as etapas foram desenvolvidas com o auxilio do GeoGebra. No fim das 6 etapas
foi feita uma analise dos resultados e através dessas andlises, foi possivel perceber que os
alunos se mostraram mais motivados diante de uma metodologia alternativa, desenvolve-
ram diferentes estratégias de resolugao para uma mesma questao, bem como revelaram
a necessidade de visualizar a representacao geométrica da elipse durante as explanagoes.
Nessa perspectiva, verificou-se que a utilizacao do GeoGebra na abordagem da elipse
facilitou a aprendizagem dos alunos.

Por fim, concluimos que a aplicagao da sequéncia de atividades utilizando os recur-
sos da geometria dinamica, especificamente, do GeoGebra, quando bem elaborada e bem
planejada, pode contribuir significativamente para o aprimoramento da docéncia da ma-
tematica. Vale a pena ressaltar que em todo esse processo o professor é o agente principal,
pois o software GeoGebra é apenas uma ferramenta como outra normal como caneta e
quadro branco etc... Precisa de um bom planejamento feito antes pelo professor, e levando
a maxima que o qué interessa é que os alunos tenham um outro método de aprender ou
estude matematica, nao que eles saibam de informatica ou programacao de software, ou
seja, 0 GeoGebra é um subconjunto da matematica e nao o inverso.
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APENDICE A

Pré-teste

UNMNERSIDADE FEDERAL M2 AMAPA
PRO-REITORIA DE ENSING DE GRADUAGED
CURS0 DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

ATIVIDADE

1) Faiore 35 expressdes
a) dm - Zmx =
D) -10x+25 =
) & - 430 #4b7 -
2) Desenvalva 35 pobancias:
)+ FE -
b} (5 - HE-
) (% + &4 - 4) =

3) Mentifique oF cosficlentes de cad3 2guacdo & diga = &3 & completa ou
naa:

3) Be=-3x -2 =10
b) 365 255 = 5
€ -10x $25 =37

—

ACNE 35 ralzes das equUaghes:
A FE-E=2
b) ¥ -3x=0

)X -BE+T =D
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Obsoren o figura @ responca:

a] Cumis segmenios sho raios™
B Ouals segmertos sho comas?

&)
“A

Cos pontos ndicados na Sgura B0 |ade &

a] gues Sio niemos & counkngnca? B

b) quats pertencern & crounlerineia? .

c] quas siio exteriores & crcunierincia? E *

7) Calcule 3 distancia entre 05 ponios A2 3) & B{1: §).

8) A distancia entre o5 pontos A-2; ¥) & B(5; 7) & 10. O valor de y &

a1
B0

o} 1ou13
d)-10u10
) 2ou 12
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3) Enconfre og walkres de X:

a)10

¢} 30
a5
€ Dl

aj10
b 15

&
) 03
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APENDICE B

Pré-teste do Aluno 1

1) Fatore as expressies:

2)

3)

4)

a)d4m-2mx = &%

b) X2 -10x +25 =

C) 8 - 4ab +4b? =
Desenvolva as poténcias:
a)(x+3P= ‘:i:{

b) (5-x)t= L2

¢) (x + 4).(x - 4) =~

Identifique os coeficientes de cada equacéo e diga se ela & completa ou
nao

a) 5 -3x-2=0

b) 3x2 +55 =5 Ui R
¢) -10x +25 = x2

Ache as raizes das equaches:
ajx=2

b} x®-3x=0

cl 2 Bx+7=0
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APENDICE C

Pré-teste do Aluno 2

1) Fatore as expressdes:

a) 4m - 2mx =

by -10x +25= %

c) &* - 4ab +4b* = 3
2) Desenvolva as poténcias:

a) (x + 3 =

b) (5-xP=

o) (x + 4).(x- 4) =

3) Identifigue os coeficientes de cada equacéo e diga se ela é completa ou
nao:

a) 5% -3x-2=0

b) 3x* +55 = 5
TR

c) -10x +25 = »2

=4 b=—pc . ol ates
4) Ache as raizes das equacfes: '

ajxx=2
by x*-3x=0

ey -Bx+7 =0
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APENDICE D

Pré-teste do Aluno 3

M
Observe a figura e responda: ; E ‘
a) Quais segmentos s&o raios? Mo 0 ,__f’fs'f"
b) Quais segmentos sao cordas? £ |-, L&, &1 A
G

€)

*A
Dos pontos indicados na figura ao lado: S
a) quais sdo internos a circunferancia? .0, Mol B
b) quais pertencem & circunferéneia? [ ¢ = °
¢) quais sdo exteriores & circunferéncia? / ol - - T_

T} Calcule a distancia entre os pontos A(-2; 3) e B(1; 5).

8) A disténci'a entre 0s pontos A(-2; y) e B{6; 7) & 10. O valor de y &

ﬂ} 4 L+ 6-2 FLL =

D:ID 5] & HEZ" -
c)1ou13 s it — o] L
d) -1 ou 10 K

e) 2 ou 12 3
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APENDICE E

Pré-teste do Aluno 4

Observe a figura e responda; ’
G -
s

a) Quais segmentos sdo raios?
b) Quais segqmentos sdo cordas?

F
6)

*A
Dos pontos indicados na figura ao lado:

| 1 . Cal

a) quais sao internos & circunferéncia?i ™\ 0 MY B
b) quais pertencem & circunferéncia? - | &€ O)my
¢) -quais sdo exteriores & circunferéncia? u TR E i

B
o g | ALy
T LAY, I

T} Calcule a distancia entre os pontos A(-2; 3) e B({1; §).

it (- ; .l'l e Ly

'l

B) A distancia entre os pontos A(-2; y) e B(6; 7) € 10. O valor de y &:
a)-1
by 0
c) 1ou13

d)-10u10
e) 2 ou 12

72



APENDICE F

Pos-teste

UNIVERSIDADE FEDERAL DO AMAPA
FRO-REITORIA DE ENSING DE GRADUACAD
CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

MNOME:

1)Desenvolva as poténcias:
allx+3)P*=

b) (5—x)2=

o) lx+4)x-4)=

2)Determine as raizes das equagdes:
alxt-x-2=0

byx*—10x +25=10

£) 27 +Bx—10=0

3)Determine quem é ¢, a, b e a equagio reduzida das Elip-
ses abaixo:

v
¥
K
| 1l =
+1n.n\i-ﬁ.mﬂ 5O Jlllln:--J
o O | -5y
m -y
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4)Construa a Elipse, sabendo que sua equacio é da forma
9x? + 2597 = 225

5)Construa uma Elipse no GeoGebra usando o que foi es-
tudado em sala (circulo, focos , retas e lugar geometrico)
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APENDICE G

Po6s-teste do Aluno 1

1)Desenvolva as poténcias:

a) (x + 3)? }Rl#@'{”ﬂ
]{5 .‘-'EJ 15—!LD?£ +Xt‘

c)(x+4)(x—4)= ’}(IL j\‘*“i[:)

2)Determine as raizes das equacdes:

: AP T - TR SR T Lo
a)x*—-x-2=0 21? 4 Az -1ty L2 :
B)x2-10x+25=0  ly=-L 31:45 \42=2

W = b b= L
c)2x2+8x—10=0 K:_biﬁrfﬁta,,jﬂ £l
: an Rl - £V &
3)Determine queméc,a, b ea equagan reduzida das Ellp- 2
ses abaixo: vl x?j SR T TR S e T
3 Bz (- 40%)-H 125
L)\. - ..p-'—" J:.h o _L,‘—\:I_ﬁ_ Lo ot
We) T o 2

p =1 N-O
cTae

by
0. B

———— —\‘{:{I ‘I!
La0.00] 6,00 0O 8.0 §a0 ; iy
\ g -——
in,-5)

10, -85

BE
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APENDICE H

Po6s-teste do Aluno 2

1)esenvolva as poténcias:

2 : LS o BAE
a) (x+ 3P = (x+3 (X33} x =%
- &

b){5-x)?= 5= i

o) (x+4)(x—g)= 2 -2 XY
2)Determine as raizes das equacdes:
ayei=-x=2=0

by x*-10x+25=0

c) zxi%ﬂx— 10=0

3)Determine quem éc,a, be a equacao reduzida das Elip-
ses abaixo:

B




APENDICE 1

Po6s-teste do Aluno 3

1)Desenvolva as poténcias:

a){x+3)% = ot 6x + 9

b) (5% = x2e= oy 11

) (x+4)(x-4)= ., ?"'.“T

2)Determine as raizes das equacdes:

a) x>-x-2=0 X:2,x" =3

b)x?-10x+25=0 y . 6,y FT = C
- )r t
c]2x3+81—1ﬂ:ﬂ\:=_] : 2 _ & ¥ F
; XS WS rs
3)Determine quem é c, a, b e aequacao reduzida das Elip-
ses abaixo: ' L &+ 6
2
H.: 4 G 7 i :: iy
!':::':n - .f £ - Fe
v g | 0.3
(- . b
I
°A2p (-4, 0] x
b \Jgy 1558 ol
v=p ;
g (& -31 Qa. 'z
. o o= 4
2 o= 4
ik B} R R Y i
G & 2 e
2 X
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APENDICE J

Po6s-teste do Aluno 4

1)Desenvolva as poténcias:

a) (r+312 = (X 43). (¢ +3) = X H3X 43X +4 = X 46X 43
b) (5—12 = (5-X (5 %)= 25 ~5% 5+ x> = X*-70¥ +45
) (x+ 4)(x = 4) =, _yL 4K —16= %"= 16

2)Determine as raizes das equacdes:

a)xP-x-2=0 X7 1] X'z 1
b)x*=10x+25=0 1;5

() 2x2 4+ 8x-10=0 %21 R:=H

-

3)Determine quem éc,a, b e aequacao reduzida das Elip-

ses abaixo: o =g 43 a2 =16 +9 a=5
L - T
o= X6 /. d 2644365 a=1p k
=Y et
s
4y
(0.8
Y
2y (-4, 0}
1I
: \
(6. o0 "lll.
0. B}
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