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Resumo

Neste trabalho faremos um estudo sobre o espaco das fungoes continuas definidas em
um conjunto compacto: C(K;R™). Pelo fato deste ser um espago vetorial de dimensao
infinita, veremos que este perde, ou enfraquece, algumas propriedades em espagos de
dimensao finita, porém preserva outras. Isto é evidenciado em alguns teoremas classicos
da Analise, a saber: o teorema de Picard, que com a ajuda do teorema do Ponto fixo
de Banach, garante a existéncia e unicidade de solucoes de problemas de valor inicial em

C([0,T];R™) da forma

V() = f(t(1)), vie (0,T)
Y(0) =
o teorema de Arzela-Ascoli, por meio deste caracterizamos os conjuntos compactos de

C(K;R™) e o teorema de aproximacao de Weierstrass que utilizamos para provarmos a

separabilidade de C([a, b]; R).

Palavras-chave: Espaco das fungoes continuas, Teorema do Ponto Fixo de Banach,

Teorema de Arzela-Ascoli, Teorema de Aproximacao de Weierstrass.



Abstract

In this work we will do a study on the space of continuous functions defined on a compact
set: C'(K;R™). Because this is a vector space of infinite dimension, we see that it loses
or weakens, some properties in spaces of finite dimension, but preserves other. This is
evidenced in some classical theorems of analysis, namely: Picard theorem, which with
the help of Banach Fixed Point Theorem in its statement, guarantee the existence and

uniqueness of initial value problems in C'([0, T]; R™) to the shape
V() = f(tA(1), Vi e (0,T)
7(0) = o

the Arzela-Ascoli theorem, through this feature comct sets C(K;R™) and Weierstrass

approximation theorem we use to prove the separability C([a, b]; R).

Key-words: Infinite dimensional space, Fixed Point Theorem of Banach, Theorem

Arzela-Ascoli, Weierstrass approximation Theorem.
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Introducao

Quando estudamos em Algebra Linear os espacos vetoriais, nosso estudo ¢ dedicado
aos espacos de dimensao finita; sobre os espacos de dimensao infinita vemos apenas
alguns exemplos, mas seu estudo nao é aprofundado. Vemos que, em um espago vetorial
de dimensao finita, os vetores sao representaveis por uma combinagao linear finita, dessa
forma muito do que se faz em Matematica como por exemplo, classificar, caracterizar,
provar a existéncia de algo, pode ficar mais agradavel de se trabalhar, visto que lidar com
algo finito, a principio, é lidar com algo, digamos, “controlavel”. Mas, quando estamos
trabalhando em um espaco de dimensao infinita serd que isso ocorre da mesma forma?
Podemos caracterizar, por exemplo, conjuntos compactos de um espaco de dimensao
infinita da mesma forma que caracterizamos conjuntos compactos de R"? O que isto

implica em resolver o problema

y'(t) = ftyd)
y(to) = wo
ou na propriedade de separabilidade?

Neste trabalho, procuramos trabalhar estas questoes e alguns desdobramentos delas.
Estudaremos um espago de dimensao infinita particular, o espago C'(K;R™) das fungoes
continuas definidas em K (compacto) com valores em R™. E aplicaremos alguns teoremas
classicos da Analise neste espaco.

No capitulo 1, apresentamos alguns conceitos fundamentais de Analise no R"™, como
defini¢oes e teoremas, que nos serao importantes para o desenvolvimento posterior do
trabalho. As referéncias sao [3] e [6].

No capitulo 2, faremos um breve estudo sobre sequéncias de funcoes e em seguida

definimos o espaco C'(K;R™) das fungoes continuas definidas em um compacto; mos-



traremos que este é um espaco de dimensao infinita, mas por ser um espaco de Banach
garantird a aplicacao de alguns resultados da Analise do R™ neste espago também. Aqui

usaremos [3].

No capitulo 3, iniciamos o estudo dos teoremas que serdo aplicados em C(K;R™),
comegaremos trabalhando o teorema de Picard, que é um teorema importante sobre
existéncia e unicidade de solugoes de equacoes diferenciais, também faremos a aplicacao
do teorema de Picard no estudo sobre Fluxos, e veremos a relacao que este tem com o

teorema. Nossa referéncia neste capitulo sera [3].

O capitulo 4 é dedicado a caracterizagao dos conjuntos compactos de C'(K;R™), tal
caracterizagao é dada através do Teorema de Arzela-Ascoli, e utilizaremos este para uma
importante aplica¢do: o teorema de existéncia de Cauchy-Peano. Nos basearemos em [3]
e [4].

Finalizando nosso trabalho, no capitulo 5, estudamos o Teorema da Aproximacao
de Weierstrass, um teorema cldssico da Anélise, que nos ajuda a demonstrar uma pro-
priedade importante do espaco C([a,b],R): a separabilidade, ou seja, que C(|a,b];R)
possui um conjunto enumeravel e denso, e trabalharemos Momento de uma fungao como

aplicacao do teorema de Weierstrass. Neste capitulo nossas principais referéncias serao

[1], [3] e [8].



Capitulo 1

Um estudo preliminar de Analise

Apresentaremos neste capitulo algumas defini¢oes, teoremas e resultados de Anélise

no R™, que serao importantes para o desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Espacos Normados

Definicao 1.1 Dizemos que um espaco vetorial X, é um espaco normado se podemos
definir uma fungao || - || : X = R, a qual denominamos norma, que satisfaz as sequintes

condigoes:

(i) ||z]| >0, VzrelX;

(i) |jz||=0< 2z =0;

(i) [|[Az|| = |All]z|l, VAER e VrelX;

1v) |z +yl| <llz|| + lyll, Vz,y € X, (DesigualdadeTriangular).

Definicao 1.2 Dizemos que duas normas, || - ||«, || - ||+, definidas em um espago vetorial

X, sao equivalentes se existem constantes a,b > 0 tais que

allz]|« < ||zl < bllz||s, para todo x € X.



O espaco euclidiano R™ é o produto cartesiano de n fatores iguais a R, isto é,

R”:RXRX---XI@.

~
n vezes

Dessa forma, os pontos de R™ sdo todas as n-listas x = (x1,...,2,) cujas as coorde-

nadas xq,...,x, sao numeros reais. Temos que R™ é um espaco vetorial de dimensao

n, munido das operacoes soma e produto por escalar definidas do seguinte modo: para

r=(21,..., %),y = Y1,---,Yn) ER" e a € R,
r+y=(r14+y,. . Ty +Yn),
ar = (axy,...,qx,).

Em R"™ podemos definir diversas normas, como as que veremos a seguir. Logo R"

também é um espaco normado.

lzlls = |z1| + 22| + ... + |24 (Norma da Soma),

lz|le = V]x]? + |22 + ... + |za? (Norma Euclidiana),

l|z]|oe = max{|z1],|za],...,|zal} (Norma do Maximo).

Mostraremos mais a frente que as normas acima sao equivalentes.

1.2 Conjuntos: Abertos, Fechados e Compactos

Consideremos V' um espago vetorial munido de uma norma || - ||, definimos a bola
aberta, de centro num ponto xy € V e raio r > 0, como o conjunto dos pontos z € V

cuja distancia ao ponto xy ¢ menor do que r, isto é:
B, (xg) ={z € V;||lx — || <1}

A partir do conceito de bola aberta podemos introduzir diversas defini¢oes, como as

que vemos a seguir.

Definigao 1.3 Seja A um subconjunto de V e xy € A.



e Dizemos que xy € ponto interior de A quando € centro de alguma bola aberta
contida em A, isto €, quando existe r > 0 tal que B,(x9) C A. O conjunto de todos

0s pontos interiores de A € denominado interior de A e denotamos por int(A).

e Dizemos que xo € ponto de acumulagcao do conjunto A quando toda bola aberta
de centro xo contém algum ponto de A, diferente do ponto xg, isto €, para todo
r >0, tem-se (B.(x) \ {xo}) N A # (0. Também dizemos que xy € um ponto de
acumulacao de A se, e somente se, xo € limite de uma sequéncia de pontos de
A —{xo}. O conjunto de pontos de acumulagio de A é denominado o conjunto

derivado de A e denotamos por A’.

Definicao 1.4 Um subconjunto A de V' € dito aberto, quando todos os seus pontos sao

pontos interiores, isto € A = int(A).

Exemplo 1.1 A bola aberta B,(xy) € um conjunto aberto.

De fato, para qualquer x € B.(xq), temos que ||x — zo|| < r Mostraremos que
todo ponto x € B,(xy) € centro de alguma bola aberta contida em B,.(xq). Tomando

d=r— ||z — x|, temos 6 > 0 e consideremos a bola aberta Bs(x). Sejay € Bs(x) entdo
ly — zoll = lly — 2+ 2 — xol| < [ly — | + [J — @]l <+ [l —xo] =,

logo y € B.(xo) e entdo Bs(x) C B,(x9). Portanto todos os pontos x € B.(xy) sdo

interiores.

Definicao 1.5 Um subconjunto A de V' € dito fechado quando o seu complementar A° é

aberto.

Definicao 1.6 O fecho de A, denotado por A, é o conjunto obtido pela unido de A com
0s seus pontos de acumulacdo, isto €, A= AU A". Um ponto xo € V pertence ao fecho

de A, xy € A, quando xq € limite de uma sequéncia de pontos de A.

Podemos também definir um conjunto fechado através da seguinte proposicao.

Proposicao 1.1 A ¢ fechado se, e somente se, A = A.



Demonstracgao:

(=) Suponhamos que A ¢ A. Consideremos A fechado, xo um ponto pertencente
A e suponhamos ainda que xy ¢ A, logo 29 € A’ e consequentemente o, € A°. Como
por hipdtese A é fechado, A° é aberto, entao existe 1y > 0 tal que B,,(z9) C A°, assim
teremos que (B,(xg) \ {zo}) N A = 0, 0 que é uma contradi¢ao, pois o é um ponto de
acumulacdo de A, portanto A C A. Como A C A, temos que A = A.

(«=) Consideremos agora A = A. Seja zy € A¢, entdo zy ¢ A = A, logo existe ry > 0
tal que B,,(zo) N A = (), dessa forma, B,,(rq) C A° e entao A° é um conjunto aberto,

portanto A é fechado. O

A partir deste resultado podemos entender que um conjunto A ser fechado significa
que: se limx, = z, com x;, € A para todo k € N, entao z € A. Esta notacao ficara mais

clara nas secoes 1.3 e 1.4.
Corolario 1.1 O fecho de qualquer conjunto é um conjunto fechado.

Demonstragao:

Seja X um conjunto do espaco vetorial V. Devemos mostrar que X ¢ aberto, ou
seja, que todo ponto de X é centro de alguma bola contida em X . Seja 29 € X, pela
defini¢ao de fecho, temos que g ¢ X e xy ¢ X', logo existe r > 0 tal que B,.(x)NX = 0,
isto é, B,(z9) C X°. Iremos mostrar que B,(z9) C X . De fato, seja y € B, (), como
vimos no exemplo toda bola aberta é um conjunto aberto, temos que existe r; > 0 tal
que B, (y) C B,(x¢) C X¢. Assim, B,,(y) N X = (), e isso implica que y ndo é ponto de
acumulacio de X. Logo y € X . E concluimos que zy € int(X"), portanto X é aberto

e assim X é fechado. O

Para definirmos a compacidade de um conjunto precisaremos do seguinte conceito de

cobertura.

Defini¢ao 1.7 Uma cobertura de um dado conjunto B é uma familia {Ax}ren de sub-

conjuntos de V' tal que B C U Ay. Isto quer dizer que para cada v € B, existe um

AEA
A € A tal que x € Ax. Uma subcobertura € uma subfamilia {Ax}rear, A" C A, onde ainda

podemos ter B C U Ay.
AeN



Quando A, é conjunto aberto para todo A € A, dizemos que a cobertura é aberta. Se
A é conjunto finito, a cobertura é finita.

A definicao que introduzimos a seguir é o conceito mais geral de compacidade. Mas
no decorrer do capitulo veremos que existem outras maneiras de caracterizarmos um

conjunto compacto.

Definicao 1.8 Um conjunto K C V' € compacto se toda cobertura de K admitir subco-
bertura finita, ou seja, se { Ax}ren € uma cobertura aberta de K, entdo existem Ay, ..., \g
tats que

k
KCA,\IU...UA)\k:UA)\i.

i=1

Proposicao 1.2 Todo conjunto compacto é fechado e limitado.

Demonstracgao: Sendo K um conjunto compacto, provaremos primeiramente que K é li-

mitado. Temos que { B; () }.ex é uma cobertura aberta de K, entao existem 1, xa, ..., T, €
m
K tais que K C UBl(.Ii). Seja 7 := max{||z1],...,||zm||} + 1. Logo B:(0) D K, de
i=1
fato, se x € K, entdo x € By(x;) para algum i = 1,...,m. Assim,
|z]| = [lz =z + @il | < ||z — @l | + ||z < T+ |z < 7.

Logo K ¢ limitado.
Mostraremos agora que K ¢é fechado, ou seja, que K¢ é aberto.

. ) 1 .
Seja xp € K¢, para cada v € K consideremos r, = §Hx — xo||. Entéo {B,,(z)}zex
¢ uma cobertura aberta de K. Como K é compacto, podemos encontrar xi, s, ..., Ty,
tais que

K c|JB., ().
i=1
Seja 7 :=min{ry,,rs,, ..., 7z, } > 0. Temos que By(xo) C K€ De fato, pela defini¢ao de
7 temos By(xg) = ﬂ B,, (wo). Assim,

=1

K C CJ B, () C 6 By, (o),
=1

i=1

ou seja, Vr € U B,, (%), v € UB&A(I’O).

i=1 =1



Suponhamos por contradi¢cao que 3z € UB% (x;), mas T ¢ UBcrxi(xO). Entao
i=1 i=1
T € B,, (z;) para algum ¢ = 1,2,...,m, denotemos T = z; e rz = r,, para tal i. Se

i

1
x € B, () temos ||z — Z|| < rz = §H;i' — ol
Por contradi¢ao = ¢ Usz_(xo) entdo = € B, (z9), para todo i = 1,...,m, logo

i=1

1
© € By,(wo) = |Jo — ]| < 517 — o]l

1 1
Temos, ||z — 71| < 5[ — zll e |l = wol| < 5[ = zll- Logo,
_ _ 1., 1
12 = aoll < I[2 = 2/l + |z = zol| < 5117 = ol| + 5117 = o]l

Assim, || — zo|| < ||Z — x0]], 0 que é um absurdo. Portanto,
m m
K c|JB..,(z:) B, (). (1.1)
i=1 i=1
Passando ao complementar em (1.1) temos

K° D (B, (€:) D () Br., (%0) = Bx(0).

i=1 1=1
Logo K¢ é aberto e K é fechado. OJ
Em R” todo conjunto fechado e limitado é um conjunto compacto, esta caracterizagao
de compacidade é restrita apenas aos espacos de dimensao finita como poderemos verificar

no capitulo 4.

1.3 Sequéncias em R”

As sequéncias aparecem em diversas aplicacoes e sao muito uteis como ferramentas de
demonstracao. Definimos uma sequéncia de um espaco vetorial V' como sendo qualquer
fungdo ¢ : N — V, em que p(k) = x; para todo k € N. Em geral usaremos a notagao

{z}} para denotarmos uma sequéncia.

Definigao 1.9 Dizemos que um ponto xo € V' € o limite de uma sequéncia {xy} de 'V, se

para todo € > 0 dado, podemos obter ko € N tal que se k > ko entdo ||z, —xo|| < €. Neste

caso dizemos que {x} converge para xy e denotamos por klim T = xo, limx, = x¢ ou
—00

T — Zg-



Podemos também caracterizar a compacidade de um dado conjunto de um espago

vetorial normado através de sequéncias, como vemos no teorema a seguir.

Teorema 1.1 Um conjunto K de um espaco vetorial V' é compacto se, e somente se,
toda sequéncia de {xy} de K possui subsequéncia {xy,} convergente para algum elemento

de K, isto €, v, - 7T € K.

Demonstracao: (Ver [2], Pdg. 26, 27).
Também temos o teorema cléssico a seguir, consequéncia do teorema de Bolzano-

Weierstrass.
Teorema 1.2 Toda sequéncia limitada de R™ admite subsequéncia convergente.

Demonstragao: (Ver [3], Pdg. 17).

Temos ainda alguns tipos “especiais”de sequéncias que definimos a seguir.

Defini¢ao 1.10 (Sequéncias de Cauchy) Dizemos que uma sequéncia {x} de V espago
vetorial normado é sequéncia de Cauchy se para todo € > 0, podemos obter kg € N tal

que se k,1 > ko entdo ||z, — xi]|v < €.
Lema 1.1 Toda sequéncia de Cauchy de um espago vetorial V' é limitada em V.

Demonstracao: Seja {z;} uma sequéncia de Cauchy e € = 1, entao existe ky € N tal
que se k,l > ko entdo ||zy — x|y < 1. Fixando | = ko temos ||z — zx, ||y < 1. Da
desigualdade triangular temos |||, — ||zk, ||v| < 1, em particular, ||zx|lv < 1+ |2k |v,
para todo k > ko. Assim, se tomermos M = max{||z1||v, ..., [|Tko-1llv, ||k ||V}, teremos

llzklly < M para todo k € N. Logo {zx} ¢ limitada. O

Proposicao 1.3 Toda sequéncia convergente em um espago vetorial normado € sequéncia

de Cauchy.

Demonstracgao:
Seja {zr} uma sequéncia convergente para algum z em V. Entdo dado € > 0, existe
ko € N tal que se k > kg temos

€
|lxy — ]| < 3



Logo, se k,l > kg, da desigualdade triangular temos que

€ 9
i — il <l — ol + = 2 < 5+ 5 =

Portanto, {x} é uma sequéncia de Cauchy. O

A reciproca da proposicao acima nem sempre é verdade em espacos normados. Defi-

nimos os espacos cujas as sequéncias de Cauchy sao convergentes da seguinte forma.

Defini¢ao 1.11 (Espago de Banach) Dizemos que um espago normado V- é um espago

de Banach se toda sequéncia de Cauchy em V € convergente.
Teorema 1.3 O espaco R™ € um espaco de Banach.

Demonstragao:

Para provarmos que R” é um espaco de Banach devemos mostrar que toda sequéncia
de Cauchy em R"™ é convergente. Entao, seja {z;} uma sequéncia de Cauchy, pelo
lema (1.1) {x}} é limitada, logo possui uma subsequéncia {zy,} convergente para algum
T € R", teorema (1.2). Dessa forma, dado € > 0 existe iy € N tal que se ¢ > iy temos
llxk, — T|| < /2. Além disso, como a sequéncia é de Cauchy, pela definigao 1.10, existe
ko € N tal que se k, 1 > kg entao teremos ||z —z;|| < €/2. Se tomarmos k; = max{ko, ki, }

e se k > k; teremos que

o =2l = llz = 2, + 2, =70 < flaw = an, |l + o, — 7
cLE_,
2 2

Logo a sequéncia de Cauchy é convergente. Portanto, R™ é um espaco de Banach. [

Os espagos de Banach tém grande importancia pois neles ficam assegurados os pro-

cessos de limite que definimos na secao seguinte.

1.4 Limite e Continuidade

Iremos agora estudar o limite e continuidade de fungoes f : R® — R™, podemos
também chamar uma funcao de varias variaveis com valores em R™ de uma aplicacao.

Por || - || estaremos denotando as normas euclidianas de R" e R™, respectivamente.
)
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Definicao 1.12 Sejam f : A — R™, A subconjunto de R", xq um ponto de acumulac¢ao
de A. Dizemos que b € R™ € o limite de f(z) quando x se aproxima de xo se para todo

e >0, existir 6 > 0 tal que
reAel<|z—xl <d=|f(z)—flzo)l <e,

e escrevemos lim f(z) = 0.
T—T0

Podemos definir a continuidade em termos de limite.

Definicao 1.13 Seja f: ACR" - R™ exqg € ANA', dizemos que [ € continua em x

se lim f(z) = f(zo). Ou mais precisamente, dado qualquer € > 0, podemos obter 6 > 0
T—T0

tal que se x € A e ||x — x| < & entao ||f(x) — f(zo)|| < &. Quando f é continua em

todos os pontos do seu dominio, dizemos simplesmente que [ € funcao continua.

Usando a notagao de bolas, temos que f é continua em x( se para todo € > 0, existe
d > 0 tal que f(AN Bs(xg)) C Bo(f(xo)).
Os limites e continuidade de funcoes em R"™ satisfazem as mesmas propriedades de

limite e continuidade de fungoes em R com relacao a soma, produto e composicao.

Teorema 1.4 Seja f : R™ — R™ uma funcdo. Entdo f é continua se, e somente se para

todo A C R™ aberto, a imagem inversa f~*(A) é um conjunto aberto de R™.

Demonstracgao:

Suponhamos que f é continua e A é um aberto do R™, devemos mostrar que para
qualquer zg € f~!(A) existe bola aberta centrada em =z, contida em f~'(A). Assim, se
zo € f71(A) entao yo = f(xy) € A. Como A é aberto, existe ¢ > 0 tal que B.(yo) C A e
da continuidade de f em xz( existe 6 > 0 tal que f(Bs(xo)) C B(f(x0)) = B-(v0) C A.
Logo,

FHf(Bs(z0)) € f7H(B(y0)) € f7H(A) = Bs(wo) € f7H(A).
Portanto, para todo g € f~!(A) temos Bs(xg) C f~1(A) e entao f~1(A) é aberto.

De maneira reciproca, suponhamos que A em R™ e f~}(A) sdo conjuntos abertos
quaisquer. Dado € > 0, seja em particular A = B.(yo) em que yo = f(xo), ou seja xy €
F7Y(A); como por hipétese temos f~1(A) aberto, existe § > 0 tal que Bs(z) C f~1(A).
E portanto f(Bs(xo)) C f(f7'(A)) C A, logo f ¢ continua. O
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Observacao 1.1 Temos ainda, de maneira andloga, que f : R™ — R™ € continua se, e

somente se para todo F' C R™ fechado, f~Y(F) é um conjunto fechado de R™.

Teorema 1.5 Seja f : R" — R™ wuma func¢ao continua e K C R™ compacto. Entao a

sua imagem f(K) € um conjunto compacto de R™.

Demonstracgao:

Para mostrarmos que f(K') é compacto devemos provar que toda cobertura de f(K)

admite subcobertura finita. Seja {A,} uma cobertura aberta qualquer de f(K). Como

f(K) Cc A, temos
Kc fY(f(K (UAA)zuf—l
Y

Como f é continua, pelo teorema (1.4) temos que {f~*(Ay)} é cobertura aberta de K.

Além disso, como K ¢ compacto {f7'(A,)} admite subcobertura finita, isto é, existem

Ai, .., A tais que K C f71(Ay,) U. Ay, = Uf (Ay,). Portanto,

fK) < f (U f*(AAi)) =User ) c U

Logo {A,} admite subcobertura finita e assim concluimos que f(K) é compacto. [

O seguinte teorema diz que toda funcao continua definida em um compacto atinge

seu maximo e minimo nesse conjunto.

Teorema 1.6 Se f: R" — R € uma funcao continua e K C R™ um conjunto compacto,
entdo existem z,T € K tais que f(xz) = min{f(x) : x € K} e f(T) = max{f(z) : x € K},

isto €, f atinge seu mdximo e minimo em K.

Demonstragao:

Como K é compacto e f é continua, pelo teorema (1.5) temos que f(K') é compacto de
R, logo f(K) é fechado e limitado. Sendo limitado, é limitado superiormente e inferior-
mente, pelo postulado de Dedekind existem s = sup f(K) < +o0 e b = inf f(K) > —oc.
Como f(K) é fechado temos entao que s € f(K) e b € f(K), portanto existem z,7 € K
tais que b = f(z) e s = f(T). Neste caso, s = max f(K) e b =min f(K). O
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O seguinte teorema garante a equivaléncia de todas as normas em R", isto quer dizer
que, os conceitos e resultados ja vistos e os que seguem, sao validos se substituirmos a
norma que estamos usando por uma outra equivalente. Para este teorema precisamos de

alguns resultados vistos anteriormente, por isso nao foi abordado no inicio do capitulo.
Teorema 1.7 Todas as normas em R™ sao equivalentes.

Demonstracao:

Seja || - || uma norma qualquer em R™ e || - | a norma da soma definida por ||z||; =
|z1| 4+ ... + |z,|. Mostraremos que existem constantes M, m > 0 tais que para qualquer
x € R™ teremos

mllzlly < [lz] < M.

Consideremos M = max{|le1||,...,|len]|}, onde {e1,...,e,} é a base canénica de R™.
Entao para qualquer = = (x1,...,2,) € R" temos
2]l = llzes + ..+ znen|| < faalle]] + .+ [zalllen]] < Mzl

Seja K = {z € R": ||z||; = 1} e f(z) = ||z||, entdo f : R® — R™ é fungdo continua. E
como K é um conjunto fechado e limitado do R", logo compacto, pelo teorema (1.6) existe
z € K tal que m = f(z) = min f(K). Temos que m > 0, poisse 0 =m = ||z|| =2z =0

pela definicdo de norma, assim terfamos que ||z||; = 0 e como z € K isso seria uma

contradicao. Seja z um ponto qualquer de R", entao y = ﬁ cKe
Z1
x ]l
m<f) = || = o = milel < .
[zl 1 ]y
Portanto, m||z||; < ||z] < M||z||;. O

Podemos perceber que o conceito de continuidade que vimos até agora ¢ algo local,
pois para cada ¢ e para cada x temos 0 = d(e, ), isto é, § depende tanto de £ quanto
do ponto x em questao. Veremos agora um conceito mais global de continuidade: a

continuidade uniforme, nesse caso d nao depende de nenhum z do dominio da funcao.

Definicao 1.14 Uma funcgao f : A — R™, A C R" € dita uniformemente continua em A

se para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que sex,y € A e |lx—y| <0, entao || f(z)—f(y)] < e.
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Toda funcao uniformemente continua é continua em seu dominio, mas uma funcgao

continua nao é necessariamente uniformemente continua.

Definigao 1.15 Dizemos que f: A C R* — R™ ¢é uma fun¢ao Lipschitz-continua em A

se existir M > 0 tal que || f(z) — f(y)|| < M||z — y||, para todo x,y € A.

E facil de se verificar que toda funcao Lipschitz-continua é uniformemente continua.

De fato, como || f(z) — f(y)|| < M|z —y|| para z,y € A arbitrarios, dado qualquer £ > 0

M
tomamos 6 = /M e entdo teremos ||z —y|| < d = ||f(x) — f(y)| < Wg =¢.

Proposicao 1.4 Se f: R" — R™ € uma funcao linear, entao f € Lipschitz-continua.

Demonstracgao:
Seja {ey, ..., e,} abase canonica de R" e consideremos M = max{|| f(e1)]],-- ., |[f(en)]}-
Entao, se x = (21, ...,2,) e y = (y1,...,Yn) temos

Y

1f(x) = fy)ll = ||f (Z $i€i> —f (Z y&-)

como f é linear podemos escrever

5@ =S = 1> wifle) =D wsledll = IS (e =y f (e

IN

Z (i = wi) f (e

< Y e —willlfe)ll < Ml =yl
=1

E como todas as normas em R"™ sao equivalentes podemos concluir que f ¢ Lipschitz-

continua. 0

Teorema 1.8 Toda func¢ao continua definida em um compacto K C R™ € uniformemente

continua.

Demonstracgao:

Dado € > 0 qualquer e z € K. Como f é funcao continua, existe 6, > 0 tal que

se ||y — z|| < 0, isto é y € By, (x), entdo || f(y) — f(x)|| < /2. Podemos observar que
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{Bs,/2(x)} é uma cobertura aberta de K e como K é compacto existem xy, za, ..., T

em K tais que
k
K C | | Bss, (x;). 1.2
U B ) (12)

0z, O )
ja d =min{ —+, =2 .., =k %,
Seja mln{Q, 5 ,2}

Mostraremos que se z,y € K sao tais que ||z — y|| < § entao ||f(z) — f(y)|| < e. De
fato, se x,y € K e ||z —y|| <, de (1.2) temos que x € Bs,, (z;) paraalgumi=1,... k.
2
Entao

ly — il <y =l + [lo — ]

5. 5. 5
54 Om o Omy n s
S 0y s gt T 0w

e da continuidade de f em x; temos

1) = fl < (@) = fQa)ll +11f (z:) = Fw)ll

€ n €
—+ - =¢.
2 2
Portanto, f é uniformemente continua em K compacto. 0

1.5 Funcoes Diferenciaveis

Nesta secao faremos um estudo sobre a diferenciabilidade no caso das fungoes de n
variaveis, primeiramente para f : R” — R, em seguida estenderemos o calculo diferencial
para fungoes f : R" — R™.

Para as defini¢oes que seguem consideraremos {2 um subconjunto aberto de R™ e || - ||

a norma euclidiana de R™.

Definicao 1.16 Dizemos que f : Q@ — R € uma funcao diferencidvel em xy € €1 se
existirem fungoes L,v,, : R — R tais que
flzo+ h) = f(xo) + L(h) + vy (h), xo+h € (1.3)
em que L € fungao linear e v,, satisfaz
o (h)

—— = =.
w0 A
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Se f é diferenciavel em x(y, denominamos L como sendo a diferencial de f em xg e a

denotamos por f’(x).

Proposigao 1.5 Seja f: ACR* - R exg € A, entao f é diferencidvel em xq se, e
somente se, existir uma aplicagdo linear L(h) € L(R™,R) (que denotaremos por f'(xq)),
e dado € > 0 ezistir 0 > 0 tal que |h]] < § = |f(xo+h) — f(xo) — f'(z0)| < €||h]|, isto €,

lim |f (o + h) — fzo) — ['(20)|

h—0 17|

=0.

Onde h e R" e xg+ h € A.

Demonstragao:

(=) Suponhamos f diferenciavel em z( entao da definigdo (1.16) temos que

f(xo +h) = f(wo) + f'(w0) +v(h),

assim existe L(h) = f'(zo) funcao linear e além disso v(h) satisfazendo lim [v(R)

P
h=0 ||h|| ’

isto é, para todo € > 0 existe § > 0 tal que ||h]| < § = |v(h)| < ]|h].

Dessa forma, f(xo+h)— f(xg) — f'(x¢) = v(h), entdo para todo h € R™ com ||h|| < 9,

temos
| f(zo + 1) — f(zo) — f(z0)| = [v(R)| < el|R]].

(<) Consideremos agora que exista uma aplicagao linear f'(xy) e para todo ¢ > 0

exista § > 0 tal que temos
|h|| <6 = |f(zo+h) = f(zo) — f'(zo)| <ellhl.

h
Queremos mostrar que existe v(h) tal que lim [v(R)

lim W = 0. Tomemos v(h) = f(xg+ h) —

F(0) — f'(2). Temos entdo que
flao +h) = f(xo) + f'(z0) + v(h),
e além disso, para todo h € R" com [|h|| < &,
[o(h)| = [ f (o + ) = f(zo) = f'(wo)| < el|A]],

h
assim podemos concluir que lim [v(R)

s ST = 0. E portanto f é diferencidvel. 0
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Proposicao 1.6 Se f: Q — R € uma funcao diferencidvel em xo € Q) entdo f € continua

em .

Demonstragao:

Da definicao de diferenciabilidade temos que se f é diferenciavel em x(, entao temos

f(xo + h) = f(ﬂ?o) + L(h) + U(h), (1.4)
h
onde L é uma funcao linear e }llir% % = 0. Portanto, existe §; > 0 tal que se
_>
h
1h]| < 61 entdo % <1 (1.5)

Como L(h) é linear, pela proposigao (1.4), L é Lipschitz-continua, assim existe v > 0
tal que
|L(h)| < al|h]|, para todo h € R".

Seja h = x — xy, dado € > 0 queremos encontrar 0 > 0 tal que se ||z — || < J temos

|f(z) — f(zo)] < e. De (1.4) temos:
f(x) = f(xo) = L(x — x0) + v(z — x0)
como L é linear e lipschitz continua e se ||x — xo|| < d;, temos

[f(x) = fxo)l = [L(x) = L(wo) + v(x — 20)|
| L) = L(xo)| + [v(z — o)

IN

IN

allz — zoll + |z — ol
< (I+a)||lz—x <e.

. € , ~
Portanto, tomando § = min {51, T}, ese x € Q6 tal que ||z — x| < § entdo temos
«

[f(x) = flzo)| <e,

logo f é continua em xg. 0

Para o caso geral temos:
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Definicao 1.17 Uma funcao f : Q@ C R — R™ ¢ dita diferenciavel em xy € ) se

existem funcoes L,v,, : R" = R™ tais que

f(@o +h) = f(xo) + L(h) + v(h), (1.6)

com L linear e v,, satisfazendo
TR i
Lema 1.2 Uma funcao f : Q — R™, f = (f1,..., fm) € diferencidvel em xy se, e

somente se, cada uma de suas componentes f; : 0 — R ¢é diferencidvel em x.

Demonstracao: (=) Seja f diferencidvel em xz( entao, pela definigao, existem fungoes
L = (Ly,...,Ly) e v=(v1,...,0y) satisfazendo (1.6) e (1.7). Como L é linear, cada
uma de suas componentes também sera linear e como

()] _ [lo()]s
(] ]

— 0,

quando h — 0, temos que existem fungdes L; e v; tais que f;(xg + h) = fi(zo) + Li(h) + v;(h)
para cada ¢ = 1,...,m. Portanto as fun¢oes componentes (f1,..., f,) de f sao dife-

renciaveis em x.

(<) Suponhamos que cada f; seja diferencidavel em zy, isto quer dizer que existem
|vi(R)]
0 [|A]

(F1(@0), -+ fn(@0)) +(La(h), -, Lin(h)) - (02(R), - s om(R)) = (fi(xoth), .. s fm(zo+h)).

fungdes L;, v; satisfazendo (1.4) tais que L; é linear e hm = (. Temos que

Sejam L = (Ly,...,Ly) e v=(v1,...,0y), como f = (f1,..., fn) entao

(filxo+n), ..., fm(xo + h)) = f(20) + L(h) +v(h) = f(20 + h)

Como cada L; é linear é ébvio que L também ¢ linear e da equivaléncia das normas em

R™, temos que

oIl oM _ o5
(02 I Z hll .

se h — 0. Portanto f é diferencidvel em x. OJ

Se f:Q CR" —= R™ é uma fungao diferenciavel em cada ponto = de seu dominio,

podemos considerar a funcao linear f’(x), diferencial de f em x. Podemos entao definir
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a aplicagao

f Q— LR™R™)

x> f'(z)

onde L(R";R™) denota o espago de todas as aplicacoes lineares definidas em R" com

valores em R™.

Definicao 1.18 Uma funcdo diferencidvel f : Q — R™ € dita de Classe C', ou continu-
amente diferencidvel, em xy € 0 se a sua diferencial f' € fun¢ao continua em xy. Se f

for continua em todos os pontos de Q0 dizemos que f é de Classe C'.

Definigao 1.19 (Curvas) Denominamos uma curva de R™ toda e qualquer fun¢do continua
v : I — R" onde I € um intervalo de R. Se v € uma funcao diferencidvel em todos os

pontos interiores de I, dizemos que v € uma curva diferencidvel.
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Capitulo 2

Sequéncias de funcoes e o espaco

C(K;R™)

Iniciaremos agora o estudo do espago C(K; R™) das fungoes continuas definidas em
compactos, onde iremos fazer a aplicacao de alguns teoremas classicos da Analise. Vere-

mos que este é um espago vetorial de dimensao infinita e também um espaco de Banach.

2.1 Sequéncias de Funcoes

Nesta secao faremos um breve estudo sobre sequéncias de fungoes, de modo que

possamos melhor compreender o espago C'(K;R™) que definiremos na segao seguinte.

Consideramos F (A, R™) a colecao de todas as fun¢oes definidas em A, (A subconjunto

de R"), e com valores em R™, ou seja,
FAR™) ={f: ACR" - R™: f é fungao }.

Assim como as sequéncias estudadas no capitulo 1 (se¢@o 1.3), as sequéncias de fungoes
podem ou nao convergir, neste caso temos dois tipos de convergéncia: pontual e uni-

forme, que definimos a seguir.

Defini¢ao 2.1 Seja {fi} uma sequéncia de F(A,R™), dizemos que essa sequéncia con-

verge pontualmente para f em A se para todo x € A,

lim f.(z) = f(2),

k—o0
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isto €, para todo x € A e para qualquer € > 0, existe kg € N, que pode depender de x e €,

tal que se k > ko, temos || fe(x) — f(x)]| < e.

Definicao 2.2 Dizemos que uma sequéncia {fi} de F(A,R™) converge uniformemente
para [ € F(A,R™) se, para todo ¢ > 0, existir kg € N tal que se k > ko, temos

Il fe(z) — f(z)]] < e, para todo x € A. Neste caso, ko nao depende de nenhum x € A.

A convergéncia uniforme implica na convergéncia pontual, porém a reciproca nao
acontece, como veremos no exemplo a seguir, pois o kg da convergéncia uniforme depende
apenas de €, enquanto que o kg da convergéncia pontual depende de ¢ e também de cada

x do dominio das fungoes.

Exemplo 2.1 Seja {fi} uma sequéncia de F([0,1],R) definida por fi(z) = z*. Calcu-
lando o limite de {fi}, se x € [0,1) temos

lim fp(z) = lim 2" =0,
k—o0 k—ro0

poisx < 1. EFsex =1,

lim fy(z) = lim 2" = 1.
k—ro0 k—o0

Assim, temos que a sequéncia { fi} converge pontualmente em [0, 1] para a fung¢do

i) = 0, sexe€]0,1)

1, sex=1

porém nao converge uniformemente para essa funcao, visto que ko da convergéncia de-

pende diretamente de cada x € [0, 1].

As sequéncias que convergem uniformemente sao caracterizadas pelo teorema que
veremos a seguir, denominado como Critério Uniforme de Cauchy. Para este resultado,

precisamos da seguinte definicao.

Definicao 2.3 Denominamos uma sequéncia de F(A; R™) como uniformemente de Cau-
chy se para todo € > 0, existir kg € N tal que se k,l > ko, entao ||fe(x) — fi(x)] < ¢,

para qualquer v € A.
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Teorema 2.1 Uma sequéncia de funcgoes fr : A — R™ converge uniformemente em A

se, e somente se, {fr} € uniformemente de Cauchy em A.

Demonstragao:

(=) Suponhamos que f; — f uniformemente em A, entdo para todo € > 0 temos que
existe ko € N tal que se k > kg entao || fx(x) — f(x)] < /2 para todo x € A. Portanto,

se k,l > kg, teremos

1fx(@) = i@l = N fulz) = f(2) + fz) = fil)]
< fw(@) = F@) + 1 i) = F(2)]]

%4—%:5, para todo z € A.

Logo, {fx} é uniformemente de Cauchy em A.

(<) Se {fx} é uniformemente de Cauchy em A, entao para cada x € A, a sequéncia
{fx(z)} é sequéncia de Cauchy em R™ e, como R™ é espago de Banach (vide capitulo
1), existe f(z) € R™ tal que f(z) = kh_)rg@ fr(z), assim a sequéncia {f;} converge pontu-
almente para f em A.

Vamos provar que f — f uniformemente em A. Seja € > 0, como por hipdtese { fx}

¢é sequéncia uniformemente de Cauchy , existe ky € N tal que
kL > ko= || fe(x) — filz)| < %, para todo = € A. (2.1)
Fixando k e passando ao limite para [ — oo em (2.1), obtemos, se k > kg
. . € €
lim |i(e) ~ fi@)] < Jim ===
Assim,

| lim (i) = @)l = | Jim fi(e) — Jim fi(a)|

= ka(fc)—f(x)|\<§, Vi€ A

Como kg nao depende de nenhum z, concluimos que f; — f uniformemente em A.

O

Com a convergéncia uniforme temos que as “boas”propriedades das funcoes fi sao

preservadas para a funcao limite f. Por exemplo, se as fungoes fr de uma sequéncia
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uniformemente convergente sao continuas, a funcao f para a qual a sequéncia converge

serd continua também. De fato, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.2 Sejaxg € ANA" e {fr} uma sequéncia de fungoes de F(A;R™) continuas

em xo. Se frp — f uniformemente em A, entdo f € continua em xg.

Demonstracgao:

Seja qualquer x € A, devemos mostrar que para qualquer € > 0, existe 6 > 0 tal que
|2 — ol <0 = ||f(x) = f(zo)] <e.

Assim, para todo k € N, temos que

() = flxo)ll = [f(z) = fu(@) + fu(x) = fi(wo) + fr(wo) — f (o)
< fCe) = fe(@)l + 1fe(@) = frlzo)ll + W[ fe(zo) — o)l (2:2)

Como fr — f uniformemente, dado € > 0 existe ky € N tal que se k > ky, temos

Il fe(z) — f(z)]] < e/3, para todo x € A. Logo, se fixarmos k = ky em (2.2), temos que

[f(x) = flzo)ll < |If(x) = fro(@)|| + [ fro (@) = o (@0)|| + [| fio (z0) — f(20)]|

2 o (@) — fro(zo)]

<
3

Como fi, ¢ uma fungao continua em x, existe § > 0 tal que se ||z — x¢|| < 0, entdo

Il feo () — fro(mo)|| < €/3. Portanto, se ||z — zo|| < ¢ temos que

2t ¢

1f(2) = flzo)ll < 5 + 5 =

E assim, concluimos que f é continua em xg. O

2.2 O espago das fungoes continuas: C'(K,R™)

Seja K um subconjunto compacto de R™, ou seja, fechado e limitado. Definimos
C(K;R™) como o espago das fungoes continuas definidas no compacto K com imagem
em R™, isto é,

C(K;R™)={f: K —R™: f é funcdo continua}.
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Podemos verificar que, munido das operacoes usuais de soma de fungoes e produto por
escalar, C'(K;R™) é um espago vetorial de dimensao infinita. De fato, da Algebra
Linear, temos que um espaco vetorial V' é de dimensao n finita se, e somente se qualquer
conjunto com mais de n vetores é necessariamente linearmente dependente e, portanto

qualquer conjunto linearmente independente tem no maximo n vetores.

Vamos fazer para o caso V = C([0, 1];R) e suponhamos que V' é um espago vetorial de
dimensao finita n. Entao existe um subconjunto finito e linearmente independente de V'
em que todas as fungoes do espago podem ser representadas por uma combinacao linear
finita de seus elementos, digamos B = {fi, fa,..., fu}. Porém, temos que o conjunto

A={1,t,t* ..., t"} é um conjunto L.I. em V. De fato,
apl+at+ast?> + ...+ ayt" =0,

entao da igualdade de polinémios temos que ag = a; = ... = a,, = 0. Assim, V' contém
um subespaco de dimensao n + 1, o espaco gerado por A, o que é uma contradicao e

portanto V' nao pode ser de dimensao finita.

O espago C(K;R™) também é um espago normado e a sua norma natural é a norma

|| - || definida por
[flloe = max{[[f(x)[| : = € K},

onde || || é uma norma qualquer de R™.

Como f é continua, a composicao ||f(z)| é ainda uma fungdo continua, além disso
temos K compacto, entdo pelo teorema (1.6) temos que || f|| atinge seu maximo em K,
isto é, existe T € K tal que ||f(T)]] = max{||f(z)| : # € K} = ||f]|so. Logo, a norma
| - [|oo € bem definida em C'(K;R™).

Agora verificaremos que || - || de fato é uma norma. Para isso devemos mostrar que

satisfaz as condigoes da defini¢do 1.1, e usaremos o fato de || - || ser uma norma do R™.

e Como ||f(x)|| > 0 para todo x € K, pois é uma norma de R", temos que para

qualquer f € C(K;R™), || flloo = max{||f(z)[| : z € K} > 0.

o | flle = max{[|f(z)]| : 2 € K} =0 < [|[f(2)|| < ||fll =0 para todo z € K <
IIf(x)]| =0« f(z) =0 paratodo z € K < f =0.

24



e Para qualquer f € C(K;R™) e X\ € R, temos

A flloe = max{[[]Af(z)]|: 2 € K}
max{[Al[|f(z)[| : # € K}

= [Amax{||f(z)]| : z € K}.
Portanto, [|Afle = [A[]lf]l-
e Sejam f,g € C(K : R™), temos que
I + 9lloe = max{|| f(z) + g(z)] : = € K7},
como ||.|| é norma em R™, vale a desigualdade triangular para esta norma,

If+9lle < max{[[f(x)]| +llg(2)] : = € K}

max{||f(z)[| : € K} + max{[|g(x)]| : = € K7}

IA

IN

[ flloo +llglloo-

Logo, ||.]|« ¢ uma norma em C(K;R™).
Veremos agora que munido de sua norma natural, o espaco C'(K;R™) é um espago

de Banach, o que assegura a validade de alguns resultados demonstrados no capitulo

anterior.

Teorema 2.3 O espaco C(K;R™) munido da norma ||.|« € um espago de Banach.

Demonstracgao:

Seja { fr} uma sequéncia arbitraria de Cauchy em C'(K;R™). Entao, dado qualquer
e > 0, existe kg € N tal que se k,l > ko temos || fr(z) — fi(z)|| < €, para 2 € K, como
1£u@) = F@ < Ilfi — fllo para todo o € K, temos [|fi — fill < = Logo {f} ¢
uniformemente de Cauchy. Pelo teorema (2.1), essa sequéncia converge uniformemente
para algum f, e pelo teorema (2.2) temos que f € C(K;R™), pois cada f; da sequéncia
é continua em K. Portanto, C'(K;R™) é espaco de Banach. O

O fato de C'(K;R™) ser um espago de Banach serd de grande importéancia ao aplicar-

mos o teorema de Picard neste espaco, como veremos no capitulo seguinte.
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Capitulo 3

Teorema de Ponto Fixo de Banach e

solugao de P.V.I. em C([0,T];R")

Iniciaremos agora o estudo de alguns teoremas da Analise no espaco das funcgoes
continuas, C'(K;R™). Neste capitulo iremos trabalhar o Teorema de Picard, que garante
a existéncia e unicidade de solugoes de equagdes diferenciais em C([0,77];R™) e cuja

principal ferramenta para sua demonstracao é o teorema do Ponto Fixo de Banach.

3.1 Teorema de Ponto Fixo de Banach

Comecaremos trabalhando o teorema de ponto fixo de Banach, para isso precisamos

das seguintes definigoes.

Definigao 3.1 (Contragao) Seja V' um espa¢o normado e f : A CV — V uma fungdo.

Dizemos que f € uma contracio em A se existir 0 < 8 < 1 tal que

1f (@) = fW)llv < Blle —yllv,

para quaisquer x,y € A.

Definigao 3.2 (Ponto fixo) Um ponto g € V' é denominado um ponto fixo para uma

funcao f:V =V se f(xg) = xo.
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O seguinte teorema denominado Teorema do Ponto Fixo de Banach, nos diz quais
as condigOes necessarias para que uma determinada funcao possua um unico ponto fixo.

Este resultado sera muito importante ao trabalharmos o teorema de Picard.

Teorema 3.1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Seja V' um espaco de Banach
relativamente a norma || - ||y, se f: V — V for uma contra¢io em V', entdo f possui um

unico ponto fixo.

Demonstracgao:
Como é um teorema de existéncia e unicidade, comecaremos demonstrando a existéncia
do ponto fixo. Seja xg € V' e consideremos a sequéncia {z;} definida por x4 = f(zx),

para todo k£ > 0. Como f é uma contragao, podemos observar que

|zo —z1llvy = [[f(z1) = f(2o)llv < aflz1 — 20y
|25 — zallv = |[f(z2) = f(@)|lv < allze — 21]lv < 0Pz — zolv
|z — zsllv = [[f(zs) — f(@2)llv < allzs — 22llv < &Pz — aolv,

entao prosseguindo dessa maneira, obtemos

|21 — zillv < |z — zollv,

para todo k € N. Se k,l € N e supondo k > [ teremos

lze —illv < ok — ze-allv + |2k — zp—2llv + .+ |z — v
< (@M a)|e — wollv
ol — ok
T 1_a |z1 — @ollv
< Oél ||$1 — l’o”v.
- 1«

Como 0 < a < 1, dado ¢ > 0 podemos escolher [ € N tal que

alo

- <eg
1 _a||$1 Zollv ;

de modo que se k,l > Iy entdo ||zx — x||y < €. Logo {zx} é uma sequéncia de Cauchy
em V e como V é um espago de Banach, {x;} é convergente. Seja T = limzy, como

Tpy1 = f(xg) e f é continua temos

T = lim x; = lim x5 = lim f(xg) = f <lim Z‘k> = f (7).
k—o0 k—o0 k—o0 k—o0
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Assim, T é ponto fixo de f. Para provarmos a unicidade, consideraremos x,y € V pontos

fixos de f, ou seja, f(z) = x e f(y) = y. Dessa forma temos que

lz = yllv = [lf(z) = fFWv < allz = yllv,
dai,
(1 —a)llz —yllv <0,

e como 1 —«a > 0, podemos concluir que ||z — y|[y = 0, logo x = y. Portanto, existe

apenas um ponto fixo para f.

3.2 Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO)

Antes de trabalharmos o Teorema de Picard, lembremos um pouco do estudo de
Equagoes Diferenciais Ordindrias. Uma Equacao Diferencial Ordinaria (EDO) é uma
equagao que envolve uma fungao incégnita, sua varidvel independente e as derivadas

dessa funcao incégnita. Uma EDO de primeira ordem é uma equacgao do tipo

%:¢@wouwﬂ:fmmm, (3.1)

a solugao de (3.1) é uma funcao dada por

mw=/?wmmw+c (3.2)

E a interpretagdo geométrica da equagao solugao (3.2) é uma familia de curvas, pois
teremos uma determinada curva para cada valor da constante c. Chamamos essas curvas
de curvas integrais da EDO e podemos identificar uma curva por um determinado ponto

(to, yo) por onde ela passa e escrevemos essa exigéncia da seguinte forma
y(to) = yo (denominamos condigao inicial).

Uma condicao inicial e uma EDO de primeira ordem constituem um problema de

valor inicial (PVI),
y'(t) = f(tyt), vie (0,T)
y(to) = wo
Podemos entao nos perguntar se os PVIs sempre tém solugao e se a solucao existe,

serd que ela é unica? Tais questoes podem ser respondidas pelo teorema de Picard.
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3.3 Teorema de Picard

O teorema de Picard nos diz quais as condicoes que a funcao f deve satisfazer para
que tenhamos além da existéncia, a unicidade da solucao do PVI. Para tanto, usaremos

essencialmente o teorema de Ponto Fixo de Banach e a ideia de contragao da secao 3.1.

Teorema 3.2 Seja T > 0, g € R" e f : [0,7] x R" — R"™ wma fun¢do Lipschitz-

continua, isto é, existe L > 0 tal que
1ft,z) = fty)ll < Lllz —yl|, Yo,y € R, vt € [0,T]. (3.3)

Entao, para cada xo € R"™ existe uma dnica curva v : [0,T] — R"™ diferencidvel em (0,T')
(logo, continua), que satisfaz ao sequinte problema de valor inicial,

Y'(t) = f(t,~v(@)), vt e (0,T)
7(0) =0

(3.4)

Demonstragao:

Antes de comegarmos a demonstragao do teorema observemos que se existe uma curva
v : [0, 7] — R™ diferenciavel em (0,7") satisfazendo (3.4) entao é implicito que (¢,7(t)) €
[0,T]xR™ parat € (0,T) e, como 7 é continua temos que a fungao t — f(¢,v(t)) também
é continua. Logo, 7/ é continua em (0,7") e segue do Teorema Fundamental do Célculo

(TFC) que )
~y(t) = /0 f(s,7(s))ds + o t € (0,7). (3.5)

Por outro lado, se v : [0,7] — R™ existe e satisfaz (3.5), entao, novamente pelo TFC,
Y(t) = f(t,y(t)), te€(0,T)ev(0)=xo. Assim, encontrar uma curva 7y satisfazendo a
(3.4) é equivalente a encontrar uma + satisfazendo a (3.5).

Para isso, iremos considerar a aplicagdo ¥ : V' — V onde V = C([0, T|; R"), definida

por
W(y)(t) = 20 + / £(s,7(s))ds.

Dessa forma, encontrar uma curva v satisfazendo a (3.4) é suficiente encontrar um
ponto fixo para ¥. Como mostrado no capitulo 2, C([0, 7], R™) é um espago de Banach e
logo podemos utilizar o teorema do ponto fixo de Banach para garantirmos que a aplicacao

possui apenas um ponto fixo. Devemos entao demonstrar que ¥ é uma contracao.
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Vejamos que, para todo t € [0, 7], temos

HW%W%WMMWI=H%+Af@%@ﬂ&%%+£f@%@ﬂﬂ
snéwwm@wwww@mwe@@m,

IN

/MW@—%@MS

0

t
SL/H%—mu%IMm—wma (3.6)
0

pois ||[71(t) = v2(t)]| < |71 — 12]|~, Para qualquer ¢ € [0, T7.

Consideremos W2 = ¥ o ¥. Entao para todo v € V,

W%M@=%+AU@wwmmm v e 0,7

e temos que

[92(11)(8) = ¥* () ()] = ||$o+/0 f(SJP(%)(S))dS—(SvoJr/O f(s,¥(72)(s))ds)]|

IN

/0 | (s, W (v)(s)) — f(s,¥Y(y2)(s))||ds, usando novamente (3.3),

< [ L)) - B s, ¢ de (36),

t 2

t
< L/ L1 = 72llcosds = L[|y — V2||oo§-
0

Prosseguindo com esse argumento para W3, ... W* obtemos
thk: Lk:Tk
1950 (0) = P) O € Tl = el € I =l (37)

para todo t € [0,7], pois 0 <t <T.

Passando ao supremo em ¢ € [0, 7] na desigualdade (3.7) temos:

LFT*
[0 (1) = T¥ (12) [|o < TH% — 72| oc-

Temos que lim = 0. De fato, sendo z;, = ———, temos
LT)k+1
Thil _ G (@) R LT

e EE T (kDR (LDF T R+
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kk

LT
Logo, kllg)lo P = 0, e pelo teorema (A.4) - apéndice, temos que klgg() I
krpik

= 0. Assim,

< 1.

podemos fixar k € N tal que o

Dessa forma, temos que ¥* é uma contracao em V. Como V é um espaco de Banach,
pelo teorema (3.1) temos que existe um tinico ponto v € V que é ponto fixo para ¥*. Do

coroldrio (A.2) - apéndice, temos que 7 é ponto fixo de U, isto é,

v@=m+Af@wm@,

portanto, temos que existe uma unica curva v : [0, 7] — R" satisfazendo ao problema de

valor inicial (3.4). O

3.4 Fluxos

Do teorema de Picard temos que, se uma funcao f : [0,7] x R" — R™ é lipschitziana,
para cada o € R" existird uma tnica curva vy : [0,7] — R" diferencidvel em (0,7)

solugdo do PVT (3.4). Assim definimos a seguinte aplicagao

o R™— C([0,T];R™) (3.8)
xo — P(x0) .

em que (x0)(t) = v(t) é a solugao de (3.4), ou seja,
D (z0)(t) = xo —I—/O f(s,@(z0)(s))ds.

Denominamos a aplicagao (3.8) como sendo o Fluxo gerado por f ou fluxo associado

ao problema de valor inicial (3.4).

O lema a seguir, conhecido como Desigualdade de Gronwall nos ajudard a demonstrar

um resultado basico da Teoria das Equagoes Diferenciais que veremos mais adiante.

Lema 3.1 (Desigualdade de Gronwall) Sejam o, 8 >0 e ¢ : [0,T] — R uma fun¢ao

continua e positiva tal que
t
o(t) <a+ 5/ @(s)ds, para todo t € [0,T].
0
Entao o(t) < ae’.
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Demonstracgao:

t
Consideremos a fungao ¥(t) = a + / ¢(s)ds. Entao pelo Teorema Fundamental
0

do Célculo temos 9'(t) = Be(t). Como por hipétese p(t) < o+ 5/ ©(s)ds, temos para
todo t € [0,T] que ’
P(t) = Be(t) < Bi(t). (3.9)

Multiplicando a desigualdade (3.9) por e=#:
V(e ™ < put)e™™ = W(t)e™ = Bu(t)e ™ <0 (3.10)

Observemos que temos a derivada do produto de duas fungoes. Assim, podemos escrever

(3.10) da seguinte forma

L) <o (311)

Integrando (3.11) de 0 a ¢, obtemos
e M(t) — e My(0) < 0,
e (1) < (0) = .
Portanto, ¥(t) < ae . E pela definicdo de 1) temos que
o) < v = a5 [ pls)ds <ac ™,

e concluimos a demonstracao. 0

O resultado do teorema que enunciamos a seguir é conhecido como dependéncia
continua das solugoes com relagao aos dados iniciais. Veremos que se os dados inici-
ais xg e 2’ do PVI (3.4) estdo proximos, suas respectivas curvas solugoes permanecem

préximas também.

Teorema 3.3 Seja f:[0,T] x R" — R™ uma fun¢ao Lipschitz-continua. Entao o fluxo

gerado por f também é uma func¢ao Lipschitz-continua.

Demonstragao:
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Como f ¢é lipshitiziana, pelo teorema de Picard, para cada zo € R™ teremos uma
unica curva v : [0,7] — R” diferencidvel em (0,7), em que y(t) = ®(x0)(t), ¢ sendo o

fluxo gerado por f. Nessas condicoes, ja vimos que o fluxo gerado por f é definido por

(a)(t) = o + / £ (5, B(z)(5))ds.

Iremos mostrar que existe Ly > 0 (constante de Lipschitz) tal que para qualquer x, zy €
R™ temos

[®(2) — ®(x0) o0 < Ll — ol
Assim, sejam o, 2’ dois pontos de R, entio
O(xo)(t) = x0+/0tf(s,(1>(x0)(s))ds
O()(t) = o'+ /Ot f(s,®(2")(s))ds
Subtraindo as duas identidades acima temos,
D(a/)(t) — Bao)(t) = 2’ — 0 + / (s, B)(6) — (s, Ba)(s))ds. (312
Agora calcularemos a norma em R" de (3.12),
J@(@)(t) = D)l = ' — 0+ / (5, 0()(5)) — F(5, B0)()))ds]
< le — ol + Ot 1£(5.9(a")(s)) — F(s, (o) (s)l|ds
Como f é Lipschitz-continua temos
J@(')(t) — Do) < [l2' — o]l + / " LIB()(s) — B(ao)(s)|ds

logo,
1 (z")(£) = (o) (D) < fl2" — ol + L/O | (27)(5) — D(x0)(s)l|ds.

Como [|[®(2")(t) — ®(x0)(t)]| é fungao continua e positiva e ||z’ — zo|| > 0e L > 0,
pois é a constante de Lipschitz de f, podemos usar a desigualdade de Gronwall e assim

obtemos:

12(2")(t) — @(x0) ()] < [l2" — wolle™ < [la” — wole™,
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pois 0 < t < T'. Passando ao supremo em t na desigualdade acima, temos
1®(2") — @ (o) [loo < [|2" — ol

como e*T > 0, esta é a constante de Lipschitz de ®. Concluimos entao que o fluxo ®

gerado por f é uma funcao Lipschitz-continua. 0

Finalizando nosso estudo sobre fluxos temos o seguinte teorema que estabelece uma

relagao entre a diferencial do fluxo gerado por f e o fluxo gerado por f.

Teorema 3.4 Seja f:[0,T] x R® — R™ uma funcao de classe C' Lipschitz-continua e
® o fluro associado a f. Entao ® € diferenciavel em R™ e a sua diferencial é o fluzo

associado ao problema de valor inicial

W) = f(t®(xo) (D)D), VE € (0,T)
h(0) = ho

(3.13)

Demonstracao:

Sejam zg, hg € R"™ e consideremos y(t) = ®(xg + ho)(t), x(t) = P(z0)(t) e h(t) =
U, (ho)t, onde ® é o fluxo gerado por f e por ¥, estamos denotando o fluxo associado
ao problema de valor inicial (3.13). Para mostrarmos que ® ¢ diferenciavel em z( e sua
diferencial é ¥, , devemos mostrar que dado € > 0, existe d > 0 tal que se ||ho|| <

entao
[ (0 + ho) — P(x0) — Way (ho)los
17|
Pela definigao de y(t), z(t), h(t), temos que

;

<E&.

o) =0+t [ Fs(s)ds
x(t) =xo +/0 f(s,z(s))ds,
h(t) = ho +/0 f'(s,2(s))h(s)ds.

\

Se considerarmos a funcio (1) = [|y(t) — 2(£) — h(t)]], temos

o)) = ot ot [ JGoutsNds =0+ [ sa(ods) = tho+ [ £, a(6)his)is)
= [ (6D = 5 0050) = F s D]
< [ 156006) = 206D = (515 s (3.14)
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Somando e subtraindo f'(s,z(s))y(s) e f'(s,z(s))z(s) em (3.14),

olt) < /Hfsar Jy(s) = £'(s, 2(5)y(s) + /(s 2(s))a(s) — (5, 2(s))a(s) +
+ (s)) — f(&w(S)) — f'(s,2(s))h(s)|ds
= /uf — a(s) — h(s)) + Fls.u(s)) — Fls(a(s)) ~
- sx@»@@> <>Mus
obtemos
< AHf@w@D@@%—ﬂ@—h@DWk+
o [ (e = Flsvn(s) = 7o) (u5) = () s
Denotaremos

e(s,2(5), y(s) — 2(5)) = F(5,(5)) — F(5.2(5)) — F(s5,2() (u(s) — 2(5)),

e assim temos

S/O 1" (s, ()1l (y(s) = ||d8+/ le(s, 2( (s))lds. (3.15)

Tomando C; = max{||f'(s,z(s))| : s € [0,T]} e Cy = /0 lle(s, z(s),y(s) — x(s))||ds.
De (3.15), obtemos

o(t) < 01/0 o(s)ds + Cs.

Como C',Cy > 0 e ¢ é uma fungao continua e positiva, podemos usar a Desigualdade

de Gronwall e obter ¢(t) < Cye®'t, para todo t € [0,T]. Mas,

p(t) = lly(t) —=(t) = hO) = [[®(xo + ho)(t) — P(wo)(t) — Wy (1)]]
< [ @(z0 + ho) = ®(0) = Wiy (o) o

Portanto

|®(zo + ho) — ®(x0) — Wy (ho)||oe < Coe®tt < Che™ T, (3.16)

pois 0 <t <T.
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Pelo corolério (A.3) - apéndice, temos que f é uniformemente diferencidvel nos com-
pactos de [0,7] x R™, entao da defini¢ao de diferenciabilidade uniforme (defini¢ao A.4 -

apéndice), temos que dado € > 0 existe § > 0 tal que

le(t, x(t), y(t) — 2] < elly(t) — 2D < elly — 2|,

se |ly — z||o < 4. Logo,
T
/ le(s, (s),y(s) — x(s))llds < eT'lly — z(|
0
se ||y — z]|oo < d. Portanto, de (3.16) temos que se ||y — || < J, entao

19 (20 + ho) — ®(0) — Way (ho) o < €T lly — w[|oce™” (3.17)

Por outro lado, como f é Lipschitz-continua, pelo teorema (3.3), temos que o fluxo ®

gerado por f também é funcao Lipschitz-continua, isto é,
1@ (20 + ho) = ®(20) oo = Iy — [l < " lho]l < 6.

Logo,
19 (20 + ho) — ®(0) — Wy (ho)low < T]|ole' 7, (3.18)
se || ho|| < de ET.
Portanto, se §; = de T e ||hg|| < 8y, temos de (3.17) e (3.18)

[ (0 + ho) — P(z0) — Wy (ho) ||
| 2o

< Cse.

Assim, pela proposicao (1.5), o fluxo ® é diferencidvel e a sua diferencial é o fluxo

U, associado ao PVI (3.13), que é o fluxo gerado por f. O
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Capitulo 4

O Teorema de Arzela-Ascoli e

compacidade de C(K;R™)

Neste capitulo faremos um estudo do teorema de Arzela-Ascoli, que trabalha a com-
pacidade no espago das fungoes continuas definidas em conjuntos compactos e possui
diversas aplicacoes. Aqui apresentaremos a sua aplicacao na demonstracao da existéncia

de solugoes de equacgoes diferenciais e equagoes integrais.

4.1 Compacidade no espago C'(K;R")

Primeiramente vamos trabalhar a compacidade em espago das funcgoes continuas
com dominio compacto. Este é um espaco vetorial de dimensao infinita e munido da sua
norma natural é espaco de Banach, dessa forma alguns resultados importantes do R"
sdo validos em C(K;R™). Vimos anteriormente que todo conjunto fechado e limitado
de R", ou de qualquer espaco vetorial de dimensao finita, é compacto. Podemos nos
perguntar entao se esse resultado também é vélido para C(K;R™). Para respondermos

esta questao, vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 4.1 Seja a bola fechada B = {f € C([0,1;R) : ||fllc < 1}. B € um conjunto

de C(]0,1];R) fechado e limitado; iremos verificar se B é compacto neste espago.
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Seja a sequéncia de fungoes {fr} C C([0,1];R), definidas por

1’2

Jule) = 22+ (1 —kx)?
Para todo k € N e para todo x € [0, 1], temos

v? < 2”4+ (1 — kx)?,

logo fr(z) <1 e frlloo = max{|fi(x)| : = € [0,1]} <1, entao {fr} C B. Além disso,

temos que fr — 0 pontualmente em [0,1]. De fato,
2

x
LC2 ﬁ .’13‘2/]{72
li =1l =1l
koo 72 + (1 — kx)? koo 22 + (1 — kx)? oo 22 1 2kz K22
2 e e e
Usando as propriedades de soma e subtracao de limites, temos
x? 0
li =— = 1].
Koo 22 1 (1 —kx)2 a2 0, sex e (0,1]

E sex =0, temos
2 02

ey (e G s e B

Como B é conjunto de um espago vetorial normado, se for compacto entao toda
sequéncia de B deve possuir subsequéncia convergente. Neste caso, {fr} deve admitir
subsequéncia convergente necessariamente a zero. Assim, seja {fy,} subsequéncia de

1
{fr}, vejamos que se tomarmos x = — teremos Vj € N,

a/mr

fo,(1/kj) = =
(k)2 A+ (1= k)2
Dessa forma, fr; 7+ 0, isto €, existe € > 0, para todo j € N tal que |fy,(x)| > ¢, para
1 1
algum x € [0,1]. De fato, tomando € = S eT=1 temos
J
1

|fk:j(1/kj)| =1>—.

\)

Logo B nao é compacto.

Com este exemplo, podemos perceber que apesar de B ser fechado e limitado, nao é
compacto em C([0,1];R), o que nos mostra que nem todo conjunto fechado e limitado
de C(K;R™) é necessariamente compacto.

A compacidade dos conjuntos deste espaco é caracterizada pelo teorema de Arzela-

Ascoli que veremos mais adiante.
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4.2 O Teorema de Arzela-Ascoli

Antes de comecarmos o estudo do teorema, precisamos da definicdo de conjunto

equicontinuo.

Definigao 4.1 Um conjunto X C C(K;R™) é dito equicontinuo se para todo € > 0,
existir 6 > 0 tal que se x,y € K e |[xv —y|| < d entao || f(z) — f(y)| < € para qualquer
fei.

Denotamos o conjunto imagem das fungées de X € C(K;R™), por X (z) = {f(x) : f € X}.

Exemplo 4.2 Dados [a,b] CR coma <b e M >0, o conjunto
X = {f €CY([a,0)); ||| < M}

¢ equicontinuo; aqui CV([a,b]) € o conjunto das funcdes reais continuas definidas em
la,b], cuja diferencial também é continua e || f'|| = sup |f'(¢)].
<

a<t

De fato, dado ty € [a,b], para todo t € |a,b] e f € /{?, temos

) — Fto) = | / Fsys) < [ 17)lds

< [ IIflids

to

t
< / Mds < M|t — o],
to

Temos entao que |f(t) — f(to)] < M|t —to|. Como M > 0 e t,ty sao pontos quaisquer
de la,b|, f € Lipschitz-continua e, consequentemente, uniformemente continua, isto é,
Ve >0, 36 > 0 tal que se t,ty € [a,b], ||t —to]| < 0 entao || f(t) — f(to)]| < e. Como isto

vale para qualquer f € X, concluimos que X € equicontinuo.

Exemplo 4.3 Paran > 2 et € [0,1] definimos

nt, se 0<t<1/nm;
fat) =2 2—nt, se 1/n<t<2/n;
0, se 2/n <t <1.
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Seja X = {fn; n >2} CC([0,1]), temos que X ndao € equicontinuo no ponto ty = 0.
Devemos mostrar entao que eziste € > 0, para todo 6 > 0, tal que t,to € [0,1] e [t—to| < ¢
= |f(t) — f(to)| < € para algum f € X.

De fato, tomando € = 1/2, qualquer que seja & > 0, pela propriedade arquimediana

nos reais, existe ng € N tal que 0 < 1/ng < 4, logo |0 —1/ng| < e
’fno(l/no) - fno(o)‘ = |1 - 0| =1>c.

Vamos agora caracterizar os conjuntos compactos de C'(K;R™), através do seguinte

teorema.

Teorema 4.1 (Arzela-Ascoli 1) Seja X um subconjunto fechado de C(K;R™). Entdo
X € compacto em C(K;R™) se e somente se, X € equicontinuo e para todo x € K, X(x)

¢ compacto em R™.

Demonstracgao:

(=) Suponhamos X compacto em C(K;R™) e xy € K.

Provaremos primeiramente que X(zg) é compacto em R™. Consideremos {£;} uma
sequéncia de X (xg), pela definicao de X' (zy), existe fr € X tal que fi(zg) = &. Como
C(K;R™) é um espago vetorial normado podemos dizer que X é sequencialmente com-
pacto pelo teorema (1.1), logo { fx} admite subsequéncia { fx, } tal que para algum f € X,
fr, = f uniformemente. Isto é, fi.(z) — f(z), Vo € K, pois a convergéncia uniforme

implica a convergéncia pontual, em particular para xy temos,

§, = fr,(w0) = fl20) = € € X(20),

logo {&k} possui subsequéncia convergente para algum elemento de X'(zg) e pelo teorema
(1.1), X(xp) é compacto em R™.

Para provarmos a equicontinuidade de X', tomemos ¢ > 0 qualquer e consideremos
a cobertura {B.(f)}sex de X, onde B.(f) = {g € C(I;R™) : |lg — fll < €}. Da
compacidade de X, por meio de coberturas, temos que existem fi, fo,..., fr em X tais

que

k
X C U B.(f;) (subcobertura finita de X). (4.1)
i=1

40



Sabemos que cada f; é continua em K e K é compacto de R", logo f; é uniformemente

continua em K pelo teorema (1.8), dessa forma 39; > 0 para todo € > 0 tal que
e —yl| <& = |fi(z) — fily)|| <e, paracadai=1,... k. (4.2)

Temos que f € X implica f € B.(fi,) por (4.1) para algum iy = 1,...,k. Tomemos
d = min{dq,ds,...,0k}, se ||z —y|| <9,

1) = Fll < @) = fi ()]l + [[fio(2) = fis @) + 1 fio(v) = W)

Como || f = figlloo = max{|[f(x) = fig ()| - & € K} entao [|f(2) = fi, ()[| < [If = fiolloo

para qualquer x € K. Assim,

1f () = FWI < 2[f = Fiolloe + [1fio(x) = fig (W)]I-

Como ||z—y|| < ¢ < §;, da continuidade uniforme de f;, em (4.2) temos || f;, () — fi, (¥)|| < /2,
além disso, ||f — fi,lleo < € pois f € B.(fi,), como estamos considerando ¢ qualquer, em

particular é valido também para £/4. Portanto,

7@~ F)ll < 2+

5= g, para qualquer f € X,

logo X é equicontinuo.

(<) Suponhamos agora X(z) compacto em R™ para todo z € K e X equicontinuo.
Iremos provar que X é compacto em C(K;R™), ou seja, toda sequéncia de X possui

subsequéncia convergente em X'.

Assim, consideremos {f;} uma sequéncia qualquer de X', como X é equicontinuo,

dado € > 0, existe 9 > 0 tal que
lz =yl <= [[felx) = el <&, VEeN (4.3)

Seja {Bs(z)}zex uma cobertura de K, como K ¢é compacto de R"™ possui subcobertura

l
finita, ou seja, existem xq, 2o, ..., x; € K tais que K C U Bs(z;).
j=1
Da hipétese X' (1) é compacto, entdao {fx(z1)} C X(x1) admite uma subsequéncia

{fx,} convergente para um elemento de X'(z1). Da mesma forma, X (z3) é compacto,
{fr,(x2)} admite subsequéncia { S, (x9)} convergente para um elemento de X(z3). Se-

guindo com este mesmo raciocinio para X(z;), ¢ = 1,...,k, podemos construir uma

41



subsequéncia de {f;}, que denotaremos por {fy,}, que converge pontualmente em z;,

Vi =1,2,...,1. Logo {fr,} é uma sequéncia de Cauchy, entao iy € N tal que
i, >do = || fii(25) — fo, (25)l < G=12,....1 (4.4)

Tomando = € K, temos que x € Bs(xj,) para algum jo. Se 4,7’ > ig, podemos escrever
1 (@) = iy @) < N (@) = fres@jo) | + (1w (250) = S @) | + [ frs (256) = fie, (@)]]-

Como ||z — z;,|| < J; da equicontinuidade de X temos: || fi, () — fr,(z;,)] < €/3 e
| i (250) — fr, (2)|| < £/3. Além disso, de (4.4) se ,i' > o, || fu(250) — fr, (255) < £/3.
Como iy nao depende de z, podemos concluir que {f,} converge uniformemente para
algum f € C(K;R™). Em particular f € X = X, pois X é subconjunto fechado.
Portanto &’ é compacto em C'(K;R™). O

Apesar de termos um resultado muito importante com esse teorema, para que a com-
pacidade de X seja garantida é necessario que X seja fechado, equicontinuo e o seu con-
junto imagem deve ser fechado e limitado (compacto) em R™. Mas em muitas aplicacoes
teremos conjuntos X em que X (x) é apenas limitado para todo x, como veremos na se¢ao
1.3. Nestes casos, nao podemos utilizar o teorema acima, porém veremos que mesmo en-
fraquecendo as hipéteses do teorema (4.1) o seu resultado nao perde a forga e nem a sua

importancia, pois ainda garantird a compacidade relativa do conjunto.

Antes disso, vejamos o que é um conjunto relativamente compacto.

Definicao 4.2 Dizemos que um conjunto X de um espaco métrico € relativamente com-

pacto se X é compacto.

Observacao 4.1 Se o espagco métrico em questao € R™, teremos que relativamente com-
pacto € o mesmo que ser limitado.

De fato, se X C R™ ¢ relativamente compacto entio X € compacto de R™, ou seja,
¢ fechado e limitado. Como X C X, é subconjunto de um conjunto limitado, logo X

também € limitado.

O lema a seguir nos ajudara na demonstracao do teorema seguinte.

Lema 4.1 Seja X C C(K;R™). Entdo:
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(a) X € equicontinuo <= X € equicontinuo;

(b) X(z) C X(x), Vre€K;

(c) Se X € equicontinuo e X (x) € limitado para todo x € K (K compacto de R™), entao
X(z)=X(z) VoreK.

Demonstracgao:

(a) Se X é equicontinuo é ébvio que X também serd, pois X C X. Mostraremos

entao que se X for equicontinuo o seu fecho X também sera equicontinuo.

Suponhamos que X é equicontinuo, entao dado ¢ > 0, existe 6 > 0 de modo que,
r,y€ Kellz—y|| <6 =|f(x)—f(y)|| <e/3 para todo f € X. Seja f* € X, logo existe
uma sequéncia {fr} C X tal que fr, — f* uniformemente em K, isto é, existe ky € N tal

que, Vo € K, ||fx(z) — f*(z)|| <e/3 se k > ky. Para x,y € K, fi, € X e Vk > ko, temos

177() = Wl < 17 @) = (@)l + k(@) = S + 1 fly) = @)

< 5+5+5_5
3 3 3 7

Logo, X é equicontinuo.

(b) Seja &, € X(x), mostraremos que &, também pertence a X (). Pela definicio
do conjunto X (), existe uma funcio f € X tal que & = f(z). Como X é fecho de X

entao f é ponto aderente de X, logo existe f, € X em que f; — f uniformemente, isto ¢,

fi(x) = f(x) pontualmente para todo z € K. Como fi(z) € X(x) entdo f(z) € X(x),

logo f(z) = & = & € X. Portanto X(r) C X(x), Vo € K.

(c) Como acabamos de mostrar que para todo = € K temos X (x) C X(z), para
provarmos que X (z) = X(x), basta mostrarmos que X () C X (z).

Seja & € m, entao pela definicao do fecho de conjunto, existe uma sequéncia
{&} € X(z) tal que & — £. Pela definicao de X'(z), existe {fx} sequéncia de X tal

que fi(x) = &. Provaremos que {fi} converge uniformemente em K. Por hiptese X é

equicontinuo, entao dado € > 0, 46 > 0 tal que

e —yll <& = |felx) = iyl <&, VEkeN. (4.5)
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Consideremos {Bjs(z)}zex, com f de (4.5) uma cobertura aberta de K e como K é

compacto de R", possui subcobertura finita, ou seja, existem x1, x»,...,x; € K tais que
l
K c | Bs(xy). (4.6)
j=1

Da hipdtese temos também que X (1) é limitado, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass,
{fr(z1)} C X(x1) possui subsequéncia {fi } convergente. Do mesmo modo, X(z5) é
limitado, {fx,(x2)} possui subsequéncia { S, (x2)} convergente. Prosseguindo com este
mesmo argumento para os conjuntos X(z;), construimos uma subsequéncia de {f},
que denotaremos por { f. }, que converge pontualmente em z;, para todo j =1,2,...,1[.
Como { fx, } é convergente, {fx,} é sequéncia de Cauchy vide proposicao (1.3), logo existe

19 € N tal que
i > o = [ fulay) — o (o) <2/3 =120 (4.7)

Tomemos 2z’ € K, entdao 2’ € Bs(zj,) por (4.6), para algum jo = 1,...,l. Assim, se

1,7 > 1p, temos
kaz(x/) - szl(x/)H < kaz(x/> - fki(xjo)H + Hfh’(xjo) - fh/(xjo)u + kai/<xj0) - sz,(x’)H

Como [|lo" =, || < 6; de (4.5): || fw, () = fieo (z3) || < &/3 € || i, (255) = fr, ()| < /3.
Ede (4.7)sed,i" > 1o, || fr,(zjo) = fr, (25)|| < /3. Como iy ndo depende de z’, podemos
concluir que {f;,} converge uniformemente para algum f € X e entdo a sequéncia {f;}
também converge uniformemente para f, isto é, fi(x) = & — f(x), para todo x € K,
da unicidade do limite de &, podemos concluir que f(z) = ¢ € X(z). Logo X (x) C X(x)
e portanto X (z) = X(x). O

Enunciaremos agora o teorema de Arzela-Ascoli que determina quais as condigoes

necessarias e suficientes para que tenhamos a compacidade relativa de um conjunto per-

tencente a C'(K;R™).

Teorema 4.2 (Arzela-Ascoli 2) Seja K C R" compacto e X C C(K;R™). Entio X
¢ relativamente compacto em C(K;R™), se e somente se, X € equicontinuo e X(x) €

limitado de R™, para todo x € K.
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Demonstracgao:

(=) Consideremos que X ¢ relativamente compacto em C(K;R™), ou seja, X é
compacto. Como X é fechado (por ser o fecho de X), da caracterizacio dos conjuntos
compactos de C'(K;R™) dada no teorema (4.1), temos que X é equicontinuo e X () é
compacto em R™ para todo # € K. Pelo lema anterior, X é equicontinuo e X (z) = X(x)
é compacto. Concluimos entao que X é equicontinuo e para todo z € K, X (z) é limitado
em R™.

(<) Consideremos agora, X equicontinuo e X(x) limitado de R™ para todo = € K,
isto é, X(z) é compacto. Pelo lema (4.1), do item (a) temos que X é equicontinuo e
usando o item (c) temos que X(z) = X(x), logo X(z) é compacto em R™ para todo
r € K. Como X é um conjunto fechado, pelo teorema (4.1), X é compacto em C(K;R™)
e concluimos que X é relativamente compacto. O

Mesmo que o teorema garanta apenas a compacidade do fecho de um conjunto X
de C'(K;R™), as condigoes exigidas no mesmo sao satisfeitas mais facilmente do que as
condigbes do teorema (4.1), pois nem sempre X'(z) é compacto.

Na aplicacao a seguir do teorema de Arzela-Ascoli, é este resultado acima que uti-
lizamos. Porém, como vimos, precisamos do teorema (4.1) para provarmos o teorema

(4.2), por isso ambos tem grande importancia quando nos referimos a compacidade de

conjuntos em C(K;R™).

4.3 Teorema de Cauchy-Peano

Faremos agora a aplicacao do Teorema de Arzela-Ascoli na demonstracao do teorema
de Cauchy-Peano, que é um teorema de existéncia de solugao para problemas de valor

inicial.

Teorema 4.3 Seja Q um conjunto aberto de R?, f : Q — R uma funcdo continua e

(20, Y0) € €2
Entao existe v > 0 e pelo menos uma funcao de classe C, ¢ : [vg — 1,20 + 7] = R tal

que @(xg) = Yo, satisfazendo
o'(x) = f(x,p(x)), Vo€ (vg—r,20+T). (4.8)
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Ou seja, por todo ponto (xo,y0) € Q passa uma solu¢do da equagdo diferencial

' (z) = f(z, ().

Demonstragao:

Para provarmos o teorema iremos considerar uma vizinhanca limitada, U C 2, de

(z0,v0) e definiremos M = max{|f(z,y)| : (z,y) € U}.

Consideremos r > 0 de forma que o retangulo
R={(z,y) € Q:|x—wo| <7y —yo| < Mr}

esteja contido em U.

Como a func¢do que deve satisfazer (4.8) é definida em [zg — 7,29 + 7|, podemos
considerar os intervalos [zg,x¢ + 7] e [xg — 7, 20| para facilitar a demonstracao. Assim,

primeiro consideraremos [z, o + 7).

ir
Para cada n € N tomaremos a partigdo de [xg, zo + r| definida por z; = xg + —
n’

1=20,1,...,n e consideremos também a func¢ao poligonal

chz ,

em que os coeficientes a} sao definidos por

apg = Yo (49)

G = ait+ - flzna), i=0,1,...,n— 1. (4.10)
n

E as fungoes ¢} sao definidas da seguinte forma

n(xy — )
. ——— sem <wz<m,
wo(r) = r
0 senao.
.I — l’n 1
S€ Tp-1 ST < T,
senao.
eparat=1,2,...,
n(r — x;_1
—( ) se ri1 < x <y,
(2041 — )
n(Tip1 — @
= sex; < < g,
r
0 senao.
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Seja X = {4¢, : n € N}, iremos mostrar que X ¢é relativamente compacto em
C([xo,xo + 7];R) e pelo teorema de Arzela-Ascoli (4.2) é suficiente demonstrar que X

satisfaz as condigoes necessdrias, isto é, se X é equicontinuo e se X(z) é limitado para

todo x.
Verifiquemos que para i = 1,2,...,n, temos
la; —ao| < a; — ai1| + |ai—1 — ai—a| + ...+ |ag — aq| + a1 — ag

r r
la;—1 + Ef(%el, ai—1) — @1+ ...+ |ag + Ef(ﬂh, a) —ay| +

.
+ fao + Ef(ffm ap) — ag|

T
= E(|f($z'—1,az‘—1)| + | f(wice, aio)| + ...+ [ f(21, 01)] + | f (20, a0)|)
< %(M+M+...+M+M)
< nMT:Mr.
n

Como |a; —ag| < Mr, o gréfico de 1, estd inteiramente contido no retangulo R, isto quer
dizer que (z;,a;) € U, i = 0,1,...,n. Podemos ver que v, é continua e a sua derivada

Y! é continua por partes. De fato, como

n
p(x) = ;(a?_lxi —al jx+alr—alr;q)

(—al | — a}'). Mais precisamente,

n

Uile) = (@ — i)

- f(xi—la a?_1)7 Vx € (I’Z‘_l,l’i).
Em particular,
non n n
[ (@)] < ?|ai —ai | < |f(wi1,ai )| < M, (4.11)

pois j& vimos que (z;,a;) € U C U.

Além disso, como pelo Teorema Fundamental do Célculo

¢Mm=%+/3mwm (412)
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temos
@l = o+ [ vilo)ds

< ol + / . (5)ds
z0

< lyol+ [ Mds
xo

< |yo| + M|z — o]

< Mr.

o que nos mostra que X'(z) é limitado para qualquer = € [zg, xo + r].

Para toda fungao 1, € X, dados o',z € [xg, xo + 7|, temos
nla) = ta@)] = o+ [ Gis)ds = ot [ vi(s)as)
ly) xo
< | [ wias— [ visas
xo Zo

< [ i)l < Mla’ .

x
o que nos mostra que 1, é Lipschitz-continua e usando o mesmo argumento utilizado no
exemplo (4.2), concluimos que X é equicontinuo. Logo X satisfaz as condigoes do teorema
de Arzela-Ascoli 2, sendo portanto relativamente compacto em C([xg, xg + 7]; R), isto é,
X é compacto.

Como CO([zg, 1o+ r]; R) é espaco vetorial, X é sequencialmente compacto, entdo toda
sequéncia de X possui subsequéncia convergente. Como X = X' U X, teremos que {t, },,
possui uma subsequéncia (que denotaremos ainda por 1,,) que converge uniformemente
em [xg, zg + r] para alguma fungao ¢ € C([xg, xo + 7]).

Para concluirmos a demonstragao devemos mostrar que 1 satisfaz a equacao (4.8),

pelo Teorema Fundamental do Calculo isso é equivalente a mostrar que
vl =+ [ (s 0s)ds
xo
Para este fim, consideremos as funcoes ®,, e ® definidas por

Do) = yo + / Cf(sba(s)ds e B(x) = ot / " f (s 0(s))ds.
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Como f é uniformemente continua em R, (pois f é continua e R é subconjunto fechado
e limitado de R?, portanto compacto), dado € > 0, existe § > 0 tal que se |z —2/| < d e
ly — | <9, temos |f(z,y) — f(2',y')| < e. Temos ainda que 1), converge uniformemente
para ¥ em [z, o + 7], entdo existe n; € N tal que se n > ny, |, (z) — ¢(x)| < 0.

Consideremos a parti¢ao tal que |z; — z;_1| < 4,7 =1,...,n, entdo % <d=n> L

J

Tomando ng = max{ny,r/d} temos para n > ny,
u(z) — ()| < /ﬂﬂaw@»—f@w@mw
5;2/ F(5,0(5)) — F(s,0(s))Ids

< / £(5,%a(5)) = f(5,0(s))|ds + / " Floals)) = S, (Dl + ...
+ /Sgn1 |f(s,9n(s)) — f(s,9(s))|ds + /m |f(s,¥n(s)) = [(s,¢(s))|ds

x1 2 Tn—1 Tn
< / 5ds+/ €d3+...+/ ads—i—/ eds
o 1 Tn—2 Tn—1

e(lxr — xo| + |o1 — w2 + o 4 X1 — Tno| + |20 — Ta1])

IN

< elz, — ol <er

e podemos concluir que ®,, converge uniformemente para ®.

Porém, como

%w—%wzf%@%@wwmmm

o

podemos escrever

’ wn ’ < Z/ ‘dS = Z/ S wn f(wi,l,a?_l)\ds.

Como 1, é fungao continua definida em [z, + 7], ¥, é uniformemente continua
neste intervalo. Dado € > 0, existe §; > 0 tal que |z — 2’| < 01 = |Pu(x) — Y, ()| < e,

em particular, |1, (z) — ¥, ()| < 6. E como a} | = ¥, (x;—1), temos

[P, () — Pn(2)]

IN

Z/ (5,%n(8)) = f(wim1, Yn(zim1))|ds

IN
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Dessa forma temos que a sequéncia ®,, — v,, converge uniformemente para 0. Como
ja vimos que 1, converge uniformemente para ¢ e ®, converge uniformemente para @,
podemos concluir que ¢ = 1. Portanto v satisfaz a equagao (4.8). O mesmo argumento

pode ser utilizado para o intervalo [zg — 7, z¢], assim concluimos a demonstragao. [

Lembremos que, no teorema de Picard, trabalhamos um problema de valor inicial
semelhante ao que acabamos de ver e mostramos que existe uma unica solugao que
satisfaz ao PVI dado, se a funcao continua f for Lipschitz-continua na sua segunda
variavel. Note que, do teorema de Cauchy-Peano podemos concluir que se f for apenas
continua, ainda teremos como garantir a existéncia da solugao, mas nesse caso, ela nao

sera necessariamente tnica.
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Capitulo 5

O Teorema de Welerstrass e

separabilidade de C(|a, b|;R)

Neste capitulo faremos um pequeno estudo sobre separabilidade, demonstraremos o
Teorema da Aproximacao de Weierstrass, um dos teoremas fundamentais da Analise e

ferramenta fundamental para provarmos a separabilidade do espago C([a, b]; R).

5.1 Teorema da Aproximacao de Weierstrass

O Teorema de Weierstrass nos diz que toda funcao real continua em [a,b] pode ser
uniformemente aproximada por polinomios, ou em outras palavras, que o conjunto dos
polinémios ¢ denso em C([a,b];R). A demonstracdo que apresentamos aqui é devida a

H.Lebesgue.

Teorema 5.1 (Teorema da Aproximacgao de Weierstrass) Se f € C([a,b];R), entdo

existe uma sequéncia de polinomios { Py} tal que P, — f uniformemente em [a,b].

Demonstracgao:

Faremos a demonstracao em duas etapas. Primeiramente, mostraremos que o teorema
¢ valido para o caso particular em que a = 0 e b = 1, em seguida, a partir do caso

particular, generalizaremos o teorema para um intervalo [a, b] qualquer.
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Etapa 1: Consideremos a = 0,b = 1 e f € C([0,1],R). Suponhamos que f(0) = 0.
Como f é funcao continua definida no compacto [0, 1] pelo teorema (1.8) é uniformemente

continua em [0, 1], entdao dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que, para todo x, 2’ € [0, 1],
72| <0 = |f(z) = f)] < 5 (5.1)

Primeiramente, mostraremos que f pode ser aproximada uniformemente por fungoes
poligonais. Dessa forma, seja n € N de modo que 1/n < § e consideremos a parti¢ao
P ={xo,...,x,} de [0,1] definida por z; = i/n, ¢ = 0,1,...,n. E para cada i =
0,1,...,n — 1 consideraremos a fungao ¢; : [0,1] — R definida por

|z — 2| + o —a;
5 :

+

vi(x) = (v — ;)" = max{zr —z;,0} =

Ou seja, pi(z) =0,se v —x; <0 e @i(x) =2 — x4, S€ T > 5.
Seja 1 a funcao poligonal, 1
U(z) = Z (),
i=0
em que os seus coeficientes «; sao definidos pela recorréncia

ap = nf(z1)

a; =n(f(zit1) = 2f (@) + fzim1)), i=1,...,n—1

Entao ¢(x;) = f(x;). De fato, por indugao, temos que

V(o) = aopo(To) + arpi(zo) + ... + anpn(ro) = 0 = f(x0)
Y(x) = agpo(r1) +arpr(z1) + .. 4 anpn(r1) = oz + 010+ ... 4 a,0
= i)y = ()

Suponhamos para um ¢ arbitrario que ¢ (x;) = f(z;) é verdade, mostraremos que para

i+ 1 temos Y(x;41) = f(xiy1). Com efeito,

P(x;) = aopo(wi) +oapr(x;) + ..o+ aiopi—o(x;) + im1pima ()

= ao(z; —wo) taq(x; — 1)+ ...+ ayo(r; — o) + i1 (m; — ;1)

i i1 2 i » o
= Qp— +o + ...+ -+ L= f(z;), por hipétese de indugao.
n n n
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Para 7 + 1 temos,

Y(Tig1) = aoo(Tiv1) +orpr(Tivr) + ..+ @im1pio1 (Tigr) + @pi(Tig)

= ao(Tip1 — @) + o (@ig1 — 1) + .+ @1 (@i — Timq) + Q@i — 35)

() e (2 e (5 ¢ (2 s (2) ()

1« 1 T« 3 2 o
= Oéo——l-—o—f—()él——f—()ég———2+...+—Oéi_2+—0[i_1—|——. (52)
non n non n n n
Somando e subtraindo ay/n,as/n, ..., a;_o/n,a;_1/n em (5.2), obtemos
1 1—1 2 o « Qo o 1o%
Y(@i) = d—+to—— .t et —— +—+ — . —
n n noon n n
Oé()—|—041+...+06i_1+04i
= lx) +

Como
Lottt ta) = n(fm) + f@) - 2f() + flm) 4t )
— 2f(i1) + f(mim2) + [(@i1) — 2f(z:) + f(2i-1))
= [flzin) — f(x)
entdo G(zi1) = (@) + f(xim) — f(xs). Logo ¥(z:) = f(x:), para todo i = 0,1,....n.
Temos que
1f =Vl = max{[|f(z) — ()] : 2 €[0,1]}
= max{max{||f(z) — ¥ (z)| : x € [0, 1], max{[| f () — ¥(@)|| : & € [z1, 2]},
- max{[[f(z) = ¥(2)] : @ € [zp-1,1]}}

E para todo:=0,1,...,n,
1 (@) = (@) = If(x) = f(2:) + fla:) = (@) < | f(x) = fQ@a)l| + [[¢(:) — ()]

Como consequéncia de (5.1) temos

o= @] < 8= /() = fla)] < 7.

para qualquer = € [z;, z;11]. Além disso, ¥ também é uniformemente continua e como
. _— 1

estamos considerando a particao P = {xg,- - ,x,} tal que — < ¢, se z, z; pertencem ao
n

mesmo intervalo [z;, ;1] da partigdo entao teremos
1 3
|z — ;| < - <d0=|Y(x) —Y(:)]| < 1
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Logo, se x,z; € [z, xi41], 1 =0,1,--- ;ne |z —x; < entdo temos que

(@) =) < 5+ =3,

portanto, ||f — ¢|« < &/2.
1 - .
Como ¢;(x) = 5(]1: — ;| +  — x;), mostraremos que as fungdes = — |x — x4, i =
0,1,...,n — 1; podem ser aproximadas uniformemente por polinémios em [0, 1] e assim

poderemos concluir a demonstracao desta etapa.

Para isso, consideraremos a funcdo ¢(§) = /1 — &, cuja série de Taylor em torno de

& =0¢

(n — 2)122(n-1

(2n — 3)! .
1——§+2; . €.

Calculando o intervalo de convergéncia dessa série:

—(2n—3)!
en | —n!(n_(g)!y()wn _An+1)(n—1)  2n -2
— — — —
Cnt1 % (2n—1)2(n—1) 2n-—1
_ Cn nm—2 . 2+2 2
r = lim = lim = lim ’f:—:l.
n—o0 | Cpiq n—ooo 2n — 1  nooce 2 — - 2

Logo o intervalo de convergéncia é || < 1. Se considerarmos a sequéncia de polinomios

{Si} definidos por

o

o 2n-3)1
S(&) =1- 56 * ; _n!(n — 2).22(”*1)5 ’

entdo Sy converge uniformemente para ¢ nos compactos de [£| < 1.

Em particular, Qx(§) = Si(1 — £?) define uma sequéncia de polinémios que converge
uniformemente para & — /1 — (1 — £2) = |£| nos compactos de |£| < v/2. Como temos
que [0,1] C (z; — V2, 2; +/2), a sequéncia {Q(x — z;)} converge uniformemente para
a fungao |z — x|, Vi.

Vamos agora provar que f é aproximada por polinomios em [0, 1]. Como z — |z — x|

pode ser aproximada por polinomios, digamos {Q;(x)}, entao

2 — 2] — Qi(w)] < ——, Yz €[0,1], i=0,...,n— 1,

nM
onde M = max{|ay|,...,|a,—_1]|}. Considerando
n—1 1
P(x) = ;&iﬂ(x), onde Pj(x) = §(Ql(a:) + 1z —x;),
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temos,
0@) ~ PO = | X i)~ 3 0 )
= 1 1
= |2 ailGlr—wil+r - ) = 5(Qi(@) + 2 — )

n—1

3 ol (le = i - Qi(o))|

IN

INA
3
M2
o | &
]
|
B
IS
o
=

Mnilg_Mne €
2 LaspM  2nM 2

1=0

Como |¢(z) — P(z)| < ||©p — P||« para todo = € [0, 1], temos |[{) — Pl < £/2, isto

é, 1 é aproximada uniformemente por polinomios. Dal,

9 £
If = Plloo < If =¥l + ¥ = Plloo < 5+ 5 =<

Portanto, f € C([0,1],R) é aproximada uniformemente por polinémios em [0, 1].

Etapa 2: Como acabamos de provar a validade do teorema para funcoes reais continuas

definidas em [0, 1], estenderemos o resultado para qualquer intervalo [a, b], a < b.

Para isso, seja f € C([a,b];R) e consideremos ¢ : [0, 1] — R definida por
g(x) = fxb+ (1 = z)a) = (1 — ) f(a).

Notemos que g € C([0,1];R) e g(0) = 0. Entao podemos usar o resultado da etapa
1. Assim, existe uma sequéncia de polinomios {Gx} que converge uniformemente para

g em [0,1], isto é, Ve > 0, ko € N tal que se k > ky,

|Gr(y) — 9(y)| < e, para todo y € [0, 1].
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Para = € [a, b], tomemos y =

Tr—a

b—a

€ [0, 1], entdo

- o((=a)re (=0 e) - (=) o
(e (2 -2
_ f((Z:Z)(b—a)+a)—(l—i:Z)f(a)

- f(a:—a+a)—<1—x_a)f(a)

Seja P, o polinomio definido por

Entao temos que

k—o0

Assim lim Py(x)

k—o00
[a, b].

Pu(z) = Gy (i:;) + (1— “Z:Z) f(a).

. xr—a xr—a

i (0 (5=2) + (1-555) @)
= i G (=) + i (1= 75 ) )

g(b—a>+(1_

=) @
s - (1-522) s+ (1-

f(z), para todo x € [a,b]. Portanto, P, — f uniformemente em

O

€T —

b—a

Da demonstracao do teorema podemos observar que:

e toda funcao poligonal é combinagao linear de fungoes do tipo |z — al, além disso,

como vimos, a fungao do valor absoluto é limite uniforme de polinémios assim temos

que toda funcao poligonal pode ser aproximada uniformemente por polinémios;

e toda fungao f continua definida num intervalo compacto pode ser aproximada por

fungoes poligonais; pois podemos determinar uma particao P do seu intervalo de

definicao de modo que nos extremos de cada intervalo da particao, f e a funcao

poligonal assumem o mesmo valor.
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5.2 Separabilidade de C([a,b];R)

Nesta se¢ao faremos uma primeira aplicagao do Teorema da Aproximacao de Weiers-
trass demonstrando a separabilidade do espago das fungoes continuas C([a, b]; R). Antes
disso, lembraremos o que é um espaco separavel e veremos um lema importante sobre

separabilidade.

Definicao 5.1 Dizemos que um espago normado E ¢é separdvel quando contém um sub-

conjunto enumerdvel e denso em FE.

Seja E um espago vetorial normado e A um subconjunto de E. Por [A] estamos
denotando o subespaco de E gerado por A, isto é, o conjunto de todas as combinacoes

lineares finitas de elementos de A.

O lema a seguir é muito importante para nos ajudar a verificar a separabilidade de

alguns espacgos normados, como veremos no exemplo seguinte.

Lema 5.1 Um espaco normado E ¢é separdvel se e somente se, existe um subconjunto

enumeravel A C E tal que [A] é denso em E, ou seja [A] = E.

Demonstracgao:

(=) Suponhamos E' separavel, entao existe A C E enumeravel e denso em F. Logo

E = A C [A]. Vejamos que se = € [A] entdo z é ponto aderente de [A], logo existe

Ty = Zakxk € [A] tal que lim z,, = z, isto é,

n—00
k=1

n
lim E arxr = .
n—oo

k=1

[e.e]

Assim, Z arry = x, dessa forma 2 € E e entdo [A] C E. Portanto, temos
k=1

E=ACT

IN

E,

e como pelo coroldrio (1.1), E é um conjunto fechado, pela proposicio (1.1) temos E = E,

o que nos d4 [A] = E.
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(<) Suponhamos agora que exista um subconjunto enumeravel A C F tal que [A] =
E. Devemos provar que F possui um subconjunto enumeravel e denso.
Chamemos de B o conjunto formado por todas as combinacoes lineares finitas de

elementos de A com coeficientes em Q, ou seja,
B={axi1+...+axn: x1,...,2, €A, a,...,a, € Qen e N}

Mostraremos primeiramente que B é enumeravel. Para isso definimos os conjuntos:

Bl = {alxlzale@, $1€A}

By = {aixy +agxrs:ar,a0 € Q, zy,29 € A}

B, = {aizi+...+apz,: ar,...,a, €Q, z1,..., 2, € A}

Temos que B = U B,,. Agora, para cada n € N definiremos a funcao:

n=1
fn: Qx...xQxAx...xA — B,

(@1, oy Ay Ty ey Tp) — folar, .o Qn, Ty, X)) = a1 .+ AT,

entdao f, é sobrejetora pela definigdo de B,,, além disso, (Q X ... xQ x A x ... x A) é
enumeravel, pois é o produto cartesiano de dois conjuntos enumeraveis, logo B,, é enu-
meravel pelo teorema (A.3)- apéndice. Entao B é enumerével por ser a uniao enumerével
de conjuntos enumerdveis pelo corolario (A.1) do apéndice. Provaremos agora que B é
denso em FE, isto é, B = E. Devemos mostrar entdo que dados z € E e € > 0 quaisquer,
existe y € B tal que ||z — y|| < e. Assim, sejam x € E e £ > 0, por hipdtese temos que
[A] = E, logo existe y, € [A] tal que ||z —yo|| < g, denotemos yy = byx1 +. ..+ byxg; onde
kEeN, by,....0pb € Qeuxy,...,2 € A. Como Q é denso em R, existem aq,...,a, € Q
tais que

la; —b;] <

, paratodo 7 =1,... k.

2 (1 + g ||:ci|]>
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Tomando y = a1x1 + ... 4+ apxi temos que y € B e

lz =yl = llz—vo+y —yll <llz—woll + llvo —yll

€

< 3 + ||(byxy + ...+ bpzg) — (@121 + ...+ agzy)||
€

< 5 + ”(bl — al)xl + ..+ (bk — ak)azkH
€

< 5+l —allel 4 e — axf[l]
€

< S max [ — agl(laill 4+ )
€ € E €

< 5t ; (ZH%H) S5t5=

2( 14> |l
i=1
o que prova que B = E.
Logo B C F é enumeravel e denso, e portanto E é separavel. U

Exemplo 5.1 Por ¢y denotamos o conjunto de todas as sequéncias de escalares que

convergem para zero, isto €,
co ={(ar)y =1:ar € R para todo k € N e ar — 0}.
co € um espago vetorial normado munido da norma ||(ar)illec = sup{lax| : & € N}.

Mostraremos que cy € separdvel.

Para cada n € N, consideremos e, = (0,0,...,0,1,0,0,...) a sequéncia formada por
1 na n-ésima cordenada e 0 nas demais coordenadas. Os vetores ey, e, ... sdo chamados

de vetores unitdarios canonicos dos espacos de sequéncias.

Vamos mostrar que co = [e1, €g,...]. Dado v = (a;)32, € co, temos
hm |z — Z%%Hoo = klim (a1, aq, ..., ag axs1,...) — (a1,a2, ..., ag)lloo
= lim ||(0,0,...,0,ags1, Gk12;s - - -)|loo
k—o0

= lim sup|a,| =0,

k—o0 >k
k
pois a; — 0, quando j — oo. E assim temos que, Zajej — x em ¢y se k — oco. Como
j=1
Zajej € le1,eq,...] para todo k € N, entdo x € [e1,ey,...]. Portanto pelo lema (5.1),

co € separavel.
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Exemplo 5.2 Seja (o, o espaco das sequéncias limitadas de escalares, ou seja,

loo = {(a;)52, : a; € R para todo j € N e sup |a; < co}.
jeN

A norma [[(a;)52, ]l = sup{|a;| : j € N} torna o um espago normado; verificaremos
que Ly, mao € separdvel.
Suponhamos que l, seja separdvel, entao eziste uma sequéncia (r,)5%, € ls densa.

Para cada n € N, denotaremos x, = (a})52,. Sejay = (b;)32, a sequéncia definida por
bj =0 se ]a§|21; e bj=a;+1 se |a§| < 1.
Temos que y € l,, pois
|y]loo = sup{|a; +1]: a;: <1} < sup{]a?\ +1: a;: <1} <1+4+1=2,

para todo j.

Da densidade da sequéncia (z,)5°, existe ng € N tal que ||y — z,||0 < € para todo

n > ng. Em particular para € = 1 existe ny € N tal que

ly — Znlloo < 1 para todo n > ny. (5.3)
Porém,
1y —nlloe = I(bj — @;)721 [l

= Sup{‘bl - a?'? ‘bZ - agla T ’bn - amv ‘anrl - aerlla .- }

> |bn — ay|
0 —ap|  selap]>1 |azl se fag] > 1

= =
la +1 —a}| selal| <1 1 selal] <1

Assim, temos que ||y — x|l > 1, para todo n € N, o que é contradi¢ao. Logo ls, nao é

separdvel.

Faremos agora a aplicagdo do teorema (5.1) para demonstrar que C([a, b]; R) possui

a propriedade da separabilidade.

Teorema 5.2 O espaco das fungoes continuas C([a, b]; R) € separdvel.
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Demonstragao:

De fato, para cada n € N consideremos a funcao f, : [a,b] — R, definida por f,(t) =
t". Tomando A = {f,, : n € N}, temos que A C C([a, b]; R) é enumerdvel e além disso [A]
é o conjunto de todos os polinémios. Como pelo teorema de Weierstrass (teorema 5.1)
temos sequéncia de polinomios convergindo uniformemente para uma funcao continua,

entao [A] = C([a, b]; R). Portanto pelo lema (5.1), temos que C([a, b]; R) é separavel. (]

5.3 Momento de uma funcao continua

Faremos agora uma aplicacao simples, porém interessante do teorema da Aproximacao

de Weierstrass relacionada aos momentos de uma fungao continua.

Definigao 5.2 Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua, definimos o n-ésimo momento
de f por
b
M,(f) = / 2" f(z)dz, para todon € N.

Temos que
b b
[ e t@ar= [gtads 1 =g

Isso quer dizer que duas funcgoes continuas definidas num mesmo intervalo podem ter
varios momentos iguais sem que sejam exatamente idénticas, como veremos no exemplo

a seguir.

Exemplo 5.3 Sejam f,g funcoes definidas no intervalo [—1,1], tais que f(z) = 1 e
g(x) =0, para todo x.

Temos entao que,

1
x dx—/ x"g(z)dz

1

My (f) = Mn(g) =

» " —g(x))dx

Il
\\\

n+1 1 1n+1 -1 n+1
x"dx = = _ =D
n+1]_, Con+1 n—+1

Assim, se n € N € impar M,(f) — M,(g) = 0. Portanto, M,(f) = M,(g) para todo
n € N impar, porém f # g.
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Dessa forma, f e g sao fungoes continuas diferentes uma da outra mas possuem um
numero infinito de momentos iguais. Porém, o interessante é que se todos os momentos de
duas funcgoes continuas sao iguais, entao essas funcoes sao idénticas. Esse fato é provado

a seguir, e usaremos o teorema (5.1).

Teorema 5.3 Sejam f, g : [a,b] = R funcgoes continuas. Entio f = g se, e somente se,

M., (f) = M,(g) para todo n natural.

Demonstracgao:

(=) Consideremos f = g, isto é, f(x) = g(x) para todo = € [a,b]. Multiplicando a
igualdade por z" temos,

2" f(z) = a"g(z), Vne€N. (5.4)

Podemos integrar (5.4) de a a b e assim obtemos,
b b
M) = [ (e = [ g(ards = (o).

Portanto, todos os momentos das fungoes continuas f e g, sao iguais.

(<) Consideremos M,(f) = M,(g) para todo n € N. Entio
W)= Mte) = [ syt [ ot
_ /abx”(f(@ — g(@))dz = 0, ¥n € N. (5.5)
Tomemos um polinémio qualquer P(z) = a,z™ + a, 12" ' + ... + a1z + ao. Entdo
/ @) (f(@) - g(@)dz = a, / (@) — g())de + / ") - gla))de
b4 [ 0@ g0 e [ () - gt

b
de (5.5), para todo n € N temos / 2" (f(z) — g(z))dz = 0, assim

/bP(x)(f(x)—g(m))dm—0+0+...+0—|—0—0. (5.6)

Pelo Teorema da Aproximacao de Weierstrass, existe uma sequéncia de polinémios

{P,} tais que ||P, — (f — 9)|loc <e¢,isto é P, — (f — ¢g) uniformemente em C([a, b]).
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Tomando €, = , temos || P, — (f — g)]|eo < €1 €

3
If =9l

9
- 00 Pn_ - 00 Mr 1 - 00
1f = glloollPn = (f = 9)lle < Hf—gHoo”f gll

1(f =) (P = (f=g)lle < €
|Pu(f —9) — (f—9)2||oo < &

Ou seja, (P,(f — g)) converge uniformemente para (f — ¢g)* em [a,b]. Pelo teorema

da Anélise Real - teorema (A.5) apéndice,
b b
| Pu@t@) = gtz — [ (1(2) = gla) s
Mas de (5.6) temos que
/b P,(x)(f(z) — g(x))dz = 0 para todo n € N.

Portanto, ,
[ ) = gta)pds —o.

Como (f(z) — g(z))? > 0 para todo = € [a,b] e (f — g) é fungao continua, temos que

(f —g)* =0, isto é, f =g. E concluimos a demonstragao. O
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Conclusao

No decorrer do trabalho verificamos que o espago C'(K;R™) possui algumas propri-
edades semelhantes as de R", que é um espago de dimensao finita. O fato de C'(K;R™)
ser um espaco de Banach nos propicia o uso do teorema do ponto fixo de Banach neste
espago e do teorema de Picard e, por meio desses, garantimos a existéncia e unicidade de
solugdes de equagoes diferenciais em C([0,T]; R™). Também caracterizamos os conjuntos
compactos de C'(K; R™) através do teorema de Arzela-Ascoli, apesar dos conjuntos deste
espaco nao serem carcterizados da mesma forma que os conjuntos de espacos de dimensao

finita.

A separabilidade por sua vez é uma propriedade importante da Analise Funcional, pois
possui grande importancia quando falamos de espagos de Hilbert e sistemas ortonormais
completos, pois temos uma equivaléncia entre eles, um espaco de Hilbert é separavel
se, e somente se possui um sistema ortonormal completo. Por meio do teorema de
aproximacao de Weierstrass, um dos teoremas fundamentais da andlise, provamos que

C([a,b];R) também possui a propriedade da separabilidade.

O estudo das fungoes continuas, C'(K; R™), possui grande importancia, por este pos-
suir propriedades de espacos de dimensao finita e infinita, ¢ um espaco interessante para
fazermos a transicao do estudo de Analise no R" para Anélise Funcional onde sao es-
tudados espagos de dimensao infinita mais gerais, como os espagos L,(€2), os espacos
de Sobolev (H}(Q), H™(Q)), entre outros. Vale ressaltar que a Andlise Funcional de-
sempenha um papel importante em diversos ramos da Matematica, entre eles Analise
Nao-Linear, Otimizacao, EDP’s e principalmente na Teoria dos Espacos de Banach, por
isso o estudo do espago C(K;R™) é fundamental, visto que pode ser considerado um

estudo introdutério para esta linha de pesquisa.
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Apeéendice A

Séries de Poténcias
Definicao A.1 Uma série de poténcias é uma expressao do tipo

Zanx”:ag+a1(:c—:c0)+---+an(a;—x0)”—|—-

n=0

1
lim sup
> ayx™. Quando r > 0, o intervalo aberto (—r,r) chama-se o intervalo de convergéncia

O numero r = W chama-se o raio de convergéncia da série de poténcias
Qn

da série ) a,a".

Teorema A.1 Uma série de poténcia converge uniformemente em todo intervalo co-

mapcto contido no seu intervalo de convergéncia.

Demonstracao: Ver [5], pag. 387.

Série de Taylor

Definigao A.2 Seja f : (a,b) — R uma funcgdo infinitamente derivdvel em um intervalo
aberto (a,b). Seja xo € (a,b). A série de Taylor da fun¢do f, relativamente a xy, é

definida por

S I @) — o)

n=0

A série de Taylor é um exemplo de série de poténcias.
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Conjuntos enumeraveis

Definicao A.3 Um conjunto X é dito enumerdvel quando € finito ou quando existe uma

funcao biyjetora f: N — R.
Para os resultados que seguem ver [5].

Teorema A.2 Seja X um conjunto enumerdvel. Se f: X — Y ¢é sobrejetiva, entao Y

é enumerdvel.

Teorema A.3 Sejam X e Y conjuntos enumerdveis. O produto cartesiano X XY €

enumerduvel.

Corolario A.1 Sejam X1, Xs,..., X,,..., conjuntos enumerdveis. A reunido X =

o0
U X,, € enumerdvel.

n=1

Alguns resultados importantes

Corolario A.2 Seja f : R* — R tal que para algum k, f* = fofo---of € uma
—_—
k vezes

contracao. Entao f possui um unico ponto fixo.
Demonstracgao:

Seja T o unico ponto fixo de f*, provaremos que T é o ponto fixo de f. Como

f(f™(x))) = f™(f(x)) para todo z € R™, temos
f@) = f(fH@) = (£ (@),

logo f(T) = T, pois f* possui um tinico ponto fixo “Z”. De outro lado, como todo ponto

fixo de f é ponto fixo de f*, T é o tnico ponto fixo de f.
Para os demais resultados ver [5] e [6].

Postulado de Dedekind: Existe um corpo ordenado R, chamado corpo dos niimeros
reais, com Q € R, tal que todo subconjunto nao-vazio de R, limitado superiormente,

possui supremo em R.
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. N . . . .. _ . xn—‘,—l
Teorema A.4 Seja {x,} uma sequéncia de nimeros reais positivos tal que T := lim

xn
existe. SeT <1, entdo {x,} converge e limx, = 0. Por outro lado, se 7 > 1 entdo {x,}

¢ divergente.

Teorema A.5 Se uma sequéncia de fungdes integrdveis f, : [a,b] — R converge unifor-

b b
memente para f : [a,b] — R, entao f € integrdvel e vale / f(z)dz = lim / fo(z)dz.
a n—oo a

Teorema A.6 (Teorema Fundamental do Calculo) Seja f : [a,a + h] — R™ uma

funcao com derivada integrdvel. Entdo
a+h 1
Fla+h) — fla) = / Pyt = h / Fla+ thdt.
a 0

Definigao A.4 (Diferenciabilidade Uniforme) Diz-se que a aplicag¢io diferencidvel
f:U CR™ = R" € uniformemente diferencidvel num subconjunto X C U quando, para
todo € > 0 dado, eziste § > 0 tal que ||h|| < § = || f(z+h)— f(z)— f(x)h] < <||h|], seja
qual for x € X (comx+h e U).

Corolério A.3 Uma aplicacio f : U — R™, de classe C', é uniformemente diferencidvel

em qualquer compacto K C U.
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