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em Matemática - UNIFAP, como requisito
parcial para a obtenção da Graduação em Li-
cenciatura em Matemática.
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do t́ıtulo de Licenciatura Plena em Matemática da Universidade Federal do Amapá, sub-
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filhos Jonas e Jéssica e a todos
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RESUMO

Este trabalho tem a fundamentação da Teoria dos Números e des-
creve de maneira formal os Números Pseudoprimos a partir das questões
relevantes, naturais e fundamentais que se podem ou que se devem propor
acerca dos mesmos. Primeiramente, abordamos a linguagem formal utili-
zada e o seu valor para a representação matemática tanto dos Números
Primos quanto dos Números Pseudoprimos; em seguida, abordamos o con-
texto histórico para termos a noção da grande importância que esse tema
tem para a evolução da matemática ao longo dos tempos, dando ênfase
aos recordes atingidos e aos trabalhos desenvolvidos pelos matemáticos na
história. Após a apresentação da linguagem matemática de forma resumida
num contexto de Teoria dos Números começamos a expor as proprieda-
des fundamentais utilizadas no estudo dos Números Pseudoprimos tendo
como ponto inicial o estudo dos mesmos em diferentes bases, seguido dos
Números de Carmichael, Lucas, Euler-Lucas, além dos Pseudoprimos For-
tes de Lucas e os Números de Carmichael - Lucas, assim como a questão
da Primaridade e Fatoração.

Palavras-chave: Números Pseudoprimos, Propriedades, Pri-
maridade.



ABSTRACT

This work is the foundation of number theory and describes for-
mally the Numbers Pseudoprimos from the relevant issues, natural and
fundamental that it can or should propose about them. First, we discuss
the formal language used and its value for the mathematical representation
of both primes as the numbers Pseudoprimos, then approach the historical
context for terms the notion of great importance that this issue is the evo-
lution of mathematics through time with emphasis on the records set and
the work developed by mathematicians in history. After the presentation
of mathematical language briefly in the context of number theory began
to expose the fundamental properties used in the study of Numbers Pseu-
doprimos having as starting point the study of them on different bases,
followed by Carmichael Numbers, Lucas, Euler-Lucas besides the Pseudo-
primos Forts Lucas and Carmichael Numbers - Lucas, as well as the issue
of Pimaridade and factorization.

Keywords: Numbers Pseudoprimos, Properties, Primality.
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3.1 Prinćıpio da Boa Ordem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.2 Divisibilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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4.6 Números Pseudoprimos Fortes na base a (spsp(a)) . . . . . . 76
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4.10 Números de Carmichael - Lucas . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

CONSIDERAÇÕES FINAIS 82
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Caṕıtulo 1

INTRODUÇÃO

Com este trabalho, objetivamos a conclusão da graduação em Li-

cenciatura em Matemática e foi feito utilizando-se como eixo temático a

Teoria dos Números, sendo o tema principal Números Pseudoprimos,

agregado ao campo dos números primos. O estudo acerca do tema foi fo-

cado no livro Números: Uma Introdução à Matemática, de César Polcino

Milies e Sônia Pitta Coelho e também pelo livro Números Primos: Velhos

Mistérios e Novos Recordes, de Paulo Ribenboim, além de apoiarmos em

outras fontes de pesquisa que serão citadas nas referências bibliográficas.

Entre os vários ramos da matemática, a Teoria dos Conjuntos ocupa

lugar de destaque e juntamente com a lógica, fundamentam toda a ma-

temática conhecida, dáı a importância de abordarmos também esse campo,

inicialmente, já que os diversos ramos da matemática podem ser conside-

rados formalmente inclúıdos na Teoria dos Conjuntos.

O fasćınio pelos números primos leva grandes matemáticos a dedica-

rem-se ao seu estudo e a descobrirem propriedades muito variadas e dif́ıceis,

muitas vezes, de serem provadas, por não parecer haver um padrão, por

mais complexo que seja, que regule a sua estrutura, de forma a registra-

rem os recordes obtidos até hoje com o aux́ılio, obviamente, da atividade

extraordinária da computação.

Com isto, surge um dos mais importantes teoremas conhecido como

o Teorema de Fermat, uma obra-prima de criatividade e um resultado com

implicações espantosas: se p é um número primo, então para qualquer in-

teiro a, ap − a é diviśıvel por p. Em 1910, Carmichael encontrou números

compostos que também verificam esta propriedade. O primeiro de um con-

junto de números que viriam a ser chamados números de Carmichael ou
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Pseudoprimos Absolutos, foi o 561 = 3× 11× 17. Fermat afirmou uma ou-

tra proposição, relacionada com esta: Qualquer n é primo se e só se 2n− 2

é diviśıvel por n inteiro maior que 1. A condição necessária é um caso par-

ticular do Pequeno Teorema de Fermat, mas a condição suficiente veio-se

provar mais tarde que era falsa, através de um contra-exemplo: 2341 − 2 é

diviśıvel por 341, mas 341 = 11 × 31, logo 341 é um número composto e

não um número primo.

Fermat formulou ainda um processo de verificação de não prima-

ridade ( o Pequeno Teorema de Fermat ), bastando para isso, escolher o

valor de a apropriado: Se p é primo e a não é diviśıvel por p, então ap−1−1

é diviśıvel por p. Contudo, este teste não é um resultado completo, porque

para cada valor de a existe uma infinidade de não primos p para os quais

ap−1 − 1 é diviśıvel por p, os chamados pseudoprimos de base a.

Assim, constatamos que existem números inteiros que compar-

tilham algumas propriedades comuns aos números primos, mas

que na verdade não são primos - os números pseudoprimos - e

estes são os objetos de estudo deste trabalho, lembrando que existem milha-

res de recordes e curiosidades relacionados ao tema, como por exemplo, o

maior número primo conhecido cujos algarismos são todos números primos

é, segundo H. DUBNER (1988):

7532× 101104 − 1

104 − 1
+ 1

No caṕıtulo 2 abordamos conceitos básicos necessários para desen-

volver os conceitos de primaridade: conjuntos, números inteiros, relações

de equivalência e conjuntos limitados.

No caṕıtulo 3 abordamos os conceitos de divisibilidade, multiplici-

dade, divisores de um número, teorema fundamental da aritmética, decom-

posição em números primos, máximo divisor comum, indução matemática,

mı́nimo múltiplo comum, conjectura de Goldbach, equações diofantinas,

congruências e relação de equivalência.

O caṕıtulo 4 explana sobre a teoria dos números primos, o pequeno

teorema de Fermat, a função de Euler e números pseudoprimos.

SOUSA, Clesio Santos de
PELAES, Jáderson Quaresma

Matemática - Unifap



Caṕıtulo 2

CONCEITOS PRELIMINARES

2.1 História dos Números Pseudoprimos

2.1.1 Primeiros ind́ıcios da Teoria dos Números

No ińıcio do século XVII, a maior parte dos matemáticos eram

amadores, o que não impediu o aparecimento de figuras decisivas para

um peŕıodo dos mais cruciais para a história da matemática. A França,

durante o segundo terço deste século, constitui o centro, por excelência,

da matemática. As figuras principais foram Descartes, Fermat, Legendre,

Torricelli (Gilles Persone de Roberval), Desargues, Pascal e Mersenne. As

atividades destes matemáticos, num peŕıodo em que não existiam revistas

cient́ıficas, tinham por base ćırculos de discussão e uma constante cor-

respondência. De certa forma, em oposição às universidades, que se manti-

nham fiéis ao escolástico medieval surgem academias, à volta dos grupos de

discussão de homens cultos que, pelo contrário, exprimiam o novo esṕırito

de investigação (Struik, 1989).

O padre Mersenne (1588-1648) desempenhou um papel de grande

importância.

Lutou contra a atmosfera de segredo, encorajando todos os ma-

temáticos a exporem as suas ideias. Contribuiu assim, de modo decisivo,

para o desenvolvimento de uma ciência que estava em risco de permanecer

oculta nos manuscritos secretos de cada matemático.

“ A matemática desenvolve-se mais em termos de lógica interna do

que sob a ação de forças econômicas, sociais ou técnicas (Boyer, 1996) ”.

A atividade dos matemáticos estendeu-se a muitos campos. Enriqueceram

os assuntos clássicos com resultados originais, lançaram novas luzes sobre
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campos antigos e criaram mesmo novos temas de pesquisa matemática. Um

exemplo do primeiro caso foi a teoria dos números estudada por Fermat

num livro de Diofanto; um exemplo do segundo caso foi a nova interpretação

da geometria e a teoria matemática das probabilidades foi uma criação

inteiramente nova.

Contudo, os grandes desenvolvimentos da matemática, aconteceram

na geometria anaĺıtica e na análise infinitesimal.

Com a morte de Desargues em 1661, de Pascal em 1662 e de Fermat

em 1665, encerrou-se um grande peŕıodo da matemática francesa.

2.1.2 Fermat: Vida, obras e os Números Pseudoprimos

Pierre Fermat (1601-1665) foi um jurista francês que chegou a ser

promovido em 1648 à importante posição de conselheiro do rei. Apesar da

honestidade e da dignidade com que Fermat realizava seu trabalho, sua

notoriedade se deve ao fato de ele ter sido um dos maiores matemáticos

amadores da história. Em meio ao seu interesse pelo estudo das propri-

edades e relações entre os números, por volta de 1637, Fermat escreveu

no rodapé de um livro uma enigmática nota a respeito de um problema

que estudava. Fermat tinha um fasćınio especial pelos números, por isso

dedicava parte do seu tempo a resolver os problemas do livro Arithmetica,

uma tradução em latim, da autoria de Claude Gaspar Bachet. Este estudo

levava-o a pensar e a equacionar novas questões, tentando alcançar novos

resultados.

Fermat tornou-se, desta forma, um dos fundadores da Teoria dos

Números que estuda, principalmente, a estrutura dos sistemas numéricos

e as propriedades dos números inteiros positivos e dos números primos.

Estes últimos são elementos essenciais da teoria dos números e formam

um conjunto de números que fascina a humanidade desde sempre, por não

parecer haver um padrão, por mais complexo que seja, que regule a sua

estrutura.

Atualmente, existe uma razão prática para o estudo dos primos, a

sua aplicabilidade à criptografia.

SOUSA, Clesio Santos de
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2.1.2 Fermat: Vida, obras e os Números Pseudoprimos 6

Fermat investigou, sobretudo, números perfeitos e amigáveis, núme-

ros figurados, quadrados mágicos, triplos pitagóricos, e acima de tudo, os

números primos. Desenvolveu vários teoremas nesta área, entre os quais o

último Teorema de Fermat, que não foi o único, nem o mais relevante da

Teoria dos Números.

Um dos mais importantes teoremas foi o que é hoje conhecido como o

Pequeno Teorema de Fermat, um pequeno teorema que, no entanto, é uma

obra-prima de criatividade e um resultado com implicações espantosas.

Tornou-se conhecido no meio acadêmico em 1640, por ter sido enviado

por carta para outro matemático. “ Se p é um número primo então para

qualquer inteiro a, ap − a é diviśıvel por p ”.

Uma demonstração bastante simples desta proposição foi apresen-

tada pela primeira vez, cerca de um século mais tarde, por Euler (embora

Leibniz tenha deixado uma mais antiga em manuscrito), através do método

de indução.

Em 1992, Pomerance prova que este conjunto tem cardinalidade

infinita. Fermat afirmou uma outra proposição, relacionada com esta:

“ Qualquer n é primo se e só se 2n−2 é diviśıvel por n inteiro maior

que 1 ”.

Uma das implicações é um caso particular do Pequeno Teorema de

Fermat, mas a implicação contrária veio-se provar mais tarde que era falsa,

através de um contraexemplo:

2341−2 é diviśıvel por 341, mas 341 = 11×31, logo 341 é um número

composto e não um número primo.

Fermat formulou, ainda, um processo de verificação de não prima-

ridade, bastando para isso, escolher o valor de a apropriado:

“ Se p é primo e a não diviśıvel por p então ap−1 − 1 é diviśıvel por

p ”.

Contudo, este teste não é um resultado completo, porque para cada

valor de a existe uma infinidade de não primos p para os quais ap−1 − 1 é

diviśıvel por p, os chamados pseudoprimos de base a. Mais ainda, existem

não primos p que são pseudoprimos em todas as bases a, os denominados

Números de Carmichael, já referidos anteriormente. Apesar de tudo isto,

SOUSA, Clesio Santos de
PELAES, Jáderson Quaresma
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2.1.2 Fermat: Vida, obras e os Números Pseudoprimos 7

este processo constitui a base de muitos dos testes atualmente utilizados

para verificar se um número é ou não primo.

Fermat sabia, do estudo dos números primos, que estes (exceto o 2)

podem ser escritos da forma 4n+ 1 ou 4n− 1, e que qualquer uma destas

duas formas pode ser expressa como diferença de dois quadrados, de uma

e uma só maneira. Tendo conhecimento que 4n− 1, nunca pode ser escrito

como soma de dois quadrados, prova por absurdo e utilizando o método

denominado “ descida infinita ”criado por ele mesmo.

Fermat formulou também, outra proposição sobre propriedades dos

números primos, baseado numa indução sobre apenas os cinco casos n =

0, 1, 2, 3, 4.

Por Fermat nunca revelar as demonstrações que tinha, alguns dos

seus teoremas acabaram por ser conhecidos pelo nome de quem os demons-

trou. Um exemplo disso é o chamado “ Teorema dos Quatro Quadrados de

Lagrange ”, demonstrado em 1770. “ Todo o inteiro positivo é a soma de

no máximo quatro quadrados perfeitos ”.

Um dos mais belos e dif́ıceis enunciados relaciona-se com o estudo

dos números figurados. Foi apresentado por Fermat, em correspondência

com Pascal, no ano de 1654, e provado por Cauchy apenas no século XIX:

Todo o inteiro positivo é soma de no máximo três números trian-

gulares, ou no máximo quatro números quadráticos, ou cinco pentagonais,

ou seis hexagonais, e assim por diante, infinitamente.

Diz-se que dois números são amigáveis se a soma dos divisores de

cada um deles é igual ao outro.

O único exemplo descoberto pelos pitagóricos foi (220 e 284): Os

divisores de 220 são 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110 cuja soma é 284. Os

divisores de 284 são 1, 2, 4, 71, 142 cuja soma é 220.

Fermat estudou este assunto e encontrou, por volta do ano 1636, o

primeiro par de amigáveis (17296 e 18416) conhecido depois do descoberto

na antiguidade.
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2.2 Algumas Definições importantes

Axioma: Na matemática, um axioma é uma hipótese inicial da

qual outros enunciados são logicamente derivados. Pode ser uma sentença,

uma proposição, consideradas como óbvias ou como um consenso inicial

necessário para a construção ou aceitação de uma teoria. Diferentemente

de teoremas, axiomas não podem ser derivados por prinćıpios de dedução

e nem são demonstráveis por derivações formais, simplesmente porque eles

são hipóteses iniciais. Isto é, não há mais nada a partir do que eles seguem

logicamente.

Em muitos contextos,“axioma”,“postulado” e “hipótese” são

usados como sinônimos. A palavra “ axioma ”vem do grego, que significa

“ considerado válido ou adequado ”ou “ considerado auto-evidente ”.

Teorema: Um Teorema é uma proposição fundamental. Ou seja,

é um resultado importante que se destaca. Usualmente deixa-se o termo

“ teorema ”para as afirmações que podem ser provadas de grande “ im-

portância na matemática ”. São dados outros nomes para os outros tipos

dessas afirmações (proposições).

Proposição: Proposição é uma sentença declarativa, que pode ser

verdadeira ou falsa. Geralmente, de simples prova e de importância ma-

temática menor.

Lema: é um “ pré-teorema ”. Um teorema que serve para ajudar

na prova de outro teorema maior. A distinção entre teoremas e lemas é um

tanto quanto arbitrária, uma vez que grandes resultados são usados para

provar outros. Por exemplo, o Lema de Gauss e o Lema de Zorn são muito

interessantes, e muitos autores os denominam de Lemas, mesmo que não

os usem para provar alguma outra coisa.

Corolário: Um corolário é uma decorrência imediata de um teo-

rema, uma decorrência imediata de uma afirmação que pode ser provada.

Conjectura: Uma conjectura é uma ideia, fórmula ou frase a qual

não foi provada ser verdadeira, baseada em suposições ou ideias com funda-

mento não verificado. As conjecturas utilizadas como prova de resultados

matemáticos recebem o nome de hipóteses.

SOUSA, Clesio Santos de
PELAES, Jáderson Quaresma
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2.3 Fundamentos

2.3.1 Notações

∀: leia-se “ para todo ”ou “ qualquer que seja ”.

∃: leia-se “ existe ( pelo menos ) um ”.

Os seguintes conjuntos têm notação padrão e serão sempre usados:

N = {1, 2, 3, 4, 5, . . .} representa o conjunto dos números naturais.

Z = {−3,−2;−1, 0, 1, 2, 3, . . .} representa o conjunto dos números

inteiros.

Q = {m/n,m, n ∈ Z e n 6= 0} representa o conjunto dos números

racionais.

R representa o conjunto dos números reais.

2.3.2 Implicação

Suponhamos P e Q são “ asserções ”( ou “ propriedades ”). Quando

escrevemos:

P ⇒ Q, queremos dizer que: P implica em Q. Ou seja, sempre que

P for verdadeiro, também Q será verdadeiro.

Também podemos dizer que ( a verdade de ) P é condição suficiente

para ( a validade de ) Q.

a) Ou Q é condição necessária para P ;

b) Ou Q vale se P vale;

c) Q vale se P vale;

d) Se P , então Q.

Temos ainda que:

P ⇒ Q significa o mesmo que Q ⇐ P .

Observação 2.3.1. A seta numa implicação P ⇐ Q não pode ser sim-

plesmente invertida.

Se P é condição suficiente para Q, isto é, significa que Q é condição

necessária para P , mas não que Q é condição suficiente para P .

Existem asserções P e Q em que uma implica na outra, ou seja, as

quais satisfazem simplesmente: P ⇐ Q e Q ⇐ P .
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Temos então que P é suficiente para Q e também P é necessário(a)

para Q. Dizemos que P é (condição) necessário (a) e suficiente para Q, ou

seja, P vale se, e somente se, vale Q.

Indicaremos isto por: P ⇔ Q.

Dizemos que P e Q são asserções equivalentes, ou ainda, que P

constitui uma propriedade de caracteŕıstica para Q (e vice-versa).

Se P é uma asserção, indicaremos por P̄ as asserções “ não P ”, a

qual é verdadeira se, e somente se, P é falsa. Sejam P e Q duas asserções

e suponha: P ⇒ Q.

Caso as duas asserções forem falsas, temos: Q̄ ⇒ P̄ .

Ou seja, se P é suficiente para Q, então Q̄ é suficiente para P̄ , ou

ainda, se P é suficiente para Q, então P̄ é necessária para Q̄.

2.3.3 Conceitos primitivos e conjuntos

Como conceitos admitiremos: A noção de elemento, a relação de

igualdade “ = ”, a noção de conjunto e a relação de pertinência “ ∈ ”.

Um conjunto A é uma “ coleção ”ou “ famı́lia ”de “ elementos ”ou

“ objetos ”. Dado um conjunto A, para indicarmos que um elemento a

pertence a A escreveremos a ∈ A enquanto sua negação é escrita a /∈ A.

Admitimos também que, para qualquer objeto de A ocorre exata-

mente uma das propriedades:

Ou a ∈ A ou a /∈ A.

Além disso, para dois elementos a e b ∈ A, teremos exatamente uma

das possibilidades:

Ou a = b ou a 6= b.

Temos que: A = {a/ . . .} é lido: A é um conjunto de todos os ele-

mentos a tal que.

2.3.4 Igualdade entre conjuntos

Definição 2.3.4.1. Dados dois conjuntos A e B, estes são iguais quando

possuem os mesmos elementos, isto é,

A = B ⇔ ∀ a ∈ A⇒ a ∈ B e ∀ b ∈ B ⇒ b ∈ A.
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2.3.5 Ordem de um conjunto

Definição 2.3.5.1. Um conjunto A é dito finito quando possui uma quan-

tidade finita de elementos distintos.

Definição 2.3.5.2. A quantidade de elementos distintos pertencentes a um

conjunto A é um número natural e é indicado por |A|, chamado de a ordem

de A.

Definição 2.3.5.3. Os conjuntos A = {a} que |A| = 1 são chamados de

conjuntos unitários.

Definição 2.3.5.4. Um conjunto que não possui elementos é denominado

conjunto vazio, representado pelo śımbolo ∅ ou {}.

2.3.6 Subconjuntos

Definição 2.3.6.1. Se A e B são dois conjuntos, dizemos que A é um

subconjunto (ou uma parte) de B (também B abrange A) se todo elemento

de A for elemento de B, ou seja, se para todo o elemento a, a implicação

a ∈ A ⇒ a ∈ B se for verdadeira. Escreve-se como B ⊇ A ou A ⊆ B.

Temos : A = B ⇔ A ⊆ B e B ⊆ A.

Observação 2.3.2. Considere A, B e C três conjuntos. Valem as seguintes

regras:

a) Sempre A ⊆ A;

b) A ⊆ B e B ⊆ A, então A = B;

c) Se A ⊆ B e B ⊆ C, então A ⊆ C.

A negação de A ⊆ B é simbolizada por A 6⊂ B.

Se A ⊆ B e A 6= B, diremos que A é um subconjunto próprio de B.

Assim, A ⊂ B.

Assim , A ⊂ B significa que existe um b ∈ B tal que b /∈ A.
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Matemática - Unifap



2.3.7 Diferença e complementar 12

2.3.7 Diferença e complementar

Definição 2.3.7.1. Dados dois conjuntos A e B, a diferença A menos B

é o conjunto A−B ou A/B = {x/x ∈ A e x /∈ B}.

Definição 2.3.7.2. Quando B ⊆ A, a diferença A/B é denotada por Cptb
(B) e é chamada de complementar de B em relação a A. Se A = B, temos

que: CptB (A) = CptB (B) = b ∈ B/b /∈ B = ∅.

Observação 2.3.3. Se A ⊆ B ⊆ C, então: CptC (B) ⊆ CptC (A).

Demonstração 2.3.7.1. Considere A ⊆ B ⊆ C e considere x ∈ CptC
(B), dáı x ∈ C e x /∈ B, então x /∈ A. Logo, x ∈ CptC (A).

Assim, temos que: CptC (B) ⊆ CptC (A).�

2.3.8 Reunião e interseção

Definição 2.3.8.1. Dados dois conjuntos A e B, a sua reunião é o con-

junto de todos os elementos que pertencem a A ou que pertencem a B, e

serão denotados por: A ∪B = {x/x ∈ A ou x ∈ B}.

Definição 2.3.8.2. A interseção de A e B é o conjunto formado por todos

os elementos que pertencem a A e que pertencem a B, e será denotado por:

A ∩B = {x/x ∈ A e x ∈ B}.

Observação 2.3.4. Para quaisquer conjuntos A, B e C temos:

i) A ⊆ A ∪ B e B ⊆ A ∪B

ii) A ⊇ A ∩ B e B ⊇ B.

iii) Se A ⊆ C e B ⊆ C, então A ∪B ⊆ C.

iv) Se A ⊇ C e B ⊇ C, então A ∩B ⊇ C.

Definição 2.3.8.3. Se A1, A2, A3,. . ., An são n conjuntos dados, então:

A1 ∪ A2 ∪ A3 . . . ∪ An

⋃n
k=1 = Ak é o conjunto dos elementos x que

pertencem a pelo menos um dos A1, A2, A3, . . . , An enquanto que A1 ∩
A2 ∩ A3 . . . ∩ An

⋂n
k=1 = Ak é o conjunto dos elementos x que pertencem

a todos os A1, A2, A3, . . . , An.
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2.3.9 Propriedade Fundamental em N

Admitiremos a adição “ + ” em N e Z, a qual dá origem a uma

ordem natural “ ≤ ” em Z:

∀ m, n ∈ Z, temos:

m ≤ n ⇔ a equação m+ x = n possui uma solução x ∈ N.

2.3.10 Fundamentação Axiomática (Propriedades de Z)

ADIÇÃO:

A1) Associativa: Para toda terna a, b e c de inteiros tem-se que a+ (b+

c) = (a+ b) + c.

A2) Existência do Elemento Neutro: Existe um único elemento, deno-

minado neutro aditivo ou zero, indicado por 0, tal que ∀ a Z tem-se

que a+ 0 = a.

A3) Existência do Oposto: Para cada inteiro a existe um único elemento

que chamaremos oposto de a e indicaremos por −a, tal que a+(−a) =

0.

A4) Cancelamento: Para toda terna a, b e c de inteiros tem-se que se

a+ b = a+ c, então b = c.

A5) Comutativa: Para todo par a, b de inteiros tem-se que a+ b = b+ a.

MULTIPLICAÇÃO:

M1) Associativa: Para toda terna a, b e c de inteiros tem-se que a(b.c) =

(a.b)c.

M2) Existência do Elemento Neutro: Existe um único elemento, dife-

rente de zero, denominado neutro multiplicativo, que indicaremos por

1, tal que 1.a = a.1 = a, ∀ a ∈ Z .

M3) Cancelamento: Para toda terna a, b e c de inteiros, com a 6= 0,

tem-se que se a.b = a.c, então b = c.
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M4) Comutativa: Para todo par a, b de inteiros tem-se que a.b = b.a.

M5) Distributiva: Para toda terna a, b e c de inteiros, tem-se que se

a.(b+ c) = a.b+ a.c .

RELAÇÃO DE ORDEM: “ menor ou igual ”

O1) Propriedade Reflexiva: Para todo inteiro a tem-se que a ≤ a.

O2) Propriedade Anti-simétrica: Dados dois inteiros a e b, se a ≤ b e

b ≤ a, então a = b.

O3) Propriedade Transitiva: Para toda terna a, b e c de números inteiros

tem-se que se a ≤ b e b ≤ c, então a ≤ c.

Quando conveniente, usaremos também os śımbolos b ≥ a ou b > a

para indicar que b é maior que a ( ou que a ≤ b ou a < b ).

O4) Tricotomia: Dados dois inteiros quaisquer a e b, tem-se que ou a < b

ou a = b ou b < a.

RELAÇÃO DE ORDEM COM AS OPERAÇÕES SOMA E MULTIPLICAÇÃO

O5) Para toda terna a, b e c de inteiros, se a ≤ b, então a+ c ≤ b+ c.

O6) Para toda terna a, b e c de inteiros, se a ≤ b e 0 ≤ c, então a.c ≤ b.c.

2.3.11 Módulo ou Valor Absoluto

Definição 2.3.11.1. Dado um inteiro a, chamamos módulo ou valor ab-

soluto de a o número inteiro designado por |a|, e definido como segue:

Se a ≥ 0, então |a| = a.

Se a < 0, então |a| = −a.

Dáı, dados a e b inteiros, valem as seguintes propriedades:

i) |a| ≥ 0 e |a| = 0 se e somente se a = 0.

ii) −|a| ≤ a ≤ |a|.

iii) | − a| = |a|.
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iv) |ab| = |a||b|.

v) |a+ b| ≤ |a|+ |b| ( desigualdade triangular ).

vi) |(|a| − |b|)| ≤ |a− b|.

2.3.12 O Conjunto das Partes

Definição 2.3.12.1. Considere um conjunto A. Indicamos por:

2A = {X/X ⊆ A} o confronto de todas as partes de A, ou seja, o conjunto

formado por todos os subconjuntos de A.

Observação 2.3.5. Ver referência: [5]

2.3.13 Produtos Cartesianos

Definição 2.3.13.1. Considere A1, A2, . . . , Am 6= ∅ conjuntos. O conjunto

M = A1 × A2×. . .×Am = {(a1, a2, . . . , am)/a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, am ∈ Am},
chama-se o produto cartesiano dos A1, A2, . . . , Am ( nesta ordem ). Os

elementos (a1, a2, . . . , am) em M chamam-se m-uplas. O elemento ai ∈
Ai é a i-nésima coordenada da m-upla (a1, a2, . . . , am) (1 ≤ i ≤ m).

Para dois elementos (a1, a2, . . . , am) e (b1, b2, . . . , bm)⇔ a1 = b1; a2 =

b2; . . . ; am = bm.

No caso de m arbitrário e A1 = A2 = . . . = Am = A, o produto

cartesiano passa a ser a potência cartesiana m-ésima de A, indicada por:

M = AM = {(a1, a2, . . . , am)/a1, a2, . . . , am ∈ A}.

Observação 2.3.6. Se C = {x1, x2, . . . , xm} e B = {y1, y2, . . . , ym} são

conjuntos finitos, então temos:

C.B =


(x1, y1), (x1, y2), . . . , (x1, yn)
(x2, y1), (x2, y2), . . . , (x2, yn)
...
(xm, y1), (xm, y2), . . . , (xm, yn)


Portanto, |C.B| = m.n = |C|.|B|.
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Observação 2.3.7. Se A1, A2, . . . , An são conjuntos finitos, então vale:

|A1 × A2 × . . .× Am|= |A1| × |A2| × . . .× |Am|.
Particularmente, se A1 = A2 = . . . = Am = A, temos:

|Am| = |A|m .

Demonstração 2.3.13.1. Ver referência: [5]

�

2.3.14 Relações

Definição 2.3.14.1. Considere A, B 6= ∅ dois conjuntos, uma relação <
em A e em B um subconjunto de A×B:

< ⊆ A×B, ou seja, < ∈ 2A×B, em que 2A×B é o conjunto de todas

as relações de A em B. Para indicar que (a, b) ∈ <, usaremos a notação a

< b ( lê-se: “a está relacionado com b segundo <”), (a, b) /∈ <, escrevemos

a 6 < b.

Definição 2.3.14.2. Chama-se domı́nio de < o conjunto de A constitúıdo

pelos elementos “a” de A para os quais existe algum “b” em B tal que a <
b, ou seja:

D(<) = {a ∈ A/ ∃ b ∈ B com a < b } ⊆ A.

Exemplo 2.3.14.1. Para quaisquer dois conjuntos A, B 6= ∅, temos que:

A×B ∈ 2A×B e ∅ ∈ 2A×B.

Temos a(A×B)b, ∀ a ∈ A, isto é, todo o elemento a ∈ A é (A×B)

relacionado com todo b ∈ B.

Portanto, A×B é também denominada a relação universal entre A

e B.

Temos que a ∅ b nunca ocorre, isto é, nenhum elemento a ∈ A é

∅-relacionado com nenhum elemento b ∈ B.

As relações A×B e ∅ são relações triviais entre A e B.

Definição 2.3.14.3. Considere A 6= ∅ um conjunto e < ∈ 2A×A uma

relação em A. Dizemos que < é uma relação:

i) Reflexiva, se a < a, ∀ a ∈ A;
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ii) Simétrica, se ∀ a, b ∈ A: a < b⇔ b < a;

iii) Anti-Simétrica, se ∀ a, b, c ∈ A: a < b e b < a ⇒ a = b;

iv) Transitiva, se ∀ a, b, c ∈ A: a < b e b < c ⇒ a = c .

2.3.15 Relação de Equivalência

Definição 2.3.15.1. Uma relação < ∈ 2A×A chama-se relação de equi-

valência em A, se < é ao mesmo tempo:

i) Reflexiva;

ii) Simétrica;

iii) Transitiva.

O conjunto de todas as classes de equivalência em A denotamos por Eq

(A). Temos, então, que Eq (A) ⊆ 2A×A.

Definição 2.3.15.2. Se < é uma relação de equivalência em A e se a ∈ A
então a chama-se classe de equivalência de a mod < ( lido: a módulo <).

Denotamos a relação de equivalência < por: ∼ ou ≡, ou seja, se

(a, b) ∈ R usaremos a notação a ∼ b ou a ≡ b, que é lido: “a equivalência

a b módulo <”.

Proposição 2.3.15.1. Considere A 6= ∅ um conjunto e ∼ ∈ Eq (A). Então

valem para todos os a, b ∈ A:

a) a ∈ a, particularmente, a 6= ∅;

b) a = b⇔ a ∼ b;

c) a ≥ b⇔ a ∩ b = ∅.

d)
�⋃

a∈A

a = A.

Demonstração 2.3.15.1.

a) Pela reflexividade de ∼ temos a ∈ a ≥ ∅ , ∀ a ∈ A;
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b) (⇒) De a = b segue que a ∈ b = {x ∈ A/x ∼ b}. Logo, a ∼ b. (⇐)

Considere a ∼ b. Para todo x ∈ a temos x ∼ a ∼ b e dáı x ∈ b, segue

a ⊆ b, da mesma forma: ∀ x ∈ b temos x ∼ b ∼ a e dáı x ∈ a. Seja b

⊆ a. Logo, a = b.

c) Suponhamos a ∩ b 6= ∅ e seja x ∈ a ∩ b. Temos a ∼ x ∼ b e dáı por

ba = b = x.

d) Claramente,
�⋃

a∈A

= A, mas como a ∈ a, temos de fato
�⋃

a∈A

a = A �

2.3.16 Relação de Ordem

Definição 2.3.16.1. Uma relação < ∈ 2A×A chama-se relação de ordem

sobre A, se < é ao mesmo tempo:

i) Reflexiva;

ii) Anti-Simétrica;

iii) Transitiva.

2.3.17 Conjuntos Limitados Inferior e Superiormente

Definição 2.3.17.1. Seja A um subconjunto de Z. Dizemos que A é li-

mitado inferiormente se existe algum inteiro k tal que, para todo a ∈ A,

tem-se k ≤ a.

Um elemento a0 ∈ A diz-se elemento mı́nimo de A se, para todo

a ∈ A, tem-se que a0 ≤ a. De forma análoga, define-se conjunto limitado

superiormente e elemento máximo de um conjunto.

Usaremos os śımbolos minA e máxA para indicar o mı́nimo e o

máximo de um conjunto A, quando existirem.

SOUSA, Clesio Santos de
PELAES, Jáderson Quaresma
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Caṕıtulo 3

UMA ABORDAGEM AOS
NÚMEROS PRIMOS

Neste caṕıtulo, abordaremos de forma breve o universo dos números primos,

como forma de subsidiar ou dar a base necessária para o estudo dos números

pseudoprimos no caṕıtulo posterior.

3.1 Prinćıpio da Boa Ordem

Todo conjunto não-vazio de inteiros não-negativos possui um elemento

mı́nimo.

Demonstração: Ver referência [6].

3.2 Divisibilidade

Definição 3.2.1. ( Algoritmo da Divisão ): Considere a e b números

inteiros. Dizemos que b divide a ( ou que b é um divisor de a ou, ainda, a

é um múltiplo de b se existe um inteiro c tal que a = b.c. Por sua vez, b - a
significa: b não divide a.

Notação: b/a significa: b divide a; b é divisor de a; ou que a é múltiplo de b.

Exemplo 3.2.1.

a) 3/6, pois ∃ 2 ∈ Z tal que 6 = 3.2

b) 5/20, pois ∃ 4 ∈ Z tal que 20 = 5.4
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c) 2 - 7, pois @ c ∈ Z tal que 7 = 2.c

Observação 3.2.1. Se b 6= 0, então c é único e neste caso c é chamado de

quociente de a por b, denotado por: c = a/b =
a

b
.

Veremos a seguir que existe um método para “dividir”a por b,

obtendo-se um resto r e que esse processo de divisão termina quando o

resto é menor que b. Por exemplo, se a = 2437 e b = 5, aplicando o algo-

ritmo clássico da divisão temos:

pelo qual, 2437 = 5× 487 + 2, onde o resto r = 2 é não negativo e

menor que o quociente.

Lema 3.2.1. Se a e b são inteiros, tais que a ≥ 0 e b > 0, então, existem

inteiros q e r tais que a = b.q + r e 0 ≤ r < b. Os números q e r são

chamados, respectivamente, quociente e resto da divisão.

Demonstração: Considere o seguinte conjunto:

A = { a− bx / x ∈ Z, a− bx ≥ 0}.

Note que A 6= ∅, pois a = a− b · 0, isto é, a ∈ A. Temos que A é formado

por inteiros não-negativos, logo pelo Prinćıpio da Boa Ordem, A possui

elemento mı́nimo r ≥ 0. Isto é, ∃ q ∈ Z tal que r = a− b · q ≥ 0.

Afirmamos que r < b: caso contrário, vamos supor que r ≥ b. Logo,

0 ≤ r − b = a − b · q − b = a − b · (q + 1), e portanto r − b ∈ A com

r − b < r, o qual é uma contradição pois r é o elemento mı́nimo de A.

SOUSA, Clesio Santos de
PELAES, Jáderson Quaresma
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Observação 3.2.2. O resto de qualquer número inteiro não negativo ao

dividir por 2 é ou 0 ou 1. Logo, dado um número qualquer m ∈ Z∗, temos

duas possibilidades:

a) o resto da divisão de m por 2 é 0, isto é, existe q ∈ Z tal que m = 2 · q.
Neste caso, m é denominado número par; ou

b) o resto da divisão de m por 2 é 1, isto é, existe q ∈ Z tal que m = 2·q+1.

Neste caso, m é denominado número ı́mpar.

Proposição 3.2.0.1. Se b/a e a 6= 0, então |b| ≤ |a|.

Demonstração: Por hipótese, como b/a existe c ∈ Z tal que a = b · c. Segue

que |a| = |b.c| = |b|.|c|. Note que 1 ≤ |c|, pois a 6= 0. Multiplicando por |b|
temos:

|b| ≤ |b| · |c| = |a|. �

Corolário 3.2.1.

a) Os únicos divisores de 1 são 1 e −1;

b) Se a/b e b/a, então a = ± b;

Demonstração:

a) Considere b ∈ Z tal que b/1. Pela proposição anterior, 0 < |b| ≤ 1.

Como não existe inteiro entre 0 e 1 segue que |b| = 1. Dáı, b = ± 1.

b) Por hipótese, existem inteiros c e d tais que b = a · c e a = b · d.

Substituindo o valor de b em a = b · d, temos: a = a · c · d, e pelo

cancelamento, segue que d · c = 1, isto é, d é divisor de 1. Logo,

d = ± 1. Portanto, a = ± b. �

O seguinte teorema afirma que um inteiro a pode ser decomposto como

soma de potências de um inteiro positivo b. Os coeficientes ri no teorema

são os algarismos do número a escrito na base b.

Teorema 3.2.1. Considere b ≥ 2 um inteiro. Todo inteiro positivo a pode

ser escrito de modo único na forma

a = rnb
n + rn−1b

n−1 + . . . + r1b + r0, em que n ≤ 0, rn 6= 0 e, para

cada ı́ndice i, 0 ≤ i ≤ n, tem-se que 0 ≤ ri < b.
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3.3 Múltiplos de um número

Definição 3.3.1. Múltiplo de um número inteiro positivo é o produto dele

por um outro número inteiro não-nulo. Assim, por exemplo, o conjunto

M={±5,±10,±15,±20, . . .} é formado pelos múltiplos do número cinco:

5.(±1) = ±5

5.(±2) = ±10

5.(±3) = ±15

5.(±4) = ±20

Observação 3.3.1. Se a divisão de um número por outro deixa resto (r)

zero, então dizemos que o dividendo (D) é múltiplo do divisor (d) e também

do quociente (q).

Exemplo 3.3.1.

D = d.q + r ⇒ 45 = 9 · 5 + 0

Logo, 45 é múltiplo de 9 e 5.

3.4 Divisores de um número

Estamos trabalhando com o conceito de múltiplos, divisores ( que

também chamamos de fatores ), e podemos perceber que alguns números

têm muitos fatores, como por exemplo, o 24. O conjunto D24 ou D(24) dos

fatores ou divisores de 24 é:

D24 = {±1,±2,±3,±4,±6,±8,±12,±24}.

Definimos Dn como o conjunto formado por todos os divisores do número

n.

Observação 3.4.1. ( Divisores de um número ):
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a) Os números 1 e −1 são divisores de todos os outros números;

b) O número 1 admite apenas dois divisores, isto é, D1 = {±1}.

c) Há também números que têm apenas dois fatores negativos e dois fato-

res positivos, como por exemplo o número 7. De fato: D7 = {±1,±7}.

3.5 Teorema Fundamental da Aritmética (T.F.A)

Definição 3.5.1. Um inteiro p é dito PRIMO quando possui exatamente

dois divisores positivos, a saber, 1 e |p|.

Observação 3.5.1. Um número diferente de 0, 1 e −1 que não é primo

diz-se COMPOSTO.

Observação 3.5.2. Se um inteiro não-nulo “a” é composto, ele admite um

divisor “b” tal que |b| é diferente de 1 e de |a|, isto é, um divisor nessas

condições chama-se divisor próprio de “a”.

Definição 3.5.2. Dois inteiros a e b são denominados primos entre si ou

relativamente primos ou ainda, coprimos, se o único divisor comum

for a unidade (número 1).

Exemplo 3.5.1. Os números 16 e 15 são primos entre si, pois:

D+
16 = {1, 2, 4, 8, 16}

D+
15 = {1, 3, 5, 15} e

D+
16 ∩ D+

15 = {1}

3.6 Decomposição em Fatores Primos

Um número composto qualquer pode ser decomposto em fatores pri-

mos, por meio do produto entre eles, utilizando-se, para tanto, as divisões

sucessivas através dos critérios de divisibilidade.

Exemplo 3.6.1.

a)42 b)90 c)72

SOUSA, Clesio Santos de
PELAES, Jáderson Quaresma
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42 2
21 3
7 7
1

90 2
45 3
15 3
5 5
1

72 2
36 2
18 2
9 3
3 3
1

42 = 2.3.7 90 = 2.32.5 72 = 23.32

3.7 Quantidade de Divisores de um número

É posśıvel, através da decomposição em fatores primos, obter a quan-

tidade ou o número total de divisores de um número da seguinte forma:

Exemplo 3.7.1. Determinar o número de divisores de 6.

Temos que pela decomposição em fatores primos, 6 = 2.3 = 21.31.

Somamos agora uma unidade a cada ı́ndice ou expoente da decomposição,

efetuando em seguida o produto desejado. Assim, (1 + 1).(1 + 1) = 2.2 = 4.

Temos, então 4 divisores positivos e também 4 divisores negativos do

número 6 no universo dos inteiros. Portanto, são 8 o número de divisores

de 6, denotado por N (D6), isto é, N (D6) = 8.

3.8 Critérios de Divisibilidade

3.8.1 Divisibilidade por 2

Um número é diviśıvel por 2 se ele é par, ou seja, termina em 0, 2,

4, 6 ou 8.

Demonstração 3.8.1. O inteiro positivo N = anan−1 . . .a2a1a0 pode se

decompor na base 10 como:

N = an × 10n + an−1 × 10n−1 + . . .+ a2 × 102 + a1 × 10 + a0,

o qual pode-se fatorar como:
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N = (an × 10n−1 + an−1 × 10n−2 + . . .+ a2 × 10 + a1).10 + a0

= ((an × 10n−1 + an−1 × 10n−2 + . . .+ a2 × 10 + a1).5).2 + a0.

O primeiro termo é diviśıvel por 2, logo N é diviśıvel por 2 se, e so-

mente se, a casa das unidades a0 é diviśıvel por 2. Logo, a0 ∈ {0, 2, 4, 6, 8},
o que completa a prova.

Exemplo 3.8.1. O número 5634 é diviśıvel por 2, pois o seu último alga-

rismo é 4, mas 135 não é diviśıvel por 2, pois é um número terminado com

o algarismo 5 que não é par.

3.8.2 Divisibilidade por 3

Um número é diviśıvel por 3 se, e somente se, a soma de seus alga-

rismos é diviśıvel por 3.

Demonstração 3.8.2. O inteiro positivo N = anan−1 . . .a2a1a0 decom-

posto na base 10 é:

N = an × 10n + an−1 × 10n−1 + . . .+ a2 × 102 + a1 × 10 + a0.

Como 10 = 9 + 1 = 3.3 + 1 então

10k = (3.3 + 1)k =
n∑

k=0

(n

k
)

(3.3)k.1n−k =

(
n∑

k=0

(n

k
)

32k−1.3

)
+ 1

= 3.αk + 1.

Logo,

N = an(3αn + 1) + an−1(3αn−1 + 1) + . . .+ a2(3α2 + 1) + a1(3α1 + 1) + a0

ou

N = (anαn +anαn−1 + . . .+a2α2 +a1α1).3 + (an +an−1 + . . .+a2 +a1 +a0)

Como o primeiro termo é diviśıvel por 3, temos que N é diviśıvel por 3 se,

e somente se, an + an−1 + . . .+ a2 + a1 + a0 é diviśıvel por 3.
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Exemplo 3.8.2. O número 18 é diviśıvel por 3 pois 1+8 = 9 que é diviśıvel

por 3, 576 é diviśıvel por 3 pois: 5 + 7 + 6 = 18 que é diviśıvel por 3, mas

134 não é diviśıvel por 3, pois 1 + 3 + 4 = 8 que não é diviśıvel por 3.

3.8.3 Divisibilidade por 4

Um número é diviśıvel por 4 se o número formado pelos seus dois

últimos algarismos é diviśıvel por 4.

Demonstração 3.8.3. O inteiro N = ana1 . . .a2a1a0 pode ser escrito

como:

N = (10n−2 × an + 10n−3 × an−1 + . . .+ a2).102 + a1a0

ou

N = [(10n−2 × an + 10n−3 × an−1 + . . .+ a2).25].4 + a1a0.

Como o primeiro termo é diviśıvel por 4, então N é diviśıvel por 4

se o número a1a0 é diviśıvel por 4, o qual completa a prova.

Exemplo 3.8.3. O número 4312 é diviśıvel por 4, pois 12 é diviśıvel por

4, mas 1635 não é diviśıvel por 4 pois 35 não é diviśıvel por 4.

3.8.4 Divisibilidade por 5

Um número é diviśıvel por 5 se o seu último algarismo é 0 (zero)

ou 5.

Demonstração 3.8.4. O inteiro N = anan−1 . . .a2a1a0 pode ser escrito

como:

N = (10n−1 × an + 10n−2 × an−1 + . . . 10× a2 + a2).10 + a0

ou

N = [(10n−1 × an + 10n−2 × an−1 + . . .+ 10× a2 + a1).2].5 + a0.

Como o primeiro número é diviśıvel por 5, então N é diviśıvel por

5 se, e somente se, a0 é diviśıvel por 5, logo a0 ∈ {0, 5}, o que completa a

prova.
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Exemplo 3.8.4.1. O número 75 é diviśıvel por 5 pois termina com o al-

garismo 5, mas 107 não é diviśıvel por 5 pois o seu último algarismo não

é 0 (zero) nem 5.

3.8.5 Divisibilidade por 6

Um número é diviśıvel por 6 se é par e a soma de seus algarismos

é diviśıvel por 3.

Demonstração 3.8.5. Como 6 = 2.3 e 2 é coprimo com 3, então N é

diviśıvel por 6 se, e somente se, N é diviśıvel por 2 e N é diviśıvel por

3. Isto é, N é diviśıvel por 6 se N é par e a soma de seus algarismos é

diviśıvel por 3.

Exemplo 3.8.5.1. O número 756 é diviśıvel por 6, pois 756 é par e a soma

de seus algarismos: 7 + 5 + 6 = 18 é diviśıvel por 3, 527 não é diviśıvel por

6, pois não é par e 872 é par mas não é diviśıvel por 6 pois a soma de seus

algarismos: 8 + 7 + 2 = 17 não é diviśıvel por 3.

3.8.6 Divisibilidade por 7

Um número é diviśıvel por 7 se o dobro do último algarismo, sub-

tráıdo do número sem o último algarismo, resulta em um número diviśıvel

por 7. Se o número obtido ainda for grande, repete-se o processo até que

se possa verificar a divisão por 7.

Demonstração 3.8.6. O inteiro N = anan−1 . . .a2a1a0 pode ser escrito

como:

N = (anan−1 . . . a2a1).10 + a0.

Somando e subtraindo 20a0 temos:

N = (anan−1 . . . a2a1).10 + a0 + 20a0 − 20a0.

Arranjando os termos, temos:

N = 21a0 + (anan−1 . . . a2a1 − 2a0).10
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3.8.6 Divisibilidade por 7 28

ou

N = (4a0).7 + (anan−1 . . . a2a1 − 2a0).10.

Como o primeiro termo é diviśıvel por 7 e com 7× 10,então N é diviśıvel

por 7 se, e somente se,

anan−1 . . . a2a1 − 2a0 é diviśıvel por 7, o qual completa a prova.

Exemplo 3.8.6.1. O número 165928 é diviśıvel por 7 pois:

Repete-se o processo com este último número.

Repete-se o processo com este último número.

Repete-se o processo com este último número.
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A diferença é diviśıvel por 7, logo o número dado inicialmente também

é diviśıvel por 7.

Exemplo 3.8.6.2. O número 4261 não é diviśıvel por 7, pois:

Repete-se o processo com este último número.

A última diferença é 34 que não é diviśıvel por 7, logo o número

4261 dado inicialmente não é diviśıvel por 7.

3.8.7 Divisibilidade por 8

Um número é diviśıvel por 8 se o número formado pelos seus três

últimos algarismos é diviśıvel por 8.

Demonstração 3.8.7. O inteiro N = anan−1 . . .a2a1a0 pode ser escrito

como:

N = (anan−1 . . . a3).1000 + a2a1a0

ou

N = ((anan−1 . . . a3).125).8 + a2a1a0.

Como o primeiro termo é diviśıvel por 8, então N é diviśıvel por 8 se, e

somente se, a2a1a0 é diviśıvel por 8.

Exemplo 3.8.7.1. O número 45128 é diviśıvel por 8 pois 128 dividido por

8 fornece 16, mas 45321 não é diviśıvel por 8 pois 321 não é diviśıvel por

8.
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3.8.8 Divisibilidade por 9

Um número é diviśıvel por 9 se a soma dos seus algarismos é um

número diviśıvel por 9.

Demonstração 3.8.8. Como 10 = 9 + 1, então 10k = (9 + 1)k = αk.9 + 1.

Logo, o item

N = anan−1 . . . a2a1a0 pode ser escrito como:

N = 10nan + 10n−1an−1 + . . .+ 102a2 + 10a1 + a0

N = (αn9 + 1)an + (αn−19 + 1)an−1 + . . .+ (α29 + 1)a2 + (α19 + 1)a1 + a0

ou

N = (αnan + αn−1an−1 + . . .+ α2a2 + α1a1).9 +

+ (an + an−1 + . . .+ a2 + a1 + a0).

Como o primeiro termo é diviśıvel por 9, temos que N é diviśıvel por 9 se,

e somente se, an + an−1 + . . .+ a2 + a1 + a0 é diviśıvel por 9.

Exemplo 3.8.8.1. O número 1935 é diviśıvel por 9 pois: 1+9+3+5 = 18

que é diviśıvel por 9, mas 5381 não é diviśıvel por 9 pois: 5+3+8+1 = 17

que não é diviśıvel por 9.

3.8.9 Divisibilidade por 10

Um número é diviśıvel por 10 se termina com o algarismo 0 (zero).

Demonstração 3.8.9. O item N = anan−1 . . . a2a1a0 pode ser escrito

como:

N = (anan−1 . . . a1).10 + a0.

Como o primeiro é diviśıvel por 10, então N é diviśıvel por 10 se, e somente

se, a0 é diviśıvel por 10. Logo,

a0 = 0.

Exemplo 3.8.9.1. O número 5420 é diviśıvel por 10 pois termina em 0

(zero), mas 6342 não termina em 0 (zero).
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3.8.10 Divisibilidade por 11

Um número é diviśıvel por 11 se a soma dos algarismos de ordem par

Sp menos a soma dos algarismos de ordem ı́mpar Si é um número diviśıvel

por 11. Como um caso particular, se Sp − Si = 0 ou se Si − Sp = 0, então

o número é diviśıvel por 11.

Demonstração 3.8.10. Como 10 = 11− 1, então:

a) 10k = αk.11 + 1, se k é par, e

b) 10k = αk.11− 1, se k é ı́mpar

Logo, o número N = anan−1 . . . a2a1a0 pode ser escrito como:

N = an.10n + an−110n−1 + . . .+ a2.102 + a1.10 + a0

ou

N = an(αn.11 + (−1)n) + an−1(αn−1.11 + (−1)n−1) + . . .+ a2(α2.11

+ (−1)2) + a1(α1.11 + (−1)2) + a0.

N = (anαn + an−1αn−1 + . . .+ a2α2 + a1α1).11 +

(
n∑

k=1

(−1)k

)
+ a0.

Como o primeiro termo é diviśıvel por 11, então N é diviśıvel por 11 se, e

somente se,
n∑

k=1

(−1)k + a0

é diviśıvel por 11. Isto é, se a0−a1 +a2−a3 + . . .+ (−1)n−1an−1 + (−1)nan
é diviśıvel por 11, ou se Sp− Si é diviśıvel por 11.

Exemplo 3.8.10.1. O número 1353 é diviśıvel por 11, pois:

O primeiro e o terceiro algarismos têm ordem ı́mpar e a sua soma

é: Si = 1 + 5 = 6, o segundo e o quarto algarismos têm ordem par e a sua

soma é: Sp = 3 + 3 = 6, assim a soma dos algarismos de ordem par Sp é

igual à soma dos algarismos de ordem ı́mpar Si, logo o número é diviśıvel

por 11.
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Exemplo 3.8.10.2. O número 29458 é diviśıvel por 411, pois:

A soma dos algarismos de ordem ı́mpar é Si = 2 + 4 + 8 = 14, a

soma dos algarismos de ordem par é Sp = 9 + 5 = 14 e como ambas as

somas são iguais, o número 29458 é diviśıvel por 11.

Exemplo 3.8.10.3. O número 2543 não é diviśıvel por 11, pois:

A soma dos algarismos de ordem ı́mpar é Si = 2 + 4 = 6, a soma

dos algarismos de ordem par é Sp = 5 + 3 = 8 e como a diferença Si − Sp

não é diviśıvel por 11, o número original também não é diviśıvel por 11.

Exemplo 3.8.10.4. O número 65208 é diviśıvel por 11, pois:

A soma dos algarismos de ordem ı́mpar é Si = 6 + 2 + 8 = 16, a

soma dos algarismos de ordem par é Sp = 5 + 0 = 5. Como a diferença

Si − Sp = 11, o número 65208 é diviśıvel por 11.

3.9 Ideal de Z

Definição 3.9.1. Um conjunto não-vazio J de números inteiros é um ideal

de Z se atende às seguintes condições:
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i) ∀ x, y ∈ J ⇒ (x+ y) ∈ J ;

ii) ∀ x ∈ J e a ∈ Z ⇒ x.a ∈ J .

Exemplo 3.9.1. O conjunto: P+ = {x ∈ Z/x > 0} não é um ideal, pois

i) Se x, y ∈ P+ então x > 0 e y > 0, portanto x+y > 0. Logo, x+y ∈ P+.

ii) Se x = 3 e a = −1, então x.a = 3(−1) = −3 /∈ P+.

Portanto, P+ não é ideal de Z.

Teorema 3.9.1. Considere J um ideal de Z. Então, J = {0} ou existe um

inteiro positivo m tal que J = m.Z.

Demonstração 3.9.1. Se J 6= {0}, ∃ x ∈ J com x 6= 0. Como J é ideal

de Z, temos x(−1) = −x ∈ J . Assim, J possui elementos positivos. Agora,

tomando J+ = {x ∈ J/x > 0} segue que J 6= ∅. Pelo Prinćıpio da Boa

Ordem, J+ possui elemento mı́nimo, digamos m = minJ+.

Como J+ ⊆ J , então m ∈ J . Vejamos que J = m.Z, em que

m = minJ+:

i) m.Z ⊆ J , de fato:

Considere x ∈ m.Z, dáı x = m.k com m ∈ J e k ∈ Z. Como J é ideal

de Z, então x = m.k ∈ J .

ii) J ⊆ m.Z, de fato:

Considere α ∈ J e usando o algoritmo da divisão, existem q, r tais que

α = m.q+r, com 0 ≤ r < m. Suponha que r 6= 0. Dáı, 0 < r = α−m.q.
Como m ∈ J e q ∈ Z, então mq ∈ Z. De α ∈ J e mq ∈ J , então

r = α−mq ∈ J . Assim, r ∈ J e r > 0, implica que r ∈ J+. Portanto,

0 < r < m = min J+ o qual é um absurdo. Conclui-se que r = 0, e

portanto α = m.q ∈ m.Z, isto é J ⊆ Z.

De i) e ii) temos que J = m.Z, com m > 0, isto é, J é ideal se m for

um múltiplo dos Z.
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3.10 Máximo Divisor Comum ( m.d.c )

Definição 3.10.1. Chama-se máximo divisor comum de dois inteiros “a”

e “b” o maior de seus divisores comuns, isto é, m.d.c (a, b) = máx D (a, b),

em que D (a, b)= D (a) ∩ D (b) representa o conjunto de todos os divisores

comuns de “a” e “b”. Dizemos também que um inteiro “d” é divisor comum

de “a” e “b” se d/a e d/b.

Exemplo 3.10.1. Determinar o m.d.c dos números 6 e 8.

Solução:

D(6) = D6 = {−6,−3,−2,−1, 1, 2, 3, 6}
D(8) = D8 = {−8,−4,−2,−1, 1, 2, 4, 8}

D(6, 8) = D(6) ∩D(8) = {−2,−1, 1, 2}

Logo, m.d.c (6, 8) = máx D (6, 8) = 2.

Observação 3.10.1. O m.d.c de dois inteiros também pode ser obtido

a partir da decomposição em fatores primos, multiplicando-se os fatores

primos comuns com os menores expoentes.

Exemplo 3.10.2. Temos que 24 = 23.31 e 36 = 22.32

Assim, o m.d.c (24, 36)= 22.31 = 4.3 = 12.

Observação 3.10.2. Existe também o processo ou Algoritmo de Euclides

(divisões sucessivas) para determinar o m.d.c entre dois números inteiros

“a” e “b”. O máximo divisor comum de “a” e “b” é o último resto diferente

de zero.

Usualmente,

para dividir a por b utilizamos o seguinte esquema:

Mudemos agora um pouco o esquema para
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Assim, dispomos os números que intervêm no processo de cálculo

do m.d.c (a, b):

Exemplo 3.10.3. Usando o Algoritmo de Euclides, obtenha o m.d.c de 36

e 24.

Exemplo 3.10.4. Vamos calcular o m.d.c (1128, 336). Dáı:

Note que m.d.c (1128, 336) = 24, de acordo com o algoritmo:
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3.11 Proposição

Considere “a” e “b” inteiros não-nulos, com “a” > “b”, tais que

m.d.c (a, b) = d. Então, m.d.c (b, a− b) = d.

Demonstração 3.11.1. Devemos mostrar que:

i) d/b e d/a− b

ii) Se d′/b e d′/a− b, então d′/d.

Vejamos:

i) Por hipótese, m.d.c ( a,b ) = d / a e d / b. Logo, d / a - b.

ii) Considere d′ ∈ Z tal que d′/b e d′/a − b, isto é, existem inteiros x, y

tais que d′x = b e d′y = a− b. Logo:

d′y = a− d′x ⇒ d′y + d′x = a ⇒ d′(y + x) = a.

Ou seja, d′/a e d′/b. Portanto, d′/d.

∴ m.d.c (b, a− b) = d = m.d.c (a, b).

Exemplo 3.11.1. Calcular o m.d.c dos seguintes números:

a) m.d.c (8, 6) = m.d.c (6, 8−6) = m.d.c (6, 2) = m.d.c (2, 6−2) =

= m.d.c (2, 4) = m.d.c (2, 4− 2) = m.d.c (2, 2)

∴ m.d.c (8, 6) = 2.

b) m.d.c (62, 44) = m.d.c (44, 62− 44) = m.d.c (44, 18) =

= m.d.c (18, 44− 18) = m.d.c (18, 26) = m.d.c (18, 26− 18) =

= m.d.c (18, 8) = m.d.c (8, 18−8) = m.d.c (8, 10) = m.d.c (8, 10−8) =

= m.d.c (8, 2) = m.d.c (2, 8− 2) = m.d.c (2, 6) = m.d.c (2, 6− 2) =

= m.d.c (2, 4) = m.d.c (2, 4− 2) = m.d.c (2, 2)

∴ m.d.c (62, 44) = 2.
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c) m.d.c (1128, 336) = m.d.c (336, 792) = m.d.c (336, 456) =

= m.d.c (336, 120) = m.d.c (120, 216) = m.d.c (120, 96) = m.d.c (96, 24)

= m.d.c (24, 72) = m.d.c (24, 48) = m.d.c (24, 24)

∴ m.d.c (1128, 336) = 24.

3.12 Teorema de Bézout

Considere “a” e “b” inteiros e d = m.d.c (a, b). Então, existem

inteiros “r” e “s” tais que d = ra+ sb.

Demonstração 3.12.1. Consideremos o conjunto J = {xa + yb/x, y ∈
Z. Mostraremos que J é um ideal de Z. Com efeito, dados α, β ∈ J eles

devem ser da forma:

α = x1a+ y1b e β = x2a+ y2b.

Temos, então, que α + β = (x1 + x2)a + (y1 + y2)b ∈ J .

Analogamente, temos que para todo k ∈ Z e todo α = xa + yb ∈
J , α.k = (kx)a + (ky)b ∈ J . Agora, do teorema 3.9.1 vem que existe um

inteiro positivo x0 tal que J = x0. Z.

Mostraremos que x0 = m.d.c (a, b) = d. Com efeito, a é da forma

a = 1.a + 0.b, e temos que a ∈ J , logo x0/a. De forma idêntica, vem que

x0/b e, portanto, x0 ∈ D(a, b).

Ainda como o próprio x0 é um elemento de J , então deve ser da

forma x0 = ra+ sb, com r, s ∈ Z.

Enfim, para provar que x0 é o maior dos elementos de D(a, b), con-

sideramos d′ ∈ D (a, b). Como d′/a e d′/b, segue que d′/(ra+ sb).

Logo, d′/x0. Portanto, |d′| ≤ |x0| = x0 e segue a tese.

3.13 Teorema

Considere a e b inteiros. Um inteiro positivo d é o máximo divisor

comum de a e b se e somente se verifica:

(i) d/a e d/b;
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(ii) Se d′/a e d′/b, então d′/d.

Demonstração 3.13.1. Considere d = m.d.c (a, b). Então, temos que d

verifica (i), e, na demonstração do Teorema de Bézout, provamos também

que a condição (ii) se verifica.

Reciprocamente, se um inteiro positivo d verifica (i), então d ∈
D(a, b). A condição (ii) afirma que, se d′ ∈ D(a, b), então d′/d. Logo,

d′ ≤ d, donde segue que d é o maior dos divisores comuns.

Portanto, d = m.d.c (a, b).

3.14 Proposição

Considere a e b inteiros, d = m.d.c (a, b) e c um inteiro não-nulo.

Então:

(i) m.d.c (ac, bc) = d|c|.

(ii) Se c/a e c/b, então m.d.c (a/c, b/c) = d/|c|.

Demonstração 3.14.1. Ver referência: [6]

Exemplo 3.14.0.5. Pela proposição anterior, temos que m.d.c (42, 48) =

m.d.c (7.6, 8.6) = m.d.c (7, 8).|6| = 1.6 = 6.

3.15 Teorema de Euclides

Considere a, b e c inteiros tais que a/bc. Se m.d.c (a, b) = 1, então

a/c.

Demonstração 3.15.1. Se m.d.c (a, b) = 1, então m.d.c (ac, bc) = m.d.c

(a, b)|c| = |c|. Note que a/ac e por hipótese, a/bc. Logo, a/|c| e dáı segue

que a/c.

Proposição 3.15.1. Considere p um número primo e “a” e “b” inteiros.

(i) Se p - a, então m.d.c (p, a) = 1.
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(ii) Se p/ab, então p/a ou p/b.

Demonstração 3.15.2. ( Proposição ):

(i) Por hipótese, p - a, o que equivale a escrever |p| - a. Logo, m.d.c

(p, a) = máxD+(p, a) = máxD+(p)∩D+(a) = máx{1, |p|}∩D+(a) =

1.

(ii) a) Se p/a, segue o resultado.

b) Se p - a, então m.d.c (p, a) = 1 e como p/ab, logo segue que p/b.

3.16 Indução Matemática

Teorema 3.16.1. ( O Prinćıpio da Indução ):

Considere a um inteiro dado e S um conjunto de inteiros maiores

ou iguais à a, que gozam das seguintes propriedades:

(i) a ∈ S;

(ii) Se um inteiro k ≥ a pertence a S, então k + 1 também pertence a S.

Então, S é o conjunto de todos os inteiros maiores ou iguais à a.

Demonstração 3.16.1. Ver referência: [6]

Corolário 3.16.1. ( Prinćıpio da Indução Completa ):

Seja a um inteiro qualquer. Suponhamos que para cada inteiro n ≥ a

está dada uma proposição A(n) de modo que:

(i) A(a) é verdadeira;

(ii) Se para cada inteiro k ≥ a, A(k) é verdadeira, então A(k + 1) é ver-

dadeira. Logo, a proposição A(n) é verdadeira para todo inteiro n ≥
a.

Demonstração 3.16.2. Considere o conjunto S dos inteiros n ≥ a para

os quais A (n).
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Matemática - Unifap



3.16 Indução Matemática 40

a) Como A(a) é verdadeira, então a ∈ S.

b) Se k ∈ S, então A(k) é verdadeira. De ii) temos que A(k + 1) é

verdadeira e portanto (k + 1) ∈ S. Então, pelo prinćıpio da indução

S = {n ∈ Z|n ≥ a}, logo A(n) é verdadeira para todo n ≥ a.

Exemplo 3.16.1.

Provar que a fórmula 1 + 2 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
é válida para todo

n ≥ 1.

Solução:

Para n = 1, a fórmula acima resulta :

1 =
1(1 + 1)

2
,

isto é, 1 = 1. Assim, a afirmação é verdadeira para n = 1.

Devemos mostrar agora que, se a afirmação é verdadeira para n = k,

é válida também para n = k + 1:

Admitindo-se como verdadeiro

1 + 2 + . . .+ k =
k(k + 1)

2
,

somamos k + 1 a ambos os membros dessa igualdade:

1 + 2 + . . .+ k + (k + 1) =
k(k + 1)

2
+ k + 1 =

k(k + 1) + 2(k + 1)

2
,

isto é,

1 + 2 + . . .+ k + (k + 1) =
(k + 1)(k + 2)

2
,

que é a fórmula correspondente a n = k + 1, cuja validade queŕıamos

demonstrar.

Lema 3.16.1. Todo inteiro a > 1 pode ser escrito como produto de números

primos.
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Demonstração 3.16.3. Usaremos indução sobre a.

i) Para a = 2, o enunciado é válido já que o próprio número 2 é primo

e não há nada a demonstrar.

ii) Suponha que a propriedade vale para todo inteiro k com 2 ≤ k < a.

Como a é composto, logo ∃∃ b, c ∈ Z com 2 ≤ b < a e 2 ≤ c < a tais

que a = bc.

Pela hipótese da indução, ∃∃ p1, p2, . . . , pr e q1, q2, . . . , qs inteiros

e primos tais que b = p1.p2. . . . . . pr e c = q1.q2. . . . . . qs.

∴ a = b.c = p1.p2 . . . . .pr.q1.q2. . . . .qs.

3.17 Mı́nimo Múltiplo Comum ( m.m.c )

Denotemos min M+(a, b) o conjunto de todos os múltiplos comuns positi-

vos de “a” e “b”, enquanto M(a, b) denota o conjunto de todos os múltiplos

comuns de “a” e “b”.

Observa-se que M+(a, b)6= ∅, pois |a||b| ∈ M+(a, b). Logo, pelo Prinćıpio

da Boa Ordem, esse conjunto contém um elemento mı́nimo, o qual deno-

minamos de mı́nimo múltiplo comum de a e b.

Definição 3.17.1. Chama-se mı́nimo múltiplo comum de dois inteiros “a”

e “b” o menor dos seus múltiplos comuns positivos, isto é,

m.m.c (a, b) = min M+ (a, b).

Observação 3.17.1. Da definição 3.17.1 vem que, obter o m.m.c entre dois

inteiros positivos “a” e “b” consiste em determinar, a partir da interseção

entre os conjuntos dos múltiplos, o menor elemento.

Exemplo 3.17.1. Obter o m.m.c entre os números 12 e 18.
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Temos que:

M+(12) = {12, 24, 36, 48, 60, 72, . . .}
M+(18) = {18, 36, 54, 72, 90, . . .}

Logo,M+(12) ∩M+(18) = {36, 72, . . .} e,

portanto, m.m.c (12, 18) = 36

Observação 3.17.2. É posśıvel ainda obter o m.m.c entre dois números

inteiros positivos a partir da decomposição simultânea em fatores primos.

Exemplo: Obter o m.m.c entre os números 12 e 18.

Fazendo a divisão simultânea dos números, temos:

12, 18 2
6, 9 2
3, 9 3
1, 3 3
1, 1

Logo, m.m.c (12, 18) = 22.32 = 4.9 = 36.

Observação 3.17.3. O m.m.c também pode ser obtido a partir da de-

composição em fatores primos separadamente dos números. O m.m.c será

o produto de todos os fatores primos, considerados uma única vez e de

maior expoente.

Exemplo 3.17.2. Calcular o m.m.c de 12 e 18.

Observe que:

12 = 22.31 e

18 = 21.32

Logo, m.m.c (12, 18) = 22.32 = 4.9 = 36.

Dados a, b ∈ Z, podemos calcular o m.m.c (a, b) usando o seguinte teore-

ma:

Teorema 3.17.1. Se a e b são inteiros não-nulos,então:

|a.b| = mmc (a, b).mdc (a, b)⇒ m.m.c (a, b) =
|a.b|

m.d.c (a, b)
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Exemplo 3.17.3. Obter o m.m.c de 12 e 18.

|12.18| = 12.18 = 216

m.d.c (12, 18) = 6

Portanto, m.m.c (12, 18) =
|12.18|

m.d.c (12, 18)
=

12.18

6
=

216

6
= 36.

3.18 Números Amigos

Definição 3.18.1. Dois números dizem-se amigos se a soma dos divisores

positivos de um, excluindo ele próprio, é precisamente o outro e vice-versa.

Exemplo 3.18.1. Verificar se os números 220 e 284 são amigos.

Temos que:

D+(220) = {1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110, 220} e

D+(284) = {1, 2, 4, 71, 142, 284}.

Agora, somando os divisores positivos dos números dados, respectivamen-

te, e excluindo eles próprios, temos:

→ 1 + 2 + 4 + 5 + 10 + 11 + 20 + 22 + 44 + 55 + 110 = 284

→ 1 + 2 + 4 + 71 + 142 = 220.

Logo, os números 220 e 284 são amigos.

3.19 Números Perfeitos

Definição 3.19.1. Um número diz-se perfeito se é igual à soma dos seus

divisores positivos diferentes dele próprio, isto é, se é amigo de si mesmo.

Exemplo 3.19.1. Temos que D+(6) = {1, 2, 3, 6}.
Somando os divisores positivos do número dado e excluindo ele próprio,

temos:

→ 1 + 2 + 3 = 6.

Portanto, 6 é amigo dele mesmo, isto é, ele é um número perfeito.
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3.20 Primos Gêmeos

Definição 3.20.1. Dois números primos são denominados primos gêmeos

se a diferença entre eles é igual a 2.

Exemplo 3.20.1. Os números 3 e 5, 5 e 7, 11 e 13, . . . , são primos

gêmeos, pois, 5− 3 = 2, 7− 5 = 2, 13− 11 = 2, . . . .

3.21 Conjectura de Goldbach:

“ Todo inteiro positivo par é soma de dois números que são primos

ou iguais a 1. ”

Demonstração 3.21.1.

2 = 1 + 1

4 = 2 + 2 = 1 + 3

6 = 3 + 3 = 1 + 5

8 = 5 + 3 = 1 + 7

10 = 7 + 3 = 5 + 5

12 = 7 + 5 = 1 + 11

14 = 7 + 7 = 3 + 11

16 = 11 + 5 = 3 + 13

A validade da conjectura de Goldbach já foi verificada para todo par

menor que 100.000. Porém, em toda a sua generalidade, continua a ser

mais um desafio aos matemáticos.

3.22 Equações Diofantinas Lineares

São equações da forma: ax+ by = c em que a,b e c ∈ Z.

Uma solução para essa equação é um par (x0, y0) ∈ Z × Z tal que

ax0 + by0 = c.

As equações 2x + 3y = 3, x + y = 5 e x + 3y = −5 são exemplos

desse tipo de equação.
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Exemplo 3.22.1. Um determinado ĺıquido é vendido em recipientes de

7 litros ou de 15 litros e se deseja fazer uma compra de 125 litros. De

que forma podemos adquirir esse ĺıquido usando apenas recipientes com

capacidades de 7 e 15 litros completos?

Solução:

x → número de recipientes com capacidade de 7 l.

y → número de recipientes com capacidade de 15 l.

Dáı, temos que: 125 = 7x + 15y, com x, y ∈ Z. Note que x0 = 5 e

y0 = 6 é solução, pois:

125 = 7.5 + 15.6.

Observação 3.22.1. Algumas equações diofantinas nunca têm solução.

Por exemplo, na equação 4x+ 6y = 5, para qualquer par de inteiros x e y,

o primeiro membro é um número par enquanto que o segundo é ı́mpar.

Portanto, essa equação não tem solução.

Proposição 3.22.1. Considere a,b e c ∈ Z e d = m.d.c (a, b). A equação

diofantina ax+ by = c tem solução se e só se d/c.

Demonstração 3.22.0.1. Considere I = {ax+by/x, y ∈ Z}. Certamente,

I é ideal de Z. Dáı, I = d.Z. Logo, ax+ by = c tem solução se e só se c ∈
I = d.Z, isto é, se e só se d/c.

Exemplo 3.22.2. Verifique se as equações abaixo possuem solução em Z.

a) 21x+ 35y = 14

Temos que m.d.c (21, 35) = 7/14. Se isto ocorre, então há solução

para a equação.

b) 6x+ 4y = 5

Temos que m.d.c (6, 4) = 2 - 5. Se isto ocorre, então não há solução

para a equação.

Teorema 3.22.1. Considere (x0, y0) uma solução particular da equação

diofantina ax + by = c. Então, existem infinitas soluções dessa equação e

todas elas podem ser escritas em equações paramétricas inteiras do seguinte

modo:
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x = x0 −

(
b

d

)
. t

y = y0 +
(a
d

)
. t, t ∈ Z e m.d.c (a, b) = d

Demonstração 3.22.0.2. Note que (x, y) ∈ Z2 acima descritos é solução

da equação, de fato:

ax+ by = a.

(
x0 −

(
b

d

))
t+ b.

(
y0 +

(a
d

))
t

Considere (x, y) uma solução da equação. Dáı:

ax+ by = c

ax0 + by0 = c

a.(x− x0) + b.(y − y0) = 0
a.(x− x0) = (−b).(y − y0)

e ∃∃ a′, b′ ∈ Z tais que a = a′. d e b = b′.d, em que d = m.d.c (a, b).

Logo:

a′d.(x− x0) = −b′d.(y − y0)⇒ a′.(x− x0) = −b′.(y − y0).

Observação 3.22.2. O m.d.c (a′, b′) = m.d.c

(
a

d
,
b

d

)
=
m.d.c (a, b)

d
=

=
d

d
= 1.

Portanto, a′/(y−y0), logo ∃ t ∈ Z tal que a’. t = y−y0 e y = y0+a′.t

⇒ y = y0 +
(a
d

)
.t .

Exemplo 3.22.0.6. Consideremos a equação diofantina 7x + 15y = 125

da aplicação 3.25.1.
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Temos que m.d.c (7, 15) = m.d.c (7, 8) = 1. Como 7.(−2)+15.1 = 1,

vem que uma solução particular é:

7((−2).125) + 15(1.125) = 1.125 ⇒ 7.(−250) + 15.(125) = 125,

isto é,

x0 = (−2).125 = −250

y0 = 1.125 = 125

e as outras soluções são da forma

x = −250−
(

15

1

)
. t = −250− 15t

y = 125 +

(
7

1

)
. t = 125 + 7t, com t ∈ Z.

Considerando o problema que levou a essa equação, vemos que só

interessam respostas não-negativas. Assim, devemos ter:

125 + 7t ≥ 0, isto é, t ≥ −17

−250− 15t ≥ 0, isto é, t ≤ −17.

A única resposta não-negativa se obtém, portanto, para t = −17 e

nesse caso, temos:

x = −250− 15.(−17) = 5

y = 125 + 7.(−17) = 6

3.23 Congruências: A aritmética dos restos

Questões como as que envolvem periodicidade, exigem uma aritméti-

ca diferente. O conceito de congruência, bem como a notação através da

qual essa noção se tornou um dos instrumentos mais fortes da Teoria dos

Números, foi introduzido por Gauss em 1801 e é a chave dessa aritmética

e será dado posteriormente.

Para dar uma ideia da noção de congruências, consideremos a se-

guinte questão ilustrativa:

Se hoje é sexta-feira, que dia da semana será daqui há 1520 dias?

E há 152 dias, que dia da semana foi?

Para organizar o racioćınio, indiquemos por 0 (zero) o dia de hoje
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(sexta-feira), por 1 o dia de amanhã (sábado) e assim por diante. Indique-

mos por −1 o dia de ontem (quinta-feira), por −2 ao dia de anteontem,

etc. A partir dessa escolha pode-se construir a seguinte tabela:

Nossa questão agora se resume em saber em que coluna da tabela se

encontra o número 1520. Sua primeira coluna representa as sextas-feiras:

abaixo da linha do 0 posteriores a hoje e acima, anteriores. A segunda

coluna representa os sábados, e assim por diante.

Observe que dois inteiros representam, nessa tabela, o mesmo dia

da semana se, e somente se, sua diferença é um múltiplo de 7.

Na primeira coluna estão os números da forma 7k, na segunda os da

forma 7k + 1, etc., sendo k = ±1,±2,±3, . . . . Suponhamos que o número

1520 se encontre na coluna encabeçada pelo número r (0 ≤ r ≤ 6). Então,

1520 − r = 7q ⇒ 1520 = 7q + r, para algum inteiro positivo q e

0 ≤ r ≤ 6.

Pela unicidade do resto da divisão euclidiana, segue dessa igualdade

que r é o resto da divisão de 1520 por 7.

Observando que

conclui-se que esse resto é 1 e que, portanto, 1520 está na 2a coluna.

Logo, daqui a 1520 dias será um sábado.
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Por outro lado,

Como o número −152 = 7.(−22) + 2, com 0 ≤ r = 2 < |7| = 7,

então está na coluna do 2. Assim, a resposta à segunda pergunta é domingo.

Congruência é a relação entre dois números inteiros que, divi-

didos por um terceiro chamado módulo de congruência, deixam

o mesmo resto.

Definição 3.23.0.1. Considere m 6= 0 um inteiro fixo. Dois inteiros a e b

dizem-se congruentes módulo m se m/(a− b).

Na tabela constrúıda anteriormente, quaisquer dois elementos de

uma mesma coluna são congruentes módulo 7.

Notação 1 :

a ≡ b (mod m). Lê-se: “a” é congruente ou côngruo a “b” módulo m.

Notação 2 :

Para indicar que a− b não é diviśıvel por m, ou seja, que a não é côngruo

a b módulo m, escreve-se a 6≡ b (mod m).

Exemplo 3.23.0.7. Analisar a congruência dos seguintes números:

1) m = 5 6= 0, a = 75 e b = 15.

Os números 75 e 15 são congruentes módulo 5, pois 5/(75− 15) = 60

e escrevemos: 75 ≡ 15 (mod 5).

2) m = 2 6= 0, a = 18 e b = 7.

Os números 18 e 7 não são congruentes módulo 2, pois 2/(18−7) = 11

e escrevemos: 18 6≡ 7 (mod 2).
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3) m = 7 6= 0, a = 57 e b = 15.

Os números 57 e 15 são congruentes módulo 7, pois 7/(57− 15) = 42

e escrevemos: 57 ≡ 15 (mod 7).

4) m = 3 6= 0, a = 8 e b = 32.

Os números 8 e 32 são congruentes módulo 3, pois 3/(8− 32) = −24

e escrevemos: 8 ≡ 32 (mod 3).

Observação 3.23.1. a ≡ b (mod m) ⇔ m/(a − b), ou seja, se ∃ q ∈ Z
tal que a− b = q.m.

Observação 3.23.2. Dois inteiros a e b são congruentes módulo 2 se, e

só se ambos são pares ou ambos ı́mpares.

Por exemplo, 5 ≡ 9 (mod 2) e também 5 ≡ 9 (mod 4).

Proposição 3.23.0.1. Considere m um inteiro fixo. Dois inteiros a e b

são congruentes módulo m se, e somente se eles têm como resto o mesmo

inteiro quando os dividimos por m.

Demonstração 3.23.0.3. Considere:

a = q1.m + r1, com 0 ≤ r1 < m e b = q2.m + r2, com 0 ≤ r2 < m,

sendo 0 6= m ∈ Z fixo.

Então,

a− b = (q1 − q2).m+ (r1 − r2), 0 ≤ |r1 − r2| < m.

Dáı, m/(a− b) se e só se m/(r1 − r2).

Além mais, como 0 ≤ |r1 − r2| < m, temos que m/(r1 − r2) se e

somente se |r1 − r2| = 0 ⇔ r1 − r2 = 0 ⇔ r1 = r2.

Portanto, a ≡ b (mod m) se, e somente se r1 = r2.

Exemplo 3.23.1. Analisar a congruência dos números 11 e 29.

Temos que 11 ≡ 29 (mod 6), pois nas divisões abaixo

os restos são iguais a 5, e portanto, esses números são congruentes.
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Proposição 3.23.0.2. Considere m > 0 um inteiro fixo e a, b, c e d inteiros

arbitrários. Então, valem as seguintes propriedades:

(i) Reflexividade: a ≡ a (mod m).

Demonstração 3.23.0.4. De fato, ∀ a ∈ Z, a− a = 0, que é diviśıvel por

m.

(ii) Simétrica: Se a ≡ b (mod m), então b ≡ a (mod m).

Demonstração 3.23.0.5. Se a ≡ b (mod m), então m/(a − b), ou seja,

a − b = m.q, para algum q. Dáı, b − a = m.(−q) e, portanto, m/(b − a),

donde b ≡ a (mod m).

(iii) Transitividade: Se a ≡ b (mod m) e b ≡ c (mod m), então a ≡ c (mod

m).

Demonstração 3.23.0.6. Por hipótese, m/(b − a) e m/(c − b). Logo,

m/[(b− a) + (c− b)], ou seja, m/(c− a). Dáı, m/(a− c) e, portanto, a ≡
c (mod m).

(iv) Se a ≡ b (mod m) e c ≡ d (mod m), então a+ c ≡ b+ d (mod m).

Demonstração 3.23.0.7. Devemos mostrar que b+ d− (a+ c) é diviśıvel

por m. Logo, se a ≡ b (mod m), então ∃ q1 ∈ Z tal que b− a = m.q1 e se

c ≡ d (mod m), então ∃ q2 ∈ Z tal que b− c = m.q2.

Somando termo a termo, temos:

b− a+ d− c = m.q1 +m.q2 = m(q1 + q2)⇒ b+ d− (a+ c) = m(q1 + q2).

Então, b+d−(a+c) dividido por m resulta em q1 +q2 . Isto significa

que b+ d− (a+ c) é diviśıvel por m, mostrando onde queŕıamos chegar.

(v) Se a ≡ b (mod m), então a+ c ≡ b+ c (mod m) e ac ≡ bc (mod m).

Demonstração 3.23.0.8. Note que se fizermos a ≡ b (mod m) e c ≡ c

(mod m), podemos escrever a + c ≡ b + c (mod m) e ac ≡ bc (mod m)

(pelas propriedades anteriores).
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(vi) Se a ≡ b (mod m) então ac ≡ bc (mod m).

Demonstração 3.23.0.9. Por hipótese, a−b = m.q. Dáı, multiplicando-se

ambos os membros dessa igualdade por c, temos:

a.c− b.c = m.(q.c), donde ac ≡ bc (mod m).

(vii) Se a ≡ b (mod m) e c ≡ d (mod m), então ac ≡ bd (mod m).

Demonstração 3.23.0.10. Se a ≡ b (mod m) e c ≡ d (mod m), então

existem inteiros q1 e q2 tais que a = b+m.q1 e c = d+m.q2, logo,

a.c = b.d+ (b.q2 + b.q1 +m.q1.q2), isto é, m/(ac− bd).

Outra forma de demonstrá-la é:

Como a ≡ b (mod m), então, devido à propriedade anterior, ac ≡
bc (mod m). Analogamente, de c ≡ d (mod m) segue que bc ≡ bd (mod

m). Então, devido à transitividade, ac ≡ bc (mod m).

Essa propriedade pode ser generalizada, por indução, para r con-

gruências:

Se a1 ≡ b1 (mod m), a2 ≡ b2 (mod m), . . . , ar ≡ br (mod m),

então:

a1.a2. . . . .ar ≡ b1.b2. . . . .br (mod m). Em particular, se a1 = a2 =

= . . . = ar = a e b1 = b2 = . . . = br = b, então a′ ≡ b′ (mod m).

(viii) Se a ≡ b (mod m), então an ≡ bn, para todo inteiro positivo n.

Demonstração 3.23.0.11. Se fizermos a ≡ b (mod m); a ≡ b (mod m);

a ≡ b (mod m), várias vezes, teremos a.a.a.a.. . . .a ≡ b.b.b.b. . . . .b que

resulta em an ≡ bn, sendo n o número de fatores (inteiro positivo).

(ix) Se a ≡ b (mod m) e 0 ≤ b < m, então b é o resto da divisão euclidiana

de a por m. Reciprocamente, se r é o resto da divisão de a por m, então

a ≡ r (mod m).

Demonstração 3.23.0.12. De fato, por hipótese, a− b = m.q para algum

inteiro q. Dáı, a = m.q + b (0 ≤ b < m). A conclusão decorre da unici-

dade do quociente e do resto no algoritmo euclidiano. A demonstração da

rećıproca é imediata.
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(x) a ≡ b (mod m) se, e somente se, a e b têm o mesmo resto na divisão

euclidiana por m.

Demonstração 3.23.0.13. (→) Por hipótese, a − b = m.q para algum

inteiro q. Portanto, a = b+m.q.

Considere q1 e r o quociente e o resto, respectivamente, da divisão

euclidiana de a por m. Logo, a = m.q1 + r, com 0 ≤ r < m. Das duas

últimas igualdades segue que b+m.q = m. q1 +r e então, b = m.(q1−q)+r,

com 0 ≤ r < m.

Portanto, r é o resto da divisão de b por m.

(←) Por hipótese, a e b têm o mesmo resto na divisão euclidiana

por m. Logo, a = m.q1 + r e b = m.q2 + r (0 ≤ b < m).

Subtraindo-se membro a membro essas igualdades, temos:

a− b = m.(q1 − q2), donde a ≡ b (mod m).

(xi) Se ca ≡ cb (mod m) e m.d.c (m, c) = d > 0, então a ≡ b
(
mod

m

d

)
.

Demonstração 3.23.0.14. Por hipótese, c.(a− b) = mk, para algum k ∈
Z. Dáı,

c

d
.(a− b) =

m

d
.k e m.d.c

( c
d
,
m

d

)
= 1. Logo,

m

d
/(a− b) e,

portanto, a ≡ b (mod
m

d
).

Exemplo 3.23.2. a) Mostre que 10200 − 1 é diviśıvel por 11.

Solução: Note que 10 ≡ −1 (mod 11), então, pela propriedade (vii),

10200 ≡ (−1)(200)(mod 11), isto é, 10200 ≡ 1 (mod 11). Dáı, pela de-

finição de congruência, temos que 10200 − 1 é diviśıvel por 11.

b) Mostrar que, qualquer que seja o inteiro ı́mpar a, o resto da divisão

de a2 por 8 é 1.

Solução: Os restos posśıveis da divisão de a por 8 são: 1, 3, 5 ou 7.

Se, por exemplo, o resto fosse 2, então a = 8q + 2 = 2.(4q + 1) seria

par, o que não é posśıvel.

Portanto, a ≡ 1, 3, 5 ou 7 (mod 8).
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Então, a2 ≡ 1, 9, 25 ou 49 (mod 8).

Mas, 9 ≡ 1 (mod 8), 25 ≡ 1 (mod 8) e 49 ≡ 1 (mod 8). Dáı, a2

≡ 1, 1, 1 ou 1 (mod 8). Ou seja, a2 ≡ 1 (mod 8) qualquer que seja

o inteiro ı́mpar a e, portanto, devido à propriedade (ix), o resto da

divisão de a2 por 8 é 1.

c) Determinar o resto da divisão de 560 por 26.

Solução: Escrevendo 560 = 26q + r, o problema consiste em deter-

minar o inteiro r tal que (0 ≤ r < 26) e tal que 560 ≡ r (mod 26).

Temos que 54 ≡ (−1)2 (mod 26), isto é, 54 ≡ 1 (mod 26). Por fim,

560 = (54)15, logo 560 ≡ (1)15 (mod 26), donde o resto da divisão de

560 por 26 é 1.

d) Determinar o algarismo das unidades de 3100.

Solução: Observe que, em geral, se an10n +an−110n−1 + . . .+ a110 +

a0, então a ≡ a0 (mod 10). Devemos então determinar um número x

tal que 0 ≤ x ≤ 9 e 3100 ≡ x (mod 10). Note que 32 ≡ −1 (mod 10),

logo, 34 ≡ 1 (mod 10) e, portanto, 3100 ≡ (34)25 ≡ 1 (mod 10) .

Proposição 3.23.0.3. Considere m um inteiro fixo e a, b e c inteiros

arbitrários. Se m.d.c (c,m) = 1, então ac ≡ bc (mod m) implica a ≡ b

(mod m).

Demonstração 3.23.0.15. Se ac ≡ bc (mod m), temos que m/(a− b).c .

Como m.d.c (c,m) = 1, de 3.15 (Teorema de Euclides) vem que m/(a− b),

donde a ≡ b (mod m).

3.24 Congruências Lineares

Definição 3.24.0.2. Uma congruência algébrica do tipo ax ≡ b (mod m),

em que a, b e m ∈ Z, a 6= 0, m > 0 e x sendo uma variável em Z, recebe o

nome de congruência linear.

Considere k uma solução de ax ≡ b (mod m), ou seja, k é um
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inteiro tal que ak ≡ b (mod m). Aplicando o algoritmo da divisão para k e

m:

k = mq + x0 (0 ≤ x0 < m). Assim, ak = amq + ax0. Como m ≡ 0

(mod m) e, portanto, amq ≡ 0 (mod m), então ax0 ≡ ak (mod m). Dáı,

ax0 ≡ b (mod m), o que mostra que x0 também é solução da congruência

considerada.

Convencionaremos que todos os x ∈ Z tais que x ≡ x0 (mod m)

constituem uma única solução de ax ≡ b (mod m).

Por exemplo, como 4 é solução de 2x ≡ 3 (mod 5), então todos os

elementos de {4+5t/t ∈ Z} = {4,−1, 9,−6, . . .} são apenas representações

da mesma solução.

Proposição 3.24.0.4. Uma congruência linear ax ≡ b (mod m), com

a 6= 0, admite soluções em Z se, e somente se, b é diviśıvel por d = m.d.c

(a,m). Neste caso, se x0 é uma solução particular, então o conjunto solução

tem d elementos, a saber:

x0, x0 +
(m
d

)
, x0 + 2 ·

(m
d

)
, . . . , x0 + (d− 1).

(m
d

)
.

Demonstração 3.24.0.16. Considere x0 uma solução de ax ≡ b (mod

m). Então, ax0 − my0 = b, para algum y0 ∈ Z. Logo, (x0, y0) é solução

de ax −my = b. Da mesma forma, se (x0, y0) é solução de ax −my = b,

então x0 é solução de ax ≡ b (mod m). Como a condição de existência de

soluções para ax −my = b é que b seja diviśıvel por d = m.d.c (a,m), o

mesmo vale para ax ≡ b (mod m).

Lembremos ainda que se (x0, y0) é solução de ax−my = b, então:

x = x0 +
(m
d

)
. t e y = y0 +

(a
d

)
. t,

com t ∈ Z, fornecem todas as soluções. Logo, a solução genérica de

ax ≡ b (mod m) é dada por

x = x0 +
(m
d

)
. t, t ∈ Z.

Aplicando o algoritmo da divisão para t e d, temos:

t = dq + r, com 0 ≤ r < d. Assim,

x = x0 +
(m
d

)
. t = x0 +

(m
d

)
. (dq + r) =

= x0 +
(m
d

)
. (r +mq) ≡ x0 +

(m
d

)
. r (mod m).
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Ou seja, x está entre as soluções apontadas no enunciado. Por outro

lado, supondo x0 +
(m
d

)
. t1 ≡ x0 + (md) . t2 (mod m), em que 0 ≤ t1 <

t2 < d. Então:
m

d
.t1 ≡

m

d
.t2 (mod m) e como m.d.c

(m
d
,m
)

=
m

d
, a

propriedade (xi) leva a concluir que t1 ≡ t2 (mod d) o que é imposśıvel.

Assim, as soluções do enunciado, sendo incongruentes módulo m,

são todas as soluções de ax ≡ b (mod m), conforme convenção.

Exemplo 3.24.0.8. Se em ax ≡ b (mod m) se tem m.d.c (a,m) = 1,

então essa congruência linear só admite uma solução. É o caso de 3x ≡ 1

(mod 5), cujo conjunto solução é {2}.

Exemplo 3.24.0.9. A congruência 6x≡15 (mod 21) admite 6 como soluçã-

o particular. Logo, o conjunto de suas soluções é, já que m.d.c (6, 21) = 3:{
6, 6 +

21

3
, 6 + 2.

(
21

3

)}
= {6, 13, 20}.

Nota:

Se a e m são inteiros relativamente primos, a congruência ax ≡ b (mod

m) tem sempre solução. Escrevendo 1 = ra + sm, temos que x = rb é

uma solução e é única módulo m (isto é, toda outra solução é congruente

módulo m a rb).

Exemplo 3.24.0.10. Consideremos a congruência −3x ≡ 18 (mod 15).

Calculamos m.d.c (−3, 15) = 3. Escrevendo 4(−3) + 1.15 = 3, vem que

r = 4, e podemos calcular b1 = 6. Uma solução particular será, então,

x0 = 24 e como
15

3
= 5, temos que

x0 = 24, x1 = 24 + 5 = 29, x2 = 24 + 10 = 34 são soluções da con-

gruência dada. Toda outra solução será congruente a uma dessas módulo

15.

Propriedade 3.24.1. A congruência mod m é uma relação de equivalência.

Demonstração 3.24.1. ( Propriedades ):

(i) ∀ a ∈ Z, temos a− a = 0.m. Logo, m/(a− a). Dáı, a ≡ a (mod m).
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(ii) Considere a, b ∈ Z tais que a ≡ b (mod m), ou seja, m/(a − b) que

equivale a m/(b− a). Dáı, b ≡ a (mod m).

(iii) Considere a, b e c ∈ Z tais que a ≡ b (mod m) e b ≡ c (mod m), isto

é, m/(a−b) e m/(b−c). Dáı, m/(a−b)+(b−c) = a−b+b−c = a−c,
isto é, a ≡ c (mod m).

3.25 Classe de Equivalência

Neste tópico adotaremos para m sempre valores maiores que 1 (m > 1).

Definição 3.25.0.3. Considere a e m dois inteiros, m > 1. Chama-se

classe de equivalência ou de congruência de a módulo m o conjunto formado

por todos os inteiros que são congruentes a a módulo m, denotado por:

a = {x ∈ Z/x ≡ a (mod m)}.
Ou ainda, temos que x ≡ a (mod m) se e somente se, x é da forma

x = a+ tm, para algum t ∈ Z.

Proposição 3.25.0.5. Considere a, b e m, com m > 1, inteiros. Então

a ≡ b (mod m) se, e somente se, a = b.

Demonstração 3.25.0.17. Suponha que a ≡ b (mod m); Queremos provar

que a = b, isto é, uma igualdade de conjuntos.

Dado x ∈ a, temos, por definição, que x ≡ a (mod m). Da pro-

posição 3.23.0.2, parte (iii) e da hipótese, segue-se que x ∈ b. Logo, a ⊂ c.

A inclusão de sentido contrário segue de forma análoga.

Reciprocamente, se a = b, como a ∈ a, temos também que a ∈ b,

logo, a ≡ b (mod m).

Corolário 3.25.1. Considere a, b e m inteiros, m > 1. Se a 6= b, então

a 6= b = ∅.

Demonstração 3.25.1. Se a ∩ b = ∅, consideremos um inteiro c que

pertença a ambas as classes. Como c ∈ a, temos que c ≡ a (mod m) e, de

forma análoga, c ≡ b (mod m). Portanto, a ≡ b (mod m) e da proposição

anterior, a = b.
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Observe que, por exemplo, para as classes módulo 6, temos que 0 =

6 = 12 = −6 = . . . = 4 = 10 = −2 = . . ..

Ou seja, dada uma classe a, para qualquer inteiro x tal que x ∈ a,

temos que x = a. Por causa disso, cada inteiro pertence a uma e somente

uma dada classe e este é um representante da mesma.

Observação 3.25.1. Denotaremos o Conjunto das Classes de congruências

módulo m pelo śımbolo Zm chamando-o de conjunto dos inteiros módulo

m.

Exemplo 3.25.0.11. Se m = 6, todas as classes posśıveis, módulo 6, são

as seguintes:

0 = {0, 6,−6, 12,−12, . . .}
1 = {1, 7,−5, 13,−11, . . .}
2 = {2, 8,−4, 14,−10, . . .}
3 = {3, 9,−3, 15,−9, . . .}
4 = {4, 10,−2, 16,−8, . . .}
5 = {5, 11,−1, 17,−7, . . .}

Assim, Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5}.
Note que, por exemplo, 0 = 6, 1 = 7, 2 = 14, 3 = −3, 4 = −2, 5 = −1

e também podemos escrever: Z6 = {6, 7, 14,−3,−2,−1}.

Proposição 3.25.0.6. Adição em Zm :

Em Zm valem as seguintes propriedades:

P1) Propriedade Associativa: Para toda terna a, b e c de inteiros módu-

lo m, tem-se que: a+ (b+ c) = (a+ b) + c.

P2) Existência do Neutro: Existe um único elemento em Zm que é

precisamente 0, a classe do elemento 0 tal que a + 0 = a para todo

a ∈ Zm.

P3) Existência do Oposto: Para cada inteiro módulo m, a, existe um

único elemento em Zm que chamaremos oposto de a e indicaremos por

−a, tal que a+( −a )= 0.
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P4) Propriedade Comutativa: Para todo par a, b de elementos de Zm,

tem-se que a+ b = b+ a.

Proposição 3.25.0.7. Multiplicação em Zm :

Em Zm valem as seguintes propriedades:

P5) Propriedade Associativa: Para toda terna a, b e c de inteiros módu-

lo m, tem-se que: a.(bc) = (ab).(c).

P6) Existência do Neutro: Existe um único elemento em Zm que é

precisamente 1, tal que a+ 1 = a.

P7) Propriedade Comutativa: Para todo par a, b de elementos de Zm,

tem-se que a.b = b.a.

Observação 3.25.1. As demonstrações referentes às propriedades P.1 a

P.7 podem ser encontradas na referência bibliográfica [6].

Exemplo 3.25.0.12. Qual a classe de 3 ∈ Z na relação congruência

módulo 4 em Z?

Solução: 3 = {x ∈ Z/x ≡ 3 (mod 4)}. Dáı:

3 = {x ∈ Z/4/(x− 3)} = {x ∈ Z/x− 3 = 4k, k ∈ Z} e, portanto,

3 = {x ∈ Z/x = 4k + 3, k ∈ Z}.

Atribuindo valores para k na expressão x = 4k + 3, k ∈ Z, obtemos

o conjunto das classes que são soluções da equação de congruência x ≡ 3

(mod 4) dada.

Portanto, 3 = {3, 7,−1, 11,−5, . . .}

Observação 3.25.2. O conjunto quociente de A pela relação ∼ (equi-

valência) em A é dado por:

A = A/∼ = A/≡m = Z/mZ = {a/a ∈ A}.

Exemplo 3.25.0.13. Determine Z = Z/≡4 = Z/4Z = {0, 1, 2, 3} =

{4, 5, 6, 7} = . . .
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Observação 3.25.3. Para um número muito grande, a (s) classe (s) a que

ele pertence será (ão) o resto da divisão dos seus dois primeiros ou dois

últimos algarismos por 4.

Exemplo 3.25.0.14. Qual a classe de 1725 ?

Pelo enunciado da observação anterior, temos que o resto é igual a

1 em ambas as divisões a seguir:

Portanto, 1725 = 1.
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Caṕıtulo 4

NÚMEROS PSEUDOPRIMOS

Vimos, no caṕıtulo anterior, a importância que os números primos

têm para o desenvolvimento da teoria dos números, sendo objetos de estu-

dos ininterruptos de numerosos matemáticos desde muito tempo. Questões

naturais e fundamentais que se podem ou que se devem propor sobre estes

números vêm à tona, tais como, dentre outras:

1) Quantos números primos existem ?

2) Como reconhecer que um dado número é primo ?

3) Existem fórmulas ou algoritmos que geram números primos ?

Faremos uma śıntese dessas questões, mostrando que as mesmas são

válidas, também, para o estudo dos números pseudoprimos abordados neste

caṕıtulo.

Teorema 4.0.1. O conjunto dos números primos é infinito.

Demonstração 4.0.2. ( Demonstração de Euclides ): Suponha que

a sucessão p1 = 2, p2 = 3, . . . , pr dos números primos seja finita. Façamos

q = p1. p2. . . . . pr + 1 e considere p um número primo que divide q.

Se p é um dos números p1, p2, . . . , pr, então q divide a diferença

q − p1.p2. . . . .pr.

Isto é um absurdo, pois q − p1 . . . pn = 1. Portanto, p é um número

primo que não pertence à sucessão e, por consequência, p1, p2, . . . , pr não

podem formar o conjunto de todos os números primos.

Definição 4.0.1. Para todo número primo p, o produto de todos os números

primos q inferiores ou iguais a p, denotado por p], é denominado primo-

rial de p.
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Notas:

a) O maior número primo conhecido da forma p]+ 1 é 392113]+ 1, com

169966 algarismos, descoberto por D. HEUER et al. em 2001.

b) 15877]−1 é o maior número primo conhecido da forma p]−1, possui

6845 algarismos e estava inclúıdo na lista de CALDWELL e GALLOT

de 2002.

c) Não existem funções ou algoritmos que geram todos os números pri-

mos. No entanto, existem processos simples e aplicáveis que indicarão

se um número inteiro positivo N é primo ou composto, como por exem-

plo, o Lema e O Crivo de Eratóstenes a seguir.

Lema 4.0.1. Se um número inteiro positivo k > 1 não é diviśıvel por

nenhum primo p tal que p2 ≤ k, então ele é primo. Isto é, dado o número

natural k, tenta-se dividi-lo, sucessivamente, pelos números n = 2, 3, . . . ,

até [
√
k] ( o maior inteiro inferior a

√
k ). Se nenhum desses números

divide k, então k é primo.

Demonstração 4.0.3. Ver referência [9]

Exemplo 4.0.1. O número 1009 é primo?

Note que 312 = 961 e 322 = 1024

Dáı, 312 ≤ 1009 ≤ 322 e 1009 não é diviśıvel por nenhum dos primos

menores ou iguais a 31 (2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 23, 29 e 31). Portanto, o

número 1009 é primo.

4.1 O Crivo de Eratóstenes

Crivo significa “ peneira,”e o matemático grego Eratóstenes teve a ideia de

organizar os cálculos de primos por meio de uma “ peneira ”de números,

sendo posśıvel determinar todos os números primos até um certo número,

assim como os fatores primos dos números compostos inferiores a um

número N dado arbitrariamente.

Assim, escrevem-se todos os inteiros até N , exceto o número 1
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que não é primo. Riscam-se todos os múltiplos de 2, superiores a 2 e em

cada nova etapa, são riscados todos os múltiplos de menor inteiro p ainda

não riscado e que são maiores do que p. Basta chegar-se ao número p tal

que p2 já ultrapasse N . Ou seja, quando aplicamos o Crivo ou quando exa-

minamos se um determinado número é primo, basta verificar até o maior

número que, elevado ao quadrado, não ultrapasse o número examinado.

Vamos ilustrar o processo tomando como exemplo o número N = 50.

Primeiramente, escrevem-se todos os números inteiros até 50.

Começamos por riscar de 2 em 2, tirando os múltiplos de 2 ( mas

não riscamos o 2 - ele é primo):

Retiramos os números que passaram no crivo do 2. O próximo primo

é o 3. Riscamos de 3 em 3, tirando os múltiplos de 3 ( mas não riscamos

o 3 - ele é primo ):

Retiramos os números que passaram no crivo do 3. O próximo primo

é o 5. Riscamos de 5 em 5, tirando os múltiplos de 5 ( mas não riscamos

o 5 - ele é primo ):
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Retiramos os números que passaram no crivo do 5. O próximo primo

é o 7. Riscamos de 7 em 7, tirando os múltiplos de 7 ( mas não riscamos

o 7 - ele é primo ):

Retiramos o 49, que não passou no crivo do 7.

Paramos aqui. O próximo primo seria o 11, mas qualquer número

(até 50) dividido por 11 vai nos dar um quociente menor do que 11, pois

11× 11 é maior do que 50.

No nosso caso, 7 × 7 = 49, e 7 é o maior número que elevado ao

quadrado ainda é menor que 50.

Sobraram, então, na nossa “ peneira ”apenas os números primos

até 50, a saber:

P50 = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47}.

Observação 4.1.1. O Crivo de Eratóstenes funciona bem para números

pequenos. Entretanto, para números muito grandes, será viável encontrar

um outro método para verificar a primaridade de um número. Por exemplo:

o número 34020977 é primo ou composto ?

SOUSA, Clesio Santos de
PELAES, Jáderson Quaresma
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Ele é composto, mas sua composição é 34020977 = 5077 × 6701.

Imagine o tamanho do crivo que você teria que usar.

4.2 Teoremas sobre primaridade

Os Teoremas a seguir nos fornecem importantes ferramentas que também

nos permitem testar a primaridade de um número arbitrário qualquer.

Teorema 4.2.1. ( O Pequeno Teorema de Fermat ): Considere p

um primo e a um inteiro tal que p - a. Então, ap−1 ≡ 1 (mod p).

Demonstração 4.2.1. Considere os p − 1 primeiros múltiplos positivos

de a, isto é, os inteiros a, 2a, 3a, . . . , (p − 1)a. Nenhum desses inteiros é

congruente a 0 (mod p), além disso, dois quaisquer deles são incongruentes

(mod p), pois, se fossem:

ra ≡ sa (mod p),

com 1 ≤ r < s ≤ p− 1.

Então, o fator comum a poderá ser cancelado, pois m.d.c (a, p) = 1, e

teremos:

r ≡ s (mod p),

o que é imposśıvel, visto que 0 < s− r < p.

Assim, cada um dos inteiros a, 2a, 3a, . . . , (p− 1)a é congruente (mod p) a

um único dos inteiros 1, 2, 3, . . . , p−1, considerados numa certa ordem e por

conseguinte multiplicando ordenadamente todas essas p − 1 congruências

por a, teremos:

a · 2a · 3a . . . (p− 1)a ≡ 1 · 2 · 3 . . . (p− 1)(mod p).

Ou seja:

ap−1(p− 1)! ≡ (p− 1)!(mod p).

Como p é primo e p não divide (p − 1)! podemos cancelar o fator comum

(p− 1)!, o que resulta na congruência de Fermat:

ap−1 ≡ 1 (mod p),

como queŕıamos demonstrar.
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Exemplo 4.2.1. Considere a ∈ N tal que:

(a, 3) = (a, 11) = (a, 17) = 1.

Observe que esta condição é equivalente a (a, 561) = 1, pois

3× 11× 17 = 561.

Logo,

(a280, 3) = (a56, 11) = (a35, 17) = 1

e, portanto, pelo Pequeno Teorema de Fermat,

3 divide (a280)3−1 − 1 = a560 − 1,

11 divide (a56)11−1 − 1 = a560 − 1, e

17 divide (a35)17−1 − 1 = a560 − 1.

Segue-se dáı que 561 divide a561−1−1, para todo a tal que (a, 561) =

1, sem que 561 seja primo. Este é um exemplo em que o rećıproco do

Teorema de Fermat não se verifica.

Corolário 4.2.1. Considere p um primo e a um inteiro qualquer. Então:

ap ≡ a (mod p).

Demonstração 4.2.2. Do Pequeno Teorema de Fermat temos,

ap−1 ≡ 1 (mod p)

Como (a, p) = 1, então

a.ap−1 ≡ a.1 (mod p)

e portanto,

ap ≡ a (mod p).

Exemplo 4.2.2. Provar que o algarismo das unidades de a e de a5 é o

mesmo (quando escritos em base 10) para um inteiro a qualquer.
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Solução:

Sejam

a ≡ r (mod 10)

a5 ≡ s (mod 10)

Para concluir a igualdade basta mostrarmos que a5 ≡ a (mod 10).

Do Corolário acima, que também é um Teorema de Fermat, temos

que a5 ≡ a (mod 5), logo, 5/(a5 − a). Por outro lado, 2/(a5 − a), pois a e

a5 são ambos pares ou ambos ı́mpares.

Como m.d.c (2, 5) = 1, temos que 10/(a5 − a), como queŕıamos

demonstrar.

Definição 4.2.1. Seja p um número primo positivo e a um inteiro não-

diviśıvel por p. Diz-se que a é um resto quadrático de p se existe um

b ∈ Zp = {0, 1, 2, . . . , p− 1} de forma que b2 ≡ a (mod p). Denotamos aRp

para indicar que a é resto quadrático de p e denotamos aNp se a não é

resto quadrático de p.

Exemplos:

a) 4 é um resto quadrático de 5, pois 32 ≡ 4 (mod 5).

b) Como 02 ≡ 0, 12 ≡ 1, 22 ≡ 4, 32 ≡ 4 e 42 ≡ 1 (mod 5), então 2 e 3, por

exemplo, não são restos quadráticos de 5.

Teorema 4.2.2. ( O Teorema de Wilson ): Se p é um número primo,

então:

(p− 1)! ≡ −1 (mod p).

Demonstração 4.2.3. Para p = 2 ou p = 3, o teorema verifica-se trivial-

mente. Suponhamos então que p é um número primo, maior ou igual a 5.

Tem-se que

(p− 1)! = 2.3. . . . .(p− 2).(p− 1).

Como (p− 1)! ≡ −1 (mod p), resta mostrar que

(p− 2)! = 2.3. . . . .(p− 2).(p− 2) ≡ −1 (mod p).
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O produto no primeiro membro tem um número par de fatores. Vamos ver

que esses fatores podem ser emparelhados de modo que o produto dos dois

números em cada par seja congruente com 1 módulo p.

Seja a ∈ {2, 3, . . . , p− 2}. Então (a, p) = 1, pelo que existe x tal que

ax ≡ 1 (mod p), e podemos tomar x ∈ {2, 3, . . . , p− 1}.
Afirmamos que x não pode ser p− 1, pois se fosse teŕıamos que

a(p− 1) ≡ 1 (mod p),

logo

ap − ap ≡ 1 (mod p) ⇒ −ap ≡ 1 (mod p) ⇒ −a ≡ 1 (mod p)

⇒ a ≡ −1 (mod p) o qual é absurdo, pois a ∈ {2, 3, . . . , p− 2}.
Afirmamos também que não pode ser x = a, pois nesse caso ter-se-ia

que a2 ≡ 1 (mod p) e portanto a ≡ 1 (mod p) ou a ≡ p− 1 (mod p).

Conclúımos que para cada a ∈ {2, 3, . . . , p − 2}, existe x 6= a no

mesmo conjunto tal que ax ≡ 1 (mod p). Este elemento é único, pois se

ay ≡ (mod p) com y ∈ {2, 3, , . . . , p− 2} então ay ≡ ax (mod p) e portanto

y = x.

Exemplo 4.2.3. Se p = 7, como 32 ≡ 2 (mod 7), então 2 é resto quadrático

de 7. Também (7− 3)2 = 42 ≡ 2 (mod 7).

Observando os fatores de (7− 1)! = 6! = 1.2.3.4.5.6, diferentes de 3

e 4, vemos que a solução de 2x ≡ 2 (mod 7) em Z7 é 1, e a de 5x ≡ 2 (mod

7) é 6. Logo, a maneira de agrupar os fatores de 6! segundo o teorema é:

6! = (1.2).(3.4).(5.6) ≡ 2.(−2).2 ≡ −1 (mod 7).

Euler generalizou o pequeno teorema de Fermat, introduzindo a fun-

ção totiente, comumente chamada função de Euler.

Definição 4.2.2. ( A Função de Euler ):

Para todo n ≥ 1, definimos a Função de Euler ϕ(n) como o número

de inteiros a, 1 ≤ a < n, tais que m.d.c (a, n) = 1.

Observações:
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a) Se n = p, é primo, tem-se

ϕ(p) = p− 1

e também

ϕ(pk) = pk−1(p− 1) = pk
(

1− 1

p

)
.

b) Além mais, se m, n ≥ 1 e m.d.c (m,n) = 1, então

ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n),

isto é, ϕ é uma função multiplicativa. Dáı, para todo inteiro n =∏
p p

k( sendo o produto estendido aos números primos p que dividem

n, com k ≥ 1):

ϕ(n) =
∏
p

pk−1(p− 1) = n
∏
p

(
1− 1

p

)
.

Teorema 4.2.3. ( Teorema de Euler ): Se m.d.c (a, n) = 1, então

aϕ(n) ≡ 1 (mod n).

Demonstração 4.2.4. Considere r = ϕ(n) e b1, b2, . . . , br inteiros, dois a

dois, não côngruos módulo n, tais que m.d.c (bi, n) = 1, para i = 1, . . . , r.

Então ab1, ab2, . . . , abr são ainda, dois a dois, não côngruos módulo

n e m.d.c (abi, n) = 1, para i = 1, 2, . . . , r. Dáı, os conjuntos {b1 mod n

,. . . , br mod n} e {ab1 mod n ,. . ., abr mod n} são iguais. Então:

ar
r∏

i=1

bi ≡
r∏

i=1

abi ≡
r∏

i=1

bi (mod n)

e dáı,

(ar − 1)
r∏

i=1

bi ≡ 0 (mod n),

donde resulta que ar ≡ 1 (mod n).

Corolário 4.2.2. Um sistema de congruências

SOUSA, Clesio Santos de
PELAES, Jáderson Quaresma
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x ≡ a1 (mod m1)
x ≡ a2 (mod m2)

...
x ≡ ar (mod mr)

admite soluções se, e somente se, ai − aj é diviśıvel por dij = m.d.c

(mi,mj), para qualquer par de ı́ndices i, j (i 6= j). Neste caso, se x0 é

uma solução particular, então a solução geral do sistema é dada por:

x ≡ x0 (mod m),

em que m = m.m.c (m1,m2, . . . ,mr).

Exemplo 4.2.4. Consideremos o sistema
x ≡ 2 (mod 5)
x ≡ 3 (mod 4)
x ≡ 9 (mod 6)

Note que ele satisfaz as condições do corolário, e que, portanto,

admite soluções. Uma delas é o número 27. Como m.m.c (5, 4, 6) = m.m.c

(m.m.c (5, 4), 6) = m.m.c (20, 6) = 60, então x ≡ 27 (mod 60) é a solução

geral.

Teorema 4.2.4. ( O Teorema Chinês do Resto ):

Considere m1,m2, . . . ,mr números inteiros maiores que zero e tais

que m.d.c (mi,mj) = 1, ∀ i 6= j.

Façamos m1.m2. . . . .mr e considere b1, b2, . . . , br, respectivamente,

soluções das congruências lineares

m

mj
Y ≡ 1 (modmj), j = 1, 2, . . . , r.

Então, o sistema 
x ≡ a1 (mod m1)
x ≡ a2 (mod m2)

...
x ≡ ar (mod mr)
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é posśıvel (admite soluções) para quaisquer a1, a2, . . . , ar ∈ Z e sua soluçã-

o geral é dada por

x ≡ a1b1
m

m1
+ . . .+ arbr

m

mr
(mod m).

Demonstração 4.2.5. Ver referência: [1]

Exemplo 4.2.0.15. Resolva o sistema segundo o Teorema Chinês do Resto:


x ≡ 1 (mod 2)
x ≡ 2 (mod 3)
x ≡ 3 (mod 5)

Neste caso, m = 30 e as congruências a resolver são: 15y ≡ 1 (mod

2), 10y ≡ 1 (mod 3) e 6y ≡ 1 (mod 5), das quais b1 = b2 = b3 = 1, são

soluções particulares.

Assim, a solução geral do sistema é dada por: x ≡ 1.1.15 + 2.1.10 +

+3.1.6 ≡ 23 (mod 30).

Definição 4.2.3. ( Números de Fermat ): São números da forma

Fn = 22n + 1.

Notas:

a) Em 1640, Fermat escreveu em uma de suas cartas que achava que esses

números eram todos primos, baseado na observação de que F0 = 3,

F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257 e F4 = 65537 são primos.

b) Euler, por sua vez, em 1732, mostrou que

F5 = 225 + 1 = 4294967297 = 641× 6700417

e portanto, é composto.

c) Os números de Fermat primos são chamados primos de Fermat e

conjecturou-se que estes são em número finito.

SOUSA, Clesio Santos de
PELAES, Jáderson Quaresma
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d) O maior número composto de Fermat conhecido é F2478782, tem 746190

algarismos e foi descoberto em 10.10.2003 por J.B. Cosgrave.

Definição 4.2.4. ( Números de Mersenne ): São da forma

Mp = 2p − 1, sendo p um número primo.

Notas:

a) No intervalo 2 ≤ p ≤ 5000, os números de Mersenne que são primos,

chamados de primos de Mersenne, correspondem aos seguintes valores

de p:

2, 3, 5, 7, 13, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217,

4253 e 4423.

b) O maior número de Mersenne composto conhecido é Mp, sendo p =

183027× 2265440 − 1, descoberto em 2010 por T. Wu e J. Penné.

c) Já o maior número primo de Mersenne conhecido é Mp, sendo p =

43112609, tem 12978189 algarismos e foi descoberto em 2008 por E.

Smith, dentre outros.

Iniciaremos a seguir o estudo dos números compostos que possuem

alguma propriedade esperada de ser encontrada somente em números pri-

mos:

Os Números Pseudoprimos ou “ falsos-primos ” como estes também

são conhecidos.

4.3 Noções históricas: Números Pseudoprimos na base

2 (psp)

Aos chineses antigos é atribúıda a afirmação que, se um número

natural n satisfaz a congruência 2n ≡ 2 (mod n), então n é necessariamente

primo.

Inúmeras lendas e especulações surgem em torno do assunto e a

chamada “congruência chinesa”perpetuou-se durante anos entre numerosos
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matemáticos ocidentais, até ser contrariada por J. NEEDHAM que afirma

que ela resulta de uma tradução incorreta de uma passagem do célebre

livro Os Nove Caṕıtulos da Arte Matemática. A questão da existência de

solução que seja um número composto ficou em aberto até 1819 quando

SARRUS mostrou que 2341 ≡ 2 (mod 341), sendo 341 composto, pois 341 =

11× 31. Logo, uma rećıproca simples do Pequeno Teorema de Fermat não

é verdadeira.

Definição 4.3.1. Um número composto n que satisfaz a congruência 2n−1 ≡
1 (mod n), é chamado pseudoprimo ou também número de POULET

por ser objeto de sua atenção.

Observação 4.3.1. Todo número pseudoprimo é ı́mpar e satisfaz também

a congruência 2n ≡ 2 (mod n). Reciprocamente, todo número composto

ı́mpar que satisfaz essa congruência é pseudoprimo.

Observação 4.3.2. Se 2n−1 ≡ 1 (mod n), então, necessariamente, n é

composto.

Não diferente dos números primos, as perguntas ou questões que surgem

naturalmente acerca dos pseudoprimos são as mesmas:

1) Quantos números pseudoprimos existem?

2) Como saber se um número dado é pseudoprimo?

3) Existem fórmulas ou algoritmos que geram números pseudoprimos?

Ou ainda, como estes se distribuem entre os números inteiros?

Notas:

a) Malo, em 1903, mostrou que se n é pseudoprimo, e se n
′
= 2n−1, então

n
′

é também pseudoprimo. Logo, existem uma infinidade de números

pseudoprimos assim como vários processos para gerar sequências infi-

nitas dos mesmos.
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b) Observe que n
′

é composto, pois, se n = ab, com 1 < a, b < n, então

n
′

= 2n−1 = (2a − 1)(2a
(b−1)

+ 2a
(b−2)

+ . . . +2a + 1). Supondo que n

divida 2n−1 − 1, então n divide 2n − 2 = n
′ − 1, e então n

′
= 2n−1

divide 2n
′−1 − 1.

c) Existem números composto pares n tais que 2n ≡ 2 (mod n), os chama-

dos pseudoprimos pares. O menor deles é n = 2×73×1103 = 161038,

descoberto por LEHMER em 1950.

d) Um número pseudoprimo pode ter fatores quadrados.

Exemplo: 1194649 = 10932, 12327121 = 35112 e 3914864773 = 29×
113× 10932.

4.4 Números Pseudoprimos na base a (psp(a))

Definição 4.4.1. Um número composto n que satisfaz a congruência

an−1 ≡ 1 (mod n), com a > 2

é chamado pseudoprimo na base a e denotado psp(a), ou a-pseudoprimo.

Notas:

a) Se n é primo e 1 < a < n, então a congruência acima é satisfeita.

Assim, se, por exemplo, 2n−1 ≡ 1 (mod n), mas 3n−1 6≡ 1 (mod n),

então n não é primo.

b) Se p ≥ 2 é um número primo que não divide a, então existe uma

infinidade de a-pseudoprimos que são múltiplos de p.

c) Pode ocorrer que um número seja pseudoprimo para várias bases, como

o 561, por exemplo, para as bases 2, 5 e 7.

d) Considere n um composto qualquer e Bpsp(n) o número de bases a,

1 < a < n, com m.d.c (a, n) = 1, tais que n seja um a-pseudoprimo.

Então,

Bpsp(n) =

∏
p/n

m.d.c (n− 1, p− 1)

− 1.
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e) Dáı decorre que, se n é um primo composto ı́mpar, que não é potência

de 3, então existem pelo menos duas bases a, 1 < a < n, m.d.c (a, n) =

1, tais que n seja um a-pseudoprimo.

A seguinte tabela mostra os menores pseudoprimos para várias bases:

Figura 4.1 Menores números pseudoprimos para várias bases

4.5 Números Pseudoprimos de Euler na base a (epsp(a))

Conhecemos que, se n é um inteiro tal que exista a, 1 < a < n, para o qual

an−1 6≡ 1 (mod n), então n é necessariamente composto.

Se a ≥ 2 e se p é número primo que não divide a, então:(
a

p

)
≡ a(p−1)/2 (mod p). Dáı se origina a noção de número pseudoprimo

de Euler na base a (epsp(a)).

Definição 4.5.1. Um número composto ı́mpar n tal que m.d.c (a, n) =

1 que satisfaz a congruência
(a
n

)
≡ a(n−1)/2 (mod n) chama-se número

pseudoprimo de Euler na base a.

Notas:

a) Todo epsp(a) é um a-pseudoprimo e existe uma infinidade destes tam-

bém.
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b) Considere n um inteiro composto ı́mpar. Designa-se com Bpsp(n) o

número de bases a, 1 < a < n, com m.d.c (a, n) = 1, tais que n seja

um a-pseudoprimo. Então,

Bepsp(n) = δ(n)
∏
p/n

m.d.c

(
n− 1

2
, p− 1

)
− 1,

sendo

δ(n)



2, se v2(n)− 1 = minp/n {v2(p− 1)}

1

2
, se existir um primo p dividindo n tal que vp(n)

seja ı́mpar e v2(p− 1) < v2(n− 1)

1, nos demais casos.

e para todo inteiro m e todo primo p, vp(m) é o expoente de p na

fatoração de m, também denominado valor p-ádico de m.

4.6 Números Pseudoprimos Fortes na base a (spsp(a))

Definição 4.6.1. Considere n um número inteiro composto ı́mpar e n−1 =

2s d, com d ı́mpar e s ≥ 1. Considere ainda a tal que 1 < a < n, com m.d.c

(a, n) = 1.

Quando ad ≡ 1 (mod n) ou quando a2rd ≡ −1 (mod n) para um

inteiro r, com 1 ≤ r < n, dizemos que m é um pseudoprimo forte na base

a.

Notas:

a) Se n é primo ı́mpar, então satisfaz a condição acima para todo a tal

que 1 < a < n e m.d.c (a, n) = 1.

b) Se n > 4 é composto, existem, no máximo, 3(n− 1)/4 inteiros a, 1 <

a < n, para os quais n não é um spsp (a). Então, o número de bases

a, 1 < a < n, com m.d.c (a, n) = 1 para as quais um número composto

ı́mpar é spsp (a), é no máximo igual a (n− 1)/4.
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c) Uma expressão dada por MONIER em 1980 para o número Bspsp(n)

de bases a, 1 < a < n, com m.d.c (a, n) = 1:

Bspsp(a) =

(
1 +

2w(n)v(n) − 1

2w(n) − 1

)∏
p/n

m.d.c (n∗, p∗)

− 1,

Onde:

w(n) = número de fatores primos distintos de n,

v(n) = minp/n {v2(p− 1)},

vp(m) = valor p-ádico do inteiro m ≥ 1,

m∗ = maior divisor ı́mpar de p− 1.

d) POMERANCE, SELFRIDGE, WAGSTAFF (1980) e por último, JA-

ESCHKE (1993) deram os seguintes valores para tk, que é o menor

inteiro que é simultaneamente pseudoprimo forte nas bases p1 = 2,

p2 = 3, p3 = 5,. . .,pk:

t1 = 2047 = 23× 89

t2 = 1373653 = 829× 1657

t3 = 25326001 = 2251× 11251

t4 = 3215031751 = 151× 751× 28351

t5 = 2152302898747 = 6763× 10627× 29947

t6 = 3474749660383 = 1303× 16927× 157543

t7 = t8 = 341550071728321 = 10670053× 32010157

4.7 Os Números de Carmichael

Em uma pequena nota, KORSELET considerou em 1899, um tipo

mais raro de números que também foram estudados por Carmichael em

1912, sendo por isso chamados números de Carmichael.
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Definição 4.7.1. ( Números de Carmichael ): São os números com-

postos n tais que an−1 ≡ 1 (mod n) para todo a, 1 < a < n, com a e n

primos.

Notas:

a) Assim, se n = p1p2 . . . pr ( produto de r primos distintos ), então n é

número de Carmichael se, e somente se, pi − 1 divide n/pi − 1, para

cada i = 1, 2, . . . , r. Então, se n é um número de Carmichael, tem-se

também an ≡ a (mod n), ∀ a ≥ 1 ∈ Z.

b) O menor número de Carmichael é 561 = 3× 11× 17.

c) Em 1939, CHERNICK indicou o seguinte método para formar números

de Carmichael:

Considere m ≥ 1 e M3(m) = (6m + 1)(12m + 1)(18m + 1). Se m é

tal que os três fatores acima são primos, então M3 (m) é número de

Carmichael. Esse método fornece números de Carmichael tendo três

fatores primos. Ignora-se se existe uma infinidade de inteiros m tendo

a propriedade considerada.

d) WAGSTAFF e YORINAGA utilizaram o seguinte método para obter

grandes números de Carmichael, bem como números de Carmichael

tendo muitos fatores primos:

Considere m ≥ 1, k ≥ 4 e

Mk(m) = (6m+ 1)(12m+ 1)
k−2∏
i=1

(9× 2im+ 1).

Se m é tal que todos os fatores acima são primos e se também 2k−4

divide m, então Mk(m) é um número de Carmichael, tendo k fatores

primos. O método, entretanto, não se pode garantir que, para um dado

número k, exista um número m verificando as condições indicadas.

Portanto, esse método ou variantes permitiram construir números de

Carmichael com muitos algarismos ou muitos fatores primos.
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e) Conjectura: Existe uma infinidade de números de Carmichael (con-

firmada em 1992 por W.R. ALFORD, GRANVILLE e POMERANCE).

f) Não se sabe ainda, se existe k ≥ 3 tal que exista uma infinidade de

números de Carmichael.

g) O maior número de Carmichael conhecido foi constrúıdo por W.R.

ALFORD e J. GRANTHAM em 1998. Possui 20163700 algarismos

e 1371497 fatores primos e a seguinte propriedade suplementar: para

todo k, 62 ≤ k ≤ 1371435, ele é diviśıvel por um número de Carmi-

chael que é produto de exatamente k fatores primos.

4.8 Números Pseudoprimos de Lucas (lpsp ( P,Q ))

Definição 4.8.1. Considere P e Q inteiros não-nulos e D = P 2−4Q 6= 0.

Se n é um número composto ı́mpar e se a congruência Un−(D/n) ≡ 0 (mod

n), com m.d.c (n,D) = 1 é satisfeita, então n é, por definição, um número

pseudoprimo de Lucas, de parâmetros (P,Q). Utilizaremos a notação lpsp

(P,Q) para indicá-los.

Notas:

a) Pode, de fato, acontecer que um inteiro ı́mpar n seja um pseudoprimo

de Lucas relativamente a vários pares de parâmetros (P,Q). Considere

D ≡ 0 ou 1 (mod 4) e Blpsp (n,D) o número de inteiros P , 1 ≤ P ≤ n,

para os quais exista Q tal que P 2 − 4Q ≡ D (mod n) tal que n seja

um lpsp (P,Q), sendo

Blpsp(n,D) =
∏
p/n

{
m.d.c

(
n−

(
D

n

)
, p−

(
D

p

))
− 1

}
.

b) Em particular, se n é ı́mpar e composto, existe D e, pelo menos, três

pares (P,Q) de inteiros, com valores distintos de P módulo n, tais que

P 2 − 4Q = D, e tais que n seja um lpsp (P,Q).

c) (Un)n≥0 e (Vn)n≥0 são denominadas sucessões de números de Lucas
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de parâmetros (P,Q). Verifica-se que ( ver referência: [9] ), podemos

encontrá-las detalhadamente bem como as seguintes propriedades que

as norteiam, dentre outras:

• Se m.d.c (n,D) = 1, então Un−(D/n) ≡ 0 (mod n);

• Un ≡ (D/n) (mod n);

• Vn ≡ P (mod n);

• Se m.d.c (n,D) = 1, então Vn−(D/n) ≡ 2Q(1−(D/n))/2 (mod n).

4.9 Pseudoprimos de Euler-Lucas (elpsp ( P,Q )) e

Pseudoprimos Fortes de Lucas (slpsp (P,Q))

Dados P e Q, considere D = P 2 − 4Q o discriminante associado cujas ra-

ı́zes são:

α, β

}
=

P ±
√
D

2

Então 
α + β = P

α× β = Q

α− β =
√
D

Considere n um primo ı́mpar. Se m.d.c (n,QD) = 1, temos que:

i) {
U(n−(D/n))/2 ≡ 0 (mod n), quando (Q/n) = 1,
V(n−(D/n))/2 ≡ D (mod n), quando (Q/n) = −1.

Isso leva à seguinte definição: Um número composto n tal que m.d.c

(n,QD) = 1 e satisfazendo a condição acima é chamado pseudoprimo

de Euler - Lucas de parâmetros (P,Q) cuja notação utilizada para

representá-lo é elpsp (P,Q).

Agora, considere n um inteiro ı́mpar composto, com m.d.c (n,D) = 1

e n− (D/n) = 2sd, com d ı́mpar e s ≥ 0. Se:
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ii) {
Ud ≡ 0 (mod n), ou
V r

2 d ≡ 0 (mod n), para um inteiro r, 0 ≤ r < s.

então n é chamado de um pseudoprimo forte de Lucas de parâmetros (P,Q)

cuja notação utilizada para representá-lo é slpsp (P,Q). Neste caso, temos

necessariamente m.d.c (n,Q) = 1.

Observação 4.9.1. Se m.d.c (n,Q) = 1, se n é um lpsp (P,Q), Un ≡
(D/n) (mod n) e se, além de tudo, n é um elpsp (P,Q), então n é também

um slpsp (P,Q).

Demonstração 4.9.1. Ver referência [9]

4.10 Números de Carmichael - Lucas

Definição 4.10.1. Considere D ≡ 0 ou 1 (mod 4). O inteiro n é de-

nominado um número de Carmichael - Lucas ( associado a D) se m.d.c

(n,D) = 1 e se, para todos os inteiros relativamente primos P e Q, tais

que P 2 − 4Q = D e m.d.c (n,Q) = 1, o número for um lpsp (P,Q).

A priori, não se tem certeza da existência desses números. Se n

é um número de Carmichael - Lucas, associado a D = 1, então n é um

número de Carmichael.

WILLIAMS, o primeiro a mostrar números desse tipo, mostrou em

1977 o seguinte resultado:

Se n é um número de Carmichael - Lucas ( associado a D), então

n é o produto de k ≥ 2 primos distintos pi tais que pi − (D/pi) divide

n− (D/n).

Exemplo 4.10.1. O número 323 = 17 × 19 é número de Carmichael -

Lucas associado a D = 5, o qual não pode ser número de Carmichael por

ser produto de apenas dois fatores primos distintos.

Podemos gerar números de Carmichael - Lucas adaptando o méto-

do de CHERNICK. Por exemplo, 1649339 = 67× 103× 239 é um número

dessa espécie, associado a D = 8.

SOUSA, Clesio Santos de
PELAES, Jáderson Quaresma
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CONSIDERAÇÕES FINAIS

Constatamos com este trabalho a importância que os números pseu-

doprimos têm para o desenvolvimento da matemática ao longo dos tempos

e que perguntas naturais surgem quando os tópicos, propriedades e demais

temas ligados aos mesmos são abordados. Tais perguntas giram em torno do

universo dos números primos de forma análoga, pois, assim como para estes

números, mostramos que existe uma infinidade de números pseudoprimos

e que não existe um mecanismo eficaz para obtê-los completamente; mas,

existem processos que geram alguns destes e que fazem parte dos inúmeros

processos para reconhecê-los como pseudoprimos e verificar como se distri-

buem entre os números inteiros.

Agradecemos ao autor e professor Paulo Ribenboim, dentre outros,

por nos fornecer um livro repleto de curiosidades e recordes obtidos e a

obter dentro da vasta teoria dos números primos, mostrando o valor dos

trabalhos desenvolvidos pelos incansáveis matemáticos no mundo todo, sem-

pre atráıdos pelo fasćınio desses números e pelos mistérios que os cercam

desde a antiguidade.
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em Matemática ) - Universidade Federal do Amapá. 2012.
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