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A essencia da Matematica
reside na sua liberdade ! ”

(Georg Cantor)



“ E tudo quanto pedirdes em
oracao, crendo, recebereis ! ”

(Mateus 21:22)



RESUMO

Este trabalho tem a fundamentacao da Teoria dos Numeros e des-
creve de maneira formal os Numeros Pseudoprimos a partir das questoes
relevantes, naturais e fundamentais que se podem ou que se devem propor
acerca dos mesmos. Primeiramente, abordamos a linguagem formal utili-
zada e o seu valor para a representacao matematica tanto dos Numeros
Primos quanto dos Niimeros Pseudoprimos; em seguida, abordamos o con-
texto histérico para termos a nocao da grande importancia que esse tema
tem para a evolucao da matematica ao longo dos tempos, dando éenfase
aos recordes atingidos e aos trabalhos desenvolvidos pelos matemaéticos na
historia. Apos a apresentacao da linguagem matematica de forma resumida
num contexto de Teoria dos Numeros comecamos a expor as proprieda-
des fundamentais utilizadas no estudo dos Numeros Pseudoprimos tendo
como ponto inicial o estudo dos mesmos em diferentes bases, seguido dos
Ntumeros de Carmichael, Lucas, Euler-Lucas, além dos Pseudoprimos For-
tes de Lucas e os Numeros de Carmichael - Lucas, assim como a questao
da Primaridade e Fatoracao.

Palavras-chave: Numeros Pseudoprimos, Propriedades, Pri-
maridade.



ABSTRACT

This work is the foundation of number theory and describes for-
mally the Numbers Pseudoprimos from the relevant issues, natural and
fundamental that it can or should propose about them. First, we discuss
the formal language used and its value for the mathematical representation
of both primes as the numbers Pseudoprimos, then approach the historical
context for terms the notion of great importance that this issue is the evo-
lution of mathematics through time with emphasis on the records set and
the work developed by mathematicians in history. After the presentation
of mathematical language briefly in the context of number theory began
to expose the fundamental properties used in the study of Numbers Pseu-
doprimos having as starting point the study of them on different bases,
followed by Carmichael Numbers, Lucas, Euler-Lucas besides the Pseudo-
primos Forts Lucas and Carmichael Numbers - Lucas, as well as the issue
of Pimaridade and factorization.

Keywords: Numbers Pseudoprimos, Properties, Primality.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Com este trabalho, objetivamos a conclusao da graduacao em Li-
cenciatura em Matematica e foi feito utilizando-se como eixo tematico a
Teoria dos Numeros, sendo o tema principal Niimeros Pseudoprimos,
agregado ao campo dos numeros primos. O estudo acerca do tema foi fo-
cado no livro Numeros: Uma Introducao a Matemaética, de César Polcino
Milies e Sonia Pitta Coelho e também pelo livro Ntimeros Primos: Velhos
Mistérios e Novos Recordes, de Paulo Ribenboim, além de apoiarmos em
outras fontes de pesquisa que serao citadas nas referéncias bibliograficas.

Entre os varios ramos da matematica, a Teoria dos Conjuntos ocupa
lugar de destaque e juntamente com a logica, fundamentam toda a ma-
tematica conhecida, dai a importancia de abordarmos também esse campo,
inicialmente, ja que os diversos ramos da matematica podem ser conside-
rados formalmente incluidos na Teoria dos Conjuntos.

O fascinio pelos nimeros primos leva grandes matematicos a dedica-
rem-se ao seu estudo e a descobrirem propriedades muito variadas e dificeis,
muitas vezes, de serem provadas, por nao parecer haver um padrao, por
mais complexo que seja, que regule a sua estrutura, de forma a registra-
rem os recordes obtidos até hoje com o auxilio, obviamente, da atividade
extraordindaria da computacao.

Com isto, surge um dos mais importantes teoremas conhecido como
o Teorema de Fermat, uma obra-prima de criatividade e um resultado com
implicacoes espantosas: se p é um nimero primo, entao para qualquer in-
teiro a, a? — a é divisivel por p. Em 1910, Carmichael encontrou nimeros
compostos que também verificam esta propriedade. O primeiro de um con-
junto de nimeros que viriam a ser chamados nimeros de Carmichael ou



Pseudoprimos Absolutos, foi 0 561 = 3 x 11 x 17. Fermat afirmou uma ou-
tra proposicao, relacionada com esta: Qualquer n é primo se e s6 se 2" — 2
é divisivel por n inteiro maior que 1. A condicao necessaria é um caso par-
ticular do Pequeno Teorema de Fermat, mas a condicao suficiente veio-se
provar mais tarde que era falsa, através de um contra-exemplo: 234! — 2 é
divisivel por 341, mas 341 = 11 x 31, logo 341 é um numero composto e
nao um nimero primo.

Fermat formulou ainda um processo de verificacao de nao prima-
ridade ( o Pequeno Teorema de Fermat ), bastando para isso, escolher o
valor de a apropriado: Se p é primo e a nao é divisivel por p, entao a?~! —1
é divisivel por p. Contudo, este teste nao é um resultado completo, porque
para cada valor de a existe uma infinidade de nao primos p para os quais
a’~! — 1 é divisivel por p, os chamados pseudoprimos de base a.

Assim, constatamos que existem niimeros inteiros que compar-
tilham algumas propriedades comuns aos nimeros primos, mas
que na verdade nao sao primos - os numeros pseudoprimos - e
estes sao os objetos de estudo deste trabalho, lembrando que existem milha-
res de recordes e curiosidades relacionados ao tema, como por exemplo, o

maior nimero primo conhecido cujos algarismos sao todos niimeros primos
é, segundo H. DUBNER (1988):

1104 _ 4

1
TE32x — 1
“oi-1

No capitulo 2 abordamos conceitos basicos necessarios para desen-
volver os conceitos de primaridade: conjuntos, niimeros inteiros, relacoes
de equivaléncia e conjuntos limitados.

No capitulo 3 abordamos os conceitos de divisibilidade, multiplici-
dade, divisores de um nuimero, teorema fundamental da aritmética, decom-
posicao em numeros primos, maximo divisor comum, inducao matematica,
minimo multiplo comum, conjectura de Goldbach, equacoes diofantinas,
congrueéncias e relacao de equivaléncia.

O capitulo 4 explana sobre a teoria dos niimeros primos, o pequeno
teorema de Fermat, a funcao de Euler e niimeros pseudoprimos.

SOUSA, Clesio Santos de Matematica - Unifap
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Capitulo 2

CONCEITOS PRELIMINARES

2.1 Histéria dos Numeros Pseudoprimos

2.1.1 Primeiros indicios da Teoria dos Numeros

No inicio do século XVII, a maior parte dos matematicos eram
amadores, o que nao impediu o aparecimento de figuras decisivas para
um periodo dos mais cruciais para a histéria da matematica. A Franca,
durante o segundo terco deste século, constitui o centro, por exceléncia,
da matematica. As figuras principais foram Descartes, Fermat, Legendre,
Torricelli (Gilles Persone de Roberval), Desargues, Pascal e Mersenne. As
atividades destes matematicos, num periodo em que nao existiam revistas
cientificas, tinham por base circulos de discussao e uma constante cor-
respondéncia. De certa forma, em oposicao as universidades, que se manti-
nham fiéis ao escolastico medieval surgem academias, a volta dos grupos de
discussao de homens cultos que, pelo contrario, exprimiam o novo espirito
de investigagao (Struik, 1989).

O padre Mersenne (1588-1648) desempenhou um papel de grande
importancia.

Lutou contra a atmosfera de segredo, encorajando todos os ma-
tematicos a exporem as suas ideias. Contribuiu assim, de modo decisivo,
para o desenvolvimento de uma ciéncia que estava em risco de permanecer
oculta nos manuscritos secretos de cada matematico.

“ A matematica desenvolve-se mais em termos de Iégica interna do
que sob a agao de forcas economicas, sociais ou técnicas (Boyer, 1996) 7.
A atividade dos matematicos estendeu-se a muitos campos. Enriqueceram
os assuntos classicos com resultados originais, lancaram novas luzes sobre
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campos antigos e criaram mesmo novos temas de pesquisa matematica. Um
exemplo do primeiro caso foi a teoria dos nimeros estudada por Fermat
num livro de Diofanto; um exemplo do segundo caso foi a nova interpretacao
da geometria e a teoria matematica das probabilidades foi uma criacao
inteiramente nova.

Contudo, os grandes desenvolvimentos da matematica, aconteceram
na geometria analitica e na analise infinitesimal.

Com a morte de Desargues em 1661, de Pascal em 1662 e de Fermat
em 1665, encerrou-se um grande periodo da matematica francesa.

2.1.2 Fermat: Vida, obras e os Nuimeros Pseudoprimos

Pierre Fermat (1601-1665) foi um jurista francés que chegou a ser
promovido em 1648 a importante posicao de conselheiro do rei. Apesar da
honestidade e da dignidade com que Fermat realizava seu trabalho, sua
notoriedade se deve ao fato de ele ter sido um dos maiores matematicos
amadores da historia. Em meio ao seu interesse pelo estudo das propri-
edades e relagoes entre os nimeros, por volta de 1637, Fermat escreveu
no rodapé de um livro uma enigmatica nota a respeito de um problema
que estudava. Fermat tinha um fascinio especial pelos niimeros, por isso
dedicava parte do seu tempo a resolver os problemas do livro Arithmetica,
uma traducao em latim, da autoria de Claude Gaspar Bachet. Este estudo
levava-o a pensar e a equacionar novas questoes, tentando alcancar novos
resultados.

Fermat tornou-se, desta forma, um dos fundadores da Teoria dos
Numeros que estuda, principalmente, a estrutura dos sistemas numéricos
e as propriedades dos numeros inteiros positivos e dos nimeros primos.
Estes ultimos sao elementos essenciais da teoria dos numeros e formam
um conjunto de nimeros que fascina a humanidade desde sempre, por nao
parecer haver um padrao, por mais complexo que seja, que regule a sua
estrutura.

Atualmente, existe uma razao pratica para o estudo dos primos, a
sua aplicabilidade a criptografia.

SOUSA, Clesio Santos de Matematica - Unifap
PELAES, Jdderson Quaresma



2.1.2 Fermat: Vida, obras e os Nimeros Pseudoprimos 6

Fermat investigou, sobretudo, niimeros perfeitos e amigaveis, ntime-
ros figurados, quadrados magicos, triplos pitagoricos, e acima de tudo, os
numeros primos. Desenvolveu varios teoremas nesta area, entre os quais o
ultimo Teorema de Fermat, que nao foi o tinico, nem o mais relevante da
Teoria dos Numeros.

Um dos mais importantes teoremas foi o que é hoje conhecido como o
Pequeno Teorema de Fermat, um pequeno teorema que, no entanto, é uma
obra-prima de criatividade e um resultado com implicagoes espantosas.
Tornou-se conhecido no meio académico em 1640, por ter sido enviado
por carta para outro matematico. “ Se p é um nimero primo entao para
qualquer inteiro a, a’ — a é divisivel por p ”.

Uma demonstracao bastante simples desta proposicao foi apresen-
tada pela primeira vez, cerca de um século mais tarde, por Euler (embora
Leibniz tenha deixado uma mais antiga em manuscrito), através do método
de inducao.

Em 1992, Pomerance prova que este conjunto tem cardinalidade
infinita. Fermat afirmou uma outra proposicao, relacionada com esta:

“ Qualquer n é primo se e so se 2" — 2 é divisivel por n inteiro maior
que 1 7.

Uma das implicacoes é um caso particular do Pequeno Teorema de
Fermat, mas a implicagao contraria veio-se provar mais tarde que era falsa,
através de um contraexemplo:

2341 _ 9 & divisivel por 341, mas 341 = 11 x 31, logo 341 é um nimero
composto e nao um nuimero primo.

Fermat formulou, ainda, um processo de verificacao de nao prima-
ridade, bastando para isso, escolher o valor de a apropriado:

“Se p é primo e a nao divisivel por p entao a’~* — 1 é divisivel por

»

p
Contudo, este teste nao é um resultado completo, porque para cada

valor de a existe uma infinidade de nao primos p para os quais a? ' — 1 é
divisivel por p, os chamados pseudoprimos de base a. Mais ainda, existem
nao primos p que sao pseudoprimos em todas as bases a, os denominados
Numeros de Carmichael, ja referidos anteriormente. Apesar de tudo isto,

SOUSA, Clesio Santos de Matematica - Unifap
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2.1.2 Fermat: Vida, obras e os Nimeros Pseudoprimos 7

este processo constitui a base de muitos dos testes atualmente utilizados

para verificar se um ntmero é ou nao primo.

Fermat sabia, do estudo dos niimeros primos, que estes (exceto o 2)
podem ser escritos da forma 4n + 1 ou 4n — 1, e que qualquer uma destas
duas formas pode ser expressa como diferenca de dois quadrados, de uma
e uma s6 maneira. Tendo conhecimento que 4n — 1, nunca pode ser escrito
como soma de dois quadrados, prova por absurdo e utilizando o método

denominado “ descida infinita ”criado por ele mesmo.

Fermat formulou também, outra proposicao sobre propriedades dos

nuimeros primos, baseado numa inducao sobre apenas os cinco casos n =

0,1,2,3,4.

Por Fermat nunca revelar as demonstracoes que tinha, alguns dos
seus teoremas acabaram por ser conhecidos pelo nome de quem os demons-
trou. Um exemplo disso é o chamado “ Teorema dos Quatro Quadrados de
Lagrange ”, demonstrado em 1770. “ Todo o inteiro positivo é a soma de
no maximo quatro quadrados perfeitos 7.

Um dos mais belos e dificeis enunciados relaciona-se com o estudo
dos numeros figurados. Foi apresentado por Fermat, em correspondéncia
com Pascal, no ano de 1654, e provado por Cauchy apenas no século XIX:

Todo o inteiro positivo é soma de no maximo trés nimeros trian-
gulares, ou no maximo quatro nimeros quadraticos, ou cinco pentagonais,
ou seis hexagonais, e assim por diante, infinitamente.

Diz-se que dois ntimeros sao amigaveis se a soma dos divisores de

cada um deles ¢é igual ao outro.

O tnico exemplo descoberto pelos pitagoricos foi (220 e 284): Os
divisores de 220 sao 1,2,4,5,10,11, 20, 22,44, 55,110 cuja soma é 284. Os
divisores de 284 sao 1,2,4,71,142 cuja soma ¢é 220.

Fermat estudou este assunto e encontrou, por volta do ano 1636, o
primeiro par de amigaveis (17296 e 18416) conhecido depois do descoberto
na antiguidade.

SOUSA, Clesio Santos de Matematica - Unifap
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2.2 Algumas Defini¢coes importantes 8

2.2 Algumas Definicoes importantes

Axioma: Na matematica, um axioma é uma hipdtese inicial da
qual outros enunciados sao logicamente derivados. Pode ser uma sentenca,
uma proposicao, consideradas como 6bvias ou como um consenso inicial
necessario para a construcao ou aceitacao de uma teoria. Diferentemente
de teoremas, axiomas nao podem ser derivados por principios de deducao
e nem sao demonstraveis por derivagoes formais, simplesmente porque eles
sao hipoteses iniciais. Isto é, nao ha mais nada a partir do que eles seguem
logicamente.

Em muitos contextos,“axioma”,“postulado” e “hipdétese” sao

¢

usados como sinonimos. A palavra ¢ axioma ”"vem do grego, que significa

4

“ considerado valido ou adequado "ou “ considerado auto-evidente 7.

Teorema: Um Teorema ¢ uma proposicao fundamental. Ou seja,
¢ um resultado importante que se destaca. Usualmente deixa-se o termo
“ teorema "para as afirmacoes que podem ser provadas de grande “ im-
portancia na matematica 7. Sao dados outros nomes para os outros tipos
dessas afirmagoes (proposigoes).

Proposicao: Proposicao é uma sentenca declarativa, que pode ser
verdadeira ou falsa. Geralmente, de simples prova e de importancia ma-
tematica menor.

¢

Lema: é um “ pré-teorema ”. Um teorema que serve para ajudar
na prova de outro teorema maior. A distincao entre teoremas e lemas é um
tanto quanto arbitraria, uma vez que grandes resultados sao usados para
provar outros. Por exemplo, o Lema de Gauss e o Lema de Zorn sao muito
interessantes, e muitos autores os denominam de Lemas, mesmo que nao
0S usem para provar alguma outra coisa.

Corolario: Um corolario é uma decorréncia imediata de um teo-
rema, uma decorréncia imediata de uma afirmacao que pode ser provada.

Conjectura: Uma conjectura é uma ideia, férmula ou frase a qual
nao foi provada ser verdadeira, baseada em suposicoes ou ideias com funda-
mento nao verificado. As conjecturas utilizadas como prova de resultados

matematicos recebem o nome de hipdteses.
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2.3 Fundamentos

2.3.1 Notacoes

[4 ¢

V: leia-se “ para todo "ou “ qualquer que seja ”.

4 7

3: leia-se “ existe ( pelo menos ) um
Os seguintes conjuntos tém notacao padrao e serao sempre usados:
N =1{1,2,3,4,5,...} representa o conjunto dos niimeros naturais.
Z ={-3,-2;—-1,0,1,2,3,...} representa o conjunto dos nimeros
inteiros.
Q={m/n,m,n € Z e n # 0} representa o conjunto dos nimeros
racionais.

R representa o conjunto dos niimeros reais.

2.3.2 Implicagao

Suponhamos P e () sdo “ asser¢des ” (ou “ propriedades ”). Quando
esCrevemos:

P = (@, queremos dizer que: P implica em (). Ou seja, sempre que
P for verdadeiro, também () sera verdadeiro.

Também podemos dizer que ( a verdade de ) P é condigao suficiente
para ( a validade de ) Q.

a) Ou @ é condigao necessaria para P:;

b) Ou @ vale se P vale;

¢) @ vale se P vale;

d) Se P, entdo Q.

Temos ainda que:

P = () significa 0 mesmo que ) <= P.

Observacao 2.3.1. A seta numa tmplicacao P <= () nao pode ser sim-

plesmente tnvertida.

Se P é condicao suficiente para (), isto é, significa que () é condicao
necessaria para P, mas nao que () é condicao suficiente para P.

Existem assercoes P e () em que uma implica na outra, ou seja, as
quais satisfazem simplesmente: P < Q) e () < P.
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Temos entao que P é suficiente para ) e também P é necessério(a)
para (). Dizemos que P é (condi¢@o) necessario (a) e suficiente para @, ou
seja, P vale se, e somente se, vale Q).

Indicaremos isto por: P < Q.

Dizemos que P e () sao assercoes equivalentes, ou ainda, que P
constitui uma propriedade de caracteristica para ) (e vice-versa).

Se P é uma assercio, indicaremos por P as assercoes “ ndo P 7, a
qual é verdadeira se, e somente se, P ¢ falsa. Sejam P e () duas assercoes
e suponha: P = (.

Caso as duas assercoes forem falsas, temos: Q = P.

Ou seja, se P é suficiente para ), entdo @Q é suficiente para P, ou

ainda, se P é suficiente para (), entao P é necessaria para Q).

2.3.3 Conceitos primitivos e conjuntos

Como conceitos admitiremos: A nocao de elemento, a relagao de

igualdade “ =7, a nocao de conjunto e a relacao de pertinéncia “ € ”.

4 ¢

Um conjunto A é uma “ colecao "ou “ familia "de “ elementos ”ou

44 Y

objetos 7. Dado um conjunto A, para indicarmos que um elemento a
pertence a A escreveremos a € A enquanto sua negagao é escrita a ¢ A.
Admitimos também que, para qualquer objeto de A ocorre exata-
mente uma das propriedades:
Oua € Aoua ¢ A.
Além disso, para dois elementos a e b € A, teremos exatamente uma
das possibilidades:
Oua=>boua#b.
Temos que: A = {a/...} é lido: A é um conjunto de todos os ele-

mentos a tal que.

2.3.4 Igualdade entre conjuntos

Definicao 2.3.4.1. Dados dois conjuntos A e B, estes sao iguais quando

possuem 0s mesmos elementos, isto ¢,
A=B&VacA=>acBeVbeB=>bc A
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2.3.5 Ordem de um conjunto

Definicao 2.3.5.1. Um conjunto A € dito finito quando possui uma quan-
tidade finita de elementos distintos.

Definigao 2.3.5.2. A quantidade de elementos distintos pertencentes a um

conjunto A € um niumero natural e € indicado por |A|, chamado de a ordem

de A.

Definigao 2.3.5.3. Os conjuntos A = {a} que |A| = 1 sdo chamados de
conjuntos unitdarios.

Definicao 2.3.5.4. Um conjunto que nao possui elementos é denominado
conjunto vazio, representado pelo simbolo ) ou {}.
2.3.6 Subconjuntos

Definicao 2.3.6.1. Se A e B sdo dois conjuntos, dizemos que A € um
subcongunto (ou uma parte) de B (também B abrange A) se todo elemento
de A for elemento de B, ou seja, se para todo o elemento a, a implicacdo
a € A= a € B se for verdadeira. Escreve-se como B 2 A ou A C B.

Temos: A=B< AC Be BCA.

Observacao 2.3.2. Considere A, B e C' trés conjuntos. Valem as sequintes
regras:

a) Sempre A C A;
b) AC BeB C A, entio A= B;
c) Se AC BeBCC, entio ACC.

A negacao de A C B é simbolizada por A ¢ B.

Se A C Be A # B, diremos que A é um subconjunto proprio de B.
Assim, A C B.

Assim , A C B significa que existe um b € B tal que b ¢ A.
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2.3.7 Diferenca e complementar

Definicao 2.3.7.1. Dados dois conjuntos A e B, a diferenca A menos B
¢ o conjunto A— B ou A/B ={x/x € A ex ¢ B}.

Definicao 2.3.7.2. Quando B C A, a diferenca A/B € denotada por Cpt,
(B) e é chamada de complementar de B em relagio a A. Se A = B, temos
que: Cptg (A) = Cptg (B)=be B/b¢ B =1).
Observacgao 2.3.3. Se A C B C C, entdo: Cpte (B) C Cpte (A).
Demonstracao 2.3.7.1. Considere A C B C C e considere x € Cpto
(B), daix € C ex & B, entao x ¢ A. Logo, v € Cptc (A).

Assim, temos que: Cpte (B) C Cpte (A).R

2.3.8 Reuniao e intersecao

Definigao 2.3.8.1. Dados dois conjuntos A e B, a sua reunido € o con-
gunto de todos os elementos que pertencem a A ou que pertencem a B, e
serdo denotados por: AUB = {zx/x € A ou x € B}.

Definicao 2.3.8.2. A intersecao de A e B € o conjunto formado por todos

0s elementos que pertencem a A e que pertencem a B, e serd denotado por:
ANB={x/x € A ex € B}.

Observacao 2.3.4. Para quaisquer conjuntos A, B e C temos:
i) ACAUBeBCAUB

i) ADANBeB2B.

i) Se AC C eB CC, entio AUB C C.

iv) Se ADC eBDC, entio ANB D C.

Definicao 2.3.8.3. Se Ay, Ay, As,..., A, sao n conjuntos dados, entao:
AU Ay U Az ... UA, Up_, = Ak €0 congunto dos elementos x que

pertencem a pelo menos um dos Ay, As, As, ..., A, enquanto que A; N

Ay N Az ...N A, iy = Ak € 0 conjunto dos elementos x que pertencem

a todos 0s Ay, As, As, ..., A,.
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2.3.9 Propriedade Fundamental em N

Admitiremos a adicao “+” em N e Z, a qual da origem a uma

2

ordem natural “ <7 em Z:
VY m, n € Z, temos:

m < n < aequagao m + r = n possui uma solugao x € N.

2.3.10 Fundamentagao Axiomadtica (Propriedades de Z)
ADICAO:

Ay) Associativa: Para toda terna a, b e ¢ de inteiros tem-se que a + (b +
c)=(a+0b)+c.

Ay) Existéncia do Elemento Neutro: Existe um tnico elemento, deno-
minado neutro aditivo ou zero, indicado por 0, tal que V a Z tem-se
que a + 0 = a.

As) Existéncia do Oposto: Para cada inteiro a existe um unico elemento

que chamaremos oposto de a e indicaremos por —a, tal que a+ (—a) =
0.

A,) Cancelamento: Para toda terna a, b e ¢ de inteiros tem-se que se
a+b=a+c, entao b = c.

A;) Comutativa: Para todo par a, b de inteiros tem-se que a +b = b+ a.

MULTIPLICACAO:

M) Associativa: Para toda terna a, b e ¢ de inteiros tem-se que a(b.c) =
(a.b)c.

M,) Existéncia do Elemento Neutro: Existe um tnico elemento, dife-
rente de zero, denominado neutro multiplicativo, que indicaremos por
1,talque l.a=a.l=a,VaeZ.

M;) Cancelamento: Para toda terna a, b e ¢ de inteiros, com a # 0,
tem-se que se a.b = a.c, entao b = c.
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M,) Comutativa: Para todo par a, b de inteiros tem-se que a.b = b.a.

M5) Distributiva: Para toda terna a, b e ¢ de inteiros, tem-se que se
a.(b+c)=ab+a.c.

RELACAO DE ORDEM: “ menor ou igual ”
O,) Propriedade Reflexiva: Para todo inteiro a tem-se que a < a.

Oy) Propriedade Anti-simétrica: Dados dois inteiros a e b, se a < b e
b <a, entao a = b.

Os3) Propriedade Transitiva: Para toda terna a, b e ¢ de niimeros inteiros
tem-se que se a < be b < ¢, entao a < c.

Quando conveniente, usaremos também os simbolos b > a ou b > a
para indicar que b é maior que a (ou que a < boua <b).

O,) Tricotomia: Dados dois inteiros quaisquer @ e b, tem-se que ou a < b
oua=>boub<a.

RELACAO DE ORDEM COM AS OPERACOES SOMA E MULTIPLICACAO
O;) Para toda terna a, b e ¢ de inteiros, se a < b, entdo a + ¢ < b+ c.

Os) Para toda terna a, b e ¢ de inteiros, se a < b e 0 < ¢, entao a.c < b.c.

2.3.11 Mobdulo ou Valor Absoluto

Definicao 2.3.11.1. Dado um inteiro a, chamamos modulo ou valor ab-

soluto de a o numero inteiro designado por |a|, e definido como seque:

Se a > 0, entdo |a| = a.
Se a < 0, entdo |a] = —a.
Dai, dados a e b inteiros, valem as seguintes propriedades:

i) |a| > 0 e |a] = 0 se e somente se a = 0.
i) —|a| <a < |al.

iii) | — a| = |al.
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iv) [ab] = |al|b].
v) la+b|] < |a|] + |b| ( desigualdade triangular ).

vi) |(lal = [o[)] <'a —10].

2.3.12 O Conjunto das Partes

Definicao 2.3.12.1. Considere um conjunto A. Indicamos por:
24 = {X/X C A} o confronto de todas as partes de A, ou seja, o conjunto
formado por todos os subconjuntos de A.

Observacao 2.3.5. Ver referéncia: [5]

2.3.13 Produtos Cartesianos

Definicao 2.3.13.1. Considere Ay, As, ..., A, # 0 conjuntos. O conjunto
M=A; x Ay x...x A, = {(al,ag,...,am)/al € Al,ag € Ag,am € Am},

chama-se o produto cartesiano dos Ay, As, ... , A, ( nesta ordem ). Os
elementos (ay, as, ..., ap) em M chamam-se m-uplas. O elemento a; €
A; € a i-nésima coordenada da m-upla (ay,as9, ..., a,) (1 <i<m).

Para dois elementos (ay, az, ..., an) € (b1, ba, ..., by) < a1 = by;as =
bo; ... ; Ay = byy,.

No caso de m arbitrario e Ay = Ay = ... = A,, = A, o produto

cartesiano passa a ser a poténcia cartesiana m-ésima de A, indicada por:
— AM _
M=A —{(al,ag,...,am)/al,ag,...,amEA}.

Observagao 2.3.6. Se C = {x1,29,...,Zn} ¢ B = {y1,%2,...,Ym} sao
conjuntos finitos, entao temos:

( )

(xhyl)) (mlay2)7 ey (xlayn)

C.B = [ :(@’yl)’(xz’y?)’“"(372’%) >

\ (.fE'm, yl)? (LCm, y2)7 SR (LUm, yn)
Portanto, |C.B| = m.n = |C|.|B|.

/

SOUSA, Clesio Santos de Matematica - Unifap
PELAES, Jdderson Quaresma



2.3.14 Relacgoes 16

Observacao 2.3.7. Se Ay, As, ..., A, sao conjuntos finitos, entdao vale:
|A1 X Ag X ... X Ap|= |AL] X |As| X ... X Al
Particularmente, se Ay = Ay = ... = A, = A, temos:
|A™| = [A[™ .

Demonstracgao 2.3.13.1. Ver referéncia: [5]
|

2.3.14 Relacoes

Definicao 2.3.14.1. Considere A, B # () dois conjuntos, uma rela¢ao R
em A e em B um subconjunto de A x B:

R C Ax B, ou seja, R € 2478 em que 2478 ¢ o conjunto de todas
as relagoes de A em B. Para indicar que (a,b) € R, usaremos a notac¢do a
R b (le-se: “a estd relacionado com b sequndo R”), (a,b) ¢ R, escrevemos

aMb.
Definigao 2.3.14.2. Chama-se dominio de R o conjunto de A constituido

pelos elementos “a” de A para os quais existe algum “b” em B tal que a R
b, ou seja:

DR)={acA/FIbeBcomaRb} CA.

Exemplo 2.3.14.1. Para quaisquer dois conjuntos A, B # (), temos que:

Ax B e 2B ¢ ) ¢ 24%B,

Temos a(Ax B)b,V a € A, isto €, todo o elemento a € A é (A x B)
relacionado com todo b € B.

Portanto, A x B ¢ também denominada a relacao universal entre A
e B.

Temos que a O b nunca ocorre, isto €, nenhum elemento a € A €
(0-relacionado com nenhum elemento b € B.

As relacoes A x B e () sao relagoes triviais entre A e B.

Definicao 2.3.14.3. Considere A # O um conjunto e R € 244 uma
relacao em A. Dizemos que R € uma relacao:

i) Reflexiva, se a R a,V a € A;
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it) Stmétrica, seV a, b€ A:aRb< bR a;
ii1) Anti-Simétrica, seV a,b,c€c AraRbebRa= a=0;

i) Transitiva, seV a, b,c € AraRbebRc=a=c.

2.3.15 Relacao de Equivaléncia

Definicao 2.3.15.1. Uma relacio R € 24%4 chama-se relacio de equi-

valéncia em A, se R € ao mesmo tempo:
i) Reflexiva;

ii) Simétrica;

ii1) Transitiva.

O conjunto de todas as classes de equivaléncia em A denotamos por Eq
(A). Temos, entdo, que Eq (A) C 24%4.

Definicao 2.3.15.2. Se R € uma relacao de equivaléncia em A e sea € A
entdo @ chama-se classe de equivaléncia de a mod R ( lido: a mddulo R).

Denotamos a relacao de equivaléncia R por: ~ ou =, ou seja, se
(a,b) € R usaremos a nota¢ao a ~ b ou a = b, que € lido: “a equivaléncia

a b modulo R”.

Proposigao 2.3.15.1. Considere A # () um conjunto e ~ € Eq (A). Entao

valem para todos os a, b € A:
a) a € a, particularmente, a # ();
b)
c)

d) U a=A
acA

Demonstracao 2.3.15.1.

S]
I
¢t 7

S]

Nnb=0.

f
'V
joull

a) Pela reflexividade de ~ temosa € a >0,V a € A;
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b) (=) Dea = b seque que a € b = {x € A/x ~ b}. Logo, a ~ b. (<)
Considere a ~ b. Para todo x € @ temos x ~a~b e dai x € b, seque
@ C b, da mesma forma: ¥V x € b temos x ~b~a e dai v €a. Seja b
C @. Logo, @ =b.

c¢) Suponhamosa@ N'b # 0 e sejax € @ N b. Temos a~ x ~ b e dai por
ba =b=7.

d) Claramente, U = A, mas como a € @, temos de fato U a=AN
acA acA

2.3.16 Relagao de Ordem

Definicao 2.3.16.1. Uma relacio R € 244 chama-se relacdo de ordem
sobre A, se R € ao mesmo tempo:

i) Reflexiva;
ii) Anti-Simétrica;
iii) Transitiva.
2.3.17 Conjuntos Limitados Inferior e Superiormente

Definigao 2.3.17.1. Seja A um subconjunto de Z. Dizemos que A € li-
mitado inferiormente se existe algum inteiro k tal que, para todo a € A,
tem-se k < a.

Um elemento ag € A diz-se elemento minimo de A se, para todo
a € A, tem-se que ayg < a. De forma andloga, define-se conjunto limitado
supertormente e elemento mdrimo de um conjunto.

Usaremos os simbolos minA e maxA para indicar o minimo e o
mdzrimo de um conjunto A, quando existirem.
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Capitulo 3

UMA ABORDAGEM AOS
NUMEROS PRIMOS

Neste capitulo, abordaremos de forma breve o universo dos niimeros primos,
como forma de subsidiar ou dar a base necessaria para o estudo dos niimeros
pseudoprimos no capitulo posterior.

3.1 Principio da Boa Ordem

Todo conjunto nao-vazio de inteiros nao-negativos possui um elemento
minimo.

Demonstragao: Ver referéncia [6].

3.2 Divisibilidade

Definicao 3.2.1. ( Algoritmo da Divisao ): Considere a e b niumeros
inteiros. Dizemos que b divide a ( ou que b € um divisor de a ou, ainda, a
¢ um maltiplo de b se existe um inteiro ¢ tal que a = b.c. Por sua vez, b{a
significa: b nao divide a.

Notagao: b/a significa: b divide a; b é divisor de a; ou que a é multiplo de b.

Exemplo 3.2.1.

a) 3/6, pois 32 € Z tal que 6 = 3.2

b) 5/20, pois 34 € Z tal que 20 = 5.4
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c) 247, pois P c € Z tal que 7= 2.c

Observacgao 3.2.1. Se b # 0, entao c € unico e neste caso ¢ é chamado de
a

quociente de a por b, denotado por: ¢ = a/b = 7

Veremos a seguir que existe um método para “dividir’a por b,

obtendo-se um resto r e que esse processo de divisao termina quando o

resto é menor que b. Por exemplo, se a = 2437 e b = 5, aplicando o algo-

ritmo classico da divisao temos:

2437 | 5

— 20 487 — quociente (q)
43

— 40
37

— _35_
2 = resto (r)

pelo qual, 2437 = 5 x 487 4 2, onde o resto r = 2 é nao negativo e
menor que o quociente.

Lema 3.2.1. Se a e b sao inteiros, tais que a > 0 e b > 0, entao, existem
inteiros q e r tais que a = b.gq+1r e 0 < r < b. Os niumeros q e r sao
chamados, respectivamente, quociente e resto da divisao.

Demonstragao: Considere o seguinte conjunto:
A={a—-bx /z€Z, a—>bxr>0}.

Note que A # ), poisa=a —b-0, isto é, a € A. Temos que A é formado
por inteiros nao-negativos, logo pelo Principio da Boa Ordem, A possui
elemento minimo » > 0. Isto é, 3ge Z talquer =a—b-q > 0.
Afirmamos que r < b: caso contrario, vamos supor que r > b. Logo,
0<r—b=a—-b-g—b=a—-0b-(¢+1), e portanto r — b € A com
r —b < r, o qual é uma contradicao pois r é o elemento minimo de A.
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Observacao 3.2.2. O resto de qualquer numero inteiro nao negativo ao
dividir por 2 é ou 0 ou 1. Logo, dado um numero qualquer m € Z*, temos
duas possibilidades:

a) o resto da divisao de m por 2 €0, isto é, existe ¢ € Z tal que m =2 - q.
Neste caso, m € denominado numero par; ou

b) o resto da divisao dem por2 €1, isto é, existe ¢ € Z tal que m = 2-q+1.
Neste caso, m é denominado nimero impar.

Proposigao 3.2.0.1. Se b/a e a # 0, entdo |b| < |al.

Demonstragao: Por hipdtese, como b/a existe ¢ € Z tal que a = b-c. Seque
que |a| = |b.c| = |b|.|c|. Note que 1 < |c|, pois a # 0. Multiplicando por |b|
temos:

o] < o] - [ef = [af. O

Corolario 3.2.1.

a) Os unicos divisores de 1 sdo 1 e —1;
b) Sea/b e b/a, entio a = +b;
Demonstracao:

a) Considere b € Z tal que b/1. Pela proposi¢io anterior, 0 < |b| < 1.
Como nao eziste inteiro entre 0 e 1 seque que |b| = 1. Dai, b=+ 1.

b) Por hipdtese, existem inteiros ¢ e d tais que b = a-c ea = b-d.
Substituindo o valor de b em a = b - d, temos: a = a -c-d, e pelo
cancelamento, seque que d - ¢ = 1, isto €, d € divisor de 1. Logo,
d = £ 1. Portanto, a = £ b. U

O sequinte teorema afirma que um inteiro a pode ser decomposto como
soma de poténcias de um inteiro positivo b. Os coeficientes r; no teorema
sao os algarismos do numero a escrito na base b.

Teorema 3.2.1. Considere b > 2 um inteiro. Todo inteiro positivo a pode
ser escrito de modo unico na forma

a=rb" +rp 0"+ .+ rib+rg, em quen <0, 1, #0 e para
cada indice 1, 0 < 1 < n, tem-se que 0 < r; < b.
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3.3 Multiplos de um nimero

Definicao 3.3.1. Muiltiplo de um nimero inteiro positivo € o produto dele

por um outro numero inteiro nao-nulo. Assim, por exemplo, o conjunto
M={45,410,+15,420,...} € formado pelos miltiplos do niumero cinco:

5.(+1) = 45

5.(£2) = £10
5.(+3) = £15
5.(+4) = £20

Observacgao 3.3.1. Se a divisdo de wm numero por outro deixa resto (r)
zero, entdo dizemos que o dividendo (D) é maltiplo do divisor (d) e também
do quociente (q).

Exemplo 3.3.1.

45 o

—_45 5

0

D=dqg+r=45=9-5+0
Logo, 45 € multiplo de 9 e 5.

3.4 Divisores de um ntimero

Estamos trabalhando com o conceito de maltiplos, divisores ( que
também chamamos de fatores ), e podemos perceber que alguns nimeros
tém muitos fatores, como por exemplo, o 24. O conjunto Doy ou D(24) dos
fatores ou divisores de 24 é:

Doy = {1, £2, 43, +4, +6, +8, +12, £24}.

Definimos D,, como o conjunto formado por todos os divisores do niumero
n.

Observacao 3.4.1. ( Divisores de um numero ):
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a) Os nuimeros 1 e —1 sao divisores de todos 0s outros nimeros;
b) O nimero 1 admite apenas dois divisores, isto €, Dy = {£1}.

c) Hd também numeros que tém apenas dois fatores negativos e dois fato-
res positivos, como por exemplo o nimero 7. De fato: Dy = {41, £7}.

3.5 Teorema Fundamental da Aritmética (T.F.A)

Definicao 3.5.1. Um inteiro p € dito PRIMO quando possui exatamente
dois divisores positivos, a saber, 1 e |p|.

Observacao 3.5.1. Um numero diferente de 0, 1 e —1 que nao € primo

diz-se COMPOSTO.

Observacao 3.5.2. Se um inteiro nao-nulo “a” € composto, ele admite um
divisor “b” tal que |b| € diferente de 1 e de |al, isto €, um divisor nessas
condicoes chama-se divisor proprio de “a’.

Definicao 3.5.2. Dois inteiros a e b sao denominados primos entre st ou
relativamente primos ou ainda, coprimos, se o unico divisor comum
for a unidade (nimero 1).

Exemplo 3.5.1. Os numeros 16 e 15 sao primos entre si, pois:
Dy ={1,2,4,8,16}
Dz ={1,3,5,15} ¢
Di; N Dfy = {1}

3.6 Decomposicao em Fatores Primos

Um numero composto qualquer pode ser decomposto em fatores pri-
mos, por meio do produto entre eles, utilizando-se, para tanto, as divisoes
sucessivas através dos critérios de divisibilidade.

Exemplo 3.6.1.

a)/2 b)90 ¢)72
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7212
422 491(5)3 36 |2
213 1513 1812
77 5 |5 9 13
1 | 3 13
1

42 =2.3.7 90 = 2.32.5 72 = 23.3?

3.7 Quantidade de Divisores de um nimero

E possivel, através da decomposicao em fatores primos, obter a quan-
tidade ou o numero total de divisores de um numero da sequinte forma:

Exemplo 3.7.1. Determinar o numero de divisores de 6.

Temos que pela decomposicdo em fatores primos, 6 = 2.3 = 2131
Somamos agora uma unidade a cada indice ou expoente da decomposicao,
efetuando em sequida o produto desejado. Assim, (1+1).(1+1) =2.2=4.

Temos, entao 4 divisores positivos e também 4 divisores negativos do
numero 6 no uniwwerso dos inteiros. Portanto, sao 8 o numero de divisores

de 6, denotado por N (Ds), isto é, N (Dg) = 8.
3.8 Critérios de Divisibilidade

3.8.1 Divisibilidade por 2

Um numero € divisivel por 2 se ele € par, ou seja, termina em 0, 2,
4, 6 ou 8.

Demonstracao 3.8.1. O inteiro positivo N = apa,_1 ...asaiag pode se
decompor na base 10 como:

N=a, x 10"+ a,_1 X 10" 1+ ... 4+ as x 10> + a3 x 10 + ay,

o qual pode-se fatorar como:
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N = (ap x 10" +a,_1 x 10" 24+ ...+ as x 10 + a1).10 + aq
= ((ap x 10" +a,_ 1 x 10" + ...+ az x 10 + a1).5).2 + ag.

O primeiro termo € divisivel por 2, logo N € divisivel por 2 se, e so-
mente se, a casa das unidades ay € divisivel por 2. Logo, ay € {0,2,4,6, 8},

o que completa a prova.

Exemplo 3.8.1. O numero 5634 ¢ diwvisivel por 2, pois o seu ultimo alga-
rismo € 4, mas 135 nao € divisivel por 2, pois € um numero terminado com
o algarismo 5 que nao € par.

3.8.2 Divisibilidade por 3

Um numero é divisivel por 3 se, e somente se, a soma de seus alga-

rismos € divisivel por 3.

Demonstracao 3.8.2. O inteiro positivo N = a,a,_1 ...asa1ay decom-

posto na base 10 é:
N =a, x 10" +a,_1 x 10"+ ...+ a9 x 10* + a1 x 10 + ay.
Como 10 =9+ 1=3.34+1 entdo

10" = (3.3 + 1)F = zn: (Z) (3.3)F.1n 7k = <§n: (Z) 32’“.3) 41

k=0 k=0
= 3.a; + 1.
Logo,
N=a,3a,+1)+a, 1(3ap1+1)+...+as(3as+ 1)+ a1(3a; + 1) + ag
ou
N = (apo, + anay 1+ ... +asas +a1aq).3+ (an+ap_1+...+as+ a1+ ag)

Como o primeiro termo € divisivel por 3, temos que N € divisivel por 3 se,

e somente se, a, + ap_1+ ...+ as + a1 + ag € dwvisivel por 3.
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Exemplo 3.8.2. O numero 18 € divisivel por 3 pois 148 = 9 que € divisivel
por 3, 576 € divisivel por 3 pois: 5+ 7+ 6 = 18 que é divisivel por 3, mas
134 nao € divisivel por 3, pois 1 + 3 + 4 = 8 que nao € divisivel por 3.

3.8.3 Divisibilidade por 4

Um numero € divisivel por 4 se o numero formado pelos seus dois

ultimos algarismos é divisivel por 4.

Demonstracao 3.8.3. O inteiro N = apay ...asa1ag pode ser escrito

como:
N = (10" ? xa, +10"3 X ap_1 + ... + az).10° + ayay
ou
N = [(10"2 x a, + 10" X ap_1 + ... + a3).25].4 + ayay.

Como o primeiro termo € divisivel por 4, entao N € divisivel por 4
se o numero ajay € divisivel por 4, o qual completa a prova.

Exemplo 3.8.3. O numero 4312 € divisivel por 4, pois 12 ¢ divisivel por
4, mas 1635 nao € divisivel por 4 pois 35 nao é divisivel por 4.

3.8.4 Divisibilidade por 5

Um nimero é divisivel por 5 se o seu ultimo algarismo € 0 (zero)
ou 9.

Demonstracao 3.8.4. O inteiro N = a,a,_1 ...asa1aq pode ser escrito

como:
N = (10" ' xa, 4+ 10" X ap_1 +...10 X as + az).10 + ag
ou
N = [(10" ' x a, + 10" * X @,y + ...+ 10 X ag + a1).2].5 + ao.

Como o primeiro numero é divisivel por b, entao N € divisivel por
5 se, e somente se, ay € divisivel por 5, logo ay € {0,5}, o que completa a

PTovVa.
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Exemplo 3.8.4.1. O numero 75 € divisivel por 5 pois termina com o al-
garismo 5, mas 107 nao é divisivel por 5 pois o seu ultimo algarismo nao

¢ 0 (zero) nem 5.

3.8.5 Divisibilidade por 6

Um nimero é divisivel por 6 se € par e a soma de seus algarismos

¢ divisivel por 3.

Demonstracao 3.8.5. Como 6 = 2.3 e 2 € coprimo com 3, entao N ¢é
divisivel por 6 se, e somente se, N ¢ divisivel por 2 e N ¢é divisivel por
3. Isto €, N ¢é divisivel por 6 se N € par e a soma de seus algarismos é

divisivel por 3.

Exemplo 3.8.5.1. O numero 756 é divisivel por 6, pois 756 € par e a soma
de seus algarismos: 7T+ 546 = 18 € divisivel por 3, 527 nao € divisivel por
6, pois nao € par e 872 € par mas nao € divisivel por 6 pois a soma de seus
algarismos: 8 + 7+ 2 = 17 nao é divisivel por 3.

3.8.6 Divisibilidade por 7

Um numero é divisivel por 7 se o dobro do ultimo algarismo, sub-
traido do numero sem o ultimo algarismo, resulta em um numero divisivel
por 7. Se o numero obtido ainda for grande, repete-se o processo até que

se possa verificar a divisao por 7.

Demonstracao 3.8.6. O inteiro N = a,a,_1 ...asa1a9 pode ser escrito
como:
N = (anan_l ce agal).lo + ag.

Somando e subtraindo 20ay temos:

N = (apap_1...a2a1).10 + ag + 20ay — 20ay.

Arranjando os termos, temos:

N = 2lag+ (apan_1-..a2a1 — 2ay).10
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ou
N = (4@0)7 + (CLnCLn_l ... Q2071 — 20,0)10

Como o primeiro termo é divisivel por 7 e com 7 x 10,entao N € divisivel
por T se, e somente se,
Apn_1 - .. Q201 — 2ag € divisivel por 7, o qual completa a prova.

Exemplo 3.8.6.1. O numero 165928 ¢ divisivel por T pois:

16592 Numero sem o ultimo algarismo
-16 | Dobro de 8 (ultimo algarismo)
16576 Diferenca

Repete-se o processo com este ultimo numero.

1657 Ntumero sem o ultimo algarismo
-12 | Dobro de 6 (ultimo algarismo)
1645 Diferenca

Repete-se o processo com este ultimo numero.

164 Numero sem o ultimo algarismo
-10| Dobro de 5 (ultimo algarismo)
154 Diferenca

Repete-se o processo com este ultimo numero.

15 Numero sem o ultimo algarismo
-8| Dobro de 4 (ultimo algarismo)
7 Diferenca
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A diferenca € divisivel por 7, logo o numero dado inicialmente também

¢ divisivel por 7.

Exemplo 3.8.6.2. O numero 4261 nao € divisivel por 7, pois:

426 Numero sem o ultimo algarismo
-2 Dobro do ultimo algarismo
424 Diferenca

Repete-se o processo com este ultimo numero.

42 Numero sem o ultimo algarismo
-8 Dobro do ultimo algarismo
34 Diferenca

A dltima diferenca € 34 que nao € divisivel por 7, logo o niumero
4261 dado inicialmente nao € divisivel por 7.

3.8.7 Divisibilidade por 8
Um numero € divisivel por 8 se o numero formado pelos seus treés
ultimos algarismos € divisivel por 8.

Demonstracao 3.8.7. O inteiro N = a,a,_1 ...asa1aq pode ser escrito

como:
N = (anan_1...a3).1000 + asaiag
ou
N = ((apan_1...a3).125).8 + asaiay.

Como o primeiro termo € divisivel por 8, entao N € divisivel por 8 se, e

somente se, asaiagy € divisivel por 8.

Exemplo 3.8.7.1. O numero 45128 ¢ divisivel por 8 pois 128 dividido por
8 fornece 16, mas 45321 nao é divisivel por 8 pois 321 nao € divisivel por
8.
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3.8.8 Divisibilidade por 9
Um numero € divisivel por 9 se a soma dos seus algarismos € um
numero divisivel por 9.
Demonstragao 3.8.8. Como 10 = 9+1, entio 10F = (9+1)" = ;.9 + 1.
Logo, o item
N = aya,_1...asa1a¢ pode ser escrito como:
N = 10"a, + 10" ta, 1 + ...+ 10%as + 10a; + ag
N = (.94 Da, + (194 Day1 + ...+ (09 + 1)as + (19 + 1)ag + ag

ou
N = (apan +ap_10n,1+ ... + aoag + 1aq).9 +
+ (ap+ap1+...+as+a + ap).

Como o primeiro termo € divisivel por 9, temos que N € divisivel por 9 se,

e somente se, a, + ap_1+ ...+ as + a1 + ag € divisivel por 9.

Exemplo 3.8.8.1. O numero 1935 ¢ divisivel por 9 pois: 1+9+3+5 = 18
que € divisivel por 9, mas 5381 nao ¢ divisivel por 9 pois: 5+3+8+1 =17
que nao € divisivel por 9.

3.8.9 Divisibilidade por 10

Um namero € divisivel por 10 se termina com o algarismo 0 (zero).

Demonstracao 3.8.9. O item N = apa,_1...a0a1a9 pode ser escrito
como:
N = (anan_l e al).10 + ag.

Como o primeiro € divisivel por 10, entao N ¢é divisivel por 10 se, e somente
se, ay € divisivel por 10. Logo,
ag = 0.

Exemplo 3.8.9.1. O numero 5420 € divisivel por 10 pois termina em 0
(zero), mas 6342 nao termina em 0 (zero).
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3.8.10 Divisibilidade por 11

Um numero € divisivel por 11 se a soma dos algarismos de ordem par
S, menos a soma dos algarismos de ordem impar S; € um nimero divisivel
por 11. Como um caso particular, se S, —S; =0 ou se S; — S, =0, entao
o numero € divisivel por 11.

Demonstracao 3.8.10. Como 10 = 11 — 1, entao:
a) 10F = ap. 1141, se k € par, e
b) 10" = ap.11 — 1, se k é fmpar
Logo, o numero N = a,a,,_1 ...asa1ay pode ser escrito como:

N = a,.10" 4+ a, 110" ' + ...+ a2.10°> + a1.10 + ag

ou

N = ap(on 11+ (=1)") + apor (1. 11+ (=1)" ) + ... + az(ap.11
+ (=1)%) + a1 (.11 + (=1)?) + ay.

n
N = (CLnOdn + ap—10p—1 + ... + a0 + a1051).11 + (Z(_l)k> + ay.
k=1

Como o primeiro termo € divisivel por 11, entao N € divisivel por 11 se, e

somente se,

n

> (=1)F +ag

k=1
¢ divisivel por 11. Isto €, se ag— a1 +as—azg+ ...+ (—=1)"ta, 1+ (=1)"a,

¢ divisivel por 11, ou se Sp — St € divisivel por 11.
Exemplo 3.8.10.1. O numero 1353 € divisivel por 11, pois:

O primeiro e o terceiro algarismos tém ordem impar e a sua soma
é:S; =1+5=06, o sequndo e o quarto algarismos tém ordem par e a sua
soma é: S, = 3+ 3 = 6, assim a soma dos algarismos de ordem par S, €
wgual a soma dos algarismos de ordem impar S;, logo o nimero é divisivel
por 11.
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Numero 1 3| 5 |3
Ordem impar par impar par

Exemplo 3.8.10.2. O numero 29458 ¢ divisivel por 411, pois:

Nimero 2 9 4 5| §
Ordem impar par|impar par impar

A soma dos algarismos de ordem impar ¢ S; = 2+ 4+ 8 = 14, a
soma dos algarismos de ordem par ¢ S, = 9+ 5 = 14 e como ambas as
somas sao iquais, o numero 29458 € divisivel por 11.

Exemplo 3.8.10.3. O numero 2543 nao é divisivel por 11, pois:

Namero 2 5 4 |3
Ordem impar par impar par

A soma dos algarismos de ordem impar € S; = 2+ 4 = 6, a soma
dos algarismos de ordem par é S, =5+ 3 = 8 e como a diferenca S; — .S,
nao € diwvisivel por 11, o numero original também nao é divisivel por 11.

Exemplo 3.8.10.4. O numero 65208 ¢ divisivel por 11, pois:

Nimero 6 (5| 2 (0 8
Ordem impar par|impar par|impar

A soma dos algarismos de ordem impar ¢ S; = 6 + 2+ 8 = 16, a
soma dos algarismos de ordem par é S, = 54 0 = 5. Como a diferenca
S; — S, = 11, o numero 65208 ¢é divisivel por 11.

3.9 Ideal de Z

Definicao 3.9.1. Um conjunto nao-vazio J de numeros inteiros € um ideal
de 7, se atende as sequintes condigoes:
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)Vryed=(x+y) € J;
WVreldeacelZ = zacl.

Exemplo 3.9.1. O conjunto: P* ={x € Z/x > 0} ndo € um ideal, pois
i) Sex,y € P entaox > 0 ey > 0, portanto xz+y > 0. Logo, z+y € P*.
ii) Sex =3 ea=—1, entio x.a =3(—1) = -3 ¢ PT.

Portanto, P nao € ideal de Z.

Teorema 3.9.1. Considere J um ideal de 7. Entdo, J = {0} ou existe um

inteiro positivo m tal que J = m.Z.

Demonstragao 3.9.1. Se J # {0}, 3z € J com x # 0. Como J € ideal
de Z, temos x(—1) = —x € J. Assim, J possui elementos positivos. Agora,
tomando J* = {x € J/x > 0} seque que J # (. Pelo Principio da Boa
Ordem, J* possui elemento minimo, digamos m = minJ™.

Como J© C J , entao m € J. Vejamos que J = m.Z, em que

m = minJ™":

i) m.Z C J, de fato:

Considere x € m.Z, dai x = m.k comm € J ek € Z. Como J € ideal
de Z, entao r = m.k € J.

i) J Cm.Z, de fato:

Considere a € J e usando o algoritmo da divisao, existem q, r tais que
a=m.qg+r, com 0 < r <m. Suponha quer # 0. Dai, )0 < r = a—m.q.
Comom € J e q € Z, entao mq € Z. De a € J e mq € J, entao
r=a—mq¢eJ. Assim, r € J er >0, implica que r € J*. Portanto,
0<r<m=minJ" o qual é um absurdo. Conclui-se que r = 0, e
portanto a = m.q € m.Z, isto é J C Z.

De i) e ii) temos que J = m.Z, com m > 0, isto é, J ¢ ideal se m for

um multiplo dos 7.
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3.10 Maximo Divisor Comum ( m.d.c )

(1))

Definigao 3.10.1. Chama-se mdzximo divisor comum de dois inteiros “a
e “b” o maior de seus divisores comuns, isto €, m.d.c (a,b) = mdz D (a,b),
em que D (a,b)= D (a) N D (b) representa o conjunto de todos os divisores

comuns de “a” e “D”. Dizemos também que um inteiro “d” é divisor comum
de “a” e “b” se d/a e d/b.

Exemplo 3.10.1. Determinar o m.d.c dos numeros 6 e 8.
Solucao:
D(6) = Dg={-6,—-3,—-2,—1,1,2,3,6}
D(@8) = Dg={-8,—4,—-2,—1,1,2,4,8}
D(6,8) = D6)ND@B)={-2,—1,1,2}
Logo, m.d.c (6,8) = mdz D (6,8) = 2.

Observacao 3.10.1. O m.d.c de dois inteiros também pode ser obtido
a partir da decomposicao em fatores primos, multiplicando-se os fatores
Primos comuns com o0s menores expoentes.

Exemplo 3.10.2. Temos que 24 = 23.3! e 36 = 22.32
Assim, o m.d.c (24,36)= 2231 = 4.3 = 12.

Observacao 3.10.2. Eziste também o processo ou Algoritmo de Euclides
(divisdes sucessivas) para determinar o m.d.c entre dois nimeros inteiros

7/

“a” e “b”. O mdximo divisor comum de “a” e “b” € o ultimo resto diferente
de zero.

Usualmente,

para dividir a por b utilizamos o sequinte esquema:

al b
r|q

Mudemos agora um pouco o esquema para
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Assim, dispomos

do m.d.c (a,b):

Exemplo 3.10.3. Usando o Algoritmo de Fuclides, obtenha o m.d.c de 36

e 24.

oS

1

qz

kS

""" I Jns1

"

Th-2 Tn—1 Iy

| "

36 24
-24. 1
12
1 — quociente
36 24
12 - resto
1
36 24 12
12

36

12

Resto nulo

2
BB - mdc{3624}=12

(=36 | b=24

24 12

= 24 9

Exemplo 3.10.4. Vamos calcular o m.d.c (1128,336). Dai:

Note que m.d.c (1128,336) = 24, de acordo com o algoritmo:
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07 % | 4|

3.11 Proposicao

(1))

Considere “a” e “b” inteiros nao-nulos, com “a” > “b”, tais que
m.d.c (a,b) = d. Entdao, m.d.c (b,a —b) =d.

Demonstracao 3.11.1. Devemos mostrar que:
i) d/bed/a—b
ii) Se d' /b ed' /a—b, entio d'/d.

Vejamos:
i) Por hipdtese, m.d.c (a,b ) =d /aed /b. Logo, d/ a-b.

ii) Considere d' € Z tal que d'/b e d'/a — b, isto €, existem inteiros x,y

tais que dx =b e d'y = a — b. Logo:
dy=a—dr=dy+dr=a=dy+zx)=a.
Ou seja, d'/a e d'/b. Portanto, d'/d.
c.m.d.c (bya—b) =d=m.d.c (a,b).

Exemplo 3.11.1. Calcular o m.d.c dos sequintes numeros:
a) m.d.c (8,6) = m.d.c (6,8—6) = m.d.c (6,2) = m.d.c (2,6—2) =
= m.d.c (2,4) = md.c (2,4—-2) = m.d.c (2,2)

m.d.c (8,6) = 2.

b) m.dec (62,44) = m.d.c (44,62 —44) = m.d.c (44,18) =

= mude (18,44 —18) = m.d.c (18,26) = m.d.c (18,26 — 18) =
m.d.c (18,8) = m.d.c(8,18—8) = m.d.c(8,10) = m.d.c(8,10—8) =
m.d.c (8,2) = m.d.c (2,8 —2) = m.d.c (2,6) = m.d.c (2,6 —2) =
= m.d.c (2,4) = md.c (2,4—2) = md.c (2,2)

om.d.c (62,44) = 2.
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c) m.d.c (1128,336) = m.d.c (336,792) = m.d.c (336,456) =
= m.d.c(336,120) = m.d.c(120,216) = m.d.c (120,96) = m.d.c (96,24)
= m.d.c (24,72) = m.d.c (24,48) = m.d.c (24,24)

m.d.c (1128,336) = 24.

3.12 Teorema de Bézout

[13e)]

Considere “a” e “b” inteiros e d = m.d.c (a,b). Entdo, existem

K,

interros “r” e “s” tais que d = ra + sb.

Demonstragao 3.12.1. Consideremos o conjunto J = {xa + yb/z,y €
Z.. Mostraremos que J € um ideal de Z. Com efeito, dados ., 5 € J eles
devem ser da forma:

a = x1a + y1b e f = x9a + yob.

Temos, entdo, que o+ 3 = (x1 + x2)a + (y1 + y2)b € J.

Analogamente, temos que para todo k € Z e todo o = xa + yb €
J, a.k = (kx)a + (ky)b € J. Agora, do teorema 3.9.1 vem que existe um
inteiro positivo xg tal que J = xq. Z.

Mostraremos que xy = m.d.c (a,b) = d. Com efeito, a é da forma
a = l.a+0.b, e temos que a € J, logo xy/a. De forma idéntica, vem que
xo/b e, portanto, xq € D(a,b).

Ainda como o proprio xg € um elemento de J, entao deve ser da
forma xy = ra + sb, comr, s € 7.

Enfim, para provar que xy € o maior dos elementos de D(a,b), con-
sideramos d' € D (a,b). Como d'/a e d'/b, seque que d'/(ra + sb).

Logo, d'[xy. Portanto, |d'| < |xog| = xo e seque a tese.

3.13 Teorema

Considere a e b inteiros. Um inteiro positivo d é o mdximo divisor

comum de a e b se e somente se verifica:

(1) d/a e d/b;

SOUSA, Clesio Santos de Matematica - Unifap
PELAES, Jdderson Quaresma




3.14 Proposicao 38

(ii) Se d'/a e d'/b, entdo d'/d.

Demonstracao 3.13.1. Considere d = m.d.c (a,b). Entao, temos que d
verifica (i), e, na demonstracao do Teorema de Bézout, provamos também
que a condigdo (it) se verifica.

Reciprocamente, se um inteiro positivo d wverifica (i), entdo d €
D(a,b). A condicao (ii) afirma que, se d € D(a,b), entio d'/d. Logo,
d < d, donde seque que d é o maior dos divisores comuns.

Portanto, d = m.d.c (a,b).

3.14 Proposicao

Considere a e b inteiros, d = m.d.c (a,b) e ¢ um inteiro nao-nulo.
Entao:

(1) m.d.c (ac,bc) = d|c|.
(ii) Se c/a e c/b, entdo m.d.c (a/c,b/c) = d/|c|.
Demonstragao 3.14.1. Ver referéncia: [6]
Exemplo 3.14.0.5. Pela proposi¢ao anterior, temos que m.d.c (42,48) =

m.d.c (7.6,8.6) = m.d.c (7,8)./6] = 1.6 = 6.

3.15 Teorema de Euclides

Considere a, b e c inteiros tais que a/bc. Se m.d.c (a,b) = 1, entdo
a/c.

Demonstracao 3.15.1. Se m.d.c (a,b) = 1, entdo m.d.c (ac,bc) = m.d.c
(a,b)|c| = |c|. Note que a/ac e por hipdtese, a/bc. Logo, a/|c| e dai seque
que a/c.

(1))

Proposicao 3.15.1. Considere p um niumero primo e “a” e “b” inteiros.

(i) Se p 1 a, entdo m.d.c (p,a) = 1.
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(ii) Se p/ab, entdo p/a ou p/b.
Demonstracao 3.15.2. ( Proposi¢do ):

(i) Por hipdtese, p 1 a, o que equivale a escrever |p| 1 a. Logo, m.d.c
(p, @) = max D™ (p,a) = maz D (p) N D™ (a) = maz{1, |p|} ND"(a) =
1.

(1i) a) Se p/a, seque o resultado.
b) Se p{a, entdo m.d.c (p,a) =1 e como p/ab, logo seque que p/b.

3.16 Inducao Matematica

Teorema 3.16.1. ( O Principio da Inducao ):

Considere a um inteiro dado e S um conjunto de inteiros maiores

ou iguals a a, que gozam das sequintes propriedades:

(i) a € S;

(ii) Se um inteiro k > a pertence a S, entdo k + 1 também pertence a S.
Entao, S € o conjunto de todos os inteiros maiores ou iguais a a.
Demonstragao 3.16.1. Ver referéncia: [6]
Corolario 3.16.1. ( Principio da Indugdo Completa ):

Seja a um inteiro qualquer. Suponhamos que para cada inteiro n > a
estd dada uma proposicio A(n) de modo que:

(i) A(a) € verdadeira;

(ii) Se para cada inteiro k > a, A(k) € verdadeira, entio A(k + 1) € ver-
dadeira. Logo, a proposicio A(n) € verdadeira para todo inteiro n >

a.

Demonstracao 3.16.2. Considere o conjunto S dos inteiros n > a para

0s quais A (n).
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a) Como A(a) € verdadeira, entdo a € S.

b) Se k € S, entao A(k) € verdadeira. De ii) temos que A(k + 1) é
verdadeira e portanto (k + 1) € S. Entdo, pelo principio da indugdo
S ={n € Z|n > a}, logo A(n) é verdadeira para todo n > a.

Exemplo 3.16.1.

1
Provar que afo’rmula1+2—|—_,,+n:@

n > 1.

Solucao:

¢ vdalida para todo

Paran =1, a formula acima resulta :

1(1+1)
2 Y

isto €, 1 = 1. Assim, a afirmacao € verdadeira para n = 1.

Devemos mostrar agora que, se a afirmacao € verdadeira paran = k,
¢ valida também paran =k + 1:
Admitindo-se como verdadeiro

k(k+1
14+24...+k :-ié;l,

somamos k + 1 a ambos os membros dessa igualdade:

k(k+1 E(k+1)+2(k+1
1424 . 4kt (kt1) = %H@H: ( )2 E+D)
1sto €,
kE+1)(k+2
1+2+... +k+(k+1) ( g ),
que € a formula correspondente a n = k + 1, cuja validade queriamos
demonstrar.

Lema 3.16.1. Todo inteiro a > 1 pode ser escrito como produto de numeros

PTIMOS.
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Demonstracao 3.16.3. Usaremos inducao sobre a.

i) Para a =2, o enunciado € vdlido jd que o prdprio nimero 2 € primo
e nao ha nada a demonstrar.

it) Suponha que a propriedade vale para todo inteiro k com 2 < k < a.
Como a € composto, logo 33 b, c € Z com 2 <b<a e 2 <c < a tais
que a = bc.

Pela hipotese da inducao, 33 p1, po, ..., pr €q1, G2, ... , s inteiros
e primos tais que b =pi1.ps. .... . pr €EC=qQ1.Q2- - .. . (s.

SLa=bc=pips . ... .Drq1.Qo. ... .Qs.

3.17 Minimo Miiltiplo Comum ( m.m.c )

Denotemos min M™(a,b) o conjunto de todos os miltiplos comuns positi-
vos de “a” e “b”, enquanto M (a,b) denota o conjunto de todos os maltiplos
comuns de “a” e “b”.

Observa-se que M™(a,b)# 0, pois |a||b] € M (a,b). Logo, pelo Principio
da Boa Ordem, esse conjunto contém um elemento minimo, o qual deno-
minamos de minimo maultiplo comum de a e b.

Definicao 3.17.1. Chama-se minimo multiplo comum de dois inteiros “a”

e “D” o menor dos seus multiplos comuns positivos, isto €,

m.m.c (a,b) = min M™* (a,b).

Observacao 3.17.1. Da definicao 3.17.1 vem que, obter o m.m.c entre dois

intetros positivos “a” e “b” consiste em determinar, a partir da intersecao
entre os conjuntos dos multiplos, o menor elemento.

Exemplo 3.17.1. Obter o m.m.c entre os numeros 12 e 18.
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Temos que:

M*t(12) = {12,24,36,48,60,72,...}

M*(18) = {18,36,54,72,90,...}
Logo, MT(12) N M (18) = {36,72,...} e
)

portanto, m.m.c (12,18) = 36

Observacao 3.17.2. E possivel ainda obter o m.m.c entre dois numeros
inteiros positivos a partir da decomposicao simultanea em fatores primos.
Exemplo: Obter o m.m.c entre os niumeros 12 e 18.

Fazendo a divisao simultanea dos niumeros, temos:

12,18
6,9
3,9
1,3
1,1

W W NN

Logo, m.m.c (12,18) = 22.3% = 4.9 = 36.

Observacao 3.17.3. O m.m.c também pode ser obtido a partir da de-
composicao em fatores primos separadamente dos nimeros. O m.m.c serd
o produto de todos os fatores primos, considerados uma unica vez e de
maior exrpoente.

Exemplo 3.17.2. Calcular o m.m.c de 12 e 18.

Observe que:
12=223"¢
18 =21.32
Logo, m.m.c (12,18) = 22.3* = 4.9 = 36.
Dados a, b € Z, podemos calcular o m.m.c (a,b) usando o sequinte teore-
ma:

Teorema 3.17.1. Se a e b sao inteiros nao-nulos,entao:

b
la.b| = mmec (a,b).mdc (a,b) = m.m.c(a,b) = %
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Exemplo 3.17.3. Obter o m.m.c de 12 e 18.
|12.18] = 12.18 = 216
m.d.c (12,18) =6
112.18| 1218 216

Portanto, m.m.c (12,18) = 1c(2.18) 6 e 36.
m.d.c (12,

3.18 Numeros Amigos

Definicao 3.18.1. Dois niumeros dizem-se amigos se a soma dos divisores
positivos de um, excluindo ele proprio, € precisamente o outro e vice-versa.

Exemplo 3.18.1. Verificar se os numeros 220 e 284 sao amigos.

Temos que:

D*(220) = {1,2,4,5,10,11,20,22,44, 55,110,220} ¢
D*(284) = {1,2,4,71,142,284}.

Agora, somando os divisores positivos dos numeros dados, respectivamen-
te, e excluindo eles proprios, temos:

— 14+24+4+54+104+114+20+22+44+ 55+ 110 = 284

— 14+2+4+71+ 142 = 220.
Logo, os numeros 220 e 284 sao amigos.

3.19 Numeros Perfeitos

Definicao 3.19.1. Um numero diz-se perfeito se € igual a soma dos seus

divisores positivos diferentes dele proprio, isto €, se € amigo de si mesmo.

Exemplo 3.19.1. Temos que D*(6) = {1,2,3,6}.

Somando os divisores positivos do numero dado e excluindo ele proprio,
temos:

—1+2+3=6.

Portanto, 6 € amigo dele mesmo, isto €, ele é wm numero perfeito.
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3.20 Primos Gémeos

Definicao 3.20.1. Dois numeros primos sao denominados primos gémeos

se a diferenca entre eles € igual a 2.

Exemplo 3.20.1. Os numeros 3 e 5, 5 e 7, 11 e 13, ... , sao primos
gémeos, pois, 5 —3=2,7—5=2,13—-11=2,....

3.21 Conjectura de Goldbach:

“Todo wnterro positivo par ¢ soma de dois nimeros que sao primos

ou tgquais a 1. 7

Demonstracao 3.21.1.

2 = 1+1

4 = 242 = 143
6 = 3+3 = 1+5
8 = 0+3 = 147

10 = 7+3 = 545
12 = 7+5 = 1+11
14 = 7+7 3+ 11
16 = 11+5 = 3+13

A walidade da conjectura de Goldbach ja foi verificada para todo par
menor que 100.000. Porém, em toda a sua generalidade, continua a ser

mais um desafio aos matemdticos.

3.22 Equacoes Diofantinas Lineares

Sao equagoes da forma: ax + by = ¢ em que a,b e ¢ € 7.

Uma solug¢ao para essa equagdo é um par (xo,yo) € Z X Z tal que
axy + byy = c.

As equagoes 2z + 3y =3, v+ y =5 e x + 3y = —5 sao exemplos

desse tipo de equacao.
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Exemplo 3.22.1. Um determinado liquido é vendido em recipientes de
7 litros ou de 15 litros e se deseja fazer uma compra de 125 litros. De
que forma podemos adquirir esse liquido usando apenas recipientes com
capacidades de 7 e 15 litros completos?

Solucao:
x — numero de recipientes com capacidade de 7 [.
y — numero de recipientes com capacidade de 15 [.
Dai, temos que: 125 = Tx + 15y, com x, y € Z. Note que xo =5 e
Yo = 6 € solucao, pois:
125 = 7.5+ 15.6.

Observagao 3.22.1. Algumas equacoes diofantinas nunca tém solugdo.
Por exemplo, na equacao 4x + 6y = 5, para qualquer par de inteiros x ey,
o primeiro membro € um numero par enquanto que o sequndo € impar.
Portanto, essa equacao nao tem solucao.

Proposicao 3.22.1. Considere a,b e c € Z e d = m.d.c (a,b). A equagdo

diofantina ax + by = ¢ tem solugdo se e sd se d/c.

Demonstracgao 3.22.0.1. Considere [ = {ax+by/x,y € Z}. Certamente,
I € ideal de Z. Dai, I = d.Z. Logo, ax + by = c tem solucao se e so se c €
I =d.Z, isto €, se e so se d/c.

Exemplo 3.22.2. Verifique se as equacoes abaixo possuem solucao em 7.

a) 21z + 3by = 14

Temos que m.d.c (21,35) = 7/14. Se isto ocorre, entdo hd solugdo

para a equacao.

b) 6z +4y =5
Temos que m.d.c (6,4) = 21 5. Se isto ocorre, entao ndo hd solugao
para a equacao.

Teorema 3.22.1. Considere (xg,yg) uma solu¢io particular da equagdo
diofantina ax + by = c. Entao, existem infinitas solucoes dessa equacao e
todas elas podem ser escritas em equacoes paramétricas inteiras do sequinte
modo:
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a

\ y:yo-l-(d).t,tEZ e m.d.c (a,b) =d

Demonstragao 3.22.0.2. Note que (x,y) € Z* acima descritos é solugdo

da equacao, de fato:

az + by = a. (mo— (g)) t+b. <y0+ <%)>t
o sl
/o

ax+ by =axy + by, - = axtby=c

Considere (x,y) uma solu¢ao da equagao. Dai:
ar +by =c
axy + byy = c

a.(x —xp) +b.(y —yo) =0
a.(x — o) = (=b)-(y — vo)

eddad, b €Z tais quea=ad.deb="¥.d, em qued =m.d.c (a,b).

Logo:
dd.(z—x9) = =bd.(y —y) = d.(x —x9) = =b".(y — yo).
b .d. b
Observagao 3.22.2. O m.d.c (d',V) = m.d.c (§,E> _m Cd(aa ) _
=-=1

Portanto, a' /(y—yo), logo It € Z tal que a’. t = y—yo ey = yo+a'.t

a

Exemplo 3.22.0.6. Consideremos a equacao diofantina Tx + 15y = 125
da aplicacao 3.25.1.

SOUSA, Clesio Santos de Matematica - Unifap
PELAES, Jdderson Quaresma



3.23 Congruéncias: A aritmética dos restos 47

Temos que m.d.c (7,15) = m.d.c (7,8) = 1. Como 7.(—2)+15.1 =1,
vem que uma solucao particular é:
7((—2).125) + 15(1.125) = 1.125 = 7.(—250) + 15.(125) = 125,
i1sto €,
ro = (—2).125 = —250
yo = 1.125 = 125

e as outras solugoes sao da forma

r = —250— (?) b= —250 — 15¢

7
y = 125+<I>'t = 125+ 7t,com t € 7.

Constderando o problema que levou a essa equacao, vemos que SO

interessam respostas nao-negativas. Assim, devemos ter:
125+ 7t > 0, wsto é, t > —17
—250 — 15t > 0, sto é, t < —17.

A 1unica resposta mao-negativa se obtém, portanto, para t = —17 e

nesse caso, temos:
r=—250—15.(—-17) =5
y=1254+7.(-17) =6

3.23 Congruéncias: A aritmética dos restos

Questoes como as que envolvem periodicidade, exigem uma aritméti-
ca diferente. O conceito de congruéncia, bem como a notagao através da
qual essa nocao se tornou um dos instrumentos mais fortes da Teoria dos
Numeros, foi introduzido por Gauss em 1801 e € a chave dessa aritmética
e serd dado posteriormente.

Para dar uma ideia da nocao de congruéncias, consideremos a se-
guinte questao tlustrativa:

Se hoje € sexta-feira, que dia da semana serd daqui hd 1520 dias?
E ha 152 dias, que dia da semana foi?

Para organizar o raciocinio, indiquemos por 0 (zero) o dia de hoje
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(sexta-feira), por 1 o dia de amanha (sdbado) e assim por diante. Indique-
mos por —1 o dia de ontem (quinta-feira), por —2 ao dia de anteontem,
etc. A partir dessa escolha pode-se construir a sequinte tabela:

W | 2B | < | - | <00 | 8 | B
=% | 98 | =k T T R T

sexta | sabado | domingo | segunda | terca | quarta | quinta

0 1 2 3 4 5 6
7 8 9 10 11 12 13

Nossa questao agora se resume em saber em que coluna da tabela se
encontra o numero 1520. Sua primeira coluna representa as sextas-feiras:
abaizo da linha do 0 posteriores a hoje e acima, anteriores. A sequnda
coluna representa os sabados, e assim por diante.

Observe que dois inteiros representam, nessa tabela, o mesmo dia
da semana se, e somente se, sua diferenca € um maultiplo de 7.

Na primeira coluna estao os niumeros da forma 7k, na sequnda os da
forma Tk + 1, etc., sendo k = +1,42,£3, .... Suponhamos que o nuimero
1520 se encontre na coluna encabe¢ada pelo nimero r (0 < r < 6). Entao,

1520 — r = T7q = 1520 = 7q + r, para algum inteiro positivo q e
0<r<6.

Pela unicidade do resto da divisao euclidiana, seque dessa iqualdade
que r € o resto da divisao de 1520 por 7.

Observando que

1520 i
12 217
50

1

conclui-se que esse resto € 1 e que, portanto, 1520 estda na 2 coluna.
Logo, daqui a 1520 dias serd um sdbado.
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Por outro lado,

- 182 7

14 -22

— 12
-

2

Como o nimero —152 = 7.(=22)+2, com 0 < r =2 < |7| = 7,
entao estd na coluna do 2. Assim, a resposta a sequnda perqunta é domingo.
Congruéncia é a relacao entre dois numeros inteiros que, divi-
didos por um terceiro chamado modulo de congruéncia, detxam
0 mesmo resto.

Definigao 3.23.0.1. Considere m # 0 um inteiro fixo. Dois inteiros a e b
dizem-se congruentes modulo m se m/(a — b).

Na tabela construida anteriormente, quaisquer dois elementos de

uma mesma coluna sao congruentes modulo 7.

Notacao 1 :

(1))

a=0b (mod m). Lé-se: “a” € congruente ou congruo a “b” modulo m.
Notacao 2 :

Para indicar que a — b nao é divisivel por m, ou seja, que a nao é congruo

a b mddulo m, escreve-se a # b (mod m).
Exemplo 3.23.0.7. Analisar a congruéncia dos sequintes niumeros:

1) m=5#0,a="75eb=15.

Os numeros 75 e 15 sdo congruentes mddulo 5, pois 5/(75 — 15) = 60
e escrevemos: 75 = 15 (mod 5).

2)m=2+#0,a=18 eb=T.

Os nimeros 18 e 7 ndo sao congruentes modulo 2, pois2/(18—7) = 11
e escrevemos: 18 Z 7 (mod 2).
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3) m=T#0,a=>57eb=15.

Os numeros 57 e 15 sdo congruentes modulo 7, pois 7/(57 — 15) = 42
e escrevemos: 57 =15 (mod 7).

4)m=3#0,a=8¢e¢b=32.

Os nimeros 8 e 32 sao congruentes modulo 3, pois 3/(8 —32) = —24
e escrevemos: 8 = 32 (mod 3).

Observagao 3.23.1. a = b (mod m) < m/(a —b), ou seja, se 3 q € Z
tal que a — b = g.m.

Observacao 3.23.2. Dois inteiros a e b sao congruentes modulo 2 se, e
50 se ambos sao pares ou ambos impares.
Por exemplo, 5 =9 (mod 2) e também 5 =9 (mod 4).

Proposicao 3.23.0.1. Considere m um inteiro fixo. Dois inteiros a e b
sao congruentes modulo m se, e somente se eles tém como resto o mesmo
interro quando os dividimos por m.

Demonstracao 3.23.0.3. Considere:

a=q.m+1r, comO<ri<meb=qgy.m-+ry, com0<ry<m,
sendo 0 #m € 7Z fixo.

Entao,

a—b:(Q1—Q2)-m+(7“1—7“2); 0< |7’1—7’2| <m.

Dai, m/(a —b) se e s6 se m/(ry — r9).

Além mais, como 0 < |ry — ro| < m, temos que m/(r; — r9) se e
somente se |r1 — 19| =0 & 11 —r9 =0 < 11 =19,

Portanto, a = b (mod m) se, e somente se ry = 1.

Exemplo 3.23.1. Analisar a congruéncia dos niumeros 11 e 29.

Temos que 11 =29 (mod 6), pois nas divisoes abaizo

11L 29L

5 1 5

0s restos sao iquais a H, e portanto, esses numeros sao congruentes.
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Proposicao 3.23.0.2. Considere m > 0 um inteiro fixo e a, b, c e d inteiros
arbitrarios. Entao, valem as sequintes propriedades:

(i) Reflezividade: a = a (mod m).

Demonstracao 3.23.0.4. De fato,V a € Z, a —a = 0, que € divisivel por
m.

(11) Simétrica: Se a = b (mod m), entao b = a (mod m).

Demonstragao 3.23.0.5. Se a = b (mod m), entio m/(a —b), ou seja,
a — b= m.q, para algum q. Dai, b — a = m.(—q) e, portanto, m/(b — a),
donde b = a (mod m).

(111) Transitividade: Se a = b (mod m) e b = ¢ (mod m), entdo a = ¢ (mod

Demonstracao 3.23.0.6. Por hipdtese, m/(b — a) e m/(c — b). Logo,
m/[(b—a)+ (¢ —b)], ou seja, m/(c —a). Dai, m/(a — ¢) e, portanto, a =
¢ (mod m).

(iv) Se a =b (mod m) e c=d (mod m), entio a+c = b+ d (mod m).

Demonstracao 3.23.0.7. Devemos mostrar que b+d — (a+ ¢) € divisivel
por m. Logo, se a = b (mod m), entdo 3 q1 € Z tal que b—a = m.q e se
c=d (mod m), entdo 3 qo € Z tal que b — c = m.qs.

Somando termo a termo, temos:
b—at+d—c=mq+mq =m(q+aq)=b+d—(a+c)=m(q+ q)

Entao, b+d—(a+c) dividido por m resulta em q1+qo . Isto significa
que b+ d — (a + ¢) € divisivel por m, mostrando onde queriamos chegar.

(v) Se a = b (mod m), entao a+c= b+ ¢ (mod m) e ac = bc (mod m).

Demonstracao 3.23.0.8. Note que se fizermos a = b (mod m) e ¢ = ¢
(mod m), podemos escrever a + ¢ = b+ ¢ (mod m) e ac = be (mod m)
(pelas propriedades anteriores).
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(vi) Se a = b (mod m) entao ac = be (mod m).

Demonstracao 3.23.0.9. Por hipdtese, a—b = m.q. Dai, multiplicando-se
ambos os membros dessa iqualdade por c, temos:

a.c —b.c =m.(q.c), donde ac = bc (mod m).
(vii) Se a = b (mod m) e ¢ = d (mod m), entio ac = bd (mod m).

Demonstragao 3.23.0.10. Se a = b (mod m) e ¢ = d (mod m), entdo
existem inteiros q1 € qo tais que a = b+ m.qu e c = d + m.qs, logo,
a.c=b.d+ (b.ga + b.q1 + m.q1.q2), isto €, m/(ac — bd).

Outra forma de demonstrd-la é:

Como a = b (mod m), entdo, devido a propriedade anterior, ac =
be (mod m). Analogamente, de ¢ = d (mod m) seque que be = bd (mod
m). Entdo, devido a transitividade, ac = bc (mod m).

Essa propriedade pode ser generalizada, por inducao, para v con-

gruéncias:

Se ay = by (mod m), ag = by (mod m), ..., a, = b, (mod m),
entao:

ai.as. ... .ap = by.by. ... b, (mod m). Em particular, se a1 = as =
=...=a,=aeb=by=...=0b.=0, entao a’ = b (mod m).

(viii) Se a = b (mod m), entdo a™ = b", para todo inteiro positivo n.

Demonstracao 3.23.0.11. Se fizermos a = b (mod m); a = b (mod m);
a = b (mod m), vdrias vezes, teremos a.a.a.a.... .a = b.b.b.b. ... .b que
resulta em a™ = 0", sendo n o numero de fatores (inteiro positivo).

(ix) Sea=0b(modm) e <b<m, entdob € o resto da divisao euclidiana
de a por m. Reciprocamente, ser € o resto da divisao de a por m, entao
a=r (mod m).

Demonstracao 3.23.0.12. De fato, por hipotese, a —b = m.q para algum
inteiro q. Dai, a = m.q+b (0 < b < m). A conclusio decorre da unici-
dade do quociente e do resto no algoritmo euclidiano. A demonstracao da
reciproca € 1mediata.
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() a = b (mod m) se, e somente se, a e b tém o mesmo resto na divisao
euclidiana por m.

Demonstracao 3.23.0.13. (—) Por hipdtese, a — b = m.q para algum
inteiro q. Portanto, a = b+ m.q.

Considere g1 e r 0 quociente e o resto, respectivamente, da divisao
euclidiana de a por m. Logo, a = m.q1 +r, com 0 < r < m. Das duas
ultimas igualdades seque que b+m.q = m. q+r e entdo, b = m.(q1—q)+r,
com 0 < r <m.

Portanto, r € o resto da divisao de b por m.

(<) Por hipdtese, a e b tém o mesmo resto na divisio euclidiana
por m. Logo, a=m.q1+17 eb=m.qgag+1 (0 < b<m).

Subtraindo-se membro a membro essas iqualdades, temos:

a—b=m.(q1 — q2), donde a = b (mod m).

(xi) Se ca = ¢b (mod m) e m.d.c (m,c) =d >0, entdo a = b (mod %)

Demonstracao 3.23.0.14. Por hipdtese, c.(a — b) = mk, para algum k €
Zi. Dat,
2.(@ —b) = %k e m.d.c (cgl’ %) = 1. Logo, %/(a —b) e,
portanto, a = b (mod E)

Exemplo 3.23.2. a) Mostre que 10" — 1 ¢ divisivel por 11.
Solugao: Note que 10 = —1 (mod 11), entao, pela propriedade (vii),
1020 = (=1)0) (mod 11), isto ¢, 10*° = 1 (mod 11). Dai, pela de-
finicao de congruéncia, temos que 10?°" — 1 € divisivel por 11.

b) Mostrar que, qualquer que seja o inteiro impar a, o resto da divisao
de a® por 8 é 1.

Solucao: Os restos possiveis da divisao de a por 8 sao: 1,3,5 ou 7.
Se, por exemplo, o resto fosse 2, entio a = 8q + 2 = 2.(4q + 1) seria
par, o que nao € possivel.

Portanto, a = 1,3,5 ou 7 (mod 8).
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Entdo, a®> = 1,9,25 ou 49 (mod 8).

Mas, 9 = 1 (mod 8), 25 = 1 (mod 8) e 49 = 1 (mod 8). Dai, a®
= 1,1,1 ou 1 (mod 8). Ou seja, a*> = 1 (mod 8) qualquer que seja
o inteiro impar a e, portanto, devido a propriedade (ix), o resto da
divisao de a® por 8 € 1.

¢) Determinar o resto da divisao de 5% por 26.

Solucao: Escrevendo 5% = 26q + r, o problema consiste em deter-
minar o inteiro v tal que (0 < r < 26) e tal que 5°° = r (mod 26).
Temos que 5* = (—1)% (mod 26), isto é, 5* = 1 (mod 26). Por fim,
550 = (5H15 logo 5% = (1)'* (mod 26), donde o resto da divisao de
5% por 26 € 1.

d) Determinar o algarismo das unidades de 3'%°.

Solucdo: Observe que, em geral, se a,10" +a, 110" + ... 4+ a;10+
ag, entio a = ag (mod 10). Devemos entao determinar um nimero
tal que 0 < x <9 e 3 =z (mod 10). Note que 3> = —1 (mod 10),
logo, 3* =1 (mod 10) e, portanto, 3% = (3% =1 (mod 10) .

Proposicao 3.23.0.3. Considere m um inteiro fizo e a, b e ¢ inteiros
arbitrarios. Se m.d.c (¢c,m) = 1, entdo ac = bc (mod m) implica a = b
(mod m).

Demonstracao 3.23.0.15. Se ac = be (mod m), temos que m/(a —b).c .
Como m.d.c (¢,m) =1, de 3.15 (Teorema de Euclides) vem que m/(a—b),
donde a = b (mod m).

3.24 Congruéncias Lineares

Definigao 3.24.0.2. Uma congruéncia algébrica do tipo ax = b (mod m),
em que a,b em € Z, a# 0, m >0 ex sendo uma varidvel em Z, recebe o
nome de congruéncia linear.

Considere k uma solu¢io de axr = b (mod m), ou seja, k € um
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inteiro tal que ak = b (mod m). Aplicando o algoritmo da divisdo para k e
m:

k=mq+xy (0 <xz9 <m). Assim, ak = amq + axg. Como m = 0
(mod m) e, portanto, amq = 0 (mod m), entdo axy = ak (mod m). Daf,
arg = b (mod m), o que mostra que xoy também € solugdo da congruéncia
considerada.

Convencionaremos que todos os x € 7 tais que x = xo (mod m)
constituem uma unica solu¢ao de ax = b (mod m).

Por exemplo, como 4 € solugdo de 2x = 3 (mod 5), entdo todos os
elementos de {4+5t/t € Z} = {4,—1,9, —6, ...} sdo apenas representagoes
da mesma solucao.

Proposicao 3.24.0.4. Uma congruéncia linear ax = b (mod m), com
a # 0, admite solucoes em 7. se, e somente se, b é divisivel por d = m.d.c
(a,m). Neste caso, se xg € uma solu¢ao particular, entdo o conjunto solugao
tem d elementos, a saber:

X0, x0+<%),x0+2-<%),...,x0—|—(d—1).<%>.

Demonstracao 3.24.0.16. Considere xy uma solugio de axr = b (mod
m). Entao, axg — myy = b, para algum yy € Z. Logo, (xg,vyo) € solugdo
de ax — my = b. Da mesma forma, se (xg,yo) € solu¢io de axr — my = b,
entdo g ¢ solugao de ax = b (mod m). Como a condi¢ao de ezisténcia de
solugoes para ax — my = b é que b seja divisivel por d = m.d.c (a,m), o
mesmo vale para axr = b (mod m).

Lembremos ainda que se (xg,yo) € solucdo de ax —my = b, entao:

m a
x:xo%—(—).tey:yo—k(E).t,

comt € Z, fornecem togas as solucoes. Logo, a solucao genérica de
ax = b (mod m) € dada por
m
Tr =29+ (E) .t,tEZ.
Aplicando o algoritmo da divisao para t e d, temos:
t=dq+r, com0<r<d. Assim,

x:x0+(%).t:xo+(%>.(dq+r):

:g;o+(%).(r+mq)5xo+<%).r(m0dm).
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Ou seja, x estd entre as solugoes apontadas no enunciado. Por outro
m
lado, supondo xy + (E) 1 = x9+ (md) .ty (mod m), em que 0 < t1 <

m m m m

to < d. Entao: —.t1 = —.ts (mod m) e como m.d.c (E,m) == a

propriedade (xi) leva a concluir que t1 =t (mod d) o que € impossivel.
Assim, as solucoes do enunciado, sendo incongruentes modulo m,

sao todas as solugoes de ax = b (mod m), conforme convengao.

Exemplo 3.24.0.8. Se em ax = b (mod m) se tem m.d.c (a,m) = 1,
entao essa congruéncia linear so admite uma solucao. E o caso de 3z = 1

(mod 5), cujo conjunto solugdo é {2}.

Exemplo 3.24.0.9. A congruéncia 6x =15 (mod 21) admite 6 como solu¢a-
o particular. Logo, o conjunto de suas solugdes €, jd que m.d.c (6,21) = 3:

21 21
{6, 6+5.6+2 (3) } = {6,13,20}.

Nota:

Se a e m sao inteiros relativamente primos, a congruéncia ax = b (mod
m) tem sempre solugcdo. Escrevendo 1 = ra + sm, temos que x = rb €
uma solugao e € unica mddulo m (isto €, toda outra solu¢ao é congruente

maddulo m a rb).

Exemplo 3.24.0.10. Consideremos a congruéncia —3x = 18 (mod 15).
Calculamos m.d.c (—3,15) = 3. Escrevendo 4(—3) + 1.15 = 3, vem que
r = 4, e podemos calcular by = 6. Uma solucao particular serd, entao,

xog =24 e como — =5, temos que

xg =24, x1 =24+5=29, 19 =24+ 10 = 34 sao solucoes da con-
gruéncia dada. Toda outra solucao serd congruente a uma dessas modulo
15.

Propriedade 3.24.1. A congruéncia mod m é uma relagcao de equivaléncia.
Demonstracao 3.24.1. ( Propriedades ):

(i) ¥ a € Z, temos a —a = 0.m. Logo, m/(a — a). Dai, a = a (mod m).
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(11) Considere a,b € Z tais que a = b (mod m), ou seja, m/(a —b) que
equivale a m/(b — a). Dai, b = a (mod m).

(i1i) Considere a,b e ¢ € Z tais que a = b (mod m) e b= ¢ (mod m), isto
¢, m/(a—b) em/(b—c). Dai, m/(a—b)+(b—c) =a—b+b—c=a—c,
isto é, a = ¢ (mod m).

3.25 Classe de Equivaléncia

Neste topico adotaremos para m sempre valores maiores que 1 (m > 1).
Definicao 3.25.0.3. Considere a e m dois inteiros, m > 1. Chama-se
classe de equivaléncia ou de congruéncia de a modulo m o conjunto formado
por todos os inteiros que sao congruentes a a modulo m, denotado por:

a={r€Z/x=a (modm)}.
Ou ainda, temos que x = a (mod m) se e somente se, x € da forma
xr =a+tm, para algum t € 7.

Proposicao 3.25.0.5. Considere a, b e m, com m > 1, inteiros. Entao

a=b (mod m) se, e somente se, @ =b.

Demonstracao 3.25.0.17. Suponha que a = b (mod m); Queremos provar
que @ = b, isto é, uma iqualdade de conjuntos.

Dado x € @, temos, por defini¢ao, que x = a (mod m). Da pro-
posicdo 3.23.0.2, parte (i) e da hipdtese, seque-se que x € b. Logo, @ C €.
A inclusao de sentido contrdrio seque de forma andloga.

Reciprocamente, se a = 5, como a € a, temos também que a € 5,

logo, a = b (mod m).

Corolario 3.25.1. Considere a, b e m inteiros, m > 1. Se @ # b, entdo

atb=0.

Demonstracao 3.25.1. Se aNb = (), consideremos um inteiro c que
pertenca a ambas as classes. Como ¢ € @, temos que ¢ = a (mod m) e, de
forma andloga, ¢ = b (mod m). Portanto, a = b (mod m) e da proposi¢ao
anterior, @ = b.
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Observe que, por exemplo, para as classes médulo 6, temos que 0 =
6=12=—-6=...=4=10=-2=....

Ou seja, dada uma classe @, para qualquer inteiro x tal que x € @,
temos que T = a. Por causa disso, cada inteiro pertence a uma e somente
uma dada classe e este é um representante da mesma.

Observacao 3.25.1. Denotaremos o Conjunto das Classes de congruéncias
modulo m pelo simbolo Z,, chamando-o de conjunto dos inteiros modulo
m.

Exemplo 3.25.0.11. Se m = 6, todas as classes possiveis, modulo 6, sao
as sequintes:

0 = {0,6,-6,12,—12,...}
1 = {1,7,-5,13,—11,...}
2 = {2,8,-4,14,-10,...}
3 = {3,9,-3,15,-9,...}
1 = {4,10,-2,16,-8,...}
5 = {5,11,-1,17,-7,...}

4,3=—3,4=-25=—1
_____ =

e também podemos escrever: Zg = {6,7,14, -3, —2, —

Note que, por exemplo, 0 = 6,1 =7,2

—_

Proposicao 3.25.0.6. Adicao em Z,, :
Em Z,, valem as sequintes propriedades:

P1) Propriedade Associativa: Para toda terna a, b e ¢ de inteiros médu-
lo m, tem-se que: a+ (b+7¢) = (a+b) +¢.

P2) Existéncia do Neutro: Eziste um unico elemento em Z,, que €
precisamente 0, a classe do elemento 0 tal que @+ 0 = @ para todo
a € L.

P3) Existéncia do Oposto: Para cada inteiro modulo m, @, existe um
unico elemento em Z,, que chamaremos oposto de a e indicaremos por
—a, tal que a+( —a )= 0.
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Pj) Propriedade Comutativa: Para todo par @,b de elementos de Zy,,
tem-se que a + b="0b+a.

Proposicao 3.25.0.7. Multiplicacao em Z,, :

Em Z,, valem as sequintes propriedades:

P5) Propriedade Associativa: Para toda ternaa,b e de inteiros mdédu-

lo m, tem-se que: a.(bc) = (ab).(c).

P6) Existéncia do Neutro: Existe um unico elemento em Z,, que é

precisamente 1, tal que @ + 1 = @.

P7) Propriedade Comutativa: Para todo par @,b de elementos de Zy,,

tem-se que a.b=ba.

Observacao 3.25.1. As demonstracoes referentes as propriedades P.1 a

P.7 podem ser encontradas na referéncia bibliogrdfica [6].

Exemplo 3.25.0.12. Qual a classe de 3 € 7Z na relacao congruéncia
modulo 4 em 7.7

Solugao: 3={x € Z/x =3 (mod 4)}. Dai:
{reZ/4/(x —3)} ={x €Z/x—3 =4k, k € Z} e, portanto,
{r €eZ/x =4k + 3,k € Z}.

3
3

Atribuindo valores para k na expressio x = 4k + 3,k € 7, obtemos

o conjunto das classes que sao solugoes da equacao de congruéncia r = 3
(mod 4) dada.
Portanto, 3 ={3,7,—1,11,-5,...}

Observagao 3.25.2. O conjunto quociente de A pela relagao ~ (equi-

valéncia) em A € dado por:
A=A/~ =A/=,, =Z/mZ ={a/a € A}.

Exemplo 3.25.0.13. Determine Z = 7Z/=, = Z/AZ = {0,1,2,3} =
{4,5,6,7} = ...
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Observagao 3.25.3. Para um niumero muito grande, a (s) classe (s) a que
ele pertence serd (do) o resto da divisio dos seus dois primeiros ou dois
ultimos algarismos por 4.

Exemplo 3.25.0.14. Qual a classe de 1725 ¢

Pelo enunciado da observacao anterior, temos que o resto € iqual a
1 em ambas as divisoes a sequir:

|4 ?15|‘l
1 4

b

Portanto, 1725 = 1.
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Capitulo 4

NUMEROS PSEUDOPRIMOS

Vimos, no capitulo anterior, a importancia que oS numeros primos
tém para o desenvolvimento da teoria dos numeros, sendo objetos de estu-
dos ininterruptos de numerosos matemdticos desde muito tempo. Questoes
naturais e fundamentais que se podem ou que se devem propor sobre estes

numeros vém a tona, tais como, dentre outras:

1) Quantos niumeros primos existem ¢
2) Como reconhecer que um dado nimero € primo ?

3) Existem formulas ou algoritmos que geram nimeros primos ¢

Faremos uma sintese dessas questoes, mostrando que as mesmas sao
vdlidas, também, para o estudo dos numeros pseudoprimos abordados neste

capitulo.
Teorema 4.0.1. O conjunto dos nimeros primos € infinito.

Demonstracao 4.0.2. ( Demonstracao de Euclides ): Suponha que

a sucessao p1 = 2,ps = 3, ..., pr dos numeros primos seja finita. Fagamos
q="pi- P2 --. - pr+ 1 e considere p um numero primo que divide q.
Se p € um dos niumeros pi,ps,...,pr, entao q diwide a diferenca

Isto € um absurdo, pois ¢ — p1...p, = 1. Portanto, p € um niumero
Primo que nao pertence d SuUcessao €, Por consequéncia, pi, P2, - .. , Pr NAO
podem formar o conjunto de todos os niumeros primos.

Definicao 4.0.1. Para todo nimero primo p, o produto de todos os nimeros
primos q inferiores ou iguais a p, denotado por p§, € denominado primo-
rial de p.
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Notas:

a) O maior nimero primo conhecido da forma pf+1 € 3921138+ 1, com
169966 algarismos, descoberto por D. HEUER et al. em 2001.

b) 158774 — 1 € o maior numero primo conhecido da forma pt—1, possui
6845 algarismos e estava incluido na lista de CALDWELL e GALLOT
de 2002.

c) Nao ezistem funcgdes ou algoritmos que geram todos os niumeros pri-
mos. No entanto, existem processos simples e aplicdveis que indicarao
se um numero inteiro positivo N € primo ou composto, como por exem-
plo, o Lema e O Criwo de Eratiostenes a sequir.

Lema 4.0.1. Se um numero inteiro positivo k > 1 nao € diwisivel por
nenhum primo p tal que p* < k, entdo ele é primo. Isto €, dado o nimero
natural k, tenta-se dividi-lo, sucessivamente, pelos niumeros n = 2,3,...,
até [VE] ( o maior inteiro inferior a 'k ). Se nenhum desses niimeros

divide k, entao k € primo.
Demonstracao 4.0.3. Ver referéncia [9]
Exemplo 4.0.1. O nimero 1009 € primo?

Note que 312 = 961 e 322 = 1024
Dad, 312 < 1009 < 322 ¢ 1009 nao € divisivel por nenhum dos primos
menores ou iguais a 31 (2,3,5,7,11,13,17,19,21,23,29 e 31). Portanto, o

numero 1009 € primo.

4.1 O Crivo de Eratostenes

Crivo significa “ peneira,”e o matemdatico grego Eratostenes teve a ideia de
organizar os calculos de primos por meio de uma “ peneira ”de numeros,
sendo possivel determinar todos os numeros primos até um certo numero,
assim como os fatores primos dos numeros compostos inferiores a um
numero N dado arbitrariamente.

Assim, escrevem-se todos os inteiros até N, exceto o numero 1
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que nao € primo. Riscam-se todos os multiplos de 2, superiores a 2 e em
cada nova etapa, sao riscados todos os multiplos de menor inteiro p ainda
nao riscado e que sao matores do que p. Basta chegar-se ao numero p tal
que p* jd ultrapasse N. Ou seja, quando aplicamos o Crivo ou quando exa-
minamos se um determinado numero € primo, basta verificar até o maior
numero que, elevado ao quadrado, nao ultrapasse o nimero examinado.
Vamos ilustrar o processo tomando como exemplo o nimero N = 50.
Primeiramente, escrevem-se todos os numeros inteiros até 50.
Comegamos por riscar de 2 em 2, tirando os multiplos de 2 ( mas

ndo riscamos o 2 - ele é primo):
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Retiramos os niumeros que passaram no crivo do 2. O proximo primo
€ 0 3. Riscamos de 3 em 3, tirando os multiplos de 3 ( mas ndo riscamos

03 - ele € primo ):
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Retiramos os niumeros que passaram no criwvo do 3. O proximo primo
€ 0 5. Riscamos de 5 em 5, tirando os multiplos de 5 ( mas ndo riscamos

05 - ele é primo ):
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i

JE——
[N ]

SIS

i
4 4 4

Retiramos os niumeros que passaram no crivo do 5. O proximo primo
€ 0 7. Riscamos de 7 em 7, tirando os maltiplos de 7 ( mas ndo riscamos

07 - ele € primo ):

= tHl=s
.
s

Retiramos o0 49, que nao passou no crivo do 7.

Paramos aqui. O proximo primo seria o 11, mas qualquer nimero
(até 50) dividido por 11 wvai nos dar um quociente menor do que 11, pois
11 x 11 € maior do que 50.

No nosso caso, 7 x 7 =49, e 7T é 0o maior nimero que elevado ao
quadrado ainda é menor que 50.

Sobraram, entao, na nossa “ peneira "apenas os numeros primos

até 50, a saber:
Psy={2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37,41,43,47}.

Observacao 4.1.1. O Crwo de Eratostenes funciona bem para numeros
pequenos. Entretanto, para niumeros muito grandes, serd vidvel encontrar
um outro método para verificar a primaridade de wm niumero. Por exemplo:

o numero 34020977 € primo ou composto ?
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Ele é composto, mas sua composicao é 34020977 = 5077 x 6701.
Imagine o tamanho do crivo que vocé teria que usar.

4.2 Teoremas sobre primaridade

Os Teoremas a segquir nos fornecem importantes ferramentas que também
nos permitem testar a primaridade de um numero arbitrdrio qualquer.
Teorema 4.2.1. ( O Pequeno Teorema de Fermat ): Considere p

um primo e a um inteiro tal que p { a. Entdo, a®' =1 (mod p).

Demonstracao 4.2.1. Considere os p — 1 primeiros maultiplos positivos
de a, isto é, os inteiros a,2a,3a,...,(p — 1)a. Nenhum desses inteiros é
congruente a 0 (mod p), além disso, dois quaisquer deles sao incongruentes
(mod p), pois, se fossem:

ra = sa (mod p),

coml<r<s<p-—1.
Entao, o fator comum a poderd ser cancelado, pois m.d.c (a,p) = 1, e
teremos:

r=s (mod p),
0 que € 1mpossivel, visto que 0 < s —r < p.
Assim, cada um dos inteiros a,2a,3a, ..., (p— 1)a € congruente (mod p) a
um unico dos inteiros 1,2,3,...,p—1, considerados numa certa ordem e por
consequinte multiplicando ordenadamente todas essas p — 1 congruéncias
por a, teremos:

a-2a-3a...(p—1a=1-2-3...(p—1)(mod p).

Ou seja:

a” tp—1)!'= (p—1)(mod p).
Como p € primo e p nao divide (p — 1)! podemos cancelar o fator comum
(p — 1)!, o que resulta na congruéncia de Fermat:

a’~1 =1 (mod p),
como queriamos demonstrar.
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Exemplo 4.2.1. Considere a € N tal que:
(a,3) = (a,11) = (a,17) = 1.

Observe que esta condi¢cdo € equivalente a (a,561) =1, pois

3 x 11 x 17 = 561.
Logo,
(a*,3) = (a*°,11) = (a®,17) = 1
e, portanto, pelo Pequeno Teorema de Fermat,
3 divide (a®°)371 — 1 =a°" — 1,

11 divide (a®®)1"1 —1=0a% -1, ¢
17 divide (a®)171 —1 = a0 — 1.

561—-1

Seque-se dai que 561 divide a — 1, para todo a tal que (a,561) =

1, sem que 561 seja primo. Este é um exemplo em que o reciproco do
Teorema de Fermat nao se verifica.

Corolario 4.2.1. Considere p um primo e a um inteiro qualquer. Entao:

a? = a (mod p).
Demonstracao 4.2.2. Do Pequeno Teorema de Fermat temos,
a’t =1 (mod p)

Como (a,p) = 1, entdo

a.a’ ' = a.1 (mod p)

e portanto,

a’ = a (mod p).

Exemplo 4.2.2. Provar que o algarismo das unidades de a e de a® € o

mesmo (quando escritos em base 10) para um inteiro a qualquer.
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Solucao:
Sejam

= r (mod 10)

a
a’ = s (mod 10)

Para concluir a igualdade basta mostrarmos que a® = a (mod 10).
Do Coroldario acima, que também é um Teorema de Fermat, temos

que a® = a (mod 5), logo, 5/(a® — a). Por outro lado, 2/(a® — a), pois a e

a® sao ambos pares ou ambos impares.
Como m.d.c (2,5) = 1, temos que 10/(a® — a), como queriamos

demonstrar.

Definicao 4.2.1. Seja p um numero primo positivo e a um inteiro nao-
divisivel por p. Diz-se que a é um resto quadrdtico de p se existe um
beZ,=1{0,1,2,...,p—1} de forma que b* = a (mod p). Denotamos aR,
para indicar que a € resto quadrdtico de p e denotamos aN, se a nao €

resto quadrdtico de p.
Exemplos:
a) 4 é um resto quadrdtico de 5, pois 3* = 4 (mod 5).

b) Como 02 =0,12=1,22=4,32=4 ¢ 4?> = 1 (mod 5), entdo 2 e 3, por

exemplo, nao sao restos quadraticos de 5.

Teorema 4.2.2. ( O Teorema de Wilson ): Se p é um nimero primo,

entao:
(p—1)!'= —1(mod p).

Demonstracao 4.2.3. Para p =2 ou p = 3, o teorema verifica-se trivial-
mente. Suponhamos entao que p € um numero primo, maior ou igual a 5.
Tem-se que

(p—1)!=23..... (p—2).(p—1).

Como (p — 1)! = —1 (mod p), resta mostrar que
(p—2)!=23..... (p—2).(p—2) = —1(mod p).
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O produto no primeiro membro tem wm numero par de fatores. Vamos ver
que esses fatores podem ser emparelhados de modo que o produto dos dois
numeros em cada par seja congruente com 1 modulo p.

Seja a € {2,3,...,p—2}. Entdo (a,p) =1, pelo que eziste x tal que
ax =1 (mod p), e podemos tomar x € {2,3,...,p— 1}.

Afirmamos que x ndo pode ser p — 1, pois se fosse teriamos que

a(p—1) =1 (mod p),

logo
ap —ap =1 (mod p) = —ap = 1 (mod p) = —a = 1 (mod p)
= a = —1 (mod p) o qual € absurdo, pois a € {2,3,...,p— 2}.
Afirmamos também que nao pode ser x = a, pois nesse caso ter-se-ia

que a®> = 1 (mod p) e portanto a = 1 (mod p) ou a =p— 1 (mod p).

Concluimos que para cada a € {2,3,...,p — 2}, existe x # a no
mesmo conjunto tal que ax = 1 (mod p). Este elemento € dnico, pois se
ay = (mod p) comy € {2,3,,...,p—2} entdo ay = ax (mod p) e portanto
y=u.

Exemplo 4.2.3. Sep =7, como 3> = 2 (mod 7), entdo 2 € resto quadrdtico
de 7. Também (7 —3)> = 4> =2 (mod 7).

Observando os fatores de (7 —1)! = 6! = 1.2.3.4.5.6, diferentes de 3
e 4, vemos que a solugdo de 2x =2 (mod 7) em Zy € 1, e a de bz = 2 (mod

7) € 6. Logo, a maneira de agrupar os fatores de 6! sequndo o teorema é:

6! = (1.2).(3.4).(5.6) = 2.(—2).2 = —1 (mod 7).

FEuler generalizou o pequeno teorema de Fermat, introduzindo a fun-

cao totiente, comumente chamada funcao de Fuler.
Definigao 4.2.2. ( A Func¢do de Euler ):

Para todo n > 1, definimos a Fun¢do de Fuler ¢(n) como o nimero

de inteiros a,1 < a < n, tais que m.d.c (a,n) = 1.

Observacoes:
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a) Sen =p, é primo, tem-se

pp)=p—1

e também

(") =p"p—1)=p" (1 - 1) .

p

b) Além mais, se m, n>1 e m.d.c (m,n) =1, entdo

p(mn) = p(m)p(n),

isto €, ¢ € uma funcao multiplicativa. Dai, para todo inteiro n =
prk( sendo o produto estendido aos niumeros primos p que dividem
n, comk >1):

o) =]]r""p-1)=n]] (1 - %) -

Teorema 4.2.3. ( Teorema de FEuler ): Se m.d.c (a,n) = 1, entdo
a?™ =1 (mod n).

Demonstracgao 4.2.4. Considere r = @(n) e by, by, ..., b, inteiros, dois a
dois, nao congruos modulo n, tais que m.d.c (b;;n) =1, parai=1,... 7.

Entao aby, abs, ..., ab, sao ainda, dois a dois, nao congruos modulo
n e m.d.c (abj,n) =1, para i = 1,2,...,r. Dai, os conjuntos {by mod n
oo, b mod n} e {aby mod n ..., ab. mod n} sao iguais. Entao:

arﬁbi = ﬁabi = ﬁbi (mod n)
i=1 =1 =1
e dag,

r

(" —1) Hbi = 0 (mod n),

i=1
donde resulta que " =1 (mod n).

Corolario 4.2.2. Um sistema de congruéncias
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r = ap (mod my)
= ay (mod my)

S
|

r = a, (mod m

\ r r)
admite solugoes se, e somente se, a; — a; € divisivel por d;; = m.d.c
(mi,mj), para qualquer par de indices i,j (i # j). Neste caso, se xy €

uma solucao particular, entao a solucao geral do sistema € dada por:
xr = xo (mod m),
em que m = m.m.c (my, Mo, ..., m;).

Exemplo 4.2.4. Consideremos o sistema

2 (mod 5)
3 (mod 4)
9 (mod 6)

i
i
i

Note que ele satisfaz as condicoes do corolario, e que, portanto,
admite solu¢oes. Uma delas € o nimero 27. Como m.m.c (5,4,6) = m.m.c
(m.m.c(5,4),6) = m.m.c(20,6) = 60, entao x = 27 (mod 60) € a solu¢do
geral.

Teorema 4.2.4. ( O Teorema Chinés do Resto ):
Considere my, mo, ..., m, numeros inteiros maiores que zero e tais
que m.d.c (m;,m;) =1,V i# j.

Facamos mi.mso. ... .m, e considere by, by, ..., b., respectivamente,
solucoes das congruéncias lineares
m .
—Y =1 (modmj), j=1,2,...,r.
m;
Entao, o sistema

(2 = ay (mod my)

r = as (mod my)

| = = a, (mod my)
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¢ possivel (admite solugdes) para quaisquer ay,as, . ..,a, € Z e sua soluga-
o geral é dada por

T =ah s 4.+ arbrﬁ (mod m).
ma my

Demonstragao 4.2.5. Ver referéncia: [1]

Exemplo 4.2.0.15. Resolva o sistema sequndo o Teorema Chinés do Resto:

Neste caso, m = 30 e as congruéncias a resolver sao: 15y =1 (mod
2), 10y = 1 (mod 3) e 6y = 1 (mod 5), das quais by = by = bg = 1, sdo
solucgoes particulares.

Assim, a solucao geral do sistema € dada por: x =1.1.15+2.1.10 +
+3.1.6 = 23 (mod 30).

Definicao 4.2.3. ( Numeros de Fermat ): Sio nimeros da forma
F,=2"+1.
Notas:

a) Em 1640, Fermat escreveu em uma de suas cartas que achava que esses

numeros eram todos primos, baseado na observacao de que Fy = 3,
Fy =5, F5, =17, F3 = 257 e Fy = 65537 sao primos.

b) Euler, por sua vez, em 1732, mostrou que
Fy = 2%’ 4 1 = 4294967297 = 641 x 6700417
e portanto, ¢ composto.

c) Os numeros de Fermat primos sao chamados primos de Fermat e
conjecturou-se que estes sao em numero finito.
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d) O maior nimero composto de Fermat conhecido € Foyrsrsa, tem 746190
algarismos e foi descoberto em 10.10.2003 por J.B. Cosgrave.

Definicao 4.2.4. ( Nimeros de Mersenne ): Sio da forma
M, =2 —1, sendo p um nimero primo.
Notas:

a) No intervalo 2 < p < 5000, os nimeros de Mersenne que sao primos,

chamados de primos de Mersenne, correspondem aos sequintes valores

de p:
2,3,5,7,13,19,31,61,89, 107,127, 521,607, 1279, 2203, 2281, 3217,
4253 e 4423.

b) O maior nimero de Mersenne composto conhecido é M,, sendo p =
183027 x 2265440 _ 1~ descoberto em 2010 por T. Wu e J. Penné.

¢) Jd o maior nimero primo de Mersenne conhecido é M,, sendo p =
43112609, tem 12978189 algarismos e foi descoberto em 2008 por FE.

Smith, dentre outros.

Iniciaremos a sequir o estudo dos niumeros compostos que possuem
alguma propriedade esperada de ser encontrada somente em niumeros pri-

mos:

)

Os Numeros Pseudoprimos ou “ falsos-primos ” como estes também

sao conhecidos.

4.3 Nocoes histéricas: Niimeros Pseudoprimos na base
2 (psp)

Aos chineses antigos € atribuida a afirmacdao que, se um niumero
natural n satisfaz a congruéncia 2" = 2 (mod n), entdo n é necessariamente
PTIMO.

Inumeras lendas e especulacoes surgem em torno do assunto e a
chamada “congruéncia chinesa”perpetuou-se durante anos entre numerosos
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matemdticos ocidentais, até ser contrariada por J. NEEDHAM que afirma
que ela resulta de uma traducao incorreta de uma passagem do célebre
livro Os Nove Capitulos da Arte Matemdtica. A questao da existéncia de
solucao que seja um numero composto ficou em aberto até 1819 quando
SARRUS mostrou que 2’ = 2 (mod 341), sendo 341 composto, pois 341 =
11 x 31. Logo, uma reciproca simples do Pequeno Teorema de Fermat nao

¢ verdadeira.

Definicao 4.3.1. Um nimero composto n que satisfaz a congruéncia 2" 1 =
1 (mod n), é chamado pseudoprimo ou também nimero de POULET

por ser objeto de sua atencao.

Observacao 4.3.1. Todo nimero pseudoprimo € impar e satisfaz também
a congruéncia 2" = 2 (mod n). Reciprocamente, todo numero composto

impar que satisfaz essa congruéncia € pseudoprimo.

Observagao 4.3.2. Se 2! = 1 (mod n), entdo, necessariamente, n é

composto.

Nao diferente dos nimeros primos, as perguntas ou questoes que surgem

naturalmente acerca dos pseudoprimos sao as mesmas:

1) Quantos numeros pseudoprimos existem?
2) Como saber se um nimero dado é pseudoprimo?

3) Ezistem formulas ou algoritmos que geram niumeros pseudoprimos?
Ou ainda, como estes se distribuem entre os niumeros inteiros?
Notas:

L . / _ ~
a) Malo, em 1903, mostrou que se n é pseudoprimo, e sen = 2" entdo
r, , . . . . .,
n € também pseudoprimo. Logo, existem uma infinidade de nimeros
pseudoprimos assim como vdrios Processos para gerar Sequéncias infi-

nitas dos mesmos.
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b) Observe que n é composto, pois, se n = ab, com 1 < a,b < n, entdo
n = 2"l = (2% — 1)(2“(1771) 420" 420 4 1). Supondo que n
divida 271 — 1, entdo n divide 2" —2 =n' — 1, e entdgo n' = 2"
divide 2" ~1 — 1.

c) Ezistem nimeros composto pares n tais que 2" = 2 (mod n), 0s chama-

dos pseudoprimos pares. O menor deles én = 2x 73 x 1103 = 161038,
descoberto por LEHMER em 1950.

d) Um numero pseudoprimo pode ter fatores quadrados.
Exemplo: 1194649 = 10932, 12327121 = 35112 e 3914864773 = 29 x
113 x 10932,

4.4 Numeros Pseudoprimos na base a (psp(a))

Definicao 4.4.1. Um numero composto n que satisfaz a congruéncia
a" ' =1 (mod n), com a > 2

¢ chamado pseudoprimo na base a e denotado psp(a), ou a-pseudoprimo.

Notas:

a) Sen é primo e 1 < a < n, entdo a congruéncia acima ¢ satisfeita.
Assim, se, por exemplo, 2" = 1 (mod n), mas 3"! £ 1 (mod n),

entao n nao € primo.

b) Se p > 2 € um nuimero primo que nao divide a, entdo existe uma

infinidade de a-pseudoprimos que sao multiplos de p.

c) Pode ocorrer que um nimero seja pseudoprimo para vdrias bases, como

o 561, por exemplo, para as bases 2, 5 e 7.

d) Considere n um composto qualquer e Bygy(n) o numero de bases a,
1 <a<n, comm.d.c (a,n) =1, tais que n seja um a-pseudoprimo.
Entao,

Bysp(n) = Hm.d.c n—1,p—1) — 1.
p/n
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e) Dai decorre que, se n € um primo composto impar, que nao € poténcia
de 3, entao existem pelo menos duas bases a, 1 < a <n, m.d.c (a,n) =

1, tais que n seja um a-pseudoprimo.

A sequinte tabela mostra os menores pseudoprimos para vdrias bases:

Figura 4.1 Menores nimeros pseudoprimos para varias bases

Bases Menores psp
2 341 =11 x 31
3 91 =7 x 13
5 217 =7 X 31
7 25=5x5
2.3 1105 =5 x 13 x 17
2.5 561 =3 x 11 x 17
27 561 =3 x 11 x 17
3.5 1541 = 23 X 67
3.7 703 =19 x 37
5,7 561 =3 X 11 xX 17
235 1729 =7 x 13 x 19
2.3.F 1105 =5 X 13 X 17
LT 561 =3 xXx 11 x 17
3.5,F 29341 =13 x 37 x 651
2.3.9,7 29341 = 13 x 37 x 61

4.5 Numeros Pseudoprimos de Euler na base a (epsp(a))

Conhecemos que, se n é um inteiro tal que exista a, 1 < a < n, para o qual
av £ 1 (mod n), entdo n é necessariamente composto.
Sea > 2 e sep énumero primo que nao divide a, entao:

a
(—) = aP"Y/% (mod p). Dai se origina a nogio de nimero pseudoprimo
p

de Euler na base a (epsp(a)).

Definicao 4.5.1. Um nimero composto impar n tal que m.d.c (a,n) =
a

1 que satisfaz a congruéncia (—) = o V"2 (mod n) chama-se nimero
n

pseudoprimo de Euler na base a.
Notas:

a) Todo epsp(a) € um a-pseudoprimo e existe uma infinidade destes tam-

bem.
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b) Considere n um inteiro composto impar. Designa-se com Bpg,(n) o
numero de bases a, 1 < a < n, com m.d.c (a,n) =1, tais que n seja
um a-pseudoprimo. Entao,

Bup(n) = 8(n) [ m.d.c (” R 1) Y

2
p/n
sendo
(2, sew(n)—1= min,, {va(p — 1)}
1 ot , dividind tal (n)
s(n){ 7S¢ evistir um primo p dividindo n tal que vy(n

seja impar e va(p — 1) < va(n — 1)

1, nos demais casos.

e para todo inteiro m e todo primo p,v,(m) € o expoente de p na
fatoracao de m, também denominado valor p-ddico de m.

4.6 Numeros Pseudoprimos Fortes na base a (spsp(a))

Definicao 4.6.1. Considere n um numero inteiro composto impar en—1 =
2% d, com d impar e s > 1. Considere ainda a tal que 1 < a < n, com m.d.c
(a,n) = 1.

Quando a® = 1 (mod n) ou quando a®*? = —1 (mod n) para um
inteiro r, com 1 < r <n, dizemos que m € um pseudoprimo forte na base
a.

Notas:

a) Se n é primo impar, entdo satisfaz a condi¢ao acima para todo a tal
que 1 <a <n em.d.c (a,n)=1.

b) Sen >4 € composto, existem, no mdximo, 3(n — 1)/4 inteiros a,1 <
a < n, para 0s quais n nao € um spsp (a). Entdo, o nimero de bases
a, 1l <a<mn, comm.d.c (a,n) =1 para as quais um nimero composto
impar € spsp (a), € no mdzimo igual a (n —1)/4.
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c) Uma expressao dada por MONIER em 1980 para o nimero Bg,s,(n)
de bases a, 1 < a <n, com m.d.c (a,n) = 1:

qu(nyo(n) _ 1 .
Bpsp(a) = (1 t e 1 ) Hm.d.c (n*,p") | —1,

p/n

Onde:

w(n) = numero de fatores primos distintos de n,
v(n) = miny, {va(p — 1)},
vp(m) = wvalor p-ddico do inteiro m > 1,

m* = mazor divisor impar de p — 1.

d) POMERANCE, SELFRIDGE, WAGSTAFF (1980) e por dltimo, JA-
ESCHKE (1993) deram os seguintes valores para ti, que € o menor
inteiro que € simultaneamente pseudoprimo forte nas bases p1 = 2,

b2 = 37 p3 = 57' - Pk~

t1 = 2047 =23 x 89

to = 1373653 = 829 x 1657

t3 = 25326001 = 2251 x 11251

ty = 3215031751 = 151 x 751 x 28351

ts = 2152302898747 = 6763 x 10627 x 29947

g = 3474749660383 = 1303 x 16927 x 157543

t7 = tg = 341550071728321 = 10670053 x 32010157

4.7 Os Numeros de Carmichael

Em uma pequena nota, KORSELET considerou em 1899, um tipo
mais raro de numeros que também foram estudados por Carmichael em
1912, sendo por isso chamados nimeros de Carmaichael.
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Definicao 4.7.1. ( Numeros de Carmichael ): Sao os nimeros com-

postos n tais que a" ' = 1 (mod n) para todo a, 1 < a < mn, com a en

PTIMOS.

Notas:

9

b)

d)

Assim, sen = pips...p, ( produto de r primos distintos ), entdo n é
numero de Carmichael se, e somente se, p; — 1 divide n/p; — 1, para
cada vt =1,2,...,r. Entao, sen é um numero de Carmichael, tem-se
também a" = a (mod n), ¥V a>1€Z.

O menor numero de Carmichael € 561 = 3 x 11 x 17.

Em 1939, CHERNICK indicou o sequinte método para formar nimeros
de Carmichael:

Considere m > 1 e Ms(m) = (6m + 1)(12m + 1)(18m + 1). Se m é
tal que os trés fatores acima sao primos, entdo Ms (m) € numero de
Carmichael. Esse método fornece numeros de Carmichael tendo treés
fatores primos. Ignora-se se existe uma infinidade de inteiros m tendo
a propriedade considerada.

WAGSTAFF e YORINAGA utilizaram o sequinte método para obter
grandes numeros de Carmichael, bem como numeros de Carmichael
tendo muitos fatores primos:

Considere m > 1,k >4 e

My(m) = (6m +1)(12m + 1) 1:[(9 x 2'm 4 1).

=1

Se m ¢ tal que todos os fatores acima sdo primos e se também 2F~4

divide m, entdo My(m) € um nimero de Carmichael, tendo k fatores
primos. O método, entretanto, nao se pode garantir que, para um dado
numero k, exista um numero m verificando as condigoes indicadas.

Portanto, esse método ou variantes permitiram construir niumeros de
Carmichael com muitos algarismos ou muitos fatores primos.
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e) Conjectura: Eziste uma infinidade de nimeros de Carmichael (con-
firmada em 1992 por W.R. ALFORD, GRANVILLE e POMERANCE).

f) Nao se sabe ainda, se existe k > 3 tal que exista uma infinidade de
numeros de Carmichael.

g) O maior nimero de Carmichael conhecido foi construido por W.R.
ALFORD e J. GRANTHAM em 1998. Possui 20163700 algarismos
e 1371497 fatores primos e a sequinte propriedade suplementar: para
todo k, 62 < k < 1371435, ele ¢ dwisivel por um numero de Carmi-

chael que € produto de exatamente k fatores primos.

4.8 Numeros Pseudoprimos de Lucas (Ipsp ( P,Q ))

Definicao 4.8.1. Considere P e Q) inteiros nao-nulos e D = P? —4Q # 0.
Se n € um nimero composto impar e se a congruéncia U,_(p/,) = 0 (mod
n), com m.d.c (n, D) =1 € satisfeita, entdo n €, por defini¢cao, um nimero
pseudoprimo de Lucas, de parametros (P, Q). Utilizaremos a notagdo lpsp
(P, Q) para indica-los.

Notas:

a) Pode, de fato, acontecer que um inteiro impar n seja um pseudoprimo
de Lucas relativamente a vdrios pares de parametros (P, Q). Considere
D =0 oul (mod4) e By, (n, D) o nimero de inteiros P, 1 < P < n,
para o0s quais exista Q tal que P? — 4Q = D (mod n) tal que n seja
um Ipsp (P,Q), sendo

Biysy(n, D) = f/[ {md (n - (g) . (g)) - 1} .

b) Em particular, se n € impar e composto, existe D e, pelo menos, trés
pares (P, Q) de inteiros, com valores distintos de P modulo n, tais que
P? —4Q = D, e tais que n seja um lpsp (P, Q).

c) (Up)nso € (Vi)n>o sdo denominadas sucessoes de niumeros de Lucas
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de parametros (P, Q). Verifica-se que ( ver referéncia: [9] ), podemos
encontrd-las detalhadamente bem como as sequintes propriedades que

as norteiam, dentre outras:
o Sem.d.c (n,D) =1, entao U,_(psmy =0 (mod n);
e U,=(D/n) (mod n);
o V, =P (modn);

e Sem.d.c (n,D) =1, entio V,,_(pm) = 2Q""P/"/2 (mod n).

4.9 Pseudoprimos de Euler-Lucas (elpsp ( P,Q )) e
Pseudoprimos Fortes de Lucas (sipsp (P,Q))

Dados P e Q, considere D = P?2 — 4Q o discriminante associado cujas ra-

izes $Qo:
} P++D
afp =
2
Entao
a+p = P
axf = Q
a—p =D
Considere n um primo impar. Se m.d.c (n,QD) = 1, temos que:

)
{ Un—(p/my)2 = 0 (mod n), quando (Q/n) =1,
Vin—(p/ny2 = D (mod n), quando (Q/n) = —1.

Isso leva a sequinte definicao: Um numero composto n tal que m.d.c
(n,QD) =1 e satisfazendo a condi¢ao acima é chamado pseudoprimo
de Euler - Lucas de parametros (P,Q) cuja notac¢ao utilizada para

representd-lo € elpsp (P, Q).

Agora, considere n um inteiro impar composto, com m.d.c (n, D) =1
en — (D/n)=2%, com d impar e s > 0. Se:
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Us =0 (mod n), ou
Vod =0 (mod n), para um inteiro v, 0 < r < s.

entdon € chamado de um pseudoprimo forte de Lucas de parametros (P, Q)
cuja notagao utilizada para representd-lo € slpsp (P, Q). Neste caso, temos

necessariamente m.d.c (n,Q) = 1.

Observagao 4.9.1. Se m.d.c (n,Q) = 1, sen é um Ipsp (P,Q), U, =
(D/n) (mod n) e se, além de tudo, n € um elpsp (P, Q), entdo n € também

um slpsp (P, Q).

Demonstragao 4.9.1. Ver referéncia [9]

4.10 Numeros de Carmichael - Lucas

Definicao 4.10.1. Considere D = 0 ou 1 (mod 4). O inteiro n € de-
nominado um numero de Carmichael - Lucas ( associado a D) se m.d.c

(n,D) =1 e se, para todos os inteiros relativamente primos P e Q, tais
que P2 —4Q = D e m.d.c (n,Q) =1, o nimero for um Ipsp (P, Q).

A priori, nao se tem certeza da existéncia desses numeros. Se n
¢ um numero de Carmichael - Lucas, associado a D = 1, entdo n é um
numero de Carmichael.

WILLIAMS, o primeiro a mostrar numeros desse tipo, mostrou em
1977 o sequinte resultado:

Se n € um numero de Carmichael - Lucas ( associado a D), entdo
n € o produto de k > 2 primos distintos p; tais que p; — (D/p;) divide
n—(D/n).

Exemplo 4.10.1. O numero 323 = 17 x 19 é numero de Carmichael -
Lucas associado a D =5, o qual nao pode ser nimero de Carmichael por
ser produto de apenas dois fatores primos distintos.

Podemos gerar nimeros de Carmichael - Lucas adaptando o méto-
do de CHERNICK. Por exemplo, 1649339 = 67 x 103 x 239 € um numero
dessa espécie, associado a D = 8.
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CONSIDERACOES FINAIS

Constatamos com este trabalho a tmportancia que os numeros pseu-
doprimos tém para o desenvolvimento da matemdtica ao longo dos tempos
e que perguntas naturais surgem quando os topicos, propriedades e demais
temas ligados aos mesmos sao abordados. Tais perguntas giram em torno do
uniwerso dos numeros primos de forma andloga, pois, assim como para estes
numeros, mostramos que existe uma infinidade de numeros pseudoprimos
e que nao existe um mecanismo eficaz para obté-los completamente; mas,
existem processos que geram alguns destes e que fazem parte dos iniumeros
processos para reconhecé-los como pseudoprimos e verificar como se distri-
buem entre os numeros inteiros.

Agradecemos ao autor e professor Paulo Ribenboim, dentre outros,
por nos fornecer um livro repleto de curiosidades e recordes obtidos e a
obter dentro da vasta teoria dos niumeros primos, mostrando o valor dos
trabalhos desenvolvidos pelos incansdaveis matemdticos no mundo todo, sem-
pre atraidos pelo fascinio desses mumeros e pelos mistérios que os cercam
desde a antiguidade.
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