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tantes e necessárias para meu crescimento pessoal e profissional. Agradeço a Profo Ms.

Elifaleth Sabino, por ter me cedido o laboratório do bloco de matemática, na qual passei

dias e dias a digitar meu TCC, ao Profo Espec. João Socorro Pinheiro Ferreira, por ter

me ensinado e ajudado na digitação do TCC e ao Profo Dr. Guzmán Eulalio Isla Cha-

milco por sempre ter me dado palavras de apoio e incentivo na continuação dos meus

estudos. E em especial agradeço ao meu orientador Profo Dr. José Walter Cárdenas
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“Todas as verdades são fáceis de entender,

uma vez descobertas. O caso é descobri-las.”

(Galileu Galilei)



RESUMO

Neste Trabalho de Conclusão de Curso, abordaremos a Álgebra Linear como elemento
chave para o estudo da Teoria Especial da Relatividade (TER) de forma diferenciada.
Constatamos a existência de um espaço próprio chamado pseudoeuclidiano, onde esta
teoria é desenvolvida. É visto primeiramente alguns conceitos da Álgebra Linear, abor-
dando em seguida os espaços bidimensionais existentes, mas focando no espaço adequado
para o estudo da TER. Subsequentemente, a teoria relativ́ıstica é introduzida através dos
prinćıpios de Galileu e Einstein, na qual os estudos de Galileu proporcionaram a quebra de
conceitos e o surgimento de novos estudos e assim a concretização da relatividade de Eins-
tein. O desfecho do trabalho inicia ao abordarmos as Transformações de Lorentz e alguns
de seus resultados, uma vez que essas transformações contribúıram para a formulação defi-
nitiva dessa Teoria em 1905, onde tais resultados são explicados geometricamente através
da métrica pseudoeuclidiana.

Palavras Chaves: Álgebra Linear, Espaço Pseudoeuclidiano, Teoria Especial da Relati-
vidade, Transfoirmações de Lorentz.



RESÚMEN

Em este trabajo de Conclusión de Curso, abordaremos el Álgebra Linear como ele-
mento clave para el estudio de la Teoria Especial de la Relatividad (TER) de forma
diferenciada. Constatamos la existéncia de un espacio próprio llamado espacio pseudoeu-
clidiano, donde ésta teoria es desenvolvida. Es visto primeramente algunos conceptos del
Álgebra Linear, abordando en seguida los espaços bidimensionales existentes, mas focando
en el espacio adequado para el estudio deal TER. Subsequentemente, la teoria relativ́ıstica
es introduzida mediantes los prinćıpios de Galileu y Einstein, en la qual los estudios de
Galileu proporcionaron la quiebra de conceptos y el surgimiento de nuevos estudios y asin
la concretización de la relatividade de Einstein. El desfecho del trabajo inicia al abordar
las Transformações de Lorentz y algunos de sus resultados, una vez que esas transforma-
ciones contribuyeron para la formulación definitiva de esa Teoria em 1905, donde tales
resultados son explicados geométricamente a travez da métrica pseudoeuclidiana.

Palavras-claves: Álgebra Linear, Espaço Pseudoeuclidiano, Teoria Especial de la Rela-
tividad, Transformaciones de Lorentz.
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5.4 Gráfico da Contração das longitudes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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2 CONCEITOS DE ÁLGEBRA LINEAR 17
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Caṕıtulo 1

INTRODUÇÃO

A Teoria Especial da Relatividade (TER) trata-se de vários resultados teóricos e de

alguns sem caráter cient́ıfico, obtidos por Galileu Galilei, Isaac Newton, Hendrik Lorentz,

dentre outros. Entretanto, estes resultados e achados contribúıram para que a TER fosse

proposta por Albert Einstein em 1905. Mas, além destes cientistas, alguns conceitos foram

precedidos contribuindo também para a formulação da Teoria.

A lei de conservação da massa, desenvolvida por Antoine Lavoisier por volta de 1789,

onde de acordo com a mecânica clássica considera-se que a massa, uma propriedade da

matéria, é constante, isto é, não podendo ser criada e nem destrúıda, apenas transportada.

Esta lei se desenvolveu a partir de estudos experimentais, como por exemplo, a massa total

em uma reação qúımica realizada em sistema fechado se mantém constante, ou seja, a

soma das massas dos reagentes é igual à soma das massas dos produtos. E a lei de

conservação da energia definida por volta de 1847, pelo f́ısico Alemão Hermann Ludwig

Ferdinand Von Helmholtz, a partir da experiência de Joule mostrando que a energia

mecânica transforma-se em calor, formulando assim a definição de umas das leis mais

importantes da F́ısica: a de que a energia não pode ser criada nem destrúıda, mas sim

transformada.

Durante o século XIX as leis de conservação de massa e de energia eram aparentemente

distintas e tiveram cunho contributivo para o desenvolvimento do resultado exposto por

Einstein sobre a equivalência entre a massa e a energia, expondo tal relação através da

equação E = mc2, em que E representa energia, m a massa e c é a velocidade da luz. Esta

teoria unifica as leis de conservação transformando-as em uma única fórmula, que torna-se

uma forma geral e mostra que a massa pode ser considerada como uma outra forma de

energia, sugerindo que esta equação pode ser comprovada experimentalmente utilizando-

se elementos radioativos, os quais possuem conteúdo de energia variável. Assim, a teoria

torna-se conhecida como a conservação da massa e energia.

Um dos conceitos também precedentes e importantes para o desenvolvimento da TE

é o de mensurar a velocidade da luz desenvolvida a partir de vários cientistas, onde

durante vários séculos acreditava-se de forma unânime que a velocidade da luz era infinita.



Somente após o século XVII, a ideia da velocidade finita da luz começou a ser mais

expandida, na qual vários filósofos deixaram suas contribuições nas especulações sobre a

velocidade da luz. Empédocles foi o primeiro filósofo a questionar sobre a luz ser infinita

por volta do século V a.c, seguindo-se de Aristóteles, mas ambos discordavam do ponto

de vista do outro e assim as discussões continuaram por muitos anos. Heron na Grécia e

os árabes Avicena e Alhazen, deixaram, também, suas opiniões.

Galileu Galilei em 1638 propôs um experimento, para tentar medir a velocidade da luz

que fracassou garantido apenas que esta era excessivamente grande. Descartes, estudando

eclipses da Lua, concluiu que a velocidade da luz era infinita. A partir dáı, argumentou-se

que a luz não podia ser constitúıda por part́ıculas, onde tal conceito dado por Newton diz

que a luz é constitúıda por part́ıculas muito pequenas que se moveriam pelo espaço com

grandes velocidades. Logo para Descartes nenhuma part́ıcula pode ter velocidade infinita,

pois isso significaria ir de um ponto a outro em um tempo nulo, ou seja, a part́ıcula estaria

em todos os lugares ao mesmo tempo. Sendo assim até a época de Galileo, ainda se havia

enormes dúvidas sobre o que era a luz.

A primeira técnica de medição ocorreu de forma acidental em 1675, por Olaus Romer

(1644-1710) através de cuidadosos estudos com os eclipses dos satélites de Júpiter. Per-

cebendo que esses eclipses aconteciam com certo atraso, concluiu que a luz demora certo

tempo para atravessar grandes distâncias. Tomando como conclusão de que se a luz não se

propaga de forma instantânea, então esta poderia ser formada por part́ıculas, como New-

ton sugeriu. No entanto, poderia também ser constitúıda por ondas que se propagavam

no meio transparente que preenche o espaço (o éter), como sugeriu Christiaan Huygens

(1629-1695). A partir de suas medições combinadas com outras de Christiaan Huygens,

chegaram a um valor muito mais baixo comparado ao valor real. Foram, no entanto, as

observações de James Bradley por volta de 1728, na realização do cálculo da velocidade

que mostrou um valor apenas um pouco menor que o aceito atualmente. Léon Foucault,

usando um método inventado por Fizeu, no qual era a roda de medir a velocidade da

luz, publicou uma melhor aproximação. Enfim em 1873, Albert Michelson, publicou o

valor mais preciso, ele obteve o resultado c = 299.853km/s, sendo muito próximo de valor

atual, c = 299.793km/s.

Um dos métodos experimentais que deu subśıdio a teoria da relatividade, ocorreu por

volta de 1887 pelos cientistas norte-americanos Albert Michaelson e Eduard Morley e

utilizou de um mecanismo experimental que se aplica ao efeito de interferência [3], ou

seja, que serve para constatar com alta precisão o comprimento de uma onda, sendo este

denominado por Interferômetro de Michelson. A experiência teria como intuito inicial

detectar o movimento da terra em relação ao éter, mas por este não ter sido detectado a

experiência teve seu resultado negativo e este conceito foi abandonado. Mesmo não ob-

tendo resultado positivo, a tal forneceu grande contribuição como evidência experimental

a favor da TER.
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Galileu Galilei foi astrônomo, f́ısico, filósofo e matemático. Nasceu em Pisa, em 15

de fevereiro de 1564 e morreu em Florença, em 08 de janeiro de 1642. Seu interesse pela

matemática foi despertado ao assistir uma palestra sobre Geometria, fazendo-o trocar

da carreira de Medicina para cursar Matemática. Aos 17 anos, observou que o peŕıodo

de oscilação de um determinado objeto era constante, mesmo esse não dependendo da

amplitude e confirmou sua descoberta, quando comparou o movimento de oscilação entre

dois pêndulos iguais e amplitudes diferentes. Estas e outras descobertas de Galileu servi-

ram de base para a mecânica de Newton. Tornou-se uma grande personalidade durante a

Revolução Cient́ıfica, sendo considerado o ”pai da ciência moderna”depois de defender a

teoria do heliocentrismo mesmo que empiricamente. Por isso, Galileu quase foi condenado

à fogueira, uma vez que suas descobertas eram contrárias às ideias de Aristóteles e da

Igreja pregada naquela época. Sua colaboração para a TER veio quando introduziu o

principio da inércia e o conceito de referencial inercial. Este também afirmou que todos

os observadores que se movem uniformemente um em relação ao outro devem formular

as leis da natureza da mesma forma e que nenhum estado de movimento absoluto pode

ser atribúıdo a nenhum dos observadores, tal afirmação denominada como invariância de

Galileu.

O f́ısico e matemático inglês Isaac Newton, foi também alquimista, astrônomo, filósofo

e teólogo, nasceu em Woolsthorpe Manor, em 04 de janeiro de 1643 e morreu em Londres,

em 31 de março de 1727. Era uma pessoa com personalidade fechada, introspectiva e

temperamento dif́ıcil, e antes da adolescência não tinha muito sucesso nos estudos, mas

tinha muita criatividade na invenção e construção de objetos, como exemplo: relógios

solares. Tempos mais tarde, antes mesmo de ir à universidade, Newton já tinha visto

agrimensura, aritmética, construções geométricas e trigonometria, o que para época era

muito além de qualquer coisa ensinada nas universidades. Seu interesse pela matemática

surgiu aos 20 anos, quando ao ler um livro de astrologia não ter entendido a matemática

descrita nele e assim começou a fazer diversas leituras para compreendê-la. Em 1666,

surgi as quatros principais descobertas feitas por Newton: o cálculo infinitesimal, a lei da

gravitação universal, a natureza das cores e o teorema Binomial. Ele baseou-se nos estudos

de Galileu para formular sua principal teoria, na qual as considerações de espaço e tempo

absoluto também foram abordadas considerando-os na formulação das leis que governam

os movimentos na mecânica clássica - as leis de Newton, publicada em 1687. Estas leis

foram percebidas a partir de uma corriqueira situação e o tornou famoso pelo fato de pela

primeira vez haveria uma lei que se aplicasse a objetos tanto no céu quanto na Terra.

Newton foi ainda um dos principais precursores do Iluminismo e o ápice da Revolução

Cient́ıfica, uma vez que suas conclusões explicavam uma variedade de fenômenos com um

número pequeno de elementos.

James Clark Maxwell f́ısico e matemático britânico nasceu em Edimburgo, em 13

de junho de 1831 e faleceu em Cambridge, em 05 de novembro de 1879. Ficou conhe-
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cido por ter finalizado a Teoria do Eletromagnetismo, onde demostrou que os campos

elétricos e magnéticos se propagam com a velocidade da luz. Esta foi desenvolvida a

partir das Equações de Maxwell, assim denominada em sua homenagem. Seu trabalho

com o eletromagnetismo e com a teoria cinética dos gases, a primeira base fundamental

da Relatividade Restrita proposta por Einstein e a segunda importante para o desen-

volvimento da mecânica quântica, fizera-o ser considerado o f́ısico mais importante do

século XIX. Durante seus estudos no século XIX, foi introduzida uma teoria sobre o

éter, um meio hipotético no qual a luz se propagava, esta foi aceita por várias vezes de

acordo como foi proposta por James Clerk Maxwell, ou seja, ”todos”os fenômenos ópticos

e elétricos propagavam-se em um meio, parecendo ser posśıvel determinar o movimento

”absoluto”em relação ao éter, que mais tarde refutaria o prinćıpio de Galileu.

Hendrik Antoon Loretnz, f́ısico neerlandês, mas conhecido como Lorentz nasceu em

Arnhem, em 18 de julho de 1853 e morreu em Haarlem, em 04 de fevereiro de 1928.

Durantes seus estudos teve a oportunidade de ter bons professores que lhe ensinaram

diversas ĺınguas estrangeiras e suas disciplinas prediletas, f́ısica e matemática. Seus prin-

cipais trabalhos abordaram o eletromagnetismo, mas firmou seu nome introduzindo as

Transformações de Lorentz em 1904, onde este foi um dos precursores para a criação

da Teoria da Relatividade. Após ingressar na Universidade de Leiden, se deparou pela

primeira vez com os trabalhos de Maxwell, onde Lorentz acabou furtando algumas das

obras de Maxwell da biblioteca. Seu primeiro trabalho foi publicado em 1875 e tratava

da reflexão e refração da luz por metais. Em 1902 recebeu o prêmio Nobel de F́ısica pelo

trabalho sobre as radiações eletromagnéticas.

As novas descobertas da F́ısica a partir do século XIX trouxeram bastantes dificuldades

aos f́ısicos - época de grande importância para a f́ısica: nela ocorreu desde o surgimento da

teoria atômica da matéria à penetração na estrutura do átomo até o núcleo - e Lorentz foi

um dos primeiros a se deparar com tais dificuldades. Umas destas, enfrentada e resolvida

em parte por Lorentz, foi de como prever as leis da óptica f́ısica através das equações

gerais do Eletromagnetismo. As experiências de Michelson e Morley tentavam definir um

espaço referencial universal, porém seus resultados negativos fizeram que Lorentz intro-

duzisse o conceito sobre contração de Lorentz ou contração do comprimento e em seguida

reconhecer, que para conservar as equações de Maxwell, deveria existir um novo conjunto

de equações, onde estas receberam o nome de Transformadas de Lorentz. Atualmente

existi em sua homenagem, uma fundação que se dedica ao progresso da f́ısica. [10]

O f́ısico alemão Albert Einstein, nasceu em Ulm, em 14 de março de 1879 e faleceu em

Princeton, em 18 de abril de 1955. Não era considerado bom nos estudos e seu desinteresse

chegou professores a pensarem que Einstein apresentara retardo mental. Mostrou talento

pela matemática a partir da construção de modelos e dispositivos mecânicos, onde estes

foram feitos por diversão e instigados após ter visto uma bússola de bolso, na ocasião mos-

trada por seu pai, que o fez pensar que algo faria a agulha da bússola se mover. Em 1900,
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Einstein formou-se em f́ısica pela Escola Politécnica de Zurique, no entanto não conseguiu

emprego tão rapidamente como professor. Seu primeiro trabalho foi como assistente exa-

minador num escritório de patentes, na qual seu trabalho relacionava-se basicamente com

questões sobre a transmissão de sinais elétricos e sincronização eletromecânica do tempo.

Estas perpetuaram nos pensamentos de Einstein e ajudando-o nas conclusões de trabalhos

sobre a natureza da luz e a conexão entre o espaço e tempo. No ano de 1905, denominado

como ”ano miraculoso”de Einstein, este publicou ainda quatro importantes trabalhos: o

efeito fotoelétrico, o movimento browniano, a equivalência entre massa e energia e a rela-

tividade especial. No artigo denominado de Teoria da Relatividade Restrita ou Especial,

Einstein reinterpretou a eletrodinâmica de Lorentz mudando os conceitos já colocados de

tempo e espaço e abolindo o éter como meio de propagação da luz. Esta foi desenvol-

vida, pois ele acreditava que a mecânica de Newton não era mais capaz de reconciliar as

leis da mecânica clássica com as leis do eletromagnetismo. Percebeu ainda, que poderia

estender o prinćıpio da relatividade para campos gravitacionais e assim chegou em 1916,

na Teoria da Relatividade Geral. Somente após 1908 tornou-se professor, primeiramente

da Universidade de Berna e após da Universidade de Zurique. Em 1921 recebeu o prêmio

Nobel de F́ısica pelas explicações do efeito fotoelétrico e, em 1925 a Medalha Copley da

Royal Society. Em 1933 Einstein renunciou a cidadania alemã, para escapar do serviço

militar e do nazismo e requeriu a cidadania estadunidense, que lhe foi dada em 1940, após

ter começado carreira na Universidade de Princeton. Einstein tornou-se um grande f́ısico,

ganhando sinônimo de gênio.

A TER baseia-se nas Transformações de Lorentz, que surgiram após o fracasso da

utilização das Transformadas de Galileu para verificar o comportamento da velocidade

da luz. Como a velocidade da luz parecia não se alterar nas diferentes direções, Lorentz

propôs uma revisão nas Transformadas de Galileu, uma vez que era posśıvel perceber uma

mudança tanto no comprimento quanto no tempo. Assim não estando necessariamente

erradas, as Transformadas de Galileu foram substitúıdas pelas de Lorentz, que trabalha

com velocidades próximas a velocidade da luz, expressadas por:

x′ = γ(x− vt)
y′ = y

z′ = z

t′ = γ(t− vx

c2
)

onde γ =
1√

(1− v2

c2
)

.

A partir dos estudos da TER é posśıvel verificar a utilização da Álgebra Linear -

este ramo da Matemática não possuia um conjunto de regras bem definido até o final

do século XIX. Sua formalização se deu a partir dos estudos de alguns matemáticos, que
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perceberam que quando as operações usuais eram aplicadas em determinados conjuntos

numéricos, estes perdiam algumas propriedades e desta forma surgiu um conjunto de

regras - através de diversas contribuições, entre eles: Cayley, Gauss, Lagrange, entre outros

- sendo a base da Álgebra Linear conhecida atualmente. Tal Teoria utiliza-se de um espaço

que é denominado pseudoeuclidiano e que não depende apenas das direções espaciais

usuais, mais também de uma direção com caráter temporal. Este espaço apresenta ainda

caracteŕısticas próprias, como a ortogonalidade entre vetores.

Portanto, neste Trabalho de Conclusão de Curso abordaremos a Álgebra Linear e

sua aplicação dentro da Teoria Especial da Relatividade. Introduziremos no caṕıtulo 2

conceitos da Álgebra essenciais para o estudo dessas aplicações, abordando também al-

guns exemplos. No caṕıtulo 3 será visto os espaços bidimensionais com produto escalar,

tomando como exemplo o plano, fazendo um estudo detalhado entre o plano euclidi-

ano, semieuclidiano e pseudoeuclidiano e mostrando algumas de suas caracteŕısticas. No

caṕıtulo 4, veremos os prinćıpios sobre o Estudo da Relatividade, focando nos estudos de

Galileu e Einstein e no caṕıtulo 5 apresentam-se as Transformações de Lorentz e alguns

de seus resultados que foram de grande importância para a complementação e finalização

da Teoria Especial da Relatividade.
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Caṕıtulo 2

CONCEITOS DE ÁLGEBRA

LINEAR

Definição 2.1. Um conjunto V , não vazio, sobre o qual estão definidos as operações de

adição, isto é, ∀u e v ∈ V , u+v ∈ V e multiplicação por escalar, isto é, ∀u ∈ V , ∀α ∈ R,

αu ∈ V , é denominado espaço vetorial se satisfaz as seguintes propriedades:

I- u+ v = v + u , ∀u , v ∈ V ;

II- u+ (v + w) = (u+ v) + w , ∀u , v, w ∈ V ;

III- ∃0 ∈ V , tal que u+ 0 = u , ∀u ∈ V ;

IV- ∃ − u ∈ V , tal que u+ (−u) = 0 , ∀u ∈ V ;

V- (αβ)u = α(βu) , ∀u ∈ V , ∀ α , β ∈ R;

VI- (α + β)u = αu+ βu , ∀u ∈ V , ∀ α , β ∈ R;

VII- α(u+ v) = αu+ αv , ∀u ∈ V , ∀ α ∈ R;

VIII- 1u = u , ∀u ∈ R

Exemplo 2.1. O conjunto de todas as n − uplas de números reais é denotado por Rn .

Os elementos u e v ∈ Rn são da forma u = (a1, . . . , an) e v = (b1, . . . , bn) . Este pode ser

visto como espaço vetorial definindo as operações de adição e multiplicação da seguinte

maneira:

u+ v = (a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) = (a1 + b1, . . . , an + bn)

βu = β(a1, . . . , an) = (βa1, . . . , βan)

O vetor nulo é, por definição, aquele cujas coordenadas são iguais a zero: (0, . . . , 0).

O inverso aditivo de u = (a1, . . . , an) é - u = (−a1, . . . ,−an) . Verifica-se que estas

definições fazem de Rn um espaço vetorial.



Definição 2.2. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre R. Define-se produto

interno ou produto escalar em V como

〈., .〉 : V ∗ V → R

(u, v)→ 〈u, u〉

que verifica as seguintes propriedades:

I- 〈u, v〉 = 〈v, u〉 , ∀u , v ∈ V ;

II- 〈αu, v〉 = α〈v, u〉 , ∀u , v ∈ V , α ∈ R;

III- 〈u+ v, w〉 = 〈u,w〉+ 〈v, w〉 , ∀u , v, w ∈ V ;

Exemplo 2.2. Seja u = (a1, . . . , an) e v = (b1, . . . , bn) vetores do R, então:

〈u, v〉 = a1b1 + . . .+ anbn

é produto interno no Rn, pois verificamos:

I- 〈u, v〉 = a1b1 + . . .+ anbn = b1a1 + . . .+ bnan = 〈v, u〉;

II- 〈αu, v〉 = (αa1)b1 + . . .+ (αan)bn = α(a1b1 + . . .+ anbn) = α〈u, v〉

III- 〈u+v, w〉 = (a1+b1)c1+ . . .+(an+bn)cn = (a1c1+ . . .+ancn) = (b1c1+ . . .+bncn) =

〈u,w〉+ 〈v, w〉

Definição 2.3. Sejam U e V espaços vetoriais sobre R. Uma função f : U ∗ V → R é

uma forma bilinear se, e somente se,

I- f(u1 + u2, v) = f(u1, v) + f(u2, v)

II- f(αu, v) = αf(u, v)

III- f(u, v1 + v2) = f(u, v1) + f(u, v2)

IV- f(u, αv) = αf(u, v)

Para todos os vetores u , u1 , u2 de U; v , v1 , v2 de V e para todos os escalares α ∈ R.

Exemplo 2.3. Sejam U = V = Rn e f : Rn ∗Rn → Rn dada por

f((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = x1y1 + . . .+ xnyn

Vemos que tais propriedades são válidas, uma vez que trata-se do produto interno usual

de Rn.
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Definição 2.4. Uma forma bilinear f : V ∗ V → R é chamada simétrica se

f(u, v) = f(v, u), ∀(u, v) ∈ V ∗ V

Definição 2.5. Seja f : V ∗ V → R uma forma bilinear simétrica. Consideremos a

função qf : V → R definida por V. Esta função de uma variável que indicaremos por q,

chama-se forma quadrática sobre V associada à forma bilinear f.

Exemplo 2.4. A forma quadrática associada ao produto interno usual do Rn é

q(x1, . . . , xn) = x21 + . . .+ x2n

Definição 2.6. Sejam V e W espaços vetoriais. Uma aplicação T: V → W é chamada

transformação linear de V em W se:

I- T (u, v) = T (u) + T (v)

II- T (αu) = αT (u)

Para todo u , v ∈ V e α ∈ R.

Exemplo 2.5. Seja T : R3 → R2 definida por T (x, y, z) = (x + z, 2y − z). Sejam

u = (u1, u2, u3) e u = (v1, v2, v3) verifica-se que T é uma transformação linear, pois

verifica:

I-

T (u, v) = T (u) + T (v)

= T ((x1, y1, z1), (x2, y2, z2)) = T (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2)

= ((x1 + x2) + (z1 + z2), 2(y1 + y2)− (z1 + z2))

= (x1 + x2 + z1 + z2, 2y1 + 2y2 − z1 − z2)

= (x1 + z1, 2y1 − z1) + (x2 + z2, 2y2 − z2)

= T (x1, y1, z1) + T (x2, y2, z2)

= T (u) + T (v)

II-

T (αu) = T (α(x1, y1, z1))

= T (αx1, αy1, αz1))

= (αx1 + αz1, 2αy1 − αz1)

= α(x1 + z1, 2y1 − z1)

= αT (x1, y1, z1)

= αT (u)

19



Definição 2.7. Seja V um espaço com produto interno. Dado um vetor u ∈ V indica-se

por ‖u‖ e chama-se norma de o número real não-negativo dado por

‖u‖ =
√
〈u, v〉

Quando ‖u‖ = 1 diz-se que u ∈ V é um vetor unitário.

Exemplo 2.6. Se no Rn consideramos o produto interno usual, dado por u = (x1, . . . , xn)

nesse espaço, temos

‖u‖ =
√
x21 + . . .+ x2n
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Caṕıtulo 3

ESPAÇOS BIDIMENSIONAIS

COM PRODUTO ESCALAR

Seja V um espaço vetorial ou linear em que está definido o produto escalar. Estes

espaços também são chamados de espaços providos de uma métrica quadrática. Ao se

escolher no espaço V uma base, o produto escalar representa-se por uma forma bilinear

simétrica, isto é,

〈u, v〉 =
∑n

i,k gi,kxiyk

Na forma quadrática o produto escalar reduz-se para

〈u, u〉 = x21 + x22 + . . .+ x2p − x2p+1 − . . .− x2p+q

Os números p e q, respectivamente, dos quadrados positivos e negativos são alguns

invariantes do espaço V e determinam o tipo de espaço. Usando o espaço bidimensional

- plano - p e q assumem os seguintes valores:

I-p = 2 e q = 0 ou p = 0 e q = 2

II-p = 1 e q = 0 ou p = 0 e q = 1

III-p = 1 e q = 1

No caso I o quadrado escalar de um vetor qualquer u = x1e1 + x2e2 em uma base

ortonormal é

〈u, u〉 = x21 + x22

para p = 2 e q = 0 e

〈u, u〉 = −x21 − x22

para p = 0 e q = 2. Assim este espaço é chamado euclidiano.



No caso II o quadrado escalar

〈u, u〉 = x22

p = 1 ou q = 0 e

〈u, u〉 = −x22

p = 0 ou q = 1. Este espaço é chamado semieuclidiano.

E no caso III o quadrado escalar é a diferença dos quadrados, isto é,

〈u, u〉 = x21 − x22

E este espaço é denominado pseudoeuclidiano.

3.1 Espaço Euclidiano

Um espaço vetorial de dimensão finita é dito espaço vetorial euclidiano quando está

definido um produto escalar que verifica, além das propriedades I, II e III da definição

2.2, a seguinte propriedade:

I- 〈u, u〉 ≥ 0 , ∀u ∈ V

Definição 3.1. Num espaço euclidiano V definimos a distância entre dois pontos u e v

V, como

d(u, v) =‖ u− v ‖

satisfazendo as seguintes propriedades:

I- d(u, v) ≥ 0,∀u, v ∈ V

II- d(u, v) = 0 se e somente se u = v

III- d(u, v) = d(v, u),∀u, v ∈ V

IV- d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v), ∀u, v, w ∈ V

Definição 3.2. Sejam V um espaço euclidiano e u, v ∈ V ambos não nulos. Pela desi-

gualdade de Cauchy -Schwarz temos

− ‖ u− v ‖≤ 〈u, v〉 ≤‖ u− v ‖

ou ainda,

22



−1 ≤ 〈u, v〉
‖ u ‖‖ v ‖

≤ −1

Desta forma, existe um único número θ ∈ [0, π] tal que

cosθ =
〈u, v〉
‖ u ‖‖ v ‖

Este número θ é chamado de ângulo entre os vetores u e v.

Definição 3.3. Seja V espaço euclidiano. Dizemos que u, v ∈ V são ortogonais se

〈u, v〉 = 0 e, neste caso, denotaremos u⊥v .

Observação: Se S = {u1, . . . , un} V é um conjunto ortogonal com ui 6= 0 , j = 1,...,

n então {
u1
‖ u1 ‖

, . . . ,
un
‖ un ‖

}
Definição 3.4. Se V é um espaço euclidiano de dimensão n e se u1, . . . , un formam um

conjunto ortonormal, então diremos que estes vetores formam uma base ortonormal de

V.

3.2 Espaço Semieuclidiano

Seja V um espaço vetorial em duas dimensões e {e1, e2} uma base deste espaço. To-

mando u = x1e1 + x2e2 um vetor qualquer temos que seu quadrado escalar é 〈u, u〉 = x22.

Temos então:

e1 = 1e1 + 0e2 → e1 =

(
1

0

)

e2 = 0e1 + 1e2 → e2 =

(
0

1

)

logo

〈e1, e1〉 = 〈(1, 0), (1, 0)〉 = 02

〈e2, e2〉 = 〈(0, 1), (0, 1)〉 = 12

somando-se obtemos

〈e1, e1〉+ 〈e2, e2〉 = 〈e1 + e2, e1 + e2〉 = 〈(1, 1), (1, 1)〉 = 12
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Por outro lado,

〈e1 + e2, e1 + e2〉 = 〈e1, e1〉+ 〈e1, e2〉+ 〈e2, e1〉+ 〈e2, e2〉 = 1

pela propriedade II de produto escalar tem-se

2〈e1, e2〉+ 1 = 1

2〈e1, e2〉 = 0

〈e1, e2〉 = 0

Seja u = x1e1 + x2e2 e v = y1e1 + y2e2 dois vetores arbitrários de V e u =

(
x1

x2

)
e

v =

(
y1

y2

)
. O produto escalar entre u e v é

〈u, v〉 = 〈x1e1 + x2e2, y1e1 + y2e2〉

= 〈x1e1, y1e1〉+ 〈x1e1, y2e2〉+ 〈x2e2, y1e1〉+ 〈x2e2, y2e2〉

= x1y1〈e1, e1〉+ x1y2〈e1, e2〉+ x2y1〈e1, e2〉+ x2y2〈e2, e2〉

= x2y2

então

〈u, v〉 = 〈(x1, x2), (y1, y2)〉 = x2y2

e o módulo do vetor u é

| u |=
√

(x1, x2) =
√
x22 =| x2 |

Temos então definida uma métrica semi-euclidiana.

Seja {e′1, e′2} outra base do espaço V também canônica, isto é,

〈e′1, e′1〉 = 0

〈e′2, e′2〉 = 1

〈e′1, e′2〉 = 〈e′2, e′1〉 = 0
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e seja (
a11 a12

a21 a22

)
a matriz mudança de base de {e1, e2} para {e′1, e′2} , logo teremos e′1 = a11e1 + a21e2 e

e′2 = a12e1 + a22e2.

Assim temos

〈e′1, e′1〉 = 〈a11e1 + a21e2, a11e1 + a21e2〉

= a211〈e1, e1〉+ a11a21〈e1, e2〉+ a21a11〈e1, e2〉+ a221〈e2, e2〉

= a211〈e1, e1〉+ 2a11a21〈e1, e2〉+ a221〈e2, e2〉

= a221 = 0

Portanto a21 = 0 e

〈e′2, e′2〉 = 〈a12e1 + a22e2, a12e1 + a22e2〉

= a212〈e1, e1〉+ a12a22〈e1, e2〉+ a22a12〈e1, e2〉+ a222〈e2, e2〉

= a212〈e1, e1〉+ 2a12a22〈e1, e2〉+ a222〈e2, e2〉

= a222 = 1

Portanto a21 = ±1

Desta forma, a matriz que representa a mudança de uma base canônica para outra é

da forma (
a11 a12

0 ±1

)

Seja agora uma base canônica qualquer {e1, e2}. Definiremos o ângulo entre os vetores

u = x1e1 + x2e2 e v = y1e1 + y2e2 como

∣∣∣∣y1y2 − x1
x2

∣∣∣∣ (3.1)

O ângulo definido desta forma não se altera quando mudamos de uma base para ou-

tra. Portanto, para que o ângulo não depende do sistema de coordenadas precisamos

impor limitações a matriz mudança de base. Vejamos: Ao passar de uma base canônica

para a matriz mudança de base, as coordenadas dos vetores u e v se transformam em
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x′1 = a11x1 + a12x2

x′2 = a21x1 + a22x2 =⇒ x′2 = ±x2
y′1 = a11y1 + y12x2

x′2 = a21y1 + a22y2 =⇒ y′2 = ±y2

onde os sinais de x′2 e x′2 são iguais.

Usando a definição (3.1), o ângulo entre os vetores u e v na nova base é

∣∣∣∣y′1y′2 − x′1
x′2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣a11y1 + a12y2
±y2

− a11x1 + a12x2
±x2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣a11y1±y2
+
a12y2
±y2

− a11x1
±x2

− a12x2
±x2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣a11y1±y2
+
a12
±1
− a11x1
±x2

− a12
±1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣a11y1±y2
− a11x1
±x2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣±a11y1y2
− a11x1

x2

∣∣∣∣
= | a11 |

∣∣∣∣y1y2 − x1
x2

∣∣∣∣
logo ∣∣∣∣y′1y′2 − x′1

x′2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣y1y2 − x1
x2

∣∣∣∣⇒| a11 |= 1⇒ a11 = ±1

Portanto a matriz mudança de base é da forma(
±1 b

0 ±1

)
onde tomaremos b = a12.

Assim temos quatro bases canônicas e se indicamos

A =

(
±1 b

0 ±1

)
temos que as demais bases são

A1 =

(
−1 b

0 1

)
= A0

(
−1 0

0 1

)
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A2 =

(
1 b

0 −1

)
=

(
1 0

0 −1

)
A0

A3 =

(
−1 b

0 −1

)
=

(
1 0

0 −1

)
A0

(
−1 0

0 1

)

Consideremos um espaço vetorial pontual em duas dimensões em que temos dois pontos

X (x1, x2) e Y (y1, y2). Tomaremos a distância dos pontos igual ao módulo do vetor

XY = (Y −X) = (y1 − x1, y2 − x2) na métrica semieuclidiana, ou seja, o módulo do

vetor é | y2 − x2 |.
Chama-se circunferência de raio r e de centro no ponto M (α1, α2) ao conjunto de

todos os pontos que se encontram a uma mesma distância semieuclidiana r do ponto M .

Tal conjunto é formado pelo par de retas paralelas ao eixo das abscissas que se encontram

a uma mesma distância (euclidiana) r do ponto M . Temos que qualquer que seja a reta

que passe por M e é paralela as retas também será centro desta circunferência. Tal

circunferência pode ser vista na figura (3.1) e sua representação com raio r e centro no

ponto M (α1, α2) é

(x2 − α2)
2 = r2

Figura 3.1: Circunferência Semieuclidiana

3.2.1 Alguns Teoremas da Geometria Semieuclidiana

I-O lado maior de um triângulo é igual a soma dos outros dos lados.

Posto que AB = A′B′, AC = A′C ′, BC = B′C ′ e A′B′ = A′C ′ + B′C ′ temos que

AB = AC + AB, isto é, c = a+ b.
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Figura 3.2: Representação do Teorema I

II-O ângulo maior de um triângulo é igual a soma dos outros ângulos.

Para demonstrar tal teorema, tracejamos a reta CE||BA. Temos então que ∠ACE =

A e ∠ECD = B por ser ângulos de lados paralelos. Mas, ∠ACE + ∠ECD = C, logo

C = A+B.

Figura 3.3: Representação do Teorema II

III-Os lados de um triângulo são proporcionais a seus ângulos opostos.

Para demonstrar tal teorema tracejamos a reta CD||e1. Temos então que A =
CD

b
e

B =
CD

a
. Logo Ab = Ba, de onde resulta

A

a
=
B

b
. De maneira análoga a prova´pode

ser feita para
A

a
=
C

c
.
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Figura 3.4: Representação do Teorema III

3.3 Espaço Pseudoeuclidiano

Seja V um espaço vetorial de duas dimensões e {e1, e2} uma base deste espaço. Dado

um vetor qualquer u = x1e1 +x2e2 , em que o quadrado escalar é 〈u, v〉 = x21−x22 . Temos

e1 = 1e1 + 0e2 → e1 =

(
1

0

)

e2 = 0e1 + 1e2 → e2 =

(
0

1

)

logo

〈e1, e1〉 = 〈(1, 0), (1, 0)〉 = 12 − 02 = 1

〈e2, e2〉 = 〈(0, 1), (0, 1)〉 = 02 − 12 = −1

então somando

〈e1, e1〉+ 〈e2, e2〉 = 〈e1 + e2, e1 + e2〉 = 〈(1, 1), (1, 1)〉 = 12 − 12 = 0

Por outro lado temos

〈e1 + e2, e1 + e2〉 = 〈e1, e1〉+ 〈e1, e2〉+ 〈e2, e1〉+ 〈e2, e2〉
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pela propriedade II de produto escalar tem-se

1 + 2〈e1, e2〉 − 1 = 0

2〈e1, e2〉 = 0

〈e1, e2〉 = 0

Seja u = x1e1 + x2e2 e v = y1e1 + y2e2 dois vetores arbitrários de V e u =

(
x1

x2

)
e

v =

(
y1

y2

)
. O produto escalar entre u e v é

〈u, v〉 = 〈x1e1 + x2e2, y1e1 + y2e2〉

= 〈x1e1, y1e1〉+ 〈x1e1, y2e2〉+ 〈x2e2, y1e1〉+ 〈x2e2, y2e2〉

= x1y1〈e1, e1〉+ x1y2〈e1, e2〉+ x2y1〈e2, e1〉+ x2y2〈e2, e2〉

= x1y1 − x2y2

então

〈u, v〉 = 〈(x1, x2), (y1, y2)〉 = x1y1 − x2y2

e o módulo do vetor u é

| u |=
√

(x1, x2) =
√
x21 − x22

Temos então definida uma métrica pseudoeuclidiana.

Consideremos um espaço vetorial pontual em duas dimensões em que temos dois pontos

X (x1, x2) e Y (y1, y2). Tomaremos a distância dos pontos igual ao módulo do vetor

XY = (Y −X) = (y1 − x1, y2 − x2) na métrica pseudoeuclidiana, ou seja, o módulo do

vetor é √
(y1 − x1)2 − (y2 − x2)2

Chama-se circunferência de raio r e de centro no ponto M (α1, α2) ao conjunto de

todos os pontos que se encontram a uma mesma distância pseudoeuclidiana r do ponto

M . Desta forma, a equação da circunferência de raio r e centro no ponto M (α1, α2) é

(x1 − α1)
2 − (x2 − α2)

2 = r2

Observa-se que teremos três casos paro o raio da circunferência: positivo, nega-

tivo(imaginário) ou nula.
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Assim na figura (3.3) observa-se que para r2 > 0, com r = a e M(0, 0) temos:

(x1 − 0)2 − (x2 − 0)2 = a2

x21 − x22 = a2

Figura 3.5: Circuferência de raio positivo

Na figura (3.3) observa-se que para r2 < 0, com r = ai e M(0, 0) teremos

(x1 − 0)2 − (x2 − 0)2 = (ai)2

Observa-se que

r2 = (ai)2 = a2i2 = −a2

então

x21 − x22 = −a2 ⇒ x22 − x21 = a2

Figura 3.6: Circunferência de raio negativo
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Figura 3.7: Circunferência de raio nulo

E na figura (3.3) que para r2 = 0 e M(0, 0) teremos

(x1 − 0)2 − (x2 − 0)2 = 02

x21 − x22 = 0

(x1 − x2)(x1 + x2) = 0

logo

x2 = x1 e x2 = −x1

Na figura (3.3) é posśıvel visualizar todos os casos em apenas um gráfico, onde as

famı́lias das hipérboles para os casos de raio positivo e raio negativo estão separados pela

circunferência de raio nulo, na qual chamamos de asśıntotas.

Figura 3.8: Circunferências no Plano Pseudoeuclidiano
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Dois vetores X e Y são ditos ortogonais (X⊥Y ) no espaço pseudoeuclidiano se o

produto escalar dos mesmos é igual à zero, isto é,

〈x, y〉 = 0⇒ x1y1 − x2y2 = 0

Neste caso teremos

x1
x2

=
y2
y1

Assim, ao representarmos os vetores ortogonais com métrica pseudoeuclidiana num plano

euclidiano, observaremos que estes são simétricos em relação a bissetriz do primeiro e

terceiro quadrante.

Adotemos o vetor e1 = (0, 1), no qual teremos que determinar o vetor e2 para que seja

ortogonal a e1 . Logo sejam e1 = (0, 1) e e2 = (x1, x2) tem-se:

〈e1, e2〉 = 0

〈e1, e2〉 = 〈(1, 0), (x1, x2)〉 = 0

〈e1, e2〉 = 1x1 + 0x2 = 0

Logo para que (e1⊥e2) temos como possibilidade que e2 = (1, 0), assim como mostra

a figura (3.3).

Figura 3.9: Ortogonalidade

Desse modo tomemos o vetor a1 = (2, 1) e a2 = (y1, y2). Para que a1 e a2 sejam

ortogonais, tem-se:
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〈a1, a2〉 = 0

〈a1, a2〉 = 〈(2, 1), (y1, y2)〉 = 0

〈a1, a2〉 = 1y1 + 1y2 = 0

Logo para que (a1⊥a2) temos como possibilidade que a2 = (1, 2) . Veja na figura (3.3):

Figura 3.10: Ortogonalidade pseudoeuclidiana no 1o quadrante

E tomando o vetor b1 = (−3,−1) e b2 = (y1, y2). Para que b1 e b2 sejam ortogonais,

tem-se:

〈b1, b2〉 = 0

〈b1, b2〉 = 〈(−3,−1), (y1, y2)〉 = 0

〈b1, b2〉 = −3y1 − y2 = 0

Logo para que (b1⊥b2) temos como possibilidade que b2 = (−1,−3) . Veja na figura

(3.3).

Observe que para | x1 |=| x2 | a longitude é nula e tal vetor é ortogonal a si mesmo

(| c |= 0), para | x1 |>| x2 | a longitude torna-se real e para | x1 |<| x2 |a longitude é

imaginária.

3.3.1 Aplicações Pseudo-ortogonais

Uma aplicação linear A de um espaço pseudoeuclidiano se chama pseudoortogonal se

conserva o produto escalar, isto é, se

〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉,∀x, y ∈ R
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Figura 3.11: Ortogonalidade pseudoeuclidiana no 3o quadrante

Figura 3.12: Ortogonalidade Geral no Plano Pseudoeuclidiano

Seja A uma aplicação pseudoortogonal de um plano pseudoeuclidiano R, onde

A =

(
a11 a12

a21 a22

)

uma matriz uma base ortonormal {e1, e2}. Temos então:

Ae1 = a11e1 + a21e2

Ae1 = a12e1 + a22e2

Por definição

(Ae1, Ae1) = (e1, e1) = 1
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(Ae2, Ae2) = (e2, e2) = −1

(Ae1, Ae2) = (e1, e2) = 0

isto é,

〈Ae1, Ae1〉 = 〈e1, e1〉

= 〈a11e1 + a21e2, a11e1 + a21e2〉

= a211〈e1, e1〉+ a11a21〈e1, e2〉+ a21a11〈e2, e1〉+ a221〈e2, e2〉

= a211(1) + a221(−1)

= a211 − a221

Logo

a211 − a221 = 1 (3.2)

〈Ae2, Ae2〉 = 〈e2, e2〉

= 〈a12e1 + a22e2, a12e1 + a22e2〉

= a212〈e1, e1〉+ a12a22〈e1, e2〉+ a22a12〈e2, e1〉+ a222〈e2, e2〉

= a212(1) + a222(−1)

= a212 − a222

Logo

a212 − a222 = −1 (3.3)

〈Ae1, Ae2〉 = 〈e1, e2〉

= 〈a11e1 + a21e2, a12e1 + a22e2〉

= a11a21〈e1, e2〉+ a11a22〈e1, e2〉+ a21a12〈e2, e1〉+ a12a22〈e2, e2〉

= a11a21(1)− a12a22(−1)

= a11a21 − a12a22

Logo

a11a21 − a12a22 = 0 (3.4)
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Das igualdades (3.2) e (3.3) resulta respectivamente, a11 6= 0 e a22 6= 0. Estes resul-

tados surgem pelo fato de trabalhamos no conjunto R. Caso contrário, com e teŕıamos

a11 = 0 e a22 = 0 pertencentes ao conjunto C, o que não é interessante neste momento.

Reduzimos a igualdade (3.4) para

a21
a11

=
a12
a22

.

Se indicando as razões iguais acimas por β , obtemos

a21
a11

= β ⇒ a21 = βa11

(3.5)
a12
a22

= β ⇒ a12 = βa22

Substituindo estes valores nas igualdades (3.2) e (3.3) respectivamente, encontramos:

I − a211 − β2a211 e obtemos a11 =
1

±
√

1− β2

II − β2a222 − a222 e obtemos a22 =
1

±
√

1− β2

Desta forma, a matriz aplicação A é da forma

A =


1

±
√

1− β2

β

±
√

1− β2

β

±
√

1− β2

1

±
√

1− β2

 (3.6)

Com a particularidade de que ambos os elementos da primeira coluna e segunda coluna

com o mesmo sinal, se tomam com se pode ver na igualdade (3.6). Então chamaremos a

toda matriz deste tipo de pseudoortogonal.

Assim indicaremos A0 por

A0 =


1√

1− β2

β√
1− β2

β√
1− β2

1√
1− β2

 (3.7)
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e verificamos que as demais bases são

A1 =

 −
1√

1− β2

β√
1− β2

− β√
1− β2

1√
1− β2

 = A0

(
−1 0

0 1

)

A2 =


1√

1− β2
− β√

1− β2

β√
1− β2

− 1√
1− β2

 = A0

(
1 0

0 −1

)

A3 =

 −
1√

1− β2
− β√

1− β2

− β√
1− β2

− 1√
1− β2

 = A0

(
−1 0

0 −1

)

Notemos que as aplicações A1 e A2 possuem uma simetria axial em relação a A0 e A3

possui uma simetria central em relação a A0, isto é, no plano cartesiano A0 encontra-se

no primeiro quadrante, enquanto A1 é uma reflexão para o segundo quadrante a partir do

produto da matriz (
−1 0

0 1

)

com A0, e que A2 será uma simetria axial no quarto quadrante formado a partir do pro-

duto da matriz (
1 0

0 −1

)

com A0, e a matriz A3 formada a partir da reflexão do primeiro quadrante ao terceiro

com o produto da matriz (
1 0

0 −1

)

por A0 denominando-se assim por simetria central.
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Observe que

detA0 =


1√

1− β2

β√
1− β2

β√
1− β2

1√
1− β2


=

1√
1− β2

1√
1− β2

− β√
1− β2

β√
1− β2

=
1

(
√

1− β2)2
− β2

(
√

1− β2)2

=
1

1− β2
− β2

1− β2

=
1− β2 − β2 + β4

(1− β2)2

=
(1− β2)2

(1− β2)2

= 1

detA1 =

 −
1√

1− β2

β√
1− β2

− β√
1− β2

1√
1− β2


=

(
− 1√

1− β2

)
1√

1− β2
−

(
− β√

1− β2

)
β√

1− β2

= − 1

(
√

1− β2)2
+

β2

(
√

1− β2)2

= − 1

1− β2
+

β2

1− β2

=
−1 + β2 + β2 − β4

(1− β2)2

=
−(1− β2)2

(1− β2)2

= −1
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detA2 =


1√

1− β2
− β√

1− β2

β√
1− β2

− 1√
1− β2


=

1√
1− β2

(
− 1√

1− β2

)
− β√

1− β2

(
− β√

1− β2

)

= − 1

(
√

1− β2)2
+

β2

(
√

1− β2)2

=
1

1− β2
− β2

1− β2

=
−1 + β2 + β2 − β4

(1− β2)2

=
−(1− β2)2

(1− β2)2

= −1

detA3 =

 −
1√

1− β2
− β√

1− β2

− β√
1− β2

− 1√
1− β2


=

(
− 1√

1− β2

)(
− 1√

1− β2

)
−

(
− β√

1− β2

)(
− β√

1− β2

)

=
1

(
√

1− β2)2
− β2

(
√

1− β2)2

=
1

1− β2
− β2

1− β2

=
1 + β2 + β2 − β4

(1− β2)2

=
(1− β2)2

(1− β2)2

= 1

Note que | A0 |=| A3 |= 1 e | A1 |=| A2 |= −1.

40



Observemos que
1√

1− β2
≥ 1, isso implica que existirá ϕ tal que coshϕ =

1√
1− β2

e senhϕ =
β√

1− β2
. Portanto, (3.7) tem a seguinte forma e

A0 =

(
coshϕ senhϕ

senhϕ coshϕ

)

Com β variando de 0 até 1 para β tendendo a 1(ou 0 até -1 para β tendendo a -1), observa-

mos que os extermos dos vetores A0e1 e A0e2 se movimentam ao longo das circunferências

x21 − x22 = ±1, uma vez que

A0e1 = coshϕe1 + senhϕe2 ⇒ cosh2(ϕ)− senh2(ϕ) = 1

A0e2 = senhϕe1 + coshϕe2 ⇒ senh2(ϕ)− cosh2(ϕ) = −1

Suponhamos que em um plano pseudoortogonal V se tem {e′1, e′2} e {e1, e2} bases orto-

normais e que

detA0 =

(
a11 a12

a21 a22

)

É a matriz mudança de base da primeira para a segunda. Considerando uma aplicação A

na base {e1, e2}, demonstraremos que esta é uma aplicação pseudoortogonal.

Temos por hipótese Ae1 = a11e1 + a21e2 = e′1 e Ae2 = a12e1 + a22e2 = e′2. Sejam

x = x1e1 + x2e2 e y = y1e1 + y2e2 vetores qualquer de V, temos

Ax = A(x1e1 + x2e2) = x1Ae1 + x2Ae2 = x1e
′
1 + x2e

′
2

Ay = A(y1e1 + y2e2) = y1Ae1 + y2Ae2 = y1e
′
1 + y2e

′
2

Posto que ambas as bases são ortonormais, o produto escalar é

〈Ax,Ay〉 = 〈x1e′1 + x2e
′
2, y1e

′
1 + y2e

′
2〉

= x1y1〈e′1, e′1〉+ x1y2〈e′1, e′2〉+ x2y1〈e′2, e′1〉+ x2y2〈e′2, e′2〉

= x1y1 − x2y2
= 〈x, y〉

Portanto, a aplicação A é pseudoortogonal e tem sua matriz da forma (3.6).
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Caṕıtulo 4

RELATIVIDADE

Apresentaremos aqui alguns prinćıpios importantes para o estudo da Teoria Especial

da Relatividade.

4.1 Prinćıpio da Relatividade de Galileu

Consideremos dois sistemas de referência inerciais denominados S e S’. Suponhamos

que ambos os sistemas estão sobre a mesma linha reta na direção x, onde o primeiro está

em repouso em relação à Terra e o segundo movimenta-se com velocidade constante v→

em relação ao sistema S.

Figura 4.1: Sistema S e sistema S’

Como particularidade, tomemos que as origens de coordenadas de ambos os sistemas

coincidem, isto é, t = 0 = t’. Isto acontece pois para Galileu o tempo era absoluto,

invariante do tempo. Tomando um ponto M, podemos descrever a posição desse ponto

relacionando ambos os sistemas. Assim teremos:



x = x′ + vt (4.1)

y = y′ (4.2)

z = z′ (4.3)

Neste momento suponhamos que o tempo t no sistema S e o tempo t’ no sistema S’ é

o mesmo, ou seja, t = t’. Logo, 
x = x′ + vt

y = y′

z = z′

t = t′

são denominadas Transformações de Galileu para as coordenadas.

Derivando (4.1) em relação a t, obtemos

dx

dt
=
dx′

dt′
+ v (4.4)

Chamamos u =
dx

dt
e u′ =

dx′

dt′
e reescrevemos (4.4) como

u = u′ + v (4.5)

Onde u é a velocidade do ponto no sistema S e u′ é a velocidade no sistema S’. Esta

equação é a lei de composição de velocidades na mecânica clássica, ou seja, a velocidade de

u do ponto no sistema S é igual a velocidade u′ do ponto no sistema S’ somada a velocidade

de translação, sendo esta denominada de Transformação de Galileu para velocidade.

Derivando (4.4) em relação a t, obtemos

d2x

dt2
=
d2x′

dt′2
(4.6)

onde percebemos que a aceleração do ponto em ambos os sistemas são idênticas. Esta

é denominada Transformação de Galileu para aceleração.

Portanto, as Transformações de Galileu mostram que as expressões matemáticas que

representam as leis da mecânica clássica, tem a mesma forma em todos os sistemas de

referências inerciais.

Através das equações (4.1), observa-se que as coordenadas dos pontos do sistema S

para o sistema S’ são determinadas pela aplicação da matriz
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(
1 b

0 1

)
Logo podemos afirmar que as transformações de Galileu são regidos pela métrica

semieuclidiana.

Desta forma, a distância entre dois pontos X(x1, t1) e X(x2, t2) que é igual | t2 − t1 |
pode ser entendida como o intervalo temporal entre os pontos X e Y. E como a mudança

de um sistema para o outro é determinada pela matriz acima, o conceito de ângulo não

se altera.

Consideremos dois pontos M1 e M2 que se movimentam uniformemente ao longo da

reta R e indiquemos por u1 e u2 suas respectivas velocidades. Seja um plano P que deter-

minamos o movimento dos pontos M1 e M2, pelas retas m1 e m2. Seja A0(x0, t0) o ponto

de intersecção entre as retas. Suponhamos que para t = t1 então a abscissa do ponto M1

é x1 e para t = t2 , a abscissa do ponto M2 é x2. Usando a métrica semieuclidiana, o

ângulo entre as retas m1 e m2 é igual ao ângulo entre os vetores A0A1 e A0A2, isto é, é a

velocidade relativa do movimento dos pontos M1 e M2, onde temos A1(x1, t1) e A2(x2, t2).

Portanto

∣∣∣∣x2 − x0t2 − t0
− x1 − x0

t1 − t0

∣∣∣∣ =| u2 − u1 |

Figura 4.2: Ângulo na métrica semieuclidiana
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4.2 Prinćıpio da Relatividade de Einstein

No inicio de 1905, f́ısico alemão Albert Einstein tinha 25 anos de idade e era um

desconhecido funcionário do departamento de patentes da Súıça. No final daquele ano, ele

publicou três artigos de extraordinária importância. Um deles era análise do movimento

browniano, ou seja, postulava a existência e o cálculo do tamanho do átomo; o segundo

versava sobre o efeito fotoelétrico. No terceiro um trabalho fundamental em que se expõe

uma nova teoria do espaço e do tempo, a teoria da relatividade especial.

A teoria da relatividade especial estuda apenas referenciais inerciais, com movimentos

relativos retiĺıneos e uniformes. Um referencial inercial é, basicamente, aquele em relação

ao qual vale a lei da inércia, ou seja, quando um corpo não está submetido a forças

externas.

Einstein baseou a teoria em apenas dois postulados. Um deles afirma que as leis da

f́ısica devem ser as mesmas em qualquer sistema de referência inercial; O outro diz que a

velocidade da luz no vácuo deve ser sempre a mesma em qualquer sistema de referência

inercial. A partir dos postulados tem-se que ambos descrevem o que é visto por um ob-

servador em um sistema de referência inercial.

PRIMEIRO POSTULADO DE EINSTEIN

O primeiro postulado de Einstein, chamado de principio da relatividade, afirma que:

as leis da f́ısica são as mesmas em qualquer sistema de referência inercial, ou seja, não

existe um referencial privilegiado entre todos os referenciais inerciais. Este postulado es-

tende o prinćıpio da relatividade de Galileu para todos os fenômenos f́ısicos, não somente

para a mecânica. Uma consequência deste é o fim da concepção de espaço absoluto, uma

vez que todos os referenciais serão equivalentes.

SEGUNDO POSTULADO DE EINSTEIN

Durante o século XIX, muitos f́ısicos acreditavam que a luz se deslocasse através de um

meio hipotético chamado éter, do mesmo modo que o som se propaga no ar. Se isso fosse

verdade, a velocidade da luz em relação a observadores diferentes dependeria da velocidade

relativa entre os observadores e, portanto teria diversos valores para direções diferentes.

A experiência de Michelson - Morley buscou medir o movimento da terra em relação ao

éter. O grande salto conceitual obtido por Einstein foi reconhecer que, se as equações de

Maxwell, em que estas descreviam uma onda eletromagnética, cuja propagação se dava

no vácuo, fossem válidas em qualquer sistema de referência inercial, então a velocidade

da luz deveria ser a mesma em todos os sistemas de referência e em todas as direções. De

fato, Michelson e Morley não detectaram nenhum movimento da terra em relação ao éter,
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e o conceito de éter foi abandonado. Embora Einstein possa ter tido conhecimento desse

resultado negativo, tal resultado confirma sua hipótese marcante da lei da constância da

velocidade da luz no vácuo.

O postulado da constância da velocidade da luz afirma: a velocidade da luz no vácuo

é sempre a mesma em qualquer sistema de referência, e não depende da velocidade da

fonte.

Einstein introduziu os postulados, em seu artigo de 1905, da seguinte forma:

[...] as tentativas sem sucesso de verificar que a Terra se move em relação ao

“meio luminoso´´ [éter] levaram à conjetura de que, não apenas na mecânica,

mas também na eletrodinâmica, não há propriedades observáveis associadas à

ideia de repouso absoluto, mas as mesmas leis eletrodinâmicas e ópticas se apli-

cam a todos os sistemas de coordenadas nos quais são válidas as equações da

mecânica [...]. Elevaremos essa conjetura (cujo conteúdo será daqui por diante

chamado de “prinćıpio da relatividade”) à posição de um postulado; e, além

disso, introduziremos um outro postulado que é apenas aparentemente incon-

sistente com o primeiro, a saber, que a luz no espaço vazio sempre se propaga

com uma velocidade definida V que é independente do estado de movimento

do corpo que a emite. (apud EINSTEIN, 1905, pp. 891-2).

Einstein ao aceitar a lei da constância da velocidade da luz, renuncia hipóteses do

tempo absoluto, válido para medir os intervalos temporais simultaneamente em todos os

sistemas de referência.

A relatividade do tempo necessariamente se deduz da lei da constância da velocidade

da luz, como pode se observar através do exemplo. Imaginaremos um trem, de dimensão

linear muito grande, cuja velocidade é comparada a velocidade da luz (o trem de Eins-

tein). Suponhamos que junto à janela deste trem se encontra um observador que em um

determinado momento do tempo acende uma lanterna enviando a raio de luz para o teto.

No teto há um espelho e o raio depois de refletido volta ao observador. Do ponto de vista

deste observador a trajetória do raio de luz é um segmento AB recorrido duas vezes. Para

um observador que se encontra fora do trem, a trajetória do raio de luz será quebrada

formada por dois lados de um triangulo isósceles, cuja altura é AB. Portanto, do ponto de

vista do observador exterior a luz recorre uma trajetória maior do que do ponto de vista

do passageiro do trem. Posto que a velocidade da luz é constante, o tempo que necessita a

luz para recorrer esta trajetória tomando o relógio do observador exterior será maior que

o tempo tomado pelo relógio do passageiro, ou seja , o relógio dentro do trem se atrasa

em comparação com o relógio da estação.

O conceito de simultaneidade também devesse ao aceitar a lei da constância, como

se vê na abordagem do seguinte exemplo. Suponhamos que no centro deste mesmo trem

de Einstein se encontra um observador que em determinado momento do tempo acende

uma lanterna. As portas do vagão estão ligadas a um mecanismo que permite abri-las

enquanto a luz incide nelas. O observador que se encontra no centro do vagão verá como
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a porta dianteira e a traseira se abrem simultaneamente. Em que no ponto de vista de um

observador exterior a porta dianteira se aleja do raio de luz enquanto que a porta traseira

se acerca deste. Como a velocidade da luz é constante, do ponto de vista do observador

exterior a luz chegará à porta dianteira mais tarde que a traseira e esta se abrirá antes.

A ordem no que se realizam os sucessos podem ter resultados diferentes para estes

observadores. Se (devido a um defeito no mesmo mecanismo das portas) a porta traseira

se abre transcorrido um tempo depois que a luz chega a ela e si esta diferença no tempo é

suficientemente pequena, para o observador exterior a porta traseira continuará abrindo-

se antes que dianteira enquanto que para o observador que se encontra no centro do vagão

a ordem destes sucessos será inverso. Contudo na Relatividade Especial de Einstein, o

conceito de tempo deixou de ser absoluto e passou a ser relativo. Eventos simultâneos,

em um determinado referencial inercial, não serão necessariamente simultâneos em outro

referencial inercial. Assim, a noção de simultaneidade também é relativa.
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Caṕıtulo 5

AS TRANSFORMAÇÕES DE

LORENTZ

Hendrik Antoon Loretnz, mas conhecido como Lorentz, foi um f́ısico neerlandês. Seus

principais trabalhos abordaram o eletromagnetismo, mas em 1904 firmou seu nome intro-

duzindo as transformações de Lorentz. Estas transformações formam a base da teoria da

relatividade restrita de Einstein. Tais transformadas foram resultados de Lorentz e outros

cientistas, primordialmente, de explicar as propriedades observadas da luz ao propagar-se

num meio presumido ser o éter. No entanto, quando Einstein reinterpreta tais trans-

formadas verifica que elas são consequências da natureza do espaço e do tempo. Estas

ainda substituem as transformações de Galileo, pois tais transformadas só são válidas

para velocidades relativamente menores que a velocidade da luz.

A partir daqui, devemos abandonar a hipótese de que o tempo é o mesmo em todos

os sistemas de referência que se movimentam um em relação aos outros. Neste momento,

baseando-se na relatividade de Einstein temos t 6= t′ e devemos pensar em uma nova

transformação que relacione as coordenadas de um referencial para o outro, ou seja,

mostrar como estão relacionadas as coordenadas x e t de um ponto no sistema O com as

coordenadas x’ e t’ no sistema O’ que se movimenta com velocidade v em respeito a O e

qual a melhor métrica a trabalhar neste espaço.

Seja dois sistemas de referência O e O’, respectivamente com coordenadas (x, y, z, t) e

(x’, y’, z’, t’) e que O’ se mova paralelamente ao eixo Ox com uma velocidade constante v.

Suponhamos que a origem de ambos os sistemas coincidem em um determinado instante

de tempo, ou seja, x = 0 e x’ = 0 para t = 0 e t’ = 0, respectivamente. Porém também

vamos supor que no momento t = t’ = 0, as coordenadas no sistema S são x e t e no

sistema S’, são x’ e t’. Como a velocidade da luz é constante, tem-se

∣∣∣x
t

∣∣∣ =

∣∣∣∣x′t′
∣∣∣∣ = c



Então temos

∣∣∣x
t

∣∣∣ = c⇒

∣∣∣∣∣
√
x2

t2

∣∣∣∣∣ = c⇒ x2

t2
= c2 ⇒ x2 − c2t2 = 0

e

∣∣∣∣x′t′
∣∣∣∣ = c⇒

∣∣∣∣∣
√
x′2

t′2

∣∣∣∣∣ = c⇒ x′2

t′2
= c2 ⇒ x′2 − c2t′2 = 0

Dáı, se x2 − c2t2 for zero em um sistema de referência, também será zero em todos

os outros sistemas de referência, isto é, tal expressão será a mesma em todos os sistemas

inerciais de referência.

Tomando nas expressões acima x1 = x e x2 = ct, e respectivamente x′1 = x′ e x′2 = ct′,

observamos que nosso espaço pode ser considerado pseudo-euclidiano, onde tais expressões

tornam-se x21− x22 e x′21 − x′22 e significam o quadrado da distância entre o ponto (x1, x2) e

(x′1, x
′
2) ou do vetor correspondente a eles, respectivamente. Como a base desse quadrado

é ortonormal, a base do sistema também será ortonormal e com isso tem-se que a matriz

A mudança de base de um sistema para o outro é pseudoortogonal, ou seja, da forma

A =


1

±
√

1− β2

β

±
√

1− β2

β

±
√

1− β2

1

±
√

1− β2



Considerando primeiramente a matriz

A =


1√

1− β2

β√
1− β2

β√
1− β2

1√
1− β2


temos que ao multiplica-la pela matriz dos vetores do sistema S’ chegaremos aos vetores

em S e assim temos 
1√

1− β2

β√
1− β2

β√
1− β2

1√
1− β2


(
x′1

x′2

)
=

(
x1

x2

)
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e temos

x1 =
x′1 + βx′2√

1− β2
e x2 =

βx′1 + x′2√
1− β2

Substituindo os valores de x1, x2, x
′
1 e x′2 vistos acima temos

x =
x′ + βct√

1− β2
(5.1)

e

ct =
βx′ + ct′√

1− β2
⇒ t =

β

c
x′ + t′√
1− β2

(5.2)

Aqui expressamos x e t m função de x’ e t’. Agora vamos expressar x’ e t’ em função

de x e t. Fazendo

t =

β

c
x′ + t′√
1− β2

⇒ t′ = t
√

1− β2 − β

c
x′

Substituindo este valor de t’ em (5.1) com a finalidade de obter x′ tem-se

x =
x′ + βct√

1− β2

=

x′ + βc

(
t
√

1− β2 − β

c
x′
)

√
1− β2

=
x′ + βct

√
1− β2 − β2x′)√
1− β2

Assim

x
√

1− β2 − x′ − βct
√

1− β2 + β2x′ = 0

√
1− β2(x− βct)x′(1 + β2) = 0
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x′(1 + β2) =
√

1− β2(x− βct)

x′ =

√
1− β2(x− βct)

1 + β2

x′ =

√
1− β2(x− βct)(√

1 + β2
)2

x′ =
x− βct√

1 + β2

E fazendo

x =
x′ + βct√

1− β2
⇒ x′ = x

√
1 + β2 − βct

Substituindo este valor de x’ em (5.2) para determinar o valor de t′ tem-se

t =

β

c
x′ − t′√
1 + β2

=

β

c

(
x
√

1− β2 − βct′
)
− t′√

1− β2

=

β

c
x
√

1− β2 − β2t′ + t′√
1− β2

Assim

t
√

1− β2 − β

c
x
√

1 + β2 + β2t′ − t′ = 0
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√
1− β2(t− β

c
x)− t′(1− β2) = 0

t′(1− β2) =
√

1− β2

(
t− β

c
x

)

t′ =

√
1− β2

(
t− β

c
x

)
(1− β2)

t′ =

√
1− β2

(
t− β

c
x

)
(
√

(1− β2))2

t′ =
−β
c
x+ t√

1− β2

Dáı as expressões x’ e t’ em função de x e t são

x′ =
x− βct√

1 + β2
e t′ =

−β
c
x+ t√

1− β2
. (5.3)

Mas qual será o sentido do parâmetro β?

Consideremos um ponto P imóvel no sistema S’, por exemplo, x’ = 0. De acordo com a

primeira fórmula de (5.3) temos

0 =
x− βct√

1 + β2
⇒ x− βct = 0⇒ x = βct⇒ x

t
= βc

Como
x

t
= v é a velocidade do ponto P no sistema S, evidentemente também é a ve-

locidade do sistema S’ em relação a S. Desta forma,

v = βc⇒ β =
v

c
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Introduzindo o valor de β nas fórmulas (5.1), (5.2) e (5.3), respectivamente obtemos

x =
x′ + vt′√

1− v2

c2

e t =

v

c2
x′ + t′√
1− v2

c2

. (5.4)

e

x′ =
x− vt′√
1− v2

c2

e t′ =
− v
c2
x+ t′√

1− v2

c2

. (5.5)

As equações acima são chamadas de Transformações de Lorentz. As equações (5.5) são

denominadas Transformações inversas de Lorentz, nas quais são obtidas trocando v por

−v. [14].

As Transformações de Lorentz adquirem sentido somente para
∣∣∣v
c

∣∣∣ < 1, pois quando isso

acontece temos que | v |< c , ou seja, é imposśıvel obter qualquer movimento com veloci-

dade maior que a velocidade da luz. Observe que se v é pequeno em relação a c teremos√
1− v2

c2
≈ 1 e as Transformações de Lorentz apresenta a forma das Transformações de

Galileu.

No gráfico (5.2) observamos que Ox e Ot são os eixos de coordenada para o sistema S e

que para o sistema S’ temos Ox′ e Ot′. Os eixos do sistema S são simétricos em relação as

bisetrices MM ′ e NN ′. Podemos considerar o eixo Ot′ como o gráfico do movimento da

origem de coordenadas do sistema S’ em relação a S, onde para todos os pontos do eixo

Ot′ tem-se x′ = 0. Da mesma forma, o eixo Ot é o gráfico do movimento da origem de

coordenadas do sistema S em relação a S’. Assim o valor absoluto da tangente do ângulo

entre o eixo Ot′ e Ox é

∣∣∣∣ctx
∣∣∣∣ =

c

|v|
, onde v = x

t
é a velocidade com que o sistema S’ se

movimenta em relação a S. Posto que |v| < c, conclúımos que o valor absoluto da tangente

é maior que a unidade, isto é, todos os eixos temporais Ot se encontram dentro do ângulo

MON e que todos os eixos espaciais se encontram dentro do ângulo MON ′. E para as

retas MM ′ e NN ′ temos que
∣∣∣ x
ct

∣∣∣ = 1 , ou seja, |v| = c . Desta forma temos que em todos

os sistemas de referência este gráfico representa o movimento com velocidade da luz.

5.1 Regra da composição de velocidades

Obteremos a regra de velocidade relativ́ıstica partindo das equações (5.5) na sua forma

diferencial. Então dividindo
dx′

dt′
temos
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dx′

dt′
=
dx′

dt
:
dt′

dt
=

d

dt

(
x− vt√
1− β2

)
:
d

dt

 − vc2 + t√
1− β2



=

dx

dt
− v√

1− β2
:
− v

c2
dx

dt
+ 1√

1− β2

=

dx

dt
− v

− v
c2
dx

dt
+ 1

=
u− v
−uv
c2

+ 1

chamando u′ =
dx′

dt′
e u =

dx

dt
. Logo

u′ =
u− v
−uv
c2

+ 1
(5.6)

Da equação acima teremos u em função de u′.

u′ =
u− v
−uv
c2

+ 1
⇒ u′

(
−uv
c2

+ 1
)

= u− v ⇒ −u
′uv

c2
+ u′ = u− v ⇒ u +

u′uv

c2
= u′ + v ⇒

u

(
1 +

u′v

c2

)
= u′ + v ⇒ u =

u′ + v

1 +
u′v

c2

Portanto

u =
u′ + v

1 +
u′v

c2

(5.7)

Vamos analisar dois casos:

1o CASO: u << c e v << c

Como tende a zero para u << c e v << c então . Portanto, para velocidades u e v

pequenas em comparação a c tal regra reduz-se a transformada de velocidade proposta

por Galileo.
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2o CASO: u = c

Tomando u = c e substituindo na equação (5.6) teremos

u′ =
c− v
−cv
c2

+ 1
=

c− v
−v
c

+ 1
=
c− v
c− v
c

= (c− v)

(
c

c− v

)
= c

Tomando u′ = c e substituindo na equação (5.7) teremos

u =
c+ v
cv

c2
+ 1

=
c+ v
v

c
+ 1

=
c+ v
c+ v

c

= (c+ v)

(
c

c+ v

)
= c

Como pudemos comprovar u′ = u = c, resultando que a velocidade da luz é a mesma para

qualquer sistema de referência.

5.2 Relatividade da Simultaneidade

A relatividade da simultaneidade é um conceito da relatividade restrita que define

como dois eventos são simultâneos em um referencial inercial quando a luz emitida por

esses eventos for simultaneamente observada por um único observador localizado em um

ponto equidistante dos dois eventos. Disto resulta que, dois eventos simultâneos em um

sistema de referência não serão simultâneos em outro sistema que esteja em movimento

em relação ao primeiro.

Figura 5.1: Sistema S e sistema S’

Dáı, vamos supor dois eventos A e B acontecendo no sistema S, respectivamente em

x1 e x2 para um mesmo momento de tempo t, ou seja, t1 = t2 = t. No sistema S’, com a

transformação temporal de Lorentz, estes eventos acontecerão de acordo com
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t′1 =
− v
c2
x1 + t√

1− v2

c2

e t′2 =
− v
c2
x2 + t√

1− v2

c2

onde o intervalo de tempo entre os dois eventos no sistema de referência S’ é dado por t′2−t′1

t′2 − t′1 =
− v
c2
x2 + t2√

1− v2

c2

−
− v
c2
x1 + t1√

1− v2

c2

=
− v
c2
x2 + t√

1− v2

c2

−
− v
c2
x1 + t√

1− v2

c2

=
− v
c2

(x2 − x1)√
1− v2

c2

=

v

c2
(x1 − x2)√
1− v2

c2

6= 0

Com t = t1 = t2.

Tal equação nos mostra que dois eventos somente acontecerão simultaneamente em

dois referenciais inerciais se t1 = t2 = 0, isto é, se v tende a zero,

√
1− v2

c2
e x1 e x2 > 0.

Vamos analisar estes resultados através do gráfico 5.2. Definiremos que se dois eventos

A e B são simultâneos em um sistema S, o segmento AB deve ser paralelo ao eixo Ox e,

se estes mesmos dois eventos são simultâneos em um sistema S’, então tal segmento deve

ser paralelo ao eixo Ox’.

A partir da figura acima, observe que os eventos A e A’ são simultâneos no sistema S,

pois AA′||Ox, na qual apresenta a particularidade de que A’ e A acontecem depois de O.

E no sistema S’ temos que A e A” são simultâneos, pois AA′||Ox′, onde A” e A acontecem

anteriormente a O.

Daqui surge o seguinte questionamento: Como pode o sucesso O ser causa do evento

A no sistema S e ao mesmo tempo ser efeito deste mesmo evento A em um sistema S’ sem

contradizer o prinćıpio da causalidade? Verificaremos tal questionamento.

Os pontos correspondentes aos eventos no sistema S que sucedem o evento O são

aqueles que apresentam-se acima do eixo Ox, assim como os pontos correspondentes aos

eventos no sistema S’ que sucedem O, estão acima do eixo Ox’.
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Figura 5.2: Simultaneidade

Posto que no interior do ângulo MON’ passam todos os eixos espaciais e sabendo-

se que qualquer reta deste tipo será eixo espacial de um sistema de referência, então

conclúımos que o ângulo MON, na qual denominaremos de domı́nio do futuro, contempla

todos os eventos que acontecem depois do evento O em qualquer sistema de referência. Da

mesma forma o ângulo M’ON’ representa todos os eventos que acontecem anteriormente

ao evento O e por isso é denominado domı́nio do passado.

Os ângulos MON’ e NOM’ correspondem a eventos que acontecem antes de O em

alguns sistemas de referência e em outros sistemas acontecem após O. Assim, nenhum dos

eventos podem ter o evento O como causa pois neste caso deveria existir uma perturbação

que fosse do ponto O ao ponto A. O valor do vetor OA é real, ou seja,

x21 − x22 = x2 − (ct)2 = x2 − c2t2 > 0⇒ x2 > c2t2 ⇒ x2

t2
> c2 ⇒

∣∣∣x
t

∣∣∣ > c

Assim tomando u =
x

t
, concluimos que esta pertubação é superior a velocidade da luz, o

que é imposśıvel.

5.3 Contração das longitudes

Também conhecido como contração do comprimento ou contração das distâncias ou

ainda como contração de Lorentz, tal fenômeno descreve que o comprimento de um objeto

num sistema de referência que se move em relação a outro sistema de referência é menor

que o comprimento deste objeto no sistema de referência que se encontra em repouso.

Suponhamos uma barra de comprimento l em um sistema S, onde suas extremidades

são indicadas por x1 e x2, com x1 < x2. Logo temos l = x2 − x1. No sistema S’, a barra

apresenta comprimento l′ e suas medidas foram indicadas num mesmo instante de tempo

t’, logo t′ = t′1 = t′2. Assim suas extremidades são x′1 e x′2 são
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Figura 5.3: Sistema S e sistema S’

x1 =
x′1 + vt′√

1− v2

c2

e x2 =
x′2 + vt′√

1− v2

c2

Calculando a distância l no sistema S teremos

l = x′2 − x′1 =
x′2 + vt′√

1− v2

c2

− x′1 + vt′√
1− v2

c2

=
x′2 − x′1√

1− v2

c2

Como a distância l′ = x′2 − x′1 temos

l =
l′√

1− v2

c2

⇒ l′ = l

√
1− v2

c2
< l

Portanto, verificamos que o comprimento de uma barra em um sistema em movimento é

menor que o comprimento desta barra em um sistema em repouso, ou seja, l′ < l.

Verificaremos tal resultado através do gráfico (5.4). Consideremos a hipérbole e seja

o ponto A intersecção com o eixo Ox e temos que a distância da origem de coordenadas

á hipérbole é igual a l (é um ponto, que se encontra sobre o sistema S, em diferentes

momentos de tempo).

De acordo com o gráfico tem-se que dados dois pontos A e A’, onde terão a mesma

distanciais l da origem de coordenadas no sistema S, se AA′||Ot. E para o sistema S’

temos o ponto A’ onde sua distancia a origem de coordenadas é igual OA’, em que se

pode observar a partir do gráfico que sua longitude é menor em relação ao ponto OB onde

é igual a l.

De forma reciproca, para um ponto B, no qual é a intersecção entre a hipérbole e o
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Figura 5.4: Gráfico da Contração das longitudes

eixo Ox’, onde sua distancia da origem de coordenadas será igual a l no sistema S’. Temos

que se BB′||Ot′, logo o ponto B’ terá sua distância da origem de coordenadas igual a l

no sistema S’, porém no sistema S teremos que a distância de B’ a origem será OB’, onde

concluiremos queOB′ < AO = l, contudo constatamos que há uma contração relativ́ıstica,

ou seja, quando relacionado à teoria da relatividade as longitudes são rećıprocas.

5.4 Dilatação do tempo

Este fenômeno, também conhecido como dilatação temporal, nos afirma que num

sistema S’ que se movimenta em relação a S o tempo transcorre mais lentamente do que

no próprio sistema S, isto é, o intervalo de tempo entre dois eventos depende do sistema

de referência que os observa.

Suponhamos que há um relógio no sistema S, que transcorreu um tempo T de t1‘ até

t2 , onde T = t2 − t1. Os valores de t′1 e t′2 no sistema S’ correspondente a t1 e t2 em um

mesmo ponto, com abscissa x’ é dada por

t1 =

v

c2
x′ + t′1√
1− v2

c2

e t2 =

v

c2
x′ + t′2√
1− v2

c2

E fazendo T = t2 − t1 segue

T = t2 − t1 =

v

c2
x′ + t′2√
1− v2

c2

−

v

c2
x′ + t′1√
1− v2

c2

=
t′2 − t′1√
1− v2

c2

Como T ′ = t′2 − t′1, sendo o intervalo de tempo no sistema S’ temos
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T =
T ′√

1− v2

c2

⇒ T ′ = T

√
1− v2

c2
< T

Portanto, se temos dois relógios, ambos parados, em um mesmo instante de tempo e

em seguida um deles é colocado em movimento em relação ao outro, observaremos que o

ritmo destes relógios já não será o mesmo, ou seja, o relógio que está em movimento será

mais lento que o relógio que se encontra em repouso.

Constataremos tal resultado graficamente pela figura 5.5. Consideremos a hipérbole

x2 − c2t2 = c2T 2 , e seja um ponto A sobre a hipérbole onde se intersecta com o eixo Ot

de acordo com o gráfico, deste modo temos que a distância temporal, ou melhor, a tempo

transcorrido do ponto O ao evento A é igual a T no sistema S.

Figura 5.5: Gráfico do atraso do tempo

E dados dois eventos A e A’ no sistema S, onde estes serão simultâneos se AA′||Ox.

E no sistema S’ o tempo transcorrido de O até A’ é igual à OA’, então temos que este é

menor quando comparado ao tempo de OB que é igual a T.

Reciprocamente, para o sistema S’ com um ponto B a uma distância temporal T

do ponto O. Se tivermos que os eventos B e B’ sejam simultâneos no sistema S’, logo

BB′||Ox′, contudo quando comparada a distância no sistema S entre os pontos B’ e O

onde será igual OB’, observaremos que esta é menor que OA onde é igual a T. Portanto

o atraso temporal Lorentziano é reciproco.

60



5.5 Aumenta da massa de um corpo em movimento

Tal fenômeno verifica que dois objetos com mesma massa em repouso, apresentam

massas diferentes quando um desses objetos é colocado em movimento, isto é, a massa de

um objeto em movimento é maior que a massa deste mesmo objeto em repouso.

Dado um objeto ou corpo, chamaremos de m0 a massa desse corpo quando se encontra

em repouso em relação a um referencial inercial e m, a massa desse corpo em movimento

com uma velocidade v em relação a referencial inercial. Existe uma relação entre essas

massas estabelecidas por m = γm0 , onde γ =
1√

1− v2

c2

é o fator de Lorentz. Assim

teremos

m =
m0√

1− v2

c2

Observamos que quando essa velocidade v é extremamente menor que a velocidade da

luz, γ = 1 e m ∼= m0, ou seja, a massa desse corpo é a mesma estando esse objeto em

repouso ou não. Mas se a velocidade desse objeto pode ser comparada com a velocidade

da luz temos
v2

c2
→ 1 e desta forma

√
1− v2

c2
< 1, ou seja, γ < 1 e m > m0. Nesse caso

não há um aumento de part́ıcula, mas um aumento de inércia.
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Caṕıtulo 6

CONSIDERAÇÕES FINAIS

Neste trabalho de Conclusão de Curso, a Teoria Especial da Relatividade é abordada

não somente sobre o ponto de vista da F́ısica mais também sobre aspectos ligados a

Matemática, como a Álgebra Linear. Esta, através de alguns de seus conceitos determinou

um espaço adequado para trabalhar a TER, que denominado de pseudoeuclidiano permitiu

a obtenção, a partir das aplicações pseudoortogonais, de uma matriz A. Através desta

matriz obtivemos as Transformações de Lorentz, que nos proporcionou fazer um estudo

detalhado sobre alguns resultados e a complementação da Teoria. Essa complementação

feita por Einstein e Lorentz recebera também contribuições de Galileu e Newton, mas

ficou registrada fortemente por Einstein, uma vez que relacionou tais leis e conceitos e

algumas vezes na mudança destes (como definição de tempo e espaço) quando considerava

situações com velocidade próxima a velocidade da luz.

Contudo, os resultados obtidos a partir das Transformações de Lorentz foram abor-

dados significativamente, nos quais se destacaram a regra de composição de velocidades,

que retrata que em um sistema de referencia inercial, para velocidades pequenas compa-

radas em relação à velocidade da luz a transformada de Lorentz para velocidade reduz-se

a transformada mostrada por Galileu. A relatividade de Simultaneidade refere-se que

quando dois eventos acontecem ao mesmo tempo em relação a um sistema de referência,

estes não serão simultâneos quando comparados a outro sistema de referência. Para a

contração das Longitudes tem-se que um objeto em um sistema de referência em repouso

apresenta sua longitude menor quando comparada com a longitude desse mesmo objeto

em um sistema de referência em movimento. No resultado da dilatação do tempo temos

que em um sistema S’ que se movimenta a respeito a S o tempo transcorre mais lenta-

mente que no sistema S. E por fim, destacamos o resultado que retrata sobre o aumento

da massa de corpo em movimento, em que descreve que quando dois objetos de mesma

massa, quando um esta em repouso sua massa é menor comparada a massa do outro

objeto em movimento.

Observamos que estes resultados apresentam um vasto campo de aplicação em tec-

nologias modernas, como no uso dos relógios utilizados nos Satélites dos Sistemas de



Posicionamento Global (GPS), onde a relatividade é responsável por corrigir erros nos

cálculos relativ́ısticos e determinar a posição de forma precisa [6]. A utilização do GPS é

observada no tráfego aéreo, na navegação maŕıtima, na cartografia, celulares, automóveis,

entre outros meios. Os estudos sobre a relatividade possibilitou ainda fazer contribuições

na Radiotividade, na qual esta pode ser combinada para o tratamento de doenças can-

ceŕıgenas e a energia limpa, que através da energia nuclear possibilita a formação de ener-

gia de forma menos poluente com as devidas precações; nas Teorias sobre o surgimento

do Universo como, por exemplo, a Teoria do Big Bang, onde se tenta explicar juntamente

com a teoria da gravidade e a TER como o Universo foi formado; mas também teve seu

lado negativo, que ocorreu quando usaram de tal Teoria para a fabricação de bombas com

efeitos destrutivos, como podemos citar a bomba atômica e a bomba de hidrogênio.
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