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Resumo

Este trabalho tem como objetivo, a aplicacdo dos polidbmios de Hermite na mecanica quan-
tica, mais precisamente no oscilador harmonico quantico.

Desenvolvemos cada detalhes em como chegar nos polindmios de Hermite e como defini-los.
Mostramos algumas propriedades de tais polindmios, como, sua funcdo geratriz, a formula de
Rodrigues, que é uma outra maneira de defirnir tais polindmios, e a ortogonalidades mostramos
que tais polindmios sdo ortogonais em toda a reta com relagdo a uma funcao peso definida no
trabalho. Os polindmios de Hermite tem uma grande importancia na Mecanica Quantica, meca-
nica que trabalha com fendmenos microscépicos, do ocilador harménico. E usada a equacio de
Schrodinger independente do tempo para a aplicacdo de tal modelo, de acordo com Schrédinger
mesmo que uma particula se mova em uma trajetéria definida ela estara distribuida em yodo o
espaco como uma onda. Neste sentido, uma onda na mecanica quantica equivaleria ao conceito

de trajetéria na mecanica classica e seria representada por uma fun¢io de onda ()

Palavras-chave: Polindmios de Hermite, Mecanica Quantica, Oscilador Harmodnico.

Vil



Résumé

Ce travail a comme objectif, la mise en uvre de polidmios d’Hermite en mécanique quan-
tique, plus précisément dans I’oscillateur harmonique quantique. Nous développons tous les
détails sur comment nous joindre et les polyndomes d’Hermite définissent. Nous avons montré
certaines propriétés de ces polyndmes, aimez, votre générateur de fonctions, la formule de I’arrét
Rao, qui est une autre fagon pour defirnir ces polyndmes et I’ortogonalidades ont montré que ces
polyndmes sont orthogonaux sur 1’ensemble de la ligne par rapport a une fonction poids don-
née au travail. Les polynomes d’Hermite ont une grande importance en mécanique quantique,
mécanique qui fonctionne avec des phénomenes microscopiques de 1’oscilador harmonique. Est
utilisé dans I’équation de Schrodinger indépendante du temps pour 1’application d’un tel modele,
selon Schrodinger méme si une particule se déplace dans un ensemble de trajectoire, qu’elle sera
distribuée dans I’espace comme une onde d’yodo. En ce sens, une onde en mécanique quanti-
que est équivalente a la notion de trajectoire en mécanique classica et serait représentée par une

fonction d’onde o (z)

Mots-clés: Les polynomes d 'Hermite, mécanique quantique, 1’ oscillateur harmonique.



Capitulo 1

Introducao

Historico da Mecéanica Quantica

Mecanica quantica (ou teoria quantica) € um ramo da fisica que lida com o comportamento
da matéria e da energia na escala de d&tomos e particulas subatdomicas. A mecénica quantica é
fundamental ao nosso entendimento de todas as for¢as fundamentais da natureza, exceto a gravi-
dade. A mecanica quantica € a base de diversos ramos da fisica, incluindo eletromagnetismo, fi-
sica de particulas, fisica da matéria condensada, e até mesmo partes da cosmologia. A mecanica
quantica também é essencial para a teoria das ligagdes quimicas (e portanto de toda quimica),
biologia estrutural, e tecnologias como a eletrOnica, tecnologia da informagao, e nanotecnologia.
Um século de experimentos e trabalho na fisica aplicada provou que a mecanica quéntica estd
correta e tem utilidades praticas. A mecénica quantica comecou no inicio do século 20, com o
trabalho pioneiro de Max Planck e Niels Bohr. Max Born criou o termo "mecanica quantica"em
1924. A comunidade de fisica logo aceitou a mecanica quantica devido a sua grande precisao
nas previsoes empiricas, especialmente em sistemas onde a mecénica cldssica falha. Um grande
sucesso da mecanica quantica em seu principio foi a explicagdo da dualidade onda-particula, ou
seja, como em niveis subatdmicos o que os humanos vieram a chamar de particulas subatomi-
cas tém propriedades de ondas e o que era considerado onda tem propriedade corpuscular. A
mecanica quantica também pode ser aplicada a uma gama muito maior de situacdes do que a
relatividade geral, como por exemplo sistemas nos quais a escala é atbmica ou menor, e aqueles
que t€m energias muito baixas ou muito altas ou sujeitos as menores temperaturas.

No final do século 19, a fisica cldssica parecia quase completa para alguns, mas essa per-
cepc¢do foi desafiada por achados experimentais que tal fisica ndo era capaz de explicar. Teorias
fisicas que funcionavam bem para situagdes na escala humana de espaco e tempo falhavam para

explicar situacdes que eram muito pequenas, muito massivas, ou que se moviam a velocidades



muito elevadas. Uma visdo do universo que havia sido imposta por observagcdes comuns estava
sendo desafiada por observagdes e teorias que previam corretamente onde a mecanica classica
havia dado resultados impossiveis. Mas a figura que emergia era a de um universo que se re-
cusava a comportar-se de acordo com o senso comum humano. Nas grandes escalas a teoria da
relatividade dizia que o tempo ndo passa a mesma propor¢ao para todos observadores, que a ma-
téria poderia se converter em energia e vice-versa, que dois objetos, se movendo a velocidades
maiores que a metade da velocidade da luz, ndo poderiam se aproximar a uma velocidade que
excedesse aquela da luz, que o tempo progride a taxas menores préxXimo a corpos massivos, etc.
As coisas ndo funcionavam da maneira que as experiéncias com réguas e rel6gios aqui na terra
haviam levado os humanos a esperar. Nas pequenas, as maravilhas eram ainda mais abundan-
tes. Um féton ou elétron ndo tém nem uma posi¢do nem uma trajetdria entre os pontos onde
sao emitidos e onde sdo detectados. Os pontos onde tais particulas podem ser detectadas nao
sdo onde alguém esperaria que fosse baseado nas experiéncias cotidianas. Com uma pequena
probabilidade, o ponto de detec¢do pode até mesmo ser do outro lado de uma barreira sélida.
A probabilidade é um fator saliente nas interagdes nessa escala. A trajetdria de qualquer objeto
de escala atbmica € imprecisa no sentido de que qualquer medida que faca a posi¢ao de um ob-
jeto tornar-se mais precisa reduz a precisdo com a qual nés podemos observar sua velocidade e
vice-versa.

Na era da fisica cldssica, I[saac Newton e seus seguidores acreditavam que a luz era cons-
tituida por um feixe de particulas, e outros acreditavam que a luz consistia de ondas se propa-
gando em algum meio. Ao invés de encontrar um experimento que provasse que um dos lados
estava certo, os fisicos descobriram que um experimento designado a mostrar a frequéncia da
luz ou outras "caracteristicas de ondas"demonstrarard a natureza ondulatéria da luz, enquanto
que um experimento designado a mostrar seu momentum linear ou outra "caracteristica corpus-
cular'revelard a natureza corpuscular da luz. Ainda mais, objetos do tamanho de dtomos, e até
mesmo algumas moléculas, revelaram sua natureza ondulatéria quando observados de maneira
apropriada. Os mais eminentes fisicos avisaram que se uma explica¢cdo sobre a fisica quantica
faz sentido no senso comum, entdo ela muito provavelmente tem falhas. Em 1927 Niels Bohr
escreveu: "Qualquer um que ndo se chocar com a teoria quantica nao a compreende.

No segundo capitulo deste trabalho, introduzimos alguns conceitos preliminares que foram
necessdrios para a producao deste trabalho, trabalharemos neste capitulo somente a parte fisica

que sera necessdria para a produ¢do dos mesmos movimentos e oscilador harmdnico simples, e
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também sobre a a equagdo de Schrodinger, mostraremos a solu¢ao de tal equac¢do, muito impor-
tante na Mecanica Quantica.

No terceiro capitulo abordaremos sobre os polindmios de Hermite, partindo da equagao dife-
rencial ordindria de Hermite, mostrando que tais polinomios sdo solugdes de tal equacdo. Defi-
niremos também algumas das propriedades dos polindmios de Hermite, como defini¢ao, func¢ao
geratriz, féormula de Rodrigues e ortogonalidade.

No quarto capitulo abordaremos sobre o Oscilador Harmonico Quantico unidimensional,
definiremos como se comporta o sistema e modelaremos com a equagao de Shrodinger indepen-
dente do tempo. Faremos uma mudanca adimensional em alguns termos da equacao e mostrare-
mos a nova equagdo obtida depois das mudangas, terdo como solugdo os polindmios de Hermite,
e por fim faremos um comparativo entre os osciladores da mecanica cldssica e os osciladores da

mecanica quantica.



Capitulo 2

Conceitos Preliminares

2.1 Movimento Harmonico Simples

O movimento de uma particula ou de um sistema de particulas € periddico se ele é repe-
tido em intervalos regulares de tempo. Um movimento periddico de vai e vem de um corpo é
chamado de oscilagdo. Existem muitos movimentos dessa natureza como, por exemplo, 0 mo-
vimento de um pistdo, de um péndulo, de uma corda de guitarra, etc. Um movimento € dito

movimento harmonico simples (MHS) se a posicdo como fun¢do do tempo tem a forma
r = Acos(wt + 9)

onde A, w e d sdo constantes. A quantidade A e chamada de amplitude do movimento, que € a
distancia entre o ponto médio (x = 0) e o ponto de retorno ( x = A ou x = -A); w € a frequéncia
angular, que estd relacionado ao periodo do movimento, isto é,

g
w

Enquanto que a frequéncia do movimento € dada por

A unidade de frequéncia é dada em ciclos por segundo e a frequéncia angular em radianos por
segundos. A unidade de frequéncia usualmente ¢ o Hz (hertz): 1 hertz = 1Hz= 1 ciclo por
segundo. O argumento do cosseno, (2wvt 4 d) é chamado de fase e 6 é dita fase constante. Essa
constante determina em que tempo a particula alcanca o ponto de deslocamento méximo. Isto é,

Wtnae + 0 = 0 0u 4, = ——. O que nos mostra que a particula alcanga o ponto maximo em
w

)
——,antesde t = 0.
w



2.2 O Oscilador Harmonico Simples

O oscilador Harmonico Simples consiste de uma massa acoplada a uma mola de massa ideal

que obedece a lei de Hooke: F' = —kux.

Usando a segunda lei de Newton obtemos a equag@o de movimento do sistema acoplado massa-

mola
d*z
. , Kk ~ ~ . . .
Definindo w® = —, entdo a solu¢d@o podera ser escrita do seguinte modo:
m
d*z 9
e +wr=0
Podemos observar que:
d*x  , di di'dx da
—_— =X = —= ——— = —7
dt? dt de dt  dx
Substituindo em (2.1) temos
d /
P =0
dx

multiplicando por dx temos,

x (d_x) dx + w?zdr =0
dx

e portanto,

2de’ + wr.dr = 0.

Integrando a equacao acima ficamos
(')’ +wa? = k
onde, k é uma constante arbitraria. Fazendo k = (Aw)? temos
($/)2 _ A2w2 . (,UQZL‘Q
colocando em evidéncia z’ resulta

=4+ wVA?2 — 22

multiplicando agora por dt, obtém-se a equacdo diferencial em varidveis separdveis:

dx
Ry e

= wdt

2.1)



integrando em ambos os lados (sendo ¢ a constante de integra¢io) teremos:

x
. z _ "
arcsin <A) wt +c

T
arccos | — = wt+ec
(%)

logo a equacdo (2.1) terd a solugdo da forma
x = Asin(wt) + Bcos(wt)

e a frequéncia angular serd dada pela seguinte expressao

w 1 k
f=— v

or 27V m’
2.3 Equacao de Schrodinger

A teoria quantica de Schrodinger é baseada em uma equacgao diferencial cuja solucao deter-
mina a dependéncia espacial e temporal da funcdo de onda que governa o movimento de uma
particula.

No caso em que a energia potencial V' nao depende do tempo, por exemplo, quando uma
fun¢do de onda da particula corresponde a uma onda estaciondria, o potencial € somente func¢ao

da varidvel x. Sendo, assim, a equacdo de Schroedinger pode ser escrita como

+V(2)p(a,t) = m% 2.2)

R Pp(w,t)

2m  O0x?

Podemos separar a dependéncia em x da dependéncia em ¢, escrevendo a funcdo de onda
como produto de duas fung¢des, cada fungdo como fungdo de uma das varidveis independentes,

ou seja, supondo uma solugdo que tenha a seguinte forma:

pa,t) = P(x)o(t) (2.3)

Substituindo a equacdo (2.3) na equagdo (2.2) tem-se,

W2 0*P(x)e(t)

2m 0x?

L O(2)e(t)
+ V@) (a)olt) = ih=

Como ¢(t) depende somente de ¢ e 1)(x) depende somente de z, temos

PY@O) _ oy PV

ox? 0x2
H()et) . D6(t)
Y  ~ Y@

7



resulta

h? d? d
s TE v @ywtaon) = i) 100
Rearranjando os termos da expressao acima temos
h? d*y L do(t
o vt o) = |05 v

Dividindo ambos os lados por ¢ (x)¢(t), obtemos

5 [ V@) = g [ .

Note que o lado esquerdo da equacdo (2.4) depende apenas da varidvel x, enquanto que o

lado direito depende apenas da varidvel ¢. Essa igualdade s6 € possivel se ambos os lados forem
iguais a uma constante de separacdo, que chamaremos de (G. Com isso, obtemos duas equagdes

separadas, dadas por

1 R? d*y(x) B
(@) {—% 122 + V(m)w(x)l = G (2.5)
1 [, do(t)]
Colocando em evidéncia a derivada de ¢ na equagdo (2.6) teremos
dolt) _ _iG
o -7 (t). 2.7

Observando a equacdo diferencial (2.7)) vemos que a fungdo ¢(t) tem a propriedade de sua
primeira derivada ser proporcional a propria funcao exponencial. Desse modo, vamos supor que

a solucdo desta equagdo € da forma
o(t) = e (2.8)
onde « € uma constante a ser determinada.

Derivando a equagao (2.8) temos

do(t

—fli ) = ae® = ap(t) (2.9)
Substituindo (2.8) e (2.9) na equacdo (2.7), obtemos

0o(1) = —o(0).

Substituindo agora



na equacao (2.8), temos

Pp(t) =e n (2.10)

que € a solucdo da equacao (2.6).

Esta solugdo representa uma onda que oscila no tempo com frequéncia angular dada por

G
= 2.11
w=- (2.11)

Comparando a equacgao (2.11) com a relagdo de Broglie, isto é

E=hv=hw

onde v € a frequéncia de uma onda,tem-se

>t Q@
[
>t

portanto,

G=FE (2.12)

isto €, a constante de separacdo G € igual a energia total .
Assim, as equagoes (2.5) e (2.6) podem ser reescritas, respectivamente, como

o)
2m  dz?

+V(x)w(x)| = Ey(x) (2.13)
o) = e % (2.14)

A equagdo (2.13) é chamada de equacao de Schrodinger independente do tempo, pois a varidvel

t ndo aparece na equacao.

Logo nos casos onde a energia potencial ndo depende explicitamente do tempo, a fun¢ao de onda

¢ da forma

_iBt

o(x,t) =p(x)e” n (2.15)

As fungdes 1(z) sdo chamadas de autofungdes. Para serem solugdes aceitdveis da equagdo de
dy ()
dx
univocas e continuas. Tais solucdes serdo discutidas no quarto capitulo deste trabalho.

Schrodinger independente do tempo, as fung¢des 1)(x) e sua derivada devem ser finitas,




Capitulo 3
POLINOMIOS DE HERMITE

3.1 A Equacao de Hermite

Seja a Equacdo diferencial
2w
W—i—(2p+1—x2)w:0 3.1
onde p € uma constante.
Procuremos solugdes que se aproximem de 0 quando |z| — oco. Afim de facilitar a resolugdo da
equacao (3.1) vamos fazer uma substituicao conveniente. Inicialmente observe que, quando x é

muito grande, a parcela (2p + 1) é desprezivel quando comparada com z2. Logo (3.1) pode ser

aproximado por:

d*w 9
— =zw.
dzx?
+a?
Fazendo w = e 2, temos
£z
w'(z) = +re
+a? +a?
w'(z) = 2%z fez.
. iflﬁQ
Novamente para x grande podemos desconsiderar o fator e™ =, obtendo
a2
w’(z) = e = r*w

»

. . x . ~ . ~
Assim podemos dizer que, de certa forma w = e* 'z seriam solugdes aproximadas da equacdo

22 : —z?
(3.1). Como ez nio tende a zero quando |x| — oo, vamos considerar apenas e 2~ como uma

aproximacao da solu¢do da equagdo (3.1).
Para obter a solucdo exata de (3.1) tentaremos solucdes na forma:

2

—x

w=y(x) e



A funcdo de correcdo y(z) nos garantird que a solu¢@o encontrada € a correta e ndo uma simples

aproximagdo. Com base nisso temos:

w'(x) = ye s —aye's
w'(z) = 265 + %

substituindo essas expressoes em (3.1) temos a equacgao diferencial
/! /
Yy —2xy +2py =0

que é chamada de a EQUACAO DE HERMITE.

3.1.1 Soluciao da Equacao de Hermite por séries de poténcias

(3.2)

Para resolver a Equagdao de Hermite (3.2) usaremos o método de resolugdo em serie de po-

téncias para equacdes diferenciais em torno do ponto y, = 0.

Vamos supor que (3.2) tem uma solucdo y da forma:

y(x) = Z anx"
n=0

logo teremos:

y(r) = Z na,x" ' = Znanx”_l = Z(n + 1Dapq2"
n=0 n=1 n=0
y'(x) = Z n(n+1)a, 2" ' = Z n(n+ 1)a, 2™ "
n=0 n=1
= Z(n + 1) (n+ 2)ap 22"
n=0
substituindo (3.3), (3.4) e (3.5) na equagdo (3.2), teremos:
Z(n + 1) (n+2)ap2x" —2 Z(n + Dapg 2" + QpZ apr" =0
n=0 n=0 n=0

N

&

fazendo a substituicdo n 4 1 <— n na expressao (I) e tendo em conta que:

o0 oo
E na,xr" = E na,x"
n=1 n=0

a equacdo (3.6) pode-se escrever como

Z(n + 1)(n + 2)ap 02" — 2 Znan:v” + 2pz a,z” =0
n=0 n=0 n=0

11
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ou equivalentemente,

o0

Sl + 1)+ 2)anse + (20 — 2n)a,)z" = 0.

n=0

Pela unicidade das séries de poténcias temos:
(n+1)(n+2)api2+ (2p — 2n)a, =0

com isso podemos expressar a relacdo de recorréncia da equagdo de Hermite, isto é:

2(n —p)
n+1)(n+2)

Apt2 = ( an, YVn >0 (3.7)

Note que a relacdo (3.7) nos fornece coeficientes de ordem par em funcdo de a e os de ordem

impar em funcdo de a;. Verifiquemos tal afirmagado para n par,

n:0:>a2:%22})a0
n:2:>a4:%a2
n:4=>a6:%a4
n:6:>a8:2'(6;%gp)a6
n:8:a10:—2'(§.1_0p)as

note que a parcela a ficara:

A 2.(8—p).2(6 —p).2(4 —p).2(2 — p).2(—p)a
0 10.9.8.7.6.5.4.3.2 0

observe que o denominador segue a forma de um fatorial e da mesma ordem do indice do termo
em que esta sendo escrito, isto €,

2°pag(p — 8).(p — 6).(p — 4).(p — 2)
10!

a0 =

Note ainda que, o produto das parcelas (p — 8)(p — 6)(p — 4)(p — 2) corresponde a uma parcela
a menos do indice em que foi escrito o termo a;, isto &,

2°pag(p — 8)(p — 6)(p — 4)(p — 2)
10!

Q10 = Q25 =

12



Generalizando estes cdlculos podemos escrever os termos pares como:

2pag

o = - (3.8)
ag k—1 '
az = Qk(%)!JHlp(p—Q(J—l))a Vk > 2 (3.9)

tal expressao pode ser provado por indugdo.
De maneira andloga ao que foi feito para os termos de ordem par segue para os termos de ordem

impar, logo teremos:

2ka1 i
= 27 —1— > 1 1
e T 1>!}1( j p), Vk> (3.10)

tal expressao também pode ser provada por inducao.

Como dito anteriormente, a relacao (3.7) nos forneceu coeficientes de ordem par em funcao
de ag e os de ordem impar em funcdo de a;. Entdo, afim de simplificarmos a notacdo, considere-
mos ag = a; = 1, logo a equacgdo 3.2 de Hermite, terd duas solucdes, uma com expoentes pares

e outra com expoentes impares, isto &,

2 _ 3 _ _
- 221!?$2 L2 p(z; 2) 4 2 62!)(1? Yoo (3.11)
o 2 . - 3 _ _ —_
@) = 2 2(p3' D s, 20 51')(17 3) 5 2pp 1)(1; P =5) 7 319

yi(z) = 1

Analisemos a convergéncia de y;(z) e y2(x), faremos somente para y;(x), pois de maneira

andloga segue para yo(z). Ultilizaremos o teste da razdo, logo teremos de provar que

. A2n+4-2
lim

T—00

<1

A2n,
Usaremos a relacao de recorréncia (3.7), reajustando para os termos teremos:

2(2n —p)

azsz| | Cn+1)2n+2) "] | 22n—p)
o, aon (2n +1)(2n +2)
observe que
Gon42| _ |G2nt2 <9 2(n —p) E _ %
Qop, Qon n? n.n?
logo teremos:
. 2
0< lim [222) <9 lim [ - 2P| — ¢
T—00 | oy T—00 | M, n




donde concluimos que

. A2n+2
lim

T—r00

=0<1.

A2p,

Isto nos diz que y;(x) converge para qualquer valor x. de maneira andloga podemos concluir

que y»(x) converge em toda a reta real.

Uma vez que estamos interessados em fungdes w tais que w — 0 quando |z| — oo, devemos
. —7’2
estabelecer condig¢des para que w = y;(z)e 2 tenda a zero quando |z| — 0.
~ g2 g2

Entdo para que w — 0 temos que ter y;(z) = Ooue=2 = 0,mase 2 # 0,Vz, logo
teremos de ter y; () = 0. Veremos a seguir que isso acontece se, € somente se, p € um numero
par. Isto é equivalente a mostrar que, nessas condi¢des y; (x) deve ser um polindmio.

Analisemos a expressio (3.8) e (3.9), que como vimos descrevem os termos da solugio y; (),

isto é, os termos de ordem pares e lembrando que ay = a; = 1.

De (3.8)
2
ay = — PO _ s p=0
2
agora de (3.9)
k—1
ap .
—oF —2(j—1 k> 2
ax =2 j];[lp(p (j—1)), Vk>

Observe que:

Sek=2

1
a=0&[pp—20—1)=plp—2)=0&p=0 ou p=2
j=1

Sek=3

2
ac=0c[[p(p—20-1)=p(p—2)=0p=0, p=2 ou p=4

j=1
No geral
Sek=t

t—1
ay =0 [[p(p—25-1)=0cp=0 ou p=2s, s=123- ¢
j=1

Portanto, para que w tenda a zero quando |z| tende para o infinito é necessdrio e suficiente que
P s€ja um nimero par.

Pelo qual concluimos que para p par a série de y; quebra a partir de um certo momento e entao
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y; nada mais é do que um polindmio com coeficientes reais.
Tudo o que foi feito para y; () pode ser feito para ys(x), neste caso a imposi¢do é que p seja

impar.

3.2 Propriedades dos Polinomios de Hermite
3.2.1 Polinomios de Hermite de grau n

Suponha que p € um numero par, i seja uma solucdo de (3.2), onde o grau do polindémio h é
n. Considere C,, = % . Nessas condicdes o Polindmio de Hermite de grau n é definido por:
271
H,(x) = Cuh(x) = —h(x)

Qn

Para exemplificar isso, facamos p = 4 e n = 4 em h(x) = y;(z) de (3.11) obtendo o
polindmio:
4
h(z) =1—42* + §£L'4
portanto o polindmio de Hermite de grau 4 é dado por:

24

4
——h(r)=12-(1 —4x2+§3:4) = 162" — 4827 + 12

3.2.2 Funcao Geratriz

Uma outra forma de definir os polindmios de Hermite (H,(z)) é como os coeficientes da
série de poténcias da seguinte funcio geratriz:
Y, t) = e A = i Ly (7) (3.13)
- Ll '
Tal defini¢do € titil, pois possibilita a derivacdo de relacdes de recorréncia entre os polindmios

. : 0 :
de forma muito simples. Aplicando — na eq. acima:

ot
o

Bt = (2z — 2t)y

temos

(27 — 2t ZH—T:HYL =) nn_l ()
n=0

n=1

distribuindo os termos, resulta

00 m

n_

Zn—l (z)

n=1

D (D
15
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fazendo a substitui¢do n — n + 1 em (I). temos

o tn
H,_
; n—1 1(1’)

e em (II) fazemos a substitui¢do n <— n — 1, logo fica:

>

n=0

| 5

|Hn+1 (ZIZ')

3

portanto,

M =" =~ " s

n=0

Comparando as poténcias de ¢, temos

Hi(x) = 2xHy(x)
H,1(z) = 22H,(x) —2nH,1(x), n=1,23 .. (3.14)
Tal expressdo nos permite obter qualquer funcdo H,(x) conhecendo apenas Hy(x). Como

Y(x,0) = 1, teremos que Hy(z) = 1, logo os primeiro polindmios podem ser calculados pela

expressao (3.14), isto &,

Ho(z) = 1

Hi(z) = 2z

Hy(z) = 42° -2

Hs(z) = 8z° —12x

Hy(r) = 162" — 482 + 12

o que sdo idénticos aos definidos anteriormente.

Agora vamos derivar a fungdo geratriz )(x,t) em relacdo a varidvel = para encontrar outra

recorréncia:
oY
o 2t
logo,
O ntl )
227[{71(37) = aHé(fC)
n=0 n=0

16



fazendo a substituicdo de n <— n + 1 em (I), fica

tn+l

z; mfﬁlm(ﬂ?)

n=

com isso teremos

oo tn+1 OO tn+1 ,
2 nz:% —Ha(z) = ; mHnH(fE)
Comparando as poténcias de ¢ temos:
Hiy(z) = 0
2 1 ,
—ia(z) = mHnH(ﬁ)
a qual pode-se escrever como
2(n+1)H,(z) = H) 4 (z) (3.15)

fazendo a subtitui¢do de n <— n + 1, nesta ultima expressao teremos:
2nH, 1(x) = H(x), n>1 (3.16)
observe que, substituindo a equacdo (3.16) na relacdo de recorréncia (3.14) teremos,
H, 1 (x) =22H,(x) — H) () (3.17)
derivando a expressao (3.17) em relacdo a x temos:
H, (z) =2H,(z) + 2zH),(x) — H(z)
agora, substituindo a equacao (3.15) na expressao acima,

2(n+ 1)H,(z) = 2H,(z) + 2zH, (x) — H, (x)

e simplificando

H)(x) — 2zH) (x) + 2nH,(xz) =0

obtemos a equacao de HERMITE

17



3.2.3 Foérmula de Rodrigues

Como (3.13) é a expansdo em série de Taylor de ¢)(x, ) na vizinhanga de t, = 0, temos que

o" t o"
m@ = AR (—ne(“”z) (3.18)
ot t=0 ot t=0
. . > 0
introduzindo uma nova varidvel z = x — t e usando o fato que Tl e t = 0 corresponde
z

a z = z, logo a expressdo (3.18) resulta em :

(—1)me (j—e) (e (j_)
Al VAL

o que nos fornece a férmula de Rodrigues para os polindmios de Hermite, o que nos permite
também uma outra maneira de definir tais Polindmios.

Hy(z) = (~1)"¢” (j_)

3.2.4 Ortogonalidade

Nesta sec@o iremos mostrar que os polindmios de Hermite sdo ortogonais. Dizer isto, no

nosso contexto, € equivalente a dizer que:

2

/ H,(x)H,(z)e ™ dx =0, se m#n

De forma geral, duas funcdes f e g sdo ortogonais quando existe um produto interno segundo
o qual (f, g) = 0. No nosso caso o produto interno tomado € a integral com a fungdo peso e ",
Observe ainda, que a integral € feita sobre toda a reta, o que significa que os polindmios de

Hermite sdo ortogonais em todo o intervalo (—o0, 00).

Com isso, lembremos inicialmente que w,,(z) = H,(x)e™ * e w,(z) = H,(x)e™ ? , satis-

fazem respectivamente a equacao (3.1), isto &,

w! (x) +2m+1—-2*)w, = 0 (3.19)

m

w!(x) +2n+1—-2)w = 0 (3.20)

Multiplicando (3.19) por w,, e a expressao (3.20) por w,,, obtemos;
w! w, + 2m+1 - 2*)w,w, = 0
wwy, +(2n+1—2Hw,w, = 0

18



subtraindo as equa¢des membro a membro, temos

" "
W, Wy — Wy Wy + 2(m — n)wpw, =0

pelo qual
d

— (wy, Wy, — W W) + 2(m — n)wp,w, =0

dx
integrando a expressao acima, resulta

/ i(w;nwn — W Wy, )dx + 2(m —n) / Wy wydr =0

0o dl’ —00

simplificando a primeira integral, obtém-se

= lim (w,w, —wyw)) + lim (w),w, — wyw,) + 2(m —n) / Wy Wpdr =0
T——00 T—00 )

Como lim, 1 (W], w, — wyw!,) = 0, segue-se entdo que

2(m — n)/ Wy wydr = 0.

o0

Se m # 0, teremos

0 e o] 22 z2
/ Wpwpdr =0 = / H,(z)e” * Hy(z)e” > dr =0

[e.e] [e.e]

simplificando resulta

/ e H,(z)H,(z)dr =0, se m#n

Veremos o caso em que m = n, vamos usar a férmula de Rodrigues, com isso teremos:

/Z e Hy(2)Hy(x)de = /Z < ((_1n)€x2 (%e))
_ (_1)"/:Hn(fv) ((%6_x2)> “

0 dr 2
M

+ lim H,(x) (d—6_$2) dx

T—00 0
NG

19
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As integrais (1) e (/) sdo resolvidas por partes. Vamos resolver (I), fazendo as substitui¢oes

u= H,(x) = du= H(x)dx
n dnfl

o —x2 o —x
dv = o€ de = v = e

dn—l ) 0 0 dn—l )
. —x ! —x
Jm (HMWQ >[ | ) e

(I1) fica da mesma forma, mudando apenas o limite de integral isto é

. dn 1 B dn 1 s

Observe que quando substituirmos e agruparmos as expressoes (/ ) (I1) na expressdo (3.21) os

2

logo, (1) fica

termos que correspondem a u.v (da substitui¢do por partes) de (1) se cancelardo com os termos
w.v de (1), restando apenas os termos que possuem a integral das expressoes (/) e (/1), ficando
(3.21) da seguinte maneira

o] n—1
e = o [ e

—00

Procedendo da mesma maneira, isto €, integrando por parte n vezes a expressao (3.21) obtere-

mos:

o 2 o dvt 2
/ [H,(x)]> e dz = (—1)"“/ H;L(x)dxnil e dx
dn—?

= e [ He e s

— .. = 2n/ Hn 7xdx

Lembrando que os coeficientes de H,,(x) é 2", temos que H'(z) = 2"n!, portanto,

/ [Hn(iﬁ)PedeaE:Q"n!/ e dx

o0 — 00

concluimos que

/_OO [H, ()] e dz = 2"nl\/7

o0
Quando tomamos o produto interno de um polindmio de Hermite por ele mesmo estamos
medindo o quadrado da norma do polindmio, cujo valor é exatamente o que foi encontrado
acima. O que demonstra que os polindmios sdo ortogonais com respeito a fungcdo peso e,
x € R, conforme dito no inicio desta secdo. Logo

= 2 a2, 0, se m#mn
/ Hn(@)]"e d:p—{ 2"nly/m, se m=n

(e o]
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Capitulo 4

Oscilador Harmonico

Um oscilador harmdnico corresponde a um sistema que quando tirado da posicdo de equi-
librio apresenta uma forca restauradora F' proporcional ao deslocamento x de acordo com a lei
de Hooke F' = —kx, onde k € uma constante positiva, dita constante eldstica. Consideremos o
sistema por meio de uma massa ligada a uma mola de constante elatica k. A mola exerce sobre a
massa a forca restauradora F', sempre que a particula sofre um deslocamento x, que serd medido
a partir da posi¢do em que a mola encontra-se relaxada. O sistema € descrito por uma energia
potencial V(z) = 3ka?, e as solugdes da equacdo de Newton sdo fungdes z(t) que oscilam no

tempo com a frequéncia natural do oscilador, w = +/k/m. Existem diversos outros tipos de

sistemas de oscilagcdes harmonicas: péndulo, fluidos, circuitos eletromagnéticos etc.

4.1 Oscilador Harmonico Quéantico Unidimensional

Um sistema "massa-mola"quantico € definido por uma particula quantica de massa m sob a
acdo de um potencial da forma V' (z) = %k:xQ. A principal caracteristica do Oscilador Harmonico
na mecanica Quantica é que sempre podemos aproximar o ponto de equilibrio de um potencial
qualquer, V'(z), pelo potencial parabdlico do oscilador harmonico. Isso significa encontrar uma
parabola que melhor se ajusta ao potencial em torno do minimo. Se a energia total da particula
for suficientemente pequena, de modo que a particula passe a maior parte do tempo em torno do
minimo, onde a pardbola é uma boa aproximacdo a curva de energia potencial, o sistema serd
aproximadamente harmonico.

Analiticamente, podemos encontrar o potencial harmonico que aproxima V() na vizinhanga

do ponto z = a, em que V' (z) tem um minimo, considerando a expansdo em série de Taylor em



torno do minimo,

X
=
Q
S~—
+

| —
=
|
Q
no
7 N
=
HM<
N———
8
.

Desta forma, o potencial harmdnico pode ser utilizado em casos em que existem pequenas 0sci-
lagdes em torno de pontos de equilibrio estdvel, como, por exemplo, no estudo de vibragdes de

moléculas ou dos atomos em um sélido.

4.2 A Equacao de Schrodinger

Suponha que uma particula quantica tenha massa m e se move sob a influéncia de uma
energia potencial V' (z,y, z,t). Postula-se, que a fung¢@o de onda (solugdo de uma equagio em
derivadas parciais conhecida como equagdo da onda) satisfaca a seguinte equacdo em derivadas
parciais:

%) R [0% %0  0%p
h—— = —— + V IR at
et = "am |aez Tagr T aar| TV w e

em que i = h/2m, sendo h a constante de Planck. Esta é a famosa equac@o de Schrodinger, pro-

posta pelo fisico austriaco Erwin Schrodinger. Como iremos trabalhar no caso unidimensional,

entdo a equagdo acima independente do tempo fica:

2 j2
W ela) L 4.1)

Ep(x) = 2m  dx? 2

que tem solucdo para valores positivos de F.
Usaremos a definicdo da frequéncia angular do oscilador simples, isto é, w = \/k/m, e
iremos reescrever a equacdo (4.1) usando tambem as varidveis adimensionais A = 2F/hw e

&= ( mw/ h> x, portanto, temos também

de dpd§  [mw dp N o mwdip
dr  dédr h ~d¢ de?  h de?

substituindo as expressdes acima na equagao (4.1) teremos

R mwd*e 1, h hw

_%Td_fz + 5w %fzw(ﬁ) = 790(5)

fazendo os ajuste necessarios e multiplicando a equag@o acima por %, teremos

d2<p

et () = Ap(6)
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€ portanto,
d*p 2
— T (A =&)p(§) =0 4.2)
dg
Vamos fazer uma andlise do comportamento da fungdo de onda ¢(x). Fazendo a substituig@o,

2
o) = e 5 h(£), e tomando a segunda derivada da fungdo temos:

d? d 2 dh 2
= @ (e—%——fe—%h@))

subtituindo esse resultado na equacao (4.2) temos

2 @h e gdh o ) 2 e~ he) -
e d—§2—2€e d—£+(5—1)6 h(§) + (A= &)e” Zh(§) =0
simplificando obtém-se,
d?h dh

Observe que se fizermos (A — 1) = 2p a equagdo (4.3) fica exatamente a EQUACAO de HER-
MITE, definida no capitulo 2 deste trabalho.

4.2.1 Niveis de energia

logo sabemos exatamente como s@o as formas da solu¢@o da equagdo acima.

Com isso deveremos ter

A=2p+1, p=0,1,2,3.. 4.4)
Como )\ = T logo os valores possiveis para a energia sao dadas por:
1
E, =hw (p+§) ,p=20,1,2,3.. 4.5)

Logo, para todos os valores de energia que a particula estd ligada, esses niveis de energia sao

igualmente espacados entre eles, isto é

1 1
Ep+1—Ep:[(p+1)—|—§—(p+§>]hw:hw (4.6)

Observe que no Oscilador classico, a energia pode ter qualquer valor, sendo determinada
pelas condicdes iniciais do problema. J4 no caso quantico, o espectro de energias consiste em
um numero infinito de nineis discretos. Outra diferenca com relagdo ao oscilador classico é

hw

que o nivel de menor energia corresponde a p = 0 e € Ey = =, este valor € chamado de
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energia do ponto zero, um fenomeno especialmente quantico e que estd ligado ao Principio de
Incerteza. Enquanto que na Mecanica Cl4ssica a menor energia possivel para o oscilador seria a
que corresponde a situacao em que a particula estiver em repouso na origem de coordenadas, ou
seja energia igual a zero, no caso da Mecanica Quantica a relacdo de incerteza ndo permite este
tipo de situagdo, de termos a particula no momento zero € uma posi¢cao determinada, pois assim
teria posi¢do e momento bem definidos. Tabém no oscilador harmoénico quantico existe apenas

uma fun¢do de onda associada a cada energia E,,. [7]

24



Conclusao

Este trabalho teve como objetivo apresentar de forma detalhada a resolu¢do da equagdo di-
ferencial de Hermite para definirmos os polindmios de Hermite e suas propriedades e mostrar
sua aplicabilidade no Oscilador Harmonico da Mecanica Quantica. Para tal usamos o metodo
de solucdes de EDO’s por séries de poténcias ensinados geralmente em cursos de Equacdes
Diferenciais Ordinarias.

Neste trabalho conhecemos um pouco da histéria da Mecanica Quantica, algumas idéias de
como surgiu tal teoria.

Apresentamos a uma introducdo sobre a equacdo de Schrodinger independente do tempo,
autor este que foi marcante para a criagdo da Mecanica Quantica, mostramos os tipos de solugdes
de tal equacao, depois fizemos algumas substituicdes adimensionais na equacao de acordo com
0 nosso problema proposto que era o oscilador harmonico e vimos que com essas substituicoes
voltamos para a equagdo de Hermite, a menos de constante de adimensionaliza¢do, ou seja tais
solu¢des do nosso problema proposta, o oscilador harmdnico quantico, teveram os polindmios
de Hermite como parte de suas solugdes, o que era o objetivo central deste trabalho.

Fizemos tambem uma comparacao superficial entre o oscilador da Mecanica Classica e o 0s-
cilador da mecanica Quantica, e vimos que a maioria das diferencas estavam no que diz respeito
a energia, pois no oscilador cldssico a energia pode ter qualquer valor, sendo determinada pelas
condicoes da velocidade e posi¢do iniciais da massa e que no caso Quantico consiste um numero
infinito de nivéis discretos de energias, sendo cada nivél de energia igualmente separados por
um valor definido no trabalho. E por fim vimos que cada nivel de energia corresponde a uma

funcdo de onda da equacao de Schrodinger.
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