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RESUMO

Este trabalho tem como sua fundamentacao tedrica A Teoria dos
Conjuntos e descreve formalmente a dlgebra das Relagoes entre os elemen-
tos pertencentes a esses conjuntos, a partir das questoes relevantes, naturais
e fundamentais que se podem ou que se devem propor a cerca dos mesmos.
Primeiramente, abordamos o contexto histérico para termos a nocao da
grande importancia que esse tema tem para a evolucao da matematica
ao longo dos tempos; em seguida, abordamos uma forma mais direta de
expressar relacoes entre elementos de dois conjuntos, usando pares orde-
nados, essa relacao ¢ denominada de Relacao Bindria, e existem muitas
formas de representar essas relacoes, podendo ser por uma lista de pares
ordenados, usando uma tabela ou entre outras formas, como no capitulo 3,
que usaremos o método de representar uma relacao através da Matriz zero-
um, também conhecida como matrizes booleanas, em geral essas matrizes
sao usadas na representacao de relagoes em programas computacionais, o
que facilita a sua implementacao e o armazenamento de dados, e, por fim,
no capitulo 4 apresentaremos mais um método para a representacao de
relacoes entre conjuntos, a Representacao por Grafo Direcionado, esse tipo
de representacao ¢é feito usando um ponto para cada elemento do conjunto
e cada par ordenado por um arco com sua direcao indicado por uma seta,
em geral, a representacao de relacoes por meio de grafico é muito 1util para
entender as propriedades dessas relagoes.

Palavras-chave: Conjuntos, Relacao binaria, Operacoes com
Relacoes, Propriedades da Relacao, Matriz, Representacao Matricial da
Relacao, Grafo direcionado, Representacao de Relacao por Grafo.



ABSTRACT

This work has as its theoretical foundation the set theory and descri-
bes formally the algebra of relations between elements belonging to these
sets, based on the relevant, natural and fundamental issues that can or
should be proposed about those sets. First, we discuss the historical con-
text in order to realize the great importance of this topic for the evolution
of mathematics over the years; then we present a direct way of expressing
relations between of two sets of elements, using ordered pairs. This rela-
tion is called Binary Relation, and there are many ways to represent them,
which may be by a list of ordered pairs, using a table, among other ways,
as in Chapter 3, in which we will use the method of representing a relati-
onship by the Matrix zero one, also known as Boolean matrices. In general,
these matrices are used to represent relations in computer programs, fa-
cilitating the implementation and the storage of data. Finally, in chapter
4, we present another method for representing relations between sets, the
representation by directed graph. This type of representation uses a point
for each element of the set end each ordered pair by an arch with their
direction by an arrow. In general, the representation of relations by graphs
is very useful to understand the their properties.

Keywords: Set, Binary Relation, Operations with Relation,
Relations Properties, Matrix, Matrix Representation of Relation, Directed
Graph, relation representation of by directed graph.



SUMARIO

RESUMO

ABSTRACT

LISTA DE FIGURAS

1 INTRODUQAO: Histéria Moderna da Matematica

2 RELACAO: NOCOES BASICAS
2.1 Produto Cartesiano . . . . . . . . ... ... ... ... ..
2.2 Relacao . . . . . . .
2.2.1 Dominio e Imagem . . . ... ... ... ... ......
2.3 Inversa de uma Relacao . . . . . . ... ... ... ... ...
2.4 Operacgoes sobre Relagoes . . . . . ... ... ... ... ...
24.1 Unidao . . . . . . . .
2.4.2 Intersecao . . . . . . . . ..
2.5 Composicao de Relagoes . . . . . .. . ... . ... ... ...
2.6 Propriedades da Relacoes . . . . . .. ... ... ... ...
2.6.1 Reflexiva: . . . . . . . . ...
2.6.2 Simétrica: . . . . . . ...

2.7 Relacao de Equivaléncia: . . . . . ... ... ... ... ...
2.8 Relacao de Ordem: . . . . .. ... ... ... ... .....
2.8.1 Relacao de Ordem Total: . . . ... ... ... .....
2.8.2 Relacao de Ordem Parcial: . . . .. ... .. ... ...

3 Representacao Matricial de uma Relacao
3.1 Definicao de Matriz . . . . . .. . ... ... L.
3.2 Operagoes com Matrizes . . . . . . . . . .. ... ... ....

xi

Xiv



3.21 Adicao . . . . . .. 18
3.2.2 Subtragao . . . .. ... 19
3.2.3 Produto de um Escalar por uma Matriz. . . . . . . . .. 20
3.2.4 Produto de Matrizes . . . . . . .. ... ... .. .. .. 20
3.3 Representacao Matricial das Relacoes . . . . . . . . . . .. .. 21
3.3.1 Matriz de uma Relagao Reflexiva . . . . . . . . ... .. 22
3.3.2 Matriz de uma Relagao Simétrica . . . . . . . . ... .. 23
3.3.3 Matriz de uma Relagao Anti-Simétrica . . . . . . . . .. 23
3.3.4 Matriz de uma Relagao Transitiva . . . . . . . . . .. .. 24
3.4 Matriz da Uniao de Relagoes . . . . . . . . . ... ... ... 25
3.5 Matriz da Intersecao de Relagoes . . . . . . . . .. ... ... 26
3.5.1 Matriz da Composicao de duas Relagoes . . . . . . . .. 28
3.5.2 Matriz da Relacao Inversa . . . . . . . ... .. ... .. 30
4 Representacao por Grafo Direcionado 32
4.1 Definicao de Grafo . . . . . . . ... ... 32
4.1.1Grau de um Vértice . . . . . . . . ... 33
4.2 Grafo de uma Relacao . . . . . . . . .. ... ... ... 34
4.21Reflexiva . . . . . 35
4.2.28imétrica . . . ... 35
4.2.3Anti-Simétrica . . . . ... Lo 36
4.2 4Transitiva . . . . . . ... 37
4.3 Fecho de uma Relacao . . . . . . . . .. ... .. ... ... .. 37
4.3.1Reflexivo . . . . ... 38
4.3.251metrico . . . . . ... 38
4.3.3Transitivo . . . . . . . . .. 39

4.4 Comparacao do Grafo Direcionado com a Representacao Ma-
tricial . . . .. 41
CONSIDERACOES FINAIS 43
BIBLIOGRAFIA 44
Silva, José Ivaney Araujo da Matematica - Unifap

Carvalho, Solano Nicolas Costa de



LISTA DE FIGURAS

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5

3.1
3.2

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7

Grafico do produto cartesiano X xY.. . . ... .. ... ..
Representacao do conjunto de setas da Relacao A para B. .
Mostrando a relacito R: A - BeR':B—A . ... ...
Representacao de setas da uniao de Relacoes. . . . . . . ..
Diagrama de setas da relacao composta . . . . . . ... . ..

Matriz da relacao anti-simétrica. . . . . . . . . . . ... ...
Tabela de multiplicacao de componentes . . . . . . .. . ..

Representacao de Grafo Direcionado . . . . . . .. ... ..
Grafo de uma Relacao . . . . . . . . . ... ... ... ...
Grafo de uma Relacao Reflexiva . . . . . . . . . ... .. ..
Grafo de uma Relacao Simétrica . . . . . . . . . . .. .. ..
Grafo de uma Relacao Anti-Simétrica . . . . . . . . . .. ..
Grafo de uma Relacao Transitiva . . . . . . ... ... ...
Representacao de um Grafo Direcionado . . . . . . . . . ..



Capitulo 1

INTRODUQAO: Historia Moderna
da Matematica

Com este trabalho, objetivamos a conclusao da graduacao em Li-
cenciatura em Matematica e foi feito utilizando-se como eixo tematico a
Teoria dos Conjuntos, sendo o tema principal Representacao de Relagoes:
Matricial e por Grafo Direcionado. O estudo do tema foi focado no livro
Matematica Discreta e Suas Aplicacoes, de Kenneth H. Rosen, além de
ter outras fontes que nos auxiliaram nas pesquisas que serao citadas nas
referéncias bibliograficas.

A teoria dos conjuntos, este fantastico ramo da matematica, comeca
ter uma compreensao moderna ha cerca de dois séculos. Neste periodo dois
matematicos destacaram-se neste estudo, Georg Cantor (1845-1918) e Ri-
chard Dedekind (1831-1916), que culminou em 1874 com a elaboragao de
um artigo com o titulo "a respeito de uma propriedade caracteristicas de
todos 0os numeros algébricos reais” de Cantor, o qual contemplou todas as
discussoes relacionadas as ideias sobre os conjuntos. Porém, todo o entusi-
asmo com a teoria dos conjuntos no ano de 1900 foi contida pela descoberta
de varias contradicoes, chamadas de Paradoxos, na teoria Cantoriana. A
descoberta do principal dos paradoxos da Teoria dos Conjuntos, o paradoxo
de Russell, que leva esse nome em homenagem a um dos seus descobrido-
res, Bertrand Russell (1872-1970). Foram Russell e Ernst Zermelo, quem
descobriram este que é um dos paradoxos mais famosos da histéria da hu-
manidade: "o conjunto de todos os conjuntos que nao sao membros de Si

mesmos”.

Atualmente, existem varias formas de expressar um conjunto, seja
através de uma propriedade comum a todos os seus elementos, do dia-



grama de Venn (matematico e 1égico inglés, 1834-1923), dos diagramas de
Euller (matematico e fisico suico, 1707-1783) ou nomeando os seus elemen-
tos. Um dos motivos pelo qual se considera imprescindivel trabalhar com
conjuntos, ¢ que implicitamente, existe uma algebra capaz de operar com
uniao, intersecao, diferenca, além das propriedades comutativa e distribu-
tiva e outras possibilidades mais que sem essa linguagem seria impossivel
realizar.

A Teoria dos conjuntos comeca com uma fundamental relacao binéria
entre um objeto o e um conjunto A. Se 0 é um membro (ou elemento) de
A, nos escrevemos o € A. Uma vez que conjuntos sao objetos, a relacao
de pertinéncia também pode relacionar conjuntos. No capitulo 2 estare-
mos realizando as operacoes entre conjuntos distintos e iguais e exibindo a
relacao binaria oriundo desse relacionamento.

A origem da matriz, também emergiu no século XIX. O matemaético
inglés Arthur Cayley (1821 - 1895) foi o primeiro a estudar matrizes, de-
finindo matriz nula, matriz identidade e tudo o que se pode pensar em
operacoes sobre elas. Cayley, no periodo em que era estudante conheceu Ja-
mes Joseph Sylvester (1814 - 1897), também um icone da dlgebra britanica.
Como ambos pesquisavam as mesmas areas, tornaram grandes amigos. E
foi no ano de 1855 que Cayley escreveu um artigo usando o termo matriz
(termo este que j4 teria sido usado por Sylvester hé cinco anos), destacando
que, como pela légica, a nocao de matriz antecedesse a de determinantes, o
que historicamente nao era correto, pois os determinantes ja eram usados
na resolucao de sistemas lineares muito antes da criagao das matrizes. Os
chineses alguns séculos antes de Cristo ja resolviam sistemas de equagoes
lineares por processos em que estd implicita a ideia de matriz. Algumas
dessas algebras estao sendo usadas no capitulo 3, o qual representara as
relagoes em forma matricial.

Os problemas de Percurso em Arcos sao os mais antigos relacionados
a grafos. Os primeiros trabalhos em teoria dos grafos surgiram no século
XVIII. A primeira referéncia que se conhece sobre eles vem do famoso
problema das sete pontes sobre o rio Pregel de Konigsberg, que buscava
saber se havia um caminho fechado, isto é, que a partir de um determinado
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ponto, passar por todas as sete pontes exatamente uma vez e retornar
ao ponto inicial. O problema foi solucionado em 1736 pelo mateméatico
suico Leonhard Euler, que encontrou as condigoes para a existéncia de um
percurso fechado (grafo euleriano), e mostrou que nao havia solu¢ao que
satisfizesse aquele caso particular.

Dentre as muitas e famosas histérias da Teoria dos Grafos, sem
divida uma das mais curiosas ¢ a do matematico William Rowan Hamil-
ton, que,aos 22 anos, ja fazia parte da Royal Astronomia Irlandesa, foi
condecorado Cavalheiro aos 30 anos, e foi reconhecido como um dos lideres
matematicos de sua época. Uma de suas descobertas foi chamada por ele de
O Cllculo Icosiano, o qual pode ser interpretado em termos de caminhos
sobre um grafo descrito por um dodecaedro regular. Hamilton comunicou
sua descoberta em uma carta datada de 7 de outubro de 1856, e posterior-
mente publicou dois artigos sobre o assunto. Ele usou uma representacao
grafica como base de um quebra-cabeca, que ele chamou de O Jogo Icosi-
ano.

E interessante observar que os problemas de Hamilton e de Eu-
ler encontraram aplicagao, respectivamente um e dois séculos mais tarde.
Além disso, o desenvolvimento dessa teoria foi impulsionado somente no
século XX, pelos problemas de otimizacao no campo da pesquisa operacio-
nal, ja que, até entao, suas aplicagoes eram realizadas em areas disjuntas,
como circuitos elétricos e quimica organica. Utilizaremos o capitulo 4 para
conceituar o e operar grafo direcionado, o qual tomara a Relacao para a
representacao.

Silva, José Ivaney Araujo da Matematica - Unifap
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Capitulo 2

RELACAO: NOCOES BASICAS

Para iniciar este tema, sera necessaria a apresentacao do conceito
de produto cartesiano que se posiciona como essencial para o estudo deste
assunto. O produto cartesiano é gerado por pares ordenados, os quais sao
elementos basicos de uma relacao.

2.1 Produto Cartesiano

O produto cartesiano é uma operagao sobre conjuntos que envolve
a nocao de par ordenado. Se A e B sao dois conjuntos dados, entao um par
ordenado de elementos de A e de B é um objeto denotado por (a,b), onde
a € Aebe B. Nesse caso, a é dito o primeiro elemento do par, e b é dito
segundo elemento do par.

Definicao 2.1.1. Dado os conjuntos A e B, o produto cartesiano de A por
B, denotado por A x B, é o conjunto formado por todas as combinagoes
de pares ordenados (a,b), onde a € A e b € B. Isto é:

Ax B={(a,b);Va € A,Vb € B}

Exemplo 2.1.1. Dados A = {b1,by,b3} ¢ B = {c1,c} dois conjuntos.
Logo, o produto cartesiano de A X B é:

A x B ={(bi,c1), (b, c2), (b, c1), (b2, c2), (b3, c1), (b3, c2) }

Ou seja, para todo elemento a de A serao associados os elementos
b de B.



2.2 Relagao 5

Exemplo 2.1.2. Dados X = {2,4,6} e Y = {2,4} dois conjuntos. Logo,

o produto cartestano é:

X xY =4(2,2),(2,4),(4,2),(4,4),(6,2),(6,4), }

Figura 2.1 Grdfico do produto cartesiano X X Y.

Onde os elementos de X estao sobre o eixo da abscissa e os elementos
de Y estao sobre o eixo da ordenada, e os pares ordenados sao identificados
pelos pontos A = (2,2), B = (2,4), C = (4,2), D = (4,4), E = (6,2) e
F = (6,4).

2.2 Relacao

Dados os conjuntos A e B, uma relacao & de A em B, denotada
R : A — B, é qualquer subconjunto do produto cartesiano de A x B. Sendo
R uma relacao de A para B, entao R é um conjunto de pares ordenados
(a,b),onde a € Aebe B.

Em geral usa-se a notacdo altb para dizer que (a,b) € R e a M b
para dizer que (a,b) ¢ R. Se (a,b) € R dizemos que a esté relacionado com
b pela relacao R.

Se A = B, arelacao i C A x A é dita uma relagao sobre A, ou uma
endorrelacao ou ainda uma autorrelacao.

Exemplo 2.2.1. Seja dado um conjunto B = {1,2,3,4}. A relagiao R sobre
B ¢ uma endorrelacdo que satisfard a sequinte condicao:

Silva, José Ivaney Araujo da Matematica - Unifap
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2.2.1 Dominio e Imagem 6

R ={(a,b) € Bx B/a > b}. Entao a relagao R sera:

®=1{(21),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2),(4,3)}.

Na figura 2.2 temos uma representacao grafica da relacao R, deno-
minado diagrama de setas. Neste diagrama cada elemento (a, b) da relagao
R é representado por uma seta ou vetor com origem no elemento a do
Conjunto B e vértice final no elemento b do conjunto B.

Figura 2.2 Representa¢ao do conjunto de setas da Relagao A para B.

Neste exemplo, temos que 2R1, 3R1 e 3R2, 4R1, 4R2 e 4R3, mas
1RL, 1R2, 1R3, 1 R4, 2 R2, 2 13, 2 14, 3 R3, 34 e 4 R4.

Outra forma de denominar este termo é relagao bindaria, onde R sera

o subconjunto de A por B, isto é:
R é relacao binaria de Aem B < R C A x B.

2.2.1 Dominio e Imagem

O Dominio de uma relagao R, denotado Dom(R), é o conjunto
formado pelos primeiros elementos de cada par ordenado da relacao. Isto
é:

Dom = {a € A/3b € B com (a,b) € R}

No exemplo 2.2.1, o dominio é o conjunto Dom(R) = {2, 3,4}.
A Imagem de uma relagao R, denotada Im(R), é o conjunto formado
pelos segundos elementos de cada par ordenado da relacao.

Im(R) = {b € B/Ja € A com (a,b)e R}

Silva, José Ivaney Araujo da Matematica - Unifap
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2.3 Inversa de uma Relacao 7

No exemplo 2.2.1, a imagem é o conjunto Im(R) = {1, 2, 3}.

2.3 Inversa de uma Relacao

Seja R uma relagao de um conjunto A para um conjunto B, a relagao
inversa de R, denotada por R}, é a relacao de B para A que consiste nos
pares ordenados que, quando tém sua ordem revertida, pertencem a R, isto

é:

R = {(b,a) € B x A/(a,b) € R}

Exemplo 2.3.1. Sejam dados os conjuntos A = {1,2,3},B = {2,3,4} e
R =1{(1,2),(2,3),(3,4)}. Construimos a relacio inversa R~1 de B em A
invertendo a posicao de cada par ordenado de R, isto é:

(1,2) eR — (2,1) e R
(2,3)eR — (3,2) eR!
(3,4)eR — (4,3) e !

Portanto, temos a relacao inversa R~ = {(2,1), (3,2), (4,3)}. Assim, 2(R~1)1,
R-1)2 e 4(R-1)3.

Na figura 2.3 ela apresenta o grafico de setas das relacoes 3t e R~!

< ¥
——]
7——X

Figura 2.3 Mostrando a relagio R: A - B eR'1:B— A
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2.4 Operagoes sobre Relagoes 8

2.4 Operacoes sobre Relacoes

Suponha que I é o conjunto de todas as relagoes binarias no Produto
cartesiano A X B. Se R; e Ry pertencem a R vamos definir as operacoes
de uniao e interseccao sobre estas relagoes, as quais resultarao em novas
relagoes.

2.4.1 Uniao

A uniao das relacoes 1 e Ry C A X B, denotadas por ;U R,, sera

o conjunto de todos os pares ordenados de ambas as relagoes. Isto é:
a(%l U %Q)b S (CL?Rlb) V (G%Qb)

Lé-se, a esta relacionado com b através da relacao (R; U Ry) se,
e somente se, a esta relacionado com b através da relacao ; ou a estd
relacionado com b através da relagao Rs.

Na operacao de uniao, como o nome ja diz, insere-se no conjunto os
elementos idénticos e os elementos distintos, fazendo um conjunto de todos
os elementos de F; com todos os elementos de Rs.

Exemplo 2.4.1.1. Seja o conjunto A = {ay,as,as}. Dadas as relagoes Ry
e Ny sobre A, em que:

i = {(ab a2)7 (ah a3)7 (a27 a1)7 (CLS; a3)} €

Ry = {(a1, @), (a1, a3), (a2, a2), (a2, a3), (as, ar)}.

Da defini¢ao temos:

%1U%2 = {(al, al), (al, CLQ), (al, ag), (CLQ, Cll), (CLQ, CLQ), (CLQ, ag), (ag, al),
(a3, as)}

Logo, nesta uniao temos os pares (aj,a;) € Ro, (a1,a2) € Ry,
(a1,a3) € N1 e Ry, (ag,a1) € RNy, (az,a2) € RN, (az,a3) € RNy, (az,a1) € Ry
e (as,a3) € RNy,

A figura 2.4 ilustra 3, U N9, as setas de ; U Ry sao formadas ao
juntar as setas de R e Ro.

Silva, José Ivaney Araujo da Matematica - Unifap
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A A A

a1 al L
a2 a2 U ax
a a3 a

R1 R2 a3 a3

R1UR2

Figura 2.4 Representac¢ao de setas da uniao de Relagoes.

2.4.2 Intersecao

Sejam ¥t e Ry duas relagoes definidas no conjunto A para o conjunto
B. Entao a intersecao 1 N Ry C A x B é uma relacao definida pelos
elementos comuns de f; e Ry, isto é,

a@:ﬂ N %2)6 — (a§R1b) N (aiﬁgb)

Portanto, para o elemento pertencer a intersecao deve ser identico

em ambas as relagoes J; e Rs.

Exemplo 2.4.2.1. Sejam as relacoes Ry e Ry em A X B, tais que:
aRib<a<be
afob <+ b=a+ 1.
Utilizemos A = {1,2,3} e B = {1,2,3,4} para identificar os pares
ordenados de A x B, encotrar as relacoes K1 e Ry e operar a uniao e
intersecao entre as relacoes.

i) O produto cartesiano A x B =
1(1,1),(1,2), (1,3),(1,4),(2,1),(2,2), (2,3), (2,4),(3, 1), (3,2), (3, 3),
(3,4)}.

ii) A relacao R, = {(1,2);(1,3);(1,4);(2,3);(2,4);(3,4)}.
iii) A relagao Ry = {(1,2);(2,3); (3,4)}.

iv) A uniao de 31URy = {(1,2); (1,3);(1,4);(2,3);(2,4); (3,4)}, que neste
caso é igual a J;.
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v) A intersecao de R N FRe={(1,2);(2,3);(3,4)}, que neste caso é igual
a §R2.

2.5 Composicao de Relagoes

A operacao de composicao de relagoes destaca as associagoes de trés
conjuntos A, B e C, para formar pares ordenados dos conjuntos composto
por elementos de dois desses, cujos conjuntos sao A e C interligados por
uma transitividade de relacionamento.

A composicao das relagoes Ry C Ax B e Ry C B x C' é uma relagao
Ry o1 C A x C que esta definida como:

Roo Ry = {(a,c) € Ax C/3b € B com a¥Rib e bRyc}

Exemplo 2.5.1. Sejam os conjuntos A = {a,b,c}, B = {c,d,e} e C =
{a,e} e as relagoes Ry = {(a,c),(a,e),(b,c),(c,d)} C Ax B e Ry =
{(c,a),(d,a),(d,e),(e,e)} C BxC. Os elementos xRy e yRz sao:

afic A cRoa = a(Fy 0 Ry)a
aRie A eRge = a(ReoRy)e
bRic A cRea = b(Ry 0 Ry)a
cRid N dRsa = c(Ry o Ry)a
cRid N\ dRse = (R0 Ry)e

Logo Ry o Ry = {(a,a), (a,e), (b,a),(c,a),(c,e)}

Na figura 2.4 é apresentado o diagrama de setas para Ry o R;.

Silva, José Ivaney Araujo da Matematica - Unifap
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R2 o R1

Figura 2.5 Diagrama de setas da relagao composta

2.6 Propriedades da Relacoes

Nesta secao vamos definir relagoes sobre o produto cartesiano A x A,
isto é, relacao sobre um unico conjunto A.

Para exemplificar, consideremos as seguintes relagoes sobre o con-
junto A = {1,2,3,4}:

Bo= {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3), (3,4), (4, 1), (4, 4) };

Ry = {(1,1),(1,2),(2, 1)}

Ry = {(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(3,3), (4, 1), (4, 4) };

Ra = {(21),3,1),(3,2),(4,1),(4,2), (4,3) };

Rs = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4), (4, 4) }e
Re = {(3,4)}.

A partir destas relagoes vamos verificar quais sao do tipo reflexiva,

simétrica, transitiva ou anti-simétrica.

2.6.1 Reflexiva:

Uma Relagao R sobre um conjunto A é dita REFLEXIVA se cada
elemento de A estd relacionado consigo mesmo. Isto é, se (a,a) € R, para
cada elemento a de A.

Assim temos.

Ry é reflexiva, pois (1,1),(2,2),(3,3) e (4,4) € R.

Silva, José Ivaney Araujo da Matematica - Unifap
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Ry nao ¢ reflexiva pois (2,2) ¢ R.

R3 é reflexiva, pois (1,1),(2,2),(3,3) e (4,4) € R.

$4 nao é reflexiva pois (1,1),(2,2),(3,3) e (4,4) ¢ R
R é reflexiva, pois (1,1),(2,2),(3,3)e(4,4) € R.

J6 nao é reflexiva pois (1,1),(2,2),(3,3) e (4,4) ¢ R.

Trivialmente, podemos dizer que uma relacao é reflexiva num de-
terminado conjunto, se todos os elementos de um determinado conjunto
relacionam-se consigo.

2.6.2 Simétrica:

Uma Relacao R sobre um conjunto A é dita SIMETRICA se para
cada par ordenado da relacao o seu simétrico também pertence a relacao,
isto é, se (a,b) € R, entao (b,a) € R.

Temos que na relagao simétrica o elemento (a,a) € R é seu préprio
simétrico, logo nao iremos visar o par (a,a) € R, e sim o par (a,b) € R,
a #b.

Assim,

J1 nao é simétrica, pois (3,4) € Re (4,3) ¢ R.

$y é simétrica, pois (1,2) € Re (2,1) € R.

R3 é simétrica, pois (1,2) e (2,1) € Re (1,4) e (4,1) € R.

R4 ndo é simétrica, pois (2,1) € Re (1,2) ¢ K.

$5 ndo é simétrica, pois (1,2) € Re (2,1) ¢ R.

e nao é simétrica, pois (3,4) € R e (4,3) ¢ R.

2.6.3 Transitiva:

Uma Relacao R sobre um conjunto A é dita TRANSITIVA se
(a,b) € R A (b,c) € R, entao (a,c) € R.

Assim,

1 nao é transitiva, pois 34 A 281, mas 3 R1.

Ro nao é transitiva, pois 21 A 1R2, mas 2 2.

R3 nao é transitiva, pois 4R1 A 1R2, mas 4 R2.

Silva, José Ivaney Araujo da Matematica - Unifap
Carvalho, Solano Nicolas Costa de



2.6.4 Anti-Simétrica: 13

R4 é transitiva, pois 32 A 2R1 — 3R1, 482 A 2R1 — 4R1, 4R3 A
IN1 — 4R1 e 4R3 A 3R2 — 3R2.

R € transitiva, pois 1R1 A 1R2 — 1R2, 1R2 A 2R3 — 1IR3, 1R2 A
204 — 194, 2R2 A 2R3 — 2R3, 33 A 304 — 3R4 e 3R4 A 4R4 — 3R4.

No caso da relacao Rg = {(3,4)}, e por ndo existir um elemento ¢
C {(3,4)}, entao o antecedente 3R4 A 4Rc é falso e, portanto, a implicacdo
34 A 4Rc — 3Rc é verdadeira, logo Rg é transitiva.

2.6.4 Anti-Simétrica:

Seja B uma Relacao bindria definida num conjunto A. R é dita
ANTI-SIMETRICA quando ela satisfaz a seguinte propriedade:

Vaeb € A;(a,b) e RA(ba) eR=b=a

Isto significa que se a¥th e bRa, entao a = b.
Assim,

1 nao é anti-simétrica, pois (1,2) € R e (2,1) € R, mas 1#£2.

$2 nado é anti-simétrica, pois (1,2) € Re (2,1) € R, mas 1#£2.

3 nao é anti-simétrica, pois (1,4) € R e (4,1) € R, mas 1#44.

Jt4 é anti-simétrica, pois (2,1) e Re (1,2) ¢ R, (3,1) e Re (1,3) ¢

R,(3,2)eRe(2,3)¢R, (4, 1)eRe(1,4)¢R, (4,2)eRe(2,4)¢Re

(4,3) e Re(3,4) ¢ R

R5 ¢ anti-simétrica, pois (1, 2),(1,3),(1,4) € Re (2,1),(3,1),(4,1) ¢
R; (2,3),(2,4) € Re (3,2),(4,2) ¢ R; (3,4) € Re (4,3) ¢ R. Os pares
(1,1),(2,2),(3,3) e (4,4) satisfazem a condi¢ao, pois a = b.

R ¢ anti-simétrica, pois (3,4) € Re (4,3) ¢ R.

2.7 Relacao de Equivaléncia:

Dizemos que uma relacao R sobre o conjunto A é uma relagao de

equivaléncia se R é reflexiva, simétrica e transitiva, ou seja:

Va € A, aRa (reflexividade)
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Se aRb — bRa (simetria)
Se aRb A bRc — aRe (transitividade)

Exemplo 2.7.1. Dado um conjunto A = {1,2,3,4}. seja a relagio R =
{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(3,4), (4,3), (4,4) }. Queremos mostrar que
R € reflexiva, simétrica e transitiva.

R é reflexiva, pois os pares (1,1),(2,2),(3,3) e (4,4)€ R

R é simétrica, pois (1,2)€ Re (2,1)e R, 0 (3,4)€ Reo (4,3)e R.

R é transitiva, pois 1R2 A 2R1 — 1R1; 2R1 A 1R2 — 2R2; 3R4 A
AR = 3R3: AR3 A 3R — 4R4: TRT A 1R2 — 1R2: 2R1 A 1R1 — 2R1;
4R3 A 3R3 — 413 e 3R3 A 3R4 — 3R4.

2.8 Relacao de Ordem:

Existem dois tipos de relacao de ordem: total e parcial.

2.8.1 Relacao de Ordem Total:
Uma relagao R em um conjunto S é denominada total se
i) R é anti-simétrica, reflexiva e transitiva
ii) Para todos os elementos a, b € A, necessariamente a it b ou b R a.

Exemplo 2.8.1.1. A relacao < no conjunto dos nimeros reais € uma
relacao de ordem total, pois é

- Antissimétrica: se a < b e b < a entao a = b;
- Reflexiva: a < a;
- Transitiva: a < b e b < ¢, isso implica que a < c.

E observa-se também que para quaisquer dois nimeros reais, temos que
a<boub<a.
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2.8.2 Relacao de Ordem Parcial:

Uma relacao i em um conjunto S é denominada parcial se R é
antissimétrica, reflexiva e transitiva.

O exemplo anterior também é exemplo de uma relacao de ordem
parcial, pois toda relacao de ordem total é também parcial.
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Capitulo 3

Representacao Matricial de uma
Relacao

No capitulo 2 temos apresentado a representagao de setas para as
relagoes bindarias as quais sao luteis para a visualizagao das operacoes e pro-
priedades das relacoes. Neste capitulo focamos na representacao matricial
de uma relacao a qual nao é uma representacao grafica e sim uma ferra-
menta para trabalhar com grande volume de dados, como por exemplo num
banco de dados relacionados. Iniciamos com a definicao e caracteristicas
de uma Matriz e depois desenvolvemos a representacao matricial de uma
Relacao.

3.1 Definicao de Matriz

Uma matriz é uma tabela de ordem m por n, em que m e n sao
numeros naturais diferentes de zero, onde m indicara o ntmero de linhas
e n indicard o nimero de colunas.

Denotamos por a;j, o elemento de A que estd na linha i e a coluna j.
A matriz abaixo tem m linhas e n colunas, dizemos que ela tem dimensao

m X n (m por n) e a representamos por A = (ai;)man-

ailp a2 A1n
a1 a929 N a2y,

A= | a3 a3 a3n
Am1 Am2 ... a1,

Numa matriz em que o numero de linhas é igual a 1(m = 1), denominare-
mos de matriz linha.
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A:[an a2 ... aln]

Agora, se o nimero de colunas da matriz for igual a 1(n = 1), entao

sera denominada de matriz coluna.

ail
as1

am1

Quando o numero de linhas é igual ao nimero de colunas, dizemos

que a matriz é de ordem n e a chamamos de matriz quadrada. Por exemplo

se n = 3 temos:

air a2 a3
A= | ay axp ax3
asr az2 ass
Numa matriz B quadrada definimos a diagonal principal que é for-

mada pelos elementos b;; tais que 7 = j.

-
s

S N N ]

Dada uma matriz C, sua diagonal segundaria tem os elementos c;;

tails quer + 7 =n + 1.
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Em matematica, matriz transposta é a matriz obtida da troca de
linhas por colunas.Dada uma matriz A = (a;;)mxn. Entao, a transposta da
matriz A, serd representada por A" = (bj;)nxm, ¢ definida como:

i = 1,2,....n.

Dii = (i
i ijs _
= 1,2,....m.

Exemplo 3.1.1. Seja uma matriz A = (a;;)3x2, -
air a2

A= (aij)3x2 = | an1 ax
az as2

Portanto, matriz transposta A’ sera:

At — (bij)2><3 _ [ ailr ao1 asi ]

12 G2 (32

3.2 Operacoes com Matrizes

A seguir sao definidas a adigao, subtracao, multiplicacao por um
escalar e produto de matrizes.

3.2.1 Adicao

Dadas duas matrizes A = (a;;)mxn € B = (bij)mxn, chama-se soma
A+ B amatriz C = (¢;;)m x n tal que ¢;; = a;; + b;j, para todo i e todo j.

C’ij:aij-l—bij (1§z§m,1§]§n)

Exemplo 3.2.1.1. :

Sejam A = [ @1 412 ] e B= [ bi iz ] ,entao:
a21 Q99 b21 b22

aj; ap bir b2 aig +bir a2 + bio }
[ ag1 Q22 ] [ ba1 b2 ] [ az + ba1 agy + by
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Exemplo 3.2.1.2.

5 6 01 .
DadosA—[4 22]63— [5 4],enta0.

5 6 01 54+0 6+1 5 7
A+ B = {4 2] + [5 4] = [4+5 2+4] - [9 6]
Como a soma de matrizes é formada simplesmente adicionando-se
os elementos correspondentes, é claro que as regras validas para a adicao de

matrizes reais sao exatamente as que sao validas para a adicao de niimeros

reais.

3.2.2 Subtracao

Para executar a operacao de subtracao, sera necessario a definicao
de matriz oposta.

Definicao 3.2.2.1. Seja a matriz A = (aij)mxn, chama-se oposta de A
(indica-se —A) a matriz B = (bjj)mxn tal que A+ B = 0. Assim bjj=—a;;.
Denotamos B = —A a oposta de A. Se m e n = 2 temos:

B:—A:[_a” —CL12]

—a21 —0a22

Dadas duas matrizesA = (aij)mxn € B = (b;j)m x n, chama-se dife-
renca A — B a matriz soma de A com o oposto de B.

A diferenca entre A e B denotada por A — B ¢ definida por:

A—B=A+(-B) = (a;) + (=b;) = (¢ij)

onde (¢;;) = (aij — bij), (1 <i<m,1<j<n).

Exemplo 3.2.2.1. :

Sejam A = [ @ 12 } e B= [ bur bip ] , entao:
as1 a99 b21 b22
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| G11 a2 bi1 b2 | an — bii a2 — bio
A—B= — =
a1 a9 ba1 b2 as; — b1 ag — by

Exemplo 3.2.2.2. :

157 2 4 6 . .
DadasA—[3 9 11]63—[1 10 12],adzferengaC’—A—Be.

1 57 24 0 1-2 5—-4 7-6
C_A_B_[za 9 11}_[1 10 12}_[3—1 9—10 11—12}
-1 1 1
logo, temos queC—[ 5 _1 _1]

3.2.3 Produto de um Escalar por uma Matriz

Seja o um numero real e A uma matriz, entao o produto de «a pela
matriz A é denotado por oA = B. A matriz B sera obtida multiplicando-se
cada elemento de A por a. B = (a.a;;)mxn-

Exemplo 3.2.3.1.

ailr a2

Dada a matriz A = [
o1 a2

] e o um numero, temos:

aip ai2 Qa1 aaqg
aA =« =

az1 @G22 Qa1 a2

3.2.4 Produto de Matrizes

Sejam as matrizes A = (aij)mxp € B = (bij)pxn, chama-se o produto
de AB a matriz C' = (¢ij)mxn tal que cada elemento ¢;; é obtido por meio
da soma dos produtos dos elementos correspondentes da :—ésima linha de

A pelos elementos da j—ésima coluna B, isto é,

p
Cij = aﬂblj + aigbgj + ...+ aipbpj = Z aikbkj
k=1
para todo ¢ € {1,2,...,m} e todo j € {1,2,....,n}.
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Exemplo 3.2.4.1.

Se A= [ @ ] e B= [ b bio ] ,temos:
a21 A22 ba1 b

| ann aig bir bz | | a11.bi1 + a12.ba1 ai1.bia + aio.ba
AB = . —
az1 a2 ba1 Do a21.b11 + a22.091  a21.012 + ag2.b22

Exemplo 3.2.4.2.

Dadas as matrizes A = [ L2 ] e B= [ 2 4 ] , entdo o produto AB é:

2 1 1 3
AB — 1 2 2 4] [12+21 14+23] [4 10
210711 3] 22411 24+13| |5 11

3.3 Representacao Matricial das Relacoes

Neste topico estard sendo evidenciada a relacao de conjuntos na
forma matricial, com a qual poderao ser executados varios tipos de operagoes.

Seja uma relagdo R de A em B, sendo A = {ay,as,...,a,} ; B =
{b1,ba, ..., b, }; onde R pode ser representada pela matriz My = [m,;]. Cada
elemento m;j sera correspondido pelo par ordenado (a;, b;).

AXB| b by ... by
aq miy; miz2 ... Mig
My = a2 Ma1 M2 ... Mig
ap Mp1 Myp2 = Mg

onde m;; é definida no conjunto binario como {0, 1} por:

S 1, se (ai,b;) € R
v 0, Se (ai,bj) ¢ §R

Exemplo 3.3.1. Sejam A = {ay,as2,a3} e B = {b1,b2}. R € a relagdo de
A para B contendo os pares ordenados (a,b) € A X B tal que a > b
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ASSima R = {(a27 b1)7 (0,3, bl)? (a37 b2)} - {m217m317m32}' L0g07

by by 0 0
Mp= 10 V1
BT a1 0 01

a311

A relagcao ® : A — B, como vimos, pode ser representada na forma de

matriz, o que facilita sua implementacao em sistemas computacionais.
Sejam A = {aq,a9,...,a,} e B = {by,bs,...,b,,} dois conjuntos fini-

tos. A representacao da relacao i : A — B como matriz é como segue:

a) o numero de linhas é m (numero de elementos do dominio);
b) o nimero de colunas é n (nimero de elementos da imagem);

¢) a matriz resultante possui m x n posi¢oes e cada posigao contem um
valor 1égico - verdadeiro ou falso;

d) Se (ai,b;) € R, entdo a posicao conterd o valor verdadeiro (1); caso
contrario, tera o valor falso (0).

Exemplo 3.3.2. Seja A ={1,2,3}, B={1,2,3,4,5} e R C A x B,
R =1{(1,2),(1,3),(2,2),(3,4),(3,5)}, entio a matriz fica:

AXBI|1 2 3 45
1 01100
Mp =, 01000
3 00011

3.3.1 Matriz de uma Relacao Reflexiva

Seja R uma relacao reflexiva sobre um conjunto A com n elementos.

Como R é reflexiva, temos que (a;, a;) € R e portanto m;; = 1

Assim, a matriz de uma relacao reflexiva tem os elementos da dia-
gonal principal iguais 1.

Logo, R é uma relacdo reflexiva sobre A < (a;,a;) € R — my =1

Por exemplo, se

Silva, José Ivaney Araujo da Matematica - Unifap
Carvalho, Solano Nicolas Costa de



3.3.2 Matriz de uma Relacao Simétrica 23

1
My = 0
1

o O =
Qor—to

A relacao é reflexiva, pois os elementos da diagonal principal sao iguais a

1.

3.3.2 Matriz de uma Relagao Simétrica

Seja N uma relacao simétrica sobre o conjunto A com n elementos.
Assim se a;; € I entao a;; € N, o qual equivale &:

Se m;; = 1, entao mj; = 1 e portanto

R é uma relagao simétrica < M}, = Mp

Exemplo 3.3.3. Seja a relagao Ry = {(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),(2,2), (3,3),
(4,1),(4,4)} sobre o conjunto A = {1,2,3,4}, portanto, temos:

110 17
1100

Mip=1001 0
100 1|
110 17
1100

t

My = 0010
100 1|

Como ML = Mp, pode-se afirmar que a relacao R é simétrica.

Observe os elementos das matrizes Mg = {a11, a12, a13, asy, az, ass}
e M]t% = {ai1, a12, 413, as1, asy, ass . Portanto, basta fazer a matriz trans-
posta da matriz My para saber se a relacao é simétrica.

3.3.3 Matriz de uma Relagao Anti-Simétrica

Seja ¥ C A x A uma relacao anti-simétrica, isto €, se alth A bRa —
a=>b,Vabe A,
A representacao matricial My correspondente desta relagao tera o
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elemento m;; = 1, com ¢ # j, mas com o termo m; nao pertencendo a

matriz.

Exemplo 3.3.4. Seja A = {1,2,3} e R = {(1,1),(1,2),(1,3)}. A matriz
Mp desta relacao serd:

AXA| 1 2 3
1 |1 1 1

Mr= 2 10 0 0
0 0 0

Figura 3.1 Matriz da relagao anti-simétrica.

3.3.4 Matriz de uma Relacao Transitiva

Seja ! C A x A uma relacao transitiva, isto é:
Se (a,b) € Re (bc) e R — (a,c) €N
E isto é a composicao de It o R, e a composicao de Ko R C RN.

Logo, se Mp é a matriz da relacao <, deve-se verificar que:

Mpgor C Mg
ou Mr.Mpr C Mg
ou M]%; C Mp —(1)
Multiplicando por Mpg, temos:
MRM% C Mgr.Mp
ou M3} C M3 —(2)
De (1) em (2) resulta
M} C M3 C Mg
ou M% C Mg

Usando a inducao matematica temos a seguinte proposicao.

Proposicao: Se i é uma relacao transitiva de A x A e My é a sua
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representacao matricial, entao temos:
Mp C Mp,Vn € N

Corolario 3.3.1. Se para algum n, Mj ¢ Mp, entdo R nao € uma relagao
transitiva.

Exemplo 3.3.5. Vamos utilizar a relagio g = {(3,4)} do exemplo 2.6.1
para demonstra¢ao.

Conforme a proposicao, se My C Mg, entao a relagao R ¢ transi-
tiva. Fazendo n = 2 e pelo produto direto, temos:

0000 0000 0000
0000 0000 0000
2 2
Mpy = Mge-Mps | ¢ 1 0001| " |ooo1]| = M=Ms
0000 0000 0000

Se M]%G C Mg, e pela proposicao de transicao, temos que Ry ¢é

transitiva.

3.4 Matriz da Uniao de Relacoes

Sejam as relagoes R, e Ty C A X B e suas matrizes associadas Mp,
e Mp, respectivamente.

Desejamos descrever a matriz Mg, U Ry da relacao 1 U Ry em
termos da Mg, e Mp,.

Um elemento (a,b) € 1 UR;, se, e somente se, (a,b) € Ry ou (a,b) €
Ro. Em termos de representacao matricial temos a seguinte configuracgao.

Observe que, se
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Lz=1ley=1= (a,b) e RIURy
.. z=1ley=0= (a,b) e RITUR,
[I. xt=0ey=1= (a,b) € RTUR,
IV.z=0ey=0= (a,b) ¢ R Uy

Construimos assim a seguinte tabela para a uniao associada a soma

de matrizes, cujo simbolo denotado por .

@10
010
111

—_ = =

Isto é suficiente, basta que um dos componentes seja igual a 1, para
que a soma seja 1 (indicando um elemento de R; U 3y).

No caso que ambos os componentes sao nulos, isto indica que o
elemento nao pertence a i1 U Ry .

Isto pode ser feito componente a componente de Mp, e Mp,, defi-

nindo por tanto Mg,ur, associado a f; U Ry como:

Mp,ur, = Mg, ® Mg,

Com componentes
MR1UR2 (7’7 .,7) — MRl (7’7 j) @ MR2 (Z7 ])

3.5 Matriz da Intersecao de Relacoes

Analogamente a definicao de uniao, da-se a definicao de intersecao,
obviamente, cada uma com sua peculiaridade inerente.

Portanto, um elemento (a,b) € R; N Ry se, e somente se, (a,b) € Ry
e (a,b) € Ny. Na representacao matricial temos o seguinte processo.
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(&1

Ry | e e e - SRS b

Pois,
eScx=1ley=1=(a,b) e Ri1NNRy
eSex=1ley=0= (a,b) ¢ RNy
eSex=0ey=1= (a,b) ¢ R NRy
eSex=0ey=0=(a,b) & RiNNRy

A partir disto, podemos reproduzir uma tabela para a intersecao,
desenvolvida pelo produto de matrizes, mas com caracteristica elementar
da multiplicagao, tento o ® como simbolo.

] 0 1
0 0 0
1 O 1

Figura 3.2 Tabela de multiplicacao de componentes

Ou seja, para que o produto dos componentes seja um (1), temos
que ter os dois componentes iguais a um (1)(indicando elemento 1 N Ry).

Do contrario, basta que um dos componentes seja nulo para que este
elemento nao pertenca a f; N Ry.

Utilizando os componentes um por um de Mg, e Mg, , definimos,
portanto Mg ,nr, associado a R; N Ry como:

Mpg,nr, = Mg, @ Mpg,
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Com componentes

MRlﬂRQ(i7j) = MRl (2'7j> ® MRQ(Z7])

3.5.1 Matriz da Composicao de duas Relacoes

A composicao de relacoes pode ser representada na forma de matriz
COmo Ssera a seguir.

Sejam Ry uma relacao de A em B e Ry uma relacao de B em C, e
suas matrizes Mp, e Mpg,, respectivamente.

Objetivamos encontrar um elemento m;; € Mpg,or,, tal que m;; = 1,
isto se, e somente se, mg, (i, k) A mg,(k,j) =1, k = {1,2,...,n}. Logo, a
matriz da relacao composicao Mp,or, terd o nimero de linhas da matriz
MTF, e o nimero de colunas da matriz Mp, e o seu elemento estard disposto
na linha 7 e coluna j. O elemento mpg, (i,k) se relacionard com todos os
elementos mpg,(k, j) que estiverem na linha k.

Outra forma de encontrar a matriz da relacao composicao é fazendo
da seguinte maneira:

MRQORl = ]\4}31.]\4R2

Ou seja, o produto das matrizes Mp, e Mp, também define a matriz
da relacao composi¢ao Mp,or,. Mas contendo uma peculiaridade distinta.
Toda vez que na multiplica de linha por coluna houver um nimero > 1,

serd colocado o (1).

Exemplo 3.5.1. Dados os conjuntos A = {1,2,3,4,5}, B = {2,4,6}
= {3,5,7,9}. Sejam Ry C Ax B e Ry C B x C, tais que R; =
{( 2),(1,6),(2,4),(4,2),(5,2),(5,6)} e Ro ={(2,5),(2,7),(2,9), (4,3),

(4,7),(6,9)}. As matrizes que representam Mp,, Mg, e Mp,or,sao:

1 2

—_ -0 O =
o O O = O
_ o O O =
=
O = O
o O =
O = =
= o =
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Utilizaremos a primeiro método para encontrar elementos da composicao.

Para 1 =

Para 1 =

Para 1 =

Para 1 =

Para 1 =

MR (1,1) N TVRy(1,2)
MR (1,1) N MRy (1,3)

MRy (1,1) N TVRy(1,4)

4 e k=1 temos:

MR, (4,1) N TRy (1,2)
MR, (4,1) N MRy (1,3)

MR, (4,1) N TV Ry(1,4)

5 ek =1 temos:

MR, (5,1) N\ MR,(1,2)
MR, (5,1) /N TR, (1,3)

MR, (5,1) N\ MRy(1,4)

2 e k = 2 temos:

MR, (2,1) N\ MRy (2,2)

MR, (2,1) N TVRy(2,3)

1 e k=3 temos:

MR, (1,3) \ MRy (34)

5 e k =3 temos:

MR, (5,3) N\ MR, (3.4)

1 :> mRQORl(l,Q) — 1
1= mR2oRl(173) =1

1 :> mR20R1(1,4) — 1

1 :> mR20R1(3,2) = 1
1= mRQORl(g,g,) =1

1 é mR20R1(3,4) - 1

1 = mR20R1(5,2) = 1
1= m32031(573) =1

1= mR2OR1(5,4) =1

1= mR2oRl(272) =1

I = mp,op,23) =1

1= mR20R1(1,4) =1

1 = mR20R1(5,4) = 1

Silva, José Ivaney Araujo da
Carvalho, Solano Nicolas Costa de

Matematica - Unifap



3.5.2 Matriz da Relacao Inversa 30

E a matriz composicao fica assim:

0111
1010
Mpor, | 01 11
0000
011 1]

Agora, utilizaremos o método da multiplicacao de matrizes para

achar a matriz da relacao composta.

101 0111
010 0111 1010
Mpyor, = Mg, . Mg, | 0 0 0 1ot1o0fl=]0111
100 0001 0000
101 0111

3.5.2 Matriz da Relacao Inversa

Como determinado no secao 2.3, a relagao inversa de R, denotada
por *71, é a relacao do conjunto B para o conjunto A tal que se, e somente
se, o elemento (a,b) € R, entdo o elemento (b,a) € R~

A representacao matricial de uma relagao inversa, simbolizada por
Mp-1, déd-se no mesmo critério que dispomos os elementos de uma relacao
como matriz, mas modificando a ordem e os termos da matriz. Onde tiver
o termo m,;, representando o elemento de ¥, terd o termo mj; indicando
elemento de R, com j sendo o niimero de linhas e ¢ o nimero de colunas
da matriz Mp-1.

Em conformidade com a secao 3.1 no que tange sobre matriz trans-
posta, essa troca de linha por coluna e vice versa, caracteriza uma matriz
transposta. Portanto, para achar a relacao inversa de , basta representar
R como matriz My e encontrar a matriz transposta de Mp. Isto é:

Mg+ = M

Exemplo 3.5.2. Dados os conjuntos A = {1,2,3} e B = {2,4,6}. Seja
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R ={(1,2),(1,4),(1,6),(2,6)} sobre A x B. A matriz da rela¢do inversa

serd:
Primeiro, devemos encontrar Mpg.
111
Mp=10 01
000

Agora, queremos encontrar a matriz da relacao inversa. Sendo assim,
devemos encontrar Mj, que é igual My-1. Para encotrar a matriz transposta
de R, basta trocar as linhas por colunas da matriz de R, logo:

10
Mh=110
11

o O O
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Capitulo 4

Representacao por Grafo
Direcionado

A representacao de uma relacao por grafo direcionado pode ser
feita da seguinte maneira: desenhando um circulo para cada vértice e para
cada aresta é desenhado um arco contendo suas extremidades, para que
seja direcionado, é necessario que seu sentido seja indicado na aresta por
uma seta figura 4.1.

Muitas situagoes podem ser descritas através de um diagrama de
conjunto de pontos juntamente com linhas que ligam alguns desses pares de
pontos. Por exemplo, os pontos podem representar pessoas, as linhas ligam
pares de amigos; os pontos podem representar centros de comunicacao,
as linhas ligacoes entre os centros. A abstracao matematica desse tipo de
situacoes é o conceito de grafo.

4.1 Definicao de Grafo

Definiremos um grafo (finito) G formado por um par (V(G), A(G))
onde V(G) é um conjunto finito ndo vazio e A(G) uma familia de pares
nao ordenados de elementos, nao necessariamente distintos, de V(G). Uma
familia é uma colecao de elementos, os quais podem ser repetidos.

Os elementos de V(G) s@o chamados de vértices e os elementos
A(G), arestas. Denotaremos V(G) e A(G) apenas por V e A. Uma aresta
{a,b} € A(G) serd denotada simplesmente por ab, além disso, dizemos que
a aresta ab contém os vértices a e b, ou que a pertencem a aresta ab. G —ab
representa o grafo G menos a aresta ab e G-v o grafo G menos o vértice v
e toda aresta que contém v.
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Quando existe uma aresta ligando dois vértices dizemos que os

vértices sao adjacentes e que a aresta € incidente aos vértices.

Exemplo 4.1.1. Um grafo qualquer contendo um conjunto de vértices V =
{a,b,c,d,e, f} e um conjunto de arestas E = {(a, e), (f,e), (e, b), (e,d), (b,d),

(b,c), (c,d)}.
cUo
@/®<@$ﬁ

Figura 4.1 Representa¢ao de Grafo Direcionado

O numero de vértices serd simbolizado por |V| ou pela letra n, no
exemplo 4.1.1 n =15

O nidmero de arestas serd simbolizado por |A| ou pela letra m, no
exemplo 4.1.1 m =7

4.1.1 Grau de um Vértice

No nosso exemplo vimos que o vértice a tem uma aresta ligada a
ele, o vértice f tem uma aresta ligada a ele, o vértice e tem 4 arestas ligada
a ele e assim por diante.

Dizemos que estas arestas sao incidentes ao vértice. O nimero de
vezes que as arestas incidem sobre o vértice v é chamado grau do vértice
v, simbolizamos por d(v). No nosso exemplo, d(a) = 1;d(f) = 1;d(e) = 4.

Pode ser observado que a soma dos graus de um grafo é sempre o
dobro do ntumero de arestas, esse resultado é descrito matematicamente
pelo

Teorema 4.1.1. Para todo grafo G

Z dlv)=2-m

veV(Q)
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isto é:
“a soma dos graus dos vértices de um grafo € sempre o dobro do
numero de arestas”.

Demonstracao 4.1.1.1. Quando contamos os graus dos vértice, estamos
contando as extremidades, cada aresta foi contada duas vezes.

O

Corolario 4.1.1. Todo grafo G possui um niumero de par de vértices de
grau impar demonstracao.

Se tivéssemos um numero impar de vértices de grau impar a soma
dos graus seria impar. Mas a soma dos graus é o dobro do niumero de

arestas e, portando é um numero par.

]

Quando temos um grafo em que uma aresta liga ao vértice a ela mesmo
¢ o que chamamos de laco, para haver coeréncia com os resultados anteri-
ores é necessario contar duas vezes (uma para cada extremidade) quando
calcularmos o grau do vértice.

4.2 Grafo de uma Relacao

Seja uma relacao do tipo i C Ax A representada na forma de
um grafo direcionado sendo cada elemento representado por um pequeno
circulo, chamado né e cada par (a,b) € R serd representado por uma seta
de a a b, chamada arco.

Exemplo 4.2.1. Seja o conjunto A = {a,b,c,d} e a relagio R} = {(a,b),

(b,a), (a,d),(d,c),(c,c),(c,a)} sobre A. Note que existe um lago do vértice
¢ para ele mesmo, correspondente ao par (c,c) € R. Além disso, de um nd
para outro existe mo marimo um arco, nao sendo permitido arcos "parale-

”

los”.
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Figura 4.2 Grafo de uma Relagao

4.2.1 Reflexiva

Um grafo direcionado que represente uma relacao reflexiva possui
um laco de cada né para si proprio.

Exemplo 4.2.2. Seja o conjunto A = {1,2,3} e arelagao R = {(1,1),(1,2),
(2,1),(2,2),(2,3),(3,3)} sobre A. Note que a relagao R € reflexiva pois para
todos os vértices do grafo, existem arestas ligando o vértice a ele mesmo.

Figura 4.3 Grafo de uma Relagao Reflexiva

4.2.2 Simétrica

Uma relacao ® C A x A é dita simétrica se (V(a,b) € R : (a,b) € R).
Um grafo direcionado que represente uma relacao simétrica possui, entre
quaisquer outros dois nés, 0 ou 2 arcos, isto é, quaisquer dois nés ou nao
possuem arcos entre eles, ou, se possuem, tais arcos estao em ambas as
direcoes.

Exemplo 4.2.3. Seja o conjunto A = {1,2,3} e a relagio ® = {(1,1), (1,2),
(2,1),(2,2),(2,3),(3,2)} sobre A, note que a relagio R € simétrica pois
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partindo de qualquer aresta para um outro vértice, deve obrigatoriamente
existir uma aresta no sentido contrdrio.

Figura 4.4 Grafo de uma Relagao Simétrica

4.2.3 Anti-Simétrica

Um grafo direcionado representa uma relacao anti-simetrica se para
cada par de vértices ocorre uma das seguintes possibilidades em relacao
a0s arcos:

i) nao existe arco ligando os vértices, ou
ii) entre os dois vértices existe exatamente um arco.

Exemplo 4.2.4. Seja o conjunto A = {1,2,3} e a relagio ® = {(1,1), (1,2),
(2,2),(3,2)} sobre A. Note que ndo existe uma aresta ligando um vértice
em sentido contrario, tornando assim a relacao anti-simétrica.

Figura 4.5 Grafo de uma Rela¢ao Anti-Simétrica
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4.2.4 Transitiva

Um grafo direcionado representa uma relacao Transitiva se para
cada par de vértices ocorre uma das seguintes possibilidades em relacao
a0s arcos:

i) nao existe arco ligando o par de vértices, ou

ii) existe pelo menos um arco ligando diretamente os vértices e/ou existe

um vértice intermedidrio que permite ligar o par de vértices.

Exemplo 4.2.5. Seja o conjunto A = {1,2,3} e a relagio R = {(1,2), (2, 3),
(1,3)} sobre A. Note que a relagio R ¢é transitiva, pois existe o vértice

(1,3) e R.

=
g T 'x‘. r B 5
(2 )—A3)

Figura 4.6 Grafo de uma Relagao Transitiva

4.3 Fecho de uma Relacao

Sejam R uma relacao em um conjunto A, P uma propriedade de
relacoes, e S uma relacao em A com a propriedade P.

Dizemos que S é o fecho da relacao R com respeito a propriedade
P, se S contém R e esta contida em toda relagao que possui a propriedade
P e contém R.

Em outras palavras, S é o fecho de ;& com respeito a propriedade P
se:

H)RCS
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ii) S satisfaz a propriedade P

iii) Para toda relagdo T em A, se R C T e T satisfaz a propriedade P,
entao S C T. Podemos definir os fechos como, reflexivo, simétrico e

transitivo.

4.3.1 Reflexivo

Seja It uma relacao sobre um conjunto A. Se R nao é reflexiva sobre
A, é porque nao possui um ou mais pares da forma (a,a) com a € A. Se
acrescentarmos todos esses pares R, obtemos uma relacao S que é reflexiva
sobre A e contém R. Essa relagao é chamada de fecho reflexivo de R sobre

A.

Exemplo 4.3.1. Seja o conjunto A = {1,2,3} e a relagio R = {(1,1), (1,2),
(2,1),(3,2)}, note que R ndao é reflexiva, pois os pares (2,2) e (3,3) nao
pertencem R, logo para torna-la reflexiva, basta acrescentar os pares ne-
cessdrios para isso, assim criando uma nova relagdo ®* = {(1,1), (1,2), (2, 1),

(2,2),(3,3),(3,2)} claramente, essa nova relagio R* € reflexiva e é cha-
mada de fecho reflexivo de R.

4.3.2 Simetrico

Analogamente ao item anterior sobre fecho reflexivo, seja R é uma
relacao nao simétrica, obtemos seu fecho simétrico acrescentando a R todos
0S pares necessarios para torna-la uma relacao simétrica, isto é, todo par
da forma (b, a) tal que (a,b) € R

Exemplo 4.3.2. Seja o conjunto A = {1,2,3} e a relagdo
®={(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2)} sobre o conjunto A, note que
R ndao simétrica pois nao possui os pares (2,1) e (1,3), logo para torna-la
simétrica, basta adicionar os pares que faltam, desse modo R* = {(1,1), (1, 2),
(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2)}. Essa nova relagao € o fecho simétrico
de K.
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4.3.3 Transitivo

Vamos agora considerar o problema analogo de completar uma relacao
R, se necessario, de modo a torna-la transitiva. Para isso, precisamos garan-
tir que, para quaisquer pares (a,b) e (b, ¢) na relagdo, o par (a,c) também
esta na relagao.

Podemos pensar que basta examinar todos os pares (a,c) e (b, c)
que estd na relacao dada R. Entretanto, isso nao é o suficiente.

Exemplo 4.3.3. Considere a relacio ® = {(1,2),(2,3),(3,4)} sobre o
conjunto A = {1,2,3,4}

Esta relacao falha a definicao de relacao transitiva em exatamente
dois casos.

(1,2) e R A (2,3) € Rmas (1,3) ¢ R

(2,3) e R A (34) € Rmas (2,4) ¢ R

Acrescentando os pares (1,3) e (2,4) obtemos a relacao

R = {(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(3,4)} ainda ndo é transitiva; pois
ela possui (1,3) e (3,4) mas nao possui (1,4), entdo, acrescentando o par
(1,4) a ® temos R = {(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)} que clara-
mente é transitiva. Observe que esta falha de transitividade foi revelada
quando acrescentamos o par (1,3) a relacao.

Os pares que faltam em R sdo da forma (a, c) tais que existe algum
b com (a,b) € R e (b,c) € R, ou seja, sdo os pares N o R = N2, Portanto,
a0 acrescentarmos esses pares estamos construindo a relacio ® = R U R2.
Pela mesma razio, os pares que ainda faltam em R’ estdo na relacao R U
R = (RUR?)? que é a relacio N2 U N3 U R!. Portanto, acrescentando
esses pares obtemos R = R U R2 U R U RY. No préximo passo, obtemos
RURZU...URTURS. E assim por diante.

Por estas consideragoes, o fecho transitivo de R, denotado por R* é
definido como sendo a uniao de todas as poténcias de R, isto é

R=RURPURU... (4.1)
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que pode ser descrita como
R= R (4.2)
k=1

ou seja, um par (a,b) estd em R* se, e somente se, existe um inteiro
k > 1 tal que (a,b) € R*.

Se | é uma relacao sobre um conjunto finito A, a uniao eventu-
almente deixa de crescer apdés um numero finito de termos; pois os pares
que acrescentamos pertencem ao conjunto A x A, que é finito. Vamos mos-
trar que, se A tem n elementos, o processo termina com o termo R", no
maximo. Nesse caso, a relacao * assim obtida é uma relagao transitiva,
por construgao.

No caso de A ser finito, também podemos escrever a formula (4.3)
em termos das matrizes booleanas. Se M é a matriz de R, a matriz M* de
R* é dada pela formula

M=) Mr=MvMPvMEPY . v MT (4.3)
(k=1)

Caso o conjunto A seja infinito, o processo pode nunca terminar,
apos cada acréscimo de pares que faltam pode surgir novos casos de falha
de transitividade. Nesse caso a uniao (4.3) precisa incluir todas as poténcias

de R.
Teorema 4.3.1. para qualquer relacao R, a relacao R* € transitiva.

Prova 4.3.1. Sejam a,b, c elementos tais que (a,b) e (b,c) estao em IR'.
Vamos provar que (a,c) também estd em R*.

Pela definigao de *, existem inteiros ¢ > 1 e 7 > 1 tais que (a, b) €
R e (b,c) € R/, Portanto (a,c) estd na composigao R/ € R’ que ¢ igual a
it O

Por outro lado, o teorema a seguir mostra que o fecho transitivo R*
calculado pela formula (4.3) nao tem nenhum par supérfluo:

Teorema 4.3.2. Para qualquer relacao R, qualquer relacdo transitiva que

contém R contém o fecho transitivo R* de R.
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Prova 4.3.2. Seja R uma relagao qualquer, e seja S uma relacao que
contém R, para todo n > 1, temos que K" C S" e S" = S logo R" C S.
Uma vez que todos os termos das formulas (4.3.3) estao contidos em S,
entdo a uniao de todos esses termos R* também estd.

Os teoremas acima citados implicam que o fecho transitivo R* de-
finido pela formula (4.3.3) é a tnica relagao transitiva que contém R e
estd contida em qualquer relacao transitiva que contém . Portanto ela é

também a menor relacao transitiva que contém R.

4.4 Comparacao do Grafo Direcionado com a Repre-
sentacao Matricial

Toda relacao R : A — B pode ser representada a partir de um
grafo direcionado, da mesma forma também podemos fazer a sua repre-
sentacao em forma de matriz, oque facilita sua implementacao em sistemas

computacionais.

Exemplo 4.4.1. Seja o conjunto A = {a,b,c,d,e, f} e a relagio R =
{(a,a), (a,b), (a,c), (a, f),(b,d)(c,c),(c,e),(c, f)} sobre A, pode ser repre-
sentada por um grafo direcionado assim como foi visto na se¢ao 4.2, onde
cada vértice € ligado por uma aresta se existir relacao, logo sua repre-
sentacao por grafo direcionado fica assim:

Figura 4.7 Representagao de um Grafo Direcionado

Como foi visto anteriormente na secao 3.3, podemos representar a
mesma relacdo do exemplo 4.4.1 em forma de matriz, onde Mp = [m;;]
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lse(ai, b;) € R

em que Mp= Ose(a;, b;) ¢ R

Assim, a matriz My da relagao R sera:

O OO O
OO o O
O O = O =
OO O = O
OO~ OO
OO = O =

0000

A representacao de relagoes por grafo direcionado dd uma visua-
lizacao da informagao das relacoes e das suas propriedades enquanto que
a representacao por matriz ajuda na implementacao em computadores,
tornando-as ferramenta importante para um melhor entendimento do pro-
blema, ficando mais facil a busca por sua solucao.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, dedicamos nosso foco em demonstrar as operacoes
efetuadas nas relacoe entre conjuntos. Todo esse mecanismo algébrico é
consequeéncia da condicao impostas pela associacao de elementos, os quais
podem revelar que tipo de relacao temos entre eles.

A representatividade matricial das relagoes é outra maneira de ex-
pressar a associacao entre elementos de dois conjuntos. Neste caso, dis-
pondo o termo 1 para indicar a ligacao entre os elementos ou dispondo 0
para a nao vinculacao deles, facilitando a geracao de informacao que de-
terminado termo quer transmitir. Por exemplo, estes tipos de transmicgao
sao usados em grandes bancos de dados, que milhares de vezes ao dia sao
operados para adicionar, deletar, atualizar. buscar ou combinar registros.

Vemos no capitulo 4 mais uma forma de representar a relagao de con-
juntos, os quais agora podemos visualizar por grafos e como determinado
elemento (chamado vértice) se associa a outro (chamado aresta). Estes mo-
delos matematicos sao utilizados, por exemplo, para determinar uma malha
rodoviaria de um estado, onde as cidades sao os vértices e as estradas sao
as arestas, visualizando quais cidades se relacionam.

Sendo assim, este trabalho servird como uma apostila de consulta,
possibilitando que o académico de exatas obtenha sucesso no curso minis-
trado durante sua graduacao.

Portanto, diante da algebra disposta neste trabalho de conclusao de
curso, sugere-se que esta parte do estudo da matematica discreta seja uma
base de uma préxima pesquisa sobre relagoes e suas representatividades,
e até mesmo, para algumas aplicacoes que desenvolve e aprimore nossas
tarefas diarias.



BIBLIOGRAFIA

[1] ROSEN, HENNETH H. Matemdtica Discreta e Suas aplicagdes. 6.ed Porto
Alegre : AMGH, 2010.

2] MENEZES, PAULO B. Matemdtica Discreta para Computacao e In-
formadtica. 2.ed Porto Alegre : UFRGS, 2006.

3] IEZZI, G. Fundamentos de Matemdtica Elementar, 4:sequéncia, matrizes,
determinante, sistemas: exercicios resolvidos,exercicio proposto com res-
posta, testes de vestibular com resposta. 6.ed. Sao Paulo: Atual, 1993.

[4] GOMIDE, A., STOLFI, J. Elementos de Matemdtica Discreta Para Compu-
tador Versao Preliminar. Sao Paulo : SBM, 2011. 85p.

5] SA, LAURO C. Uso de Problema Historico para Abordagem de Grafos no
Ensino Médio. VII jornada de Iniciacao Cientifica do IFES. Espirito Santo: IFES,
2012.

[6] SILVA, CARLOS ROBERTO DA Material de Apoio: Matematia- 1° AS e 1°
PD. cidade: Uniban, 2007.

(7] http://www.wikipedia.com.br



