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Resumo

Neste trabalho, temos como objetivo principal apresentar e demonstrar o Teorema de Hahn-
Banach que € um dos resultados de maior aplica¢do da andlise funcional. Este teorema permite
que funionais lineares definidos em um subespaco de um espacgo vetorial sejam estendidos a
todo o espaco. Neste trabalho serd apresentado o Teorema de Hahn-Banch na sua forma ana-
litica e geométrica, seguida de umas de suas aplicacdes. Em sua forma analitica, o Teorema
de Hahn-Banch serd demonstrado para o caso em que o espacgo vetorial € real. Na sua forma
geométrica, o Teorema de Hahn-Banach trata da separacdo de conjuntos convexos por hiperpla-
nos. Dessa forma, neste trabalho apresentamos os pressupostos necessarios para enunciarmos e

demonstarmos o Teorema de Hahn-Banch.

Palavras-chave: Analise Funcional, Lema de Zorn, Funcionais lineares, Teoremas de Hahn-

Banach.
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Abstract

In this paper, our main objective to present and demonstrate the Hahn-Banach theorem that
is a result of increased application of functional analysis. This theorem allows linear funio-
nais defined in a subspace of a vector space are extended to any space. In this work will be
presented the Hahn-Banch theorem in its analytical and geometric shape, followed by some of
their applications. In its analytical form, the Hahn-Banch theorem will be demonstrated for the
case where the vector space is real. In its geometric shape, the Hahn-Banach theorem deals
with the separation of convex sets by hyperplanes. Thus, in this work we present the conditions

necessary for enunciarmos and demonstarmos Theorem of Hahn-Banch.

Keywords: Functional Analysis, Zorn’s lemma, linear functionals, Hahn-Banach theorem.
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Introducao

Iniciamos nossa introdug¢do contando um pouco as histérias de vida dos matematicos Hans
Hahn (27/09/1879 - 24/07/ 1934) e Stefan Banach (30/03/1892 - 1945). Hans Hahn matematico
austriaco, filho de Ludwig Benedikt Hahn e Emma Bliimel. Realizou seus estudos basicos em
Estrasburgo, Munique e Gottingen. Doutorou-se na Universidade de Viena, sob orientacdo de
Gustav Ritter Von Escherich em 1902 com a tese Zur Theorie der Zweiten Variacdo Einfacher
Integrale. Quanto morou em Viena, ele formou uma estreita amizade com outros trés estudan-
tes de matemadtica, Paul Ehrenfest, Heinrich Tietze e Herglotz, formando um grupo conhecidos
como os "quatro insepardveis". Em 1905 Hahn foi nomeado docente em Viena, posteriormente
no periodo 1909-1914 lecionou em Czernowitz na Austria - Hungria como professor extraor-
dinério; Czernowitz foi rebatizado como Cernauti quando se tornou parte da Roménia apds a
Primeira Guerra Mundial, e como Chernovtsy depois que se tornou parte da URSS em 1940.
Hahn serviu no exército Austro-Hungaro na Primeira Guerra Mundial e foi gravemente ferido.
Em 1916 mudou-se para Bonn, onde foi nomeado como professor extraordindrio até 1920. Ele
retornou a uma cadeira em Viena, em 1921. Seus trés alunos mais famosos em Viena foram
Karl Menger em 1924, Witold Hurewicz em 1926, e Kurt Godel em 1929. Os primeiros resul-
tados de Hahn foram contribui¢des para o cldssico Calculo das Variagdes, os espagos abstratos
de Fréchet e muita outras teorias. No entanto, para muitos matematicos ele é mais lembrado
pelo Teorema de Hahn-Banach. Stefan Banach nasceu o 30 de margo de 1892 na Cracdvia no
entdo territério do Império Austro-Hungaro e faleceu em Lviv o 31 de agosto de 1945. Banach
freqiientou o ensino primdrio em Cracdvia e saiu de 14 em 1902, para fazer o ensino secundario
no Henryk Sienkiewicz Gymnasium No 4. Depois de terminar a escola, foi para Lviv ( Ucrania)
e ingressou na faculdade de engenharia na Universidade Técnica da cidade. Como ndo dependia
economicamente dos pais, Banach teve que se manter virando tutor. Ele se graduou em 1914,

mas por causa da Primeira Guerra Mundial, Banach acabou saindo de Lviv. Em 1916 conheceu



a Hugo Steinhaus, com quem passou a ter contato regularmente e acabou por fundar uma "soci-
edade matemadtica". Steinhaus contou-lhes sobre um problema no qual estava trabalhando sem
sucesso. Depois de um tempo Banach teve uma idéia para o contraexemplo requerido e contou
a Steinhaus, e eles realizaram um trabalho em conjunto e apresentaram a Zaremba para publica-
¢do. A guerra acabou atrasando a publicacdo. Banach apareceu pela primeira vez no boletim da
Academia de Cracdvia em 1918. Junto com Steinhaus, Banach produziu muitos trabalhos mate-
maticos. Nao é possivel saber se ele faria o mesmo sem ter conhecido Steinhaus. Além disso, foi
através de Steinhaus que Banach conheceu sua mulher, Lucja Braus, com a qual casou em 1920.
A Sociedade Matemadtica de Cracdvia foi estabelecida em 1919 por iniciativa de Steinhaus. Za-
remba presidiu a cerimOnia inaugural e foi eleito o primeiro presidente da sociedade. Banach fez
palestras nessa sociedade e continuou a produzir trabalhos matematicos. Em 1920 a Sociedade
Matematica de Cracdvia se tornou "Sociedade Matematica da Polonia". Em 1920 foi oferecido
a Banach o cargo de assistente de Antoni Tomnicki na Universidade Técnica de Lviv, donde
ministrou palestras de matemadtica e tentou submeter a sua tese de doutorado sob a supervisao
de Tomnicki. Em 1922 a Universidade Jan Kazimierz em Lviv deu a Banach a sua habilitacao
(grau académico semelhante ao de livre docente no Brasil) pela tese sobre Teoria da Medida.
Em 1924 Banach foi promovido a Professor Titular e passou o periodo académico 1924-1925
em Paris. Nas entre guerras, Banach continuou a produzir importantes trabalhos, escrevendo
livros didaticos de Algebra, Geometria e Aritmética para o ensino médio, contribuindo para a
divulgacdo da matemdtica. Em 1929 lancou o jornal Studia Mathematica junto com Steinhaus,
tornando-se os dois os primeiros editores, tendo como politica o foco em Anélise Funcional e
topicos relacionados. Em 1939, Banach conseguiu a presidéncia da Sociedade Matematica da
Pol6nia. Quando a Segunda Guerra Mundial estourou, as tropas soviéticas invadiram Lviv. Mas
como Banach tinha boas relacdes com os matemdticos da Unido Soviética, indo os visitar as
vezes, ele conseguiu se manter no cargo e foi bem tratado nessa nova administracdo, a guerra
ndo mudou muito a vida de Banach, que continuava com suas pesquisas, escrevendo seus livros
didaticos, dando palestras e indo a cafés. Sobolev e Aleksandrov visitaram Banach em 1940
em Lviv. Quando a Alemanha invadiu a Unido Soviética, Banach, que estava em Kiev, saiu
imediatamente de 14 e retornou para sua familia em Lviv. A ocupac¢ao nazista de Lviv em Junho
de 1941 fez com que a vida de Banach ficasse dificil, durante esta época muitos académicos

poloneses foram mortos, até seu supervisor Antoni Tomnicki foi morto em um dia de massacre



- 3 de Julho de 1941. Banach chegou a ser preso sob suspeita de traficar moeda da Alemanha
mas foi solto um tempo depois. Em 1944, quando os soviéticos retomaram a cidade de Lviv,
Banach j4 tinha aumentodo sua lista de contatos com grandes matematicos, sendo um deles
Sobolev. Banach pretendia ir a Cracdvia depois da guerra para se tornar o presidente da drea de
matematica na Jagiellonian University mas morreu em Lviv em 1945 de cincer ao pulmdo. A
andlise funcional é o ramo da matemdtica, e mais especificamente da andlise, que trata o estudo
de espacos de funcdes. Tem suas raizes histéricas no estudo de transformacdes, tais como a
Transformada de Fourier, e no estudo de equacdes diferenciais e equacdes integrais. A palavra
funcional remonta ao calculo de variacdes, seu uso em geral € atribuido a Volterra. A modela-
gem deu um grande impulso ao avanco da andlise funcional durante o século XX, devida a John
Von Neumann. S@o teoremas importantes da andlise funcional: teorema de hahn-Banach, teo-
rema da func¢do aberta, teorema do ponto fixo de Banach, teorema do ponto fixo de Schauder,
teorema de Banach-Alaoglu. Um tépico da andlise funcional que possui forte relacdo com a
topologia € o estudo dos espagos vetoriais localmente convexos, onde ndo se admite necessaria-
mente a existéncia de uma norma definindo uma topologia sobre os espagos vetoriais estudados.
A partir da segunda metade do século XX, gracas aos trabalhos de Von Neumann, Naimark e
Gelfand, a anélise funcional tem sido utilizada no estudo de 4lgebras ndo-comutativas e da K-
teoria algébrica. O teorema de Hahn-Banach € um dos principais resultados da andlise funcional
e € dificil mensurar sua importancia, tantos sdao seus coroldrios e suas aplicagdes. A esséncia do
teorema em sua versdo para espacos normados, € que funcionais lineares continuos ndo nulos
definidos em um subespaco de um espaco normado pode ser estendido a todo o espaco pre-
servando, linearidade, continuidade e até mesmo o valor da norma. Riesz e Helly interessados
em resolver algumas equacdes diferenciais, obtiveram os primeiros teoremas de extensdo de
funcionais em alguns espagos de funcdes. Hahn em 1927 obtive o primeiro resultado para o
caso real e Banach em 1929 conseguiu resultados para casos mais gerais. No presente trabalho
nosso objetivo € estudar o Teorema de Hahn-Banach, isto € entender suas demonstragdes tanto
na sua forma analitica como na sua forma geométrica e suas aplicacdes. No segundo capitulo
desenvolveremos as teorias e conceitos tanto da dlgebra linear como da andlise real que serdo
utilizados nas demonstra¢des. No terceiro capitulo enunciaremos o Teorema de Hahn-Banach
na suas duas formas e suas respectivas demonstracdes e algumas aplicagdes, seguidamente bem

as consideragdes finais e as referéncias bibliogréfica.



Capitulo 2

Preliminares.

2.1 Espacos métricos

Defini¢do 2.1.1. Diremos que um conjunto X # () é um espago métrico, se sobre ele estd
definida uma aplicagado,

d: X xX—R
Satisfazendo as seguintes propriedades:
1. d(z,y) > 0 para quaisquer x,y € X e ainda d(z,y) =0 <z =y.
2. A aplicagdo d é simétrica, isto é, d(x,y) = d(y, x).
3. d(x,y) < d(z,z) + d(z,y) (desigualdade triangular).

A aplicagdo d é chamada de métrica.
Um espago métrico esta definido desta forma pelo par ordenado (X, d). Vejamos alguns

exemplos.

Exemplo 2.1.1. Tomemos o conjunto de pontos A = {x1,2s,...,x,}. Definimos sobre este
conjunto a aplicacdo:

d: Ax A— R

da seguinte forma

d(l’i,l'j) =1- 5@',
onde 0;; é o delta de Kroncker, definido como
(51']' :O, se 275], 5“ =1.

Facilmente verifica-se que d é uma métrica.



Daqui pra frente iremos trabalhar com conjuntos munidos das estruturas algébricas de espa-

cos vetoriais (ver [2]).

Exemplo 2.1.2. Denotemos por X = {m = (11,22, 23) € R3; ||z]| := /2 + 25+ 22 < 1}.

Sobre este espaco definimos a aplicagdo:
d: X xXr—1R

da seguinte forma

d(z,y) = llz —yll.
Exemplo 2.1.3. Denotemos por X = C(a,b) o espago de todas as fun¢des continuas definidas
sobre o conjunto fechado |a,b]. Sobre este espaco definimos a aplicagdo

d(f,g9) = sup |f(x) —g(z)]

z€[a,b]

temos que o par ordenado (X, d) é um espagco métrico.

Demonstracdo. Primeiramente vamos verificar que a aplicac¢do d esta bem definida. Sabemos
que a diferenca e a composi¢do de funcoes continuas também € uma funcao continua (ver [1]),
como as funcgoes f e g sdo continuas, segue que a funcio f — g é continua, temos também que a
fun¢do modulo é continua, dai a composicdo | f(z) — g(x)| também é continua. Seja o intervalo
[a, b] compacto, sabemos que a imagem de um conjunto compacto por uma fungéo continua é
compacto (ver [1]), dai a imagem da fun¢@o | f(z) — g(x)| no intervalo [a, b] é campacta, logo

¢é fechada e limitada, assim existe:

sup {[f(z) — g(2)| ;= € [a, 0]}

Portanto a aplicacdo d estd bem definida. Agora vamos verificar se o par ordenado (X, d)

satisfaz as condigoes de espaco métrico.

1. Como a fun¢do modulo € sempre maior ou igual a zero, temos que

d(f.g) = sup |f(x) — g(a)| >0 para quaisquer f.g€ X,
z€[a,b]

se d(f,9) = supyepap /() — g(x)| = 0temos [f(x) — g(x)| =0 Va € [a,b], que por
sua vez implica f(z) = g(z) Vx € [a,].

5



2. Dados f,g € X, temos que |f(x) — g(x)| = |g(z) — f(x)| Yz € [a,b] tomando o su-

premo em ambos os lados dessa igualdade obtemos: d(f, g) = sup,c(o 4 |f(z) — g(z)| =

SUPze[a,b] lg(x) — f(x)] =d(g, f) (désimétrica).

3. Dados f,g e h € X segue das propriedades do modulo que:

[f(2) = g(2)| <|f(x) = h(z)] +[h(z) = g(z)] .

Tomando o supremo em ambos os lados dessa desigualdade temos

sup |f(z) —g(z)| < sup {|f(z) = h(z)| +|h(z) —g(2)] },

x€[a,b] z€[a,b]

segue das propriedades de supremo que

sup {[f(z) = h(z)| + |h(z) — g(x)[ } = sup [f(x) = h(z)| + sup |h(z) —g(z)|

z€[a,b] z€[a,b] z€[a,b]
dai
d(f,g) < d(f,h)+d(h,g).

Portanto o par ordenado (X, d) definido acima é um espago métrico 0
Definicao 2.1.2. Seja X um espaco métrico e x € X. Dado um niimero real r > 0, definimos:

1. A Bola Aberta de centro x e raio r, denotado por B,.(z), com sendo o conjunto

By(x) ={y € X;d(z,y) <r}.

2. A Bola Fechada de centro x e raio r, denotado por B.[x], com sendo o conjunto

B,[z] = {y € X;d(z,y) <r}.

3. A Esfera de centro x e raio r, denotado por S, (x), com sendo o conjunto
Sr(x) ={y € X;d(z,y) =r}.

Definicio 2.1.3. Seja (X, d) um espago métrico, (v,),.y C X e x € X . Dizemos que
(71) ey € uma sequéncia convergente para x no espago métrico X se para todo ¢ > 0 existe
N > 0,N € N tal que:

n>N=d(z,,x) <e.

6



Definiciio 2.1.4. Seja (X,d) um espaco métrico e (x,,), .y C X. Dizemos que (x,), . € uma

sequéncia de Cauchy no espagco métrico X, se para todo € > 0 existe N > 0, N € N tal que:
m,n > N = d(xm,, x,) < €.
Quando toda sequéncia de Cauchy é convergente, diremos que o espago métrico é completo.

Exemplo 2.1.4. O conjunto dos niimeros reais com a métrica dada pelo valor absoluto é um

espaco métrico completo.

7z

Demonstragdo. Seja (), uma sequéncia de Cauchy em X = R, mostremos que (), oy €

limitada: Tomando e = 1 > 0 existe NV > 0 tal que:

n,ne >N = |z, —x,| <1

Fixemos agora o indece n, = NN. Da desigualdade triangular, temos
2| < |zn —an] + en] <1+ [zy]
Tomando Cy = 1 + |z x|, obtemos
|z,| < Co ¥Yn > N

Tomando C' como

C = max {x1, 2, ..., 2n,Co}

temos

|z, <C VneN
Como a sequéncia € limitada, do teorema de Bolzano-Weierstrass (ver [1]) segue que existe uma
subsequéncia de (z,),,.y que a denotaremos por (z,, ), . € Um nimero real x tal que

Ty —> T

Finalmente, mostraremos que a sequéncia (), .y converge para . Tomemos ¢ > 0, entdo

para $ > 0 existe NV > 0 tal que

|z, — x| < %,Vn € Ne

€

n>N:>|;1:n—xN\<2

7



a segunda setenca ocorre devido a sequéncia (), ser de cauchy. Temos que

€ €
n>N:>]a:n—.r|§]a:n—a:nk|+]:cnk—a:|<§+§:e.

Assim temos, z,, — z, como queriamos demonstrar. Portanto (R, |- |) € um espago métrico

completo. [

Exemplo 2.1.5. O espaco métrico dado por X = C([a,b]), o espago das func¢bes continuas
sobre o intervalo [a,b] com a métrica
(f.g) = sup f(z) — g(2)]
z€[a,

€ um espago métrico completo.

Demonstragcdo. Seja f, uma sequéncia de Cauchy em X = C(]a, b]), entdo para todo € > 0
existe N > 0 tal que

m,n > N = d(fn, fm) <€

Assim, param,n > N,
() = fin(2)] < Sup, [fn(2) = fn(2)] <€
z€|a,
Desta forma (f,,(z))nen € uma sequéncia de cauchy em R, para cada = € [a,b]. Como R é
completo, existe y, € R tal que

Jo(@) — Yo

Defina a funcdo f : [a,b] — R, onde f(z) = y, = lim,— o0 fn(2).
Para provar que C'([a, b]) é competo, basta mostrar que f é uma funcdo continua e que f,, — f.
Mostraremos que f € C([a,b]). Sejam 1 e x5 € X quaisquer, dado € > 0 pela convergéncia

existem N7 e N, tais que
n > Ny = |fo(®1) = f(@1)] <5 (N1 = Ni(e, 1))

n > Ny = |fu(22) — f(z2)] <5 (N2 = Na(€,22))

Wl Wwlae

Denotemos por N = max { N1, N }. Por outro lado, pela continuidade de f,, no compacto [a, b]

temos que existe o > 0 tal que

21— 2o| < 8 = |fula1) — folao)] <§

8



Da desigualdade triangular obtemos que

|f(z1) = fz2)] < |f(z1) = falz)] + [fa(z1) = falz2)] + | falza) — fia)]

Tomandon > N e |x; —x2| < § concluimos que

|f(z1) — f(22)] <§+§+§:€

De onde segue a continuidade de f. Logo f € C([a,b]). Como (f,)nen € uma sequéncia de
Cauchy em C([a, b]). Temos que para todo = € [a, b] e paratodo € > 0 existe N > 0, N = N (¢)

tal que param,n > N

(@) = fm(@)] < sup [fo(z) = fm(z)] <€

z€la,b]

Fazendo m — oo temos que para todo z € [a, b]

n>N=|fu(z) = fz)] <€

Tomando o supremo,

n>N=d(fn,f)= sup |fu(z)— f(2)] <€

z€la,b]

Donde concluimos que f,, — f como queriamos demonstrar. Portanto o espaco métrico dado

¢ completo. [

2.2 Espacos normados

Definicao 2.2.1. Diremos que um espaco vetorial X, é um espaco normado, se existe uma

fungado ||-|| : X — R satisfazendo as seguintes propriedades:
1. ||z]] >0 paratodo x € X e |z||=0< 2z =0.
2. |z +yll <zl + llyll para quaisquer z,y € X.
3. ||azx| = |a| ||z|| para todo o € R e para todo x € X.

Todo espaco normado é um espaco métrico, com a métrica definida por d(z,y) = ||l — y||,

denominada métrica induzida pela norma.



Definicao 2.2.2. Um espaco que é completo com a métrica induzida pela norma é chamado de

Espaco de Banach.

Exemplo 2.2.1. Denotemos por C([a, b]) o conjunto de todas ds fun¢des continuas no intervalo

la, b]. Podemos dar a este espago uma estrutura de um espago normado, introduzindo a norma

191, = [ 1@l ds

Demonstragdo. Vamos verificar se ||-||, satisfaz ds condi¢des de norma:

1. Seja f € C([a,b]) temos por definicdo de modulo que,
|f(2)] =0, Vz € [a,b]

tomando a integral em ambos os lados da desigualdade temos

b b
Hf|h=/ If(x)!dxzf 0]z = 0

e ainda

I, = [ 5@ dz =0 & f() =0 Yo € [a.b

2. Paratodo f € C([a,b]) e paratodo o € R, segue das propriedades de modulo que:

lof ()] = [l [f(2)]

tomando a integral em ambos os lados e usando as propriedades de integral segue que,
b b
lecf]ly = / |af (z) dv = |af / |[f (@) dz = [al || £1;
3. Dados f, g € C([a, b]) segue das propriedades de modulo que:

|f+gl < [fl+1g]

tomando a integral na desigualdade acima e usando propriedades de integral obtemos,

b b b
||f+g||1=/ \f(ﬂf)Jrg(x)ldﬂsé/ If(:v)ldﬂf+/ l9(x)| dz = [ fll, + llglly

Portando a fungdo ||-||, definida acima é uma norma.

10



Exemplo 2.2.2. O espago C([0, 1]) munido da norma ||-||, ndo é um espago completo.

Demonstracdo. Consideremos a sequéncia de funcdes definidas por:
Fo i 10,1 — R, fulz) = a".

Mostraremos que essa sequéncia nido converge em C'([0, 1]). Primeiramente vamos calcular o
limite de f,,, para cada « € [0, 1] tomemos o limite quando n — oo, na sequéncia de fungdes

definida acima

n—aoo n——~oo
1. Sex =0,
fn(0)=0"=0
logo
lim f,(0) = lim 0=0
n—>-aoo n—-ao0
2. Se0 <z <1,
lim f,(x)= lim 2" =0
n—m=oo n—-—ao0
3. Sex =1,
f()y=1"=1
logo

lim fi(x)= lim 1=1

n—aoo n—aoo

Assim obtemos

ﬁ@—%ﬂ@wwkﬂ@={?gii<l

Agora se a sequéncia dada acima convergisse em C'([0, 1]), existiria g € C([0, 1]) tal que f,, —
¢ uniformemente. Mas neste caso teriamos que ( f,,),en converge para g pontualmente, oque é

um absurdo, pois o limite pontual de (f,,),en € a fung@o:
0, 0<x<1
f<x)_{ 1, z=1.

que por sua vez nao pertence a C'([0, 1]), Portanto o espago ndo é completo. O
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2.3 Operadores Lineares

Sdo aplicacdes entre espagos vetoriais que possuem propriedades importantes e revelam

caracteristicas intrinsecas dos espagos em que estdo definidas.

Definicao 2.3.1. Um Operador Linear entre espacos vetoriais X e Y é uma aplicacdo T :

D(T) € X Y, em que seu dominio D(T') é subespago de X e
T(x+ay) =T(z)+ oT(y);Ve,y € D(T) e Ya € F
Note que 7'(0x) = Oy para todo operador linear.

Defini¢do 2.3.2. Definimos como Niicleo de T, denotado por N(T), e a Imagem de T,

denotada por Im(T), os conjuntos:
N(T) = {z € D(T) : T(z) = 0y}
Im(T)={yeY :3x € D(T) com T(x) =1y}

Defini¢iio 2.3.3. Seja T : D(T) C X — Y um operador linear, definimos por T~ 0 operador
inverso de 'T', onde

T: Im(T) C Y — D(T)

Proposicao 2.3.0.1. Seja T : D(T) C X —— Y um operador linear. Verifique os seguintes

itens:

1. Aimagemde T, Im(T) e o nicleodeT, N(T) sdo subespagos vetorias (ver [2]).
2. Sedim (D(T)) = n < oo, entdo dim (Im(T)) < n.
3. O operadorinverso de T, T~ : Im(T) — D(T) existe se, e somente se,

N(T) = {0x)

Caso exista, ele é linear.
4. SeT, S sdo operadores lineares invertiveis e Im(S) C D(T)), entdo
(ToS) =81 oT™!

12



Demonstragdo. 1. Note que os elementos neutros satisfazem: Ox € N(T') e 0y € Im(T).

N(T) € D(T)

Sejamu,v € N(T) e a € F (F éigualaR ou C), mostraremos que (u+av) € N(T).
Observe que

T(u+ av) =T(u) +aT(v) = Oy
Portanto, (u + av) € N(T') e temos o resultado.

Agorasejamw, z € Im(T) e o € F, mostraremos que vale a relagdo (w+az) € Im(T).

Notemos que existem u, v € D(T) satisfazendo t(u) = w e T'(v) = z. Assim
w4+ oz =T(u) +aT(v) =T(u+ av)

Segue que w + az € Im(T') e temos o resultado.

2. Para mostrarmos isso, mostraremos primeiramente que o conjunto 7'(A) ™!

¢ L.I quando
A C Im(T) é L.I. Considere o seguinte conjunto L.I A = {vy, vy, ...,v,} C Im(T),

logo existem x1, 3, ..., x, € X tais que T'(z;) = v;. Seja a conbinacdo linear nula

n
E ;.0 = OY
=1

Aplicando 7" em ambos os lados da igualdade, teremos que

Oy =T (Zn: Oézl'l> = Zn:azT(l'l) = Xn:ai.vi
=1 =1 i=1

Segue que, por {vy, vy, ..., v, } ser L.I, «a; = am,...,a, = 0. Portanto T'(A)~*  L.I.
Agora tomando A C I'm(T) como sendo uma base, suponhamos que card(A) > n, entdo
pelo que acabamos de mostrar o conjunto T'(A)~! serd L.I, com card (T(A)™') > n.

Sabemos por definicdo que,
T(A)~ c (D(T)
logo
n < dim (T(A)™") < dim (D(T))

Um absurdo, pois dim (D(T)) = n < oo logo dim (T'(A)~!) < n, ou seja nenhuma base

n,
de Im(T') tem dimensdo maior doque n, Portanto dim (Im(T)) < n.
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3. Suponha que 7'(z) = Oy = = = O, entdo segue que
T(z) =T(y) =z =y pois Oy =T(x) = T(y) = T(z - y)

Logo T € injetiva (ver [2]) e portanto existe 7' : Im(T) — D(T). Agora, se T~!

existe, entdo como 71 (0y) = Ox, se

e, aplicando a inversa

r=T""(T(r)) =T '(0y) =0x =2 =0x

4. Sejam T : X — Y e S : Y —— Z operadores lineares invertiveis. Temos que

(SoT): X — Z,eexiste (SoT)" . Assim
(SoT)(SoT) =1y

Onde I € o operador identidade em Z. Aplicando S~! e usando S™! o S = Iy, nés
obtemos
Sto(SoT)(SoT) ' =T(SoT)™*
Stol,=T(SoT)™!
St=T(SoT)™!

Agora aplicando 7! e usando 7! o T' = Ix, nés obtemos o resultado desejado
THoT(SoT) ' =(SoT) ' '=T"1087"
]

Lema 2.3.1. Sejam X,Y espacos vetoriais e B = {x,, :n € J C N} base de X (definicdo
de base ver [2]). Entdo o operador linear T' : X —— Y estard totalmente determinado se

soubermos as imagens por T de x,,.

Demonstragdo. Seja T’ : X —— Y um operador linear e z € X. Sabendo que z pode ser
representado de maneira Unica (ver [2]), como

LCJ

r = E ;.75

1€L

14



Com L C J finito e usando a linearidade

T(x)=T (Z ai.xl) = Z a;.T'(x;)

i€L i€L
Como z € X arbitrario e B € uma base, concluimos que o operador estd totalmente determi-

nado. O]

Definicao 2.3.4. (Operador Linear Limitado). Sejam X e Y espacos vetoriais normados e
T : D(T) C X — Y um operador linear. O operador T é dito ser limitado se existe um

nimero real C' tal que

IT(@)lly < C.llzllx Vo e D(T)

Teorema 2.3.1. Seja T : X —— Y um operador linear. Entdo as seguintes proposicoes sao

equivalentes:
1. sup{||T(x)|ly : ||lz]|x <1} < oo, ou seja, a imagem da bola fechada unitdria é limitada.
2. 3 M satisfazendo || T (z)|y < M. ||z, Vo € X.
3. T ¢é uniformemente continuo.
4. T é continuo.
5. T ¢ continuo no vetor Ox.

Demonstragdo. (1. = 2.) Seja M = sup{||T(x)||y : ||z]|x < 1}; se Ox # x € X entdo,

tomando
T temos [lylly = o [l = 1
y=-—— temos ||y|lyx = ——||z||+v =
] x Xzl T
Assim
A
HﬂMbSMéw( ) <M
lzllx / lly
Portanto

IT@ly < M.Jlally, Vo€ X

(2. = 3.)Sez,y € X, entdo

IT(z) =Ty = IT(x = ylly <Ml —yllx
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mostrando que 7' é Lipschitziana, consequentemente 7' € uniformemente continua em todo o
seu dominio.

(3. = 4.) Sabemos que toda aplica¢do uniformemente continua também é continua, portando
T' é continua.

(4. = 5.) Imediato.

(5= 1.) Seja 0y, como 7" é continua em Oy, tomando ¢ = 1, existe 6 > 0 tal que
[T(z) =TO)[ly = T(x)ly <1 se |lz—=0[x =z]x <6
Assim, se ||z||y < 1, vem que ||0z|| <6 e ||T(0z)|l, < 1. Portanto

7@y < X

(o)

e (1) vale. O

Definicdo 2.3.5. Sejam X e Y espacos vetoriais normados. Denotaremos por B(X,Y) o
conjunto dos operadores lineares limitados.

Exemplo 2.3.1. Se T': X — Y ¢é linear e dim(X) < oo, mostre que T € limitado.

Demonstra¢do. Como dim(X) < oo, temos que dim (7'(X)) < co. Podemos tomar entdo uma

base de X qualquer dada por {ey, es, ..., e, } e, pela linearidade de 7',

T (x = Z%-@) = Z ;. T'(e;)

<Y leal TG < D loul - max (T ()] i = 1,..om}
=1 =1

Assim,

1T ()]l =

]

Exemplo 2.3.2. Seja Py o espago normado das fungdes polinomiais p : [—1,1] — R de grau
menor ou igual a N com a norma da convergéncia uniforme ||-|| .. Seja D : Py — Py 0

operador derivada D (p(t)) = p/(t) para todo t € [—1,1]. Mostre que D é limitado.
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Demonstracdo. Da teoria de funcgdes, sabemos que o operador derivada D € linear. Usaremos
o Teorema (2.3.1) para provar que D é limitada. Seja (py) C Py, uma sequéncia convergindo

para Op, , 0 polindmio nulo. Usando a convergéncia uniforme, podemos escrever:
Ve > 0,3 ky € N tal quese k> ko, entdo ||pr(t) — Opyll, <€

Como
N N

pr(t) =Y alt', entio D(pi(t)) =) iaft™

i=1 i=1

Além disso, note que ¢ € [—1, 1] e a desigualdade triangular implicam que

TOTNED PR EOTNED SRR ERY bol)

De (px) — Op,, temos que (a¥) — 0, i =1,..., N. Segue que

k
0%

(

)—0, i=1,.,N

e, assim,

D@L, < N (z \aﬂ) 0

i=1
Portanto

D(pi(t)) — Opy

Mostrando que o operador derivada D € continua no ponto Op,. Logo pelo Teorema (2.3.1),

concluimos que D ¢ limitada. [

Definicdo 2.3.6. Sejam X e Y espacos normados e T € B(X,Y). Definamos a seguinte
norma

IT]| = sup {|T(@)[ly : [l«]lx <1,z € X}

Exemplo 2.3.3. Seja X o espaco vetorial das fung¢des polinomiais em C([0,1]) e seja D :

X —— X o operador derivada. Este operador ndo pertence a B(X, X)

Demonstragdo. Consideremos p,,(t) =t", ¥Yn € N, segue que D(p,(t)) = n.t""'. Note que
o0 (D)l =1 € [D(pa(®))llc =n ¥n e N

Como
| D] = sup {[|D(pn(D))ll : [IPa(B)]c < 1,2 € X}
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Segue que

| D[] — o0

Portando o operador derivada D ndo pertence a B(X). O
Teorema 2.3.2. Se X é um espago normado e Y é de Banach, entdo B(X,Y) é de Banach.

Demonstracdo. Seja (T,) C B(X,Y) uma sequéncia de Cauchy. Entdo para todo € > 0 dado,

existe N(¢) € N tal que

175 — Tl px,yy < € sempre que m,n > N (e)
Note que para cada x € X tem-se

ITn(2) = Ton(@)lly <N To = Tl - 2] < € [l]

= 1 Tw(x) = Tu(2)lly < e [l2|

Segue que (7),(x)) C Y é de Cauchy, como Y é Banach, temos (7},(x)) converge para algum
ye€Y.DefinaT : X — Y por T'(z) = y = lim,,—,o.Tn(x), 0 qual € linear. Mostremos que

T € B(X,Y). Segue da desigualdade acima e pela continuidade da norma que
ITu(2) = T(@)lly = Jim_|[Tu@) = Tu(@)lly < 2], 7> N(e)

Logo (T, — T) € B(X,Y) com ||[T, —T|| < e. Por B(X,Y) ser um espaco vetorial, e
T =T,+(T—-T,), segueque T € B(X,Y). A desigualdade ||T,, — T'|| < € para todo

n > N(e) mostra que 7, — T em B(X,Y’), concluindo a demonstragao. [l

2.4 Espaco Dual

Definicao 2.4.1. Seja X um espaco normado sobre o corpo ¥. Entdo um operador linear

f X —— F e denominado Funcional Linear.

Definicao 2.4.2. Seja X um espago normado, entdo o espago de Banach B(X, ) serd denotado
por X* é chamado de Espaco Dual de X. O espaco de Banach B(X*, ) serd denotado por
X** é chamado de Segundo Espago Dual de X.
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Consideramos o X ** porque € fato conhecido um importante relacdo entre X e ele. Ha uma
forma natural de identificar elementos de X com elementos de X **.
Definimos g € X** da seguinte maneira: para cada + € X fixado consideremos ¢,(f) =

f(z), Vf € X*, que é linear pois dados f,h € X* e a € IF temos
92(f + ah) = (f + ah)(z) = f(z) + ah(z) = gu(f) + aga(h)
Como para cada z € X temos o elemento g, € X**, podemos definir a funcio
C: Xr— X™

T gy

denominada de Aplicacdo Canonica de X em X™**.

Mostremos que C' € linear. Sejam x,y € X, f € X* e a € IF temos
(Clz+ ay)(f) = Goray(f) = f(z + ay) = f(z) + af(y) =

9:(f) + agy(f) = (C(2))(f) + a(CY))(f)

como f € X* foi arbitrdrio, conluimos que a Aplicacdo candnica € linear.

Definicao 2.4.3. Seja X um espaco normado e X** o segundo dual. Entdo se a aplicacdo

canénica é sobrejetiva dizemos que X é um Espaco Reflexivo.
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Capitulo 3

Teorema de Hahn Banach

Para entender a demonstragdo do teorema de Hahn-Banach, precisamos primeiramente re-

visar o enunciado do Lema de Zorn

3.1 Lemade Zorn.

Definicao 3.1.1. Um conjunto X ¢é dito parcialmente ordenado se existe uma relacdo bindria

7

<7 em X, satisfazendo as seguintes condigoes.
1. x<z,Vr €X.

2. sex<yey<x entdo r=yvVzry cX.
3. sex <yey <z entdo T < 2.

Observacao 3.1.1. O termo "parcial”aparece porque pode haver elementos que ndo sdo com-

pardveis de acordo com a relacdo” <" dada.

Definicao 3.1.2. Um conjunto totalmente ordenado, é um conjunto parcialmente ordenado no

qual quaisquer dois elementos sdo compardveis de acordo com a relagdo bindria dada.

Definicao 3.1.3. Seja X um conjunto parcialmente ordenado, temos que m € X é um elemento
maximal em X se para todo a € X com m < a segue-se que a = m .Um elemento y € X é

uma cota superiorde W C X, se b < y para todob € W.

Exemplo 3.1.1. Seja X um conjunto e P(X) as partes de X isto é. P(X) = {A;A C X}
,observe que P(X) € parcialmente ordenado com a seguinte relagcdo bindria A < B < A C B.

Temos também que X é o tinico elemento maximal de P(X).



Lema 3.1.1. (Lema de Zorn): Seja X # () um conjunto parcialmente ordenado. Suponhamos
que todo subconjunto totalmente ordenado () C X tem uma cota superior, entdo X tem um

elemento maximal.

3.2 Hahn-Banach Analitico.

Teorema 3.2.1. (Teorema de Hahn-Banach Real). Sejam X um espaco vetorial sobre o corpo

dos reais e p : X — R um funcional sublinear, ou seja, que satisfaz:
1. p(Az) = A\p(z), Ve € X e A >0
2. plx+y) <p(x)+ply) para quaisquer x,y € X

Se f : G — R € um funcional linear definido no subespaco G C X que é dominado por
p, ou seja, f(y) < p(y) Yy € G. Entdo existe um funcional linear F : X —— R que estende f,
isto é F'(x) = f(x) Vo € G, e que satisfaz F(z) < p(x) Vo € X.

Demonstragdo. Considere a seguinte familia P de funcionais lineares definidos em subespacos

de X que contém G-

¢:D(¢p) C X +—— R:D(¢) ésubespaco vetorial de X,
P =< ¢ élinear, G C D(¢),o(y) = f(y) paratodo y € G
e ¢(r) < p(x) paratodo = € D(¢)

Em P, definimos a relacdo de ordem parcial:

¢1 < ¢2 = D(d1) € D(¢2) € ¢ estende ¢,
isto € ¢o(z) = ¢1(x) paratodo = € D(¢y)

Note que P € nao-vazio pois f € P. Mostraremos agora que todo subconjunto totalmente
ordenado de P admite uma cota superior.

Seja (Q C P um conjunto totalmente ordenado, defina ¢ : D(¢)) — R por

D(y) = U D(¢i) ev(z) = di(z) sex € D(¢)
$i€Q

Afirmacao 3.2.1. ¢ € P e ¢ é uma cota superior para o conjunto Q).

Demonstragdo.
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1. ¢ estd bem definida, pois dado = € D(¢), se = € D(¢;) e © € D(¢;) com i # j

sendo () totalmente ordenado devemos ter:

i < @j ou ¢; < @

vamos supor que ¢; < ¢;, neste caso D(¢;) C D(¢;) e ¢; estende ¢; istoé

¢i(x) = ¢i(x) Vo € D(¢i)
Assim a fungdo 1) estd bem definida.

2. D(%) é subespago vetorial de X pois dados x,y € D(v) devemos ter.

x € D(¢;) e y € D(¢;) paraalgum i, j

Supondo que ¢; < ¢;, temos D(¢;) € D(¢;) entdo = e y € D(¢;), pela defini¢do do

conjunto P, temos que cada D(¢;) é um subespaco vetorial de X. Assim se A € R,
x+ Ay € D(¢,)
3. 1 é funcional linear. Sejam z,y € D(¢)) e A € R, entdo existe ¢;, ¢; € P tal que

z € D(¢;) e y € D(¢;),se ¢; < ¢ temos

Y+ Ny) = ¢j(z + Ay) = ¢5(x) + Ag;(y)

= Yz + Ay) = Y(x) + M (y)

4. 1 é dominada por p. Observe que G C D(v)), sex € D(v), existe ¢; € P tal que = €
D(¢i) e () = ¢i(x).
Logo

U(x) = ¢i(x) < p(x) Vo € D(1))
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De 1), 2), 3) e 4) temos que ¢ € P etemostambém que ¢; < ¥ V¢; € (). Com isso
encerramos a demonstra¢do da Afirmacgdo (3.2.1).
Usando o Lema de Zorn (3.1.1), concliimos que o conjunto parcialente ordenado P tem

um elemento maximal F'. O]

Para fechar a prova do Teorema de Hahn-Banach real, falta mostrar que o dominio de F' é

todo o espago vetorial X.
Afirmacao 3.2.2. D(F) = X.
Demonstrag¢do. Suponhamos por absurdo que D(F) # X, logo existe, o € X\ D(F'). Defina
o funcional linear:
¢:D(¢p) - R, onde D(¢) = D(F)+ Ry e
¢(x +teg) = F(x) +ta, v € D(F)

Comt € R e « é uma constante a ser determinada a seguir de modo que ¢ € P.

Mostraremos primeiramente que existe a € R tal que

(r+ ), Vo € D(F)

F(z) +a<
{ a < p(x—xy), Yz e D(F) (3.1)

p
F(r)—a<p

Note que,

F(x)+ F(y) = F(z +y) <plr+y) <plw+x0) + ply — 20)

Consequentemente

F(y) — ply — z0) < p(z +x0) — F(z) Vo,y € X
Portanto

sup {F(y) = ply = 20)} < inf {plw +20) = ()}

Tomando « tal que,

sup {F(y) =ply —z0)} < a < inf {p(z +9) — F(2)}

Tem-se que (3.1) ocorre. Segue de (3.1) que
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F(z)+ta<p(z+tr) Vo€ X e Vt€R (3.2)

Pois
e Se t>0,
F(x)—i—ta:t[F (%) —|—0z] <tp (%—l—xo) = p(z + tzy)
e Se t <0,
F(z) +ta=—t {F (—it) —a} < —tp (_——x()) = p(z + tzo)
e Set=0

F(x)+ta = F(z) < p(x) = p(x + tzo)

Mostrando que (3.2) é verdadeira e portanto

o(y) < ply) Yy € D(h)

Com ¢ estendendo F' e ¢ # F o que é uma contradi¢do com fato de F' ser um elemento

maximal, ficando demonstrado a Afirmacao (3.2.1). ]

Portanto de (3.2.1) e (3.2.2) concluimos a demonstragio do teorema de Hahn-

Banach(analitico).

]

Teorema 3.2.2. (Teorema de Hahn-Banach para espacos normados). Seja f um funcional
linear limitado em um subespaco Z de um espagco normado X. Entdo existe um funcional

linear limitado F' € X™ que é uma extensdo de f para X e tem a mesma norma, ou seja:

e = W Fll -

onde

1]

x+ = sup [F(z)[ , [[fllz. = sup [f(2)]
reX reZ

llzl|=1 llz]l=1

24



Demonstracdo. Se Z = {0}, entdo f = 0, e aextensdo é F' = 0. Seja Z # {0}, e f : Z — R,

considere o seguinte funcional:

p: X—R

onde p(z) = || /]

Z* x|

Temos que p satisfaz as condi¢des do teorema de Hahn-Banach real, pois dados quaisquer

xeyeX e A>0segue que,

p(Az) = ||f]

Al = (AL /]

| = Al f

Z* A Z% z| = Ap(x)

zl + 1]

p(@+y) = [[fllz- I+ yll < [1Flz Al +lylh) = 17112 z- Iyl = p(z) +p(y)

e observe que

[f (@) < [|f]

x| =p(x) Ve e Z

Z*
Dai podemos aplicar o teorema de Hahn-banach e concluir que existe um funcional linear

F em X, que é uma extensao de f e satisfaz

|F(z)] < [If]

z|| =plx) Ve e X

Z*

Tomando o supremo sobre todo x € X de norma 1 nds obtemos a desigualdade

£

x+ = sup [F(z)] <[|f]
zeX

llzll=1

x- 2 |If]

Z*

como F' é uma extensdo de f tem-se || F|

- e portanto | Fly. = [ £l

Corolario 3.2.1. Seja X um espaco normado, para cada x existe um funcional linear limitado

F e X* tal que

£

x» =1 e F(zo) = [zl
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Demonstracdo. Considere o subespaco Z de X, constituido por todos os elementos © =

azxy ,a € R. Em Z definimos o funcional linear f por:

f(@) = flaxo) = a |z

L oq. . ~ ’
observe que f € linear pois, se ,y € Z entdo x = axp,y = @ T €

£ O +y) = f (ot a)ee) = (a+a) ol = Malzol) + o [lzo]

[z +y) = f(Ar) + f(y)

temos que f € limitada e || f||

7+ = 1 pois

|[F(@)] = [f(azo)| = |a [[zoll = []]

tomando o supremo sobre todos 0s x € Z de norma 1 obtemos

/1

2+ = sup | f(z)] = sup [|zf| =1
i o=t

= |I£l

Z*:1

pelo Teorema (3.2.2) temos que f tem uma extensdo linear ' de Z para X, de norma

[El e = [[fll 2 =1
e temos também que F'(xo) = f(zo) = |||
]
Observacao 3.2.1. .
1. dado x € X se f(x) =0, Vf € X* entdo x = 0.
Segue do coroldrio (3.2.1) que dado x € X, exite f € X* tal que f(x) = ||x||, como

f(z) =0 = ||z|| = 0 e portanto x = 0.

2. O elemento F no coroldrio (3.2.1) ndo é iinico em geral. Sejam X = R? e ||(z,y)| =

|z| + |y|. Tomemos xo = (1,0) e consideremos fy : Ry — R para 0 < X\ < 1 definida
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por fr =x + \y.
Note que f) é linear e

falwo) = fx(1,0) = 1 = [z

Temos também que

[, y)l = lo -+ dyl < o + Myl < J2| + vl = lI(2, 9)]]

Tomando o supremo sobre todos os (x,y) € R? com norma menor ou igual a 1, segue

que

a9l = sup [fa(z,y)] < 1= |z

(z,y)ER2
[I(z,m) <1

Note ainda que

[z, y)ll = sup  [fa(z,y)| = [f2(1,0)] = 1 = [Jzo]]

(z,y)ER2
I(z,y)lI<1

donde concluimos que
13z, m)ll = llzoll

Neste caso temos infinitos funcionais lineares [\, pois temos infinitos A em [0, 1] e por

conseguinte, aplicando o coroldrio (3.2.1) temos infinitos F' satisfazendo as condi¢oes

dadas.

. O teorema de Hahn-Banach ndo garante a unicidade da extensdo.

Exemplo 3.2.1. Dado X = R? e G = {(z,y) € R* = = y}. Consideremos p : R* —
R definida por:

p(z,y) = V2? + y?

temos que p é sublinear. Seja f : G — R definida por f(x,r) = x, tem-se que f é

linear, e f(x,x) < p(x,z) para todo x € G, pois
flz,x) = < |z| = Va2 < Va2 + 22 = p(z, z)
Tomemos os funcionais lineares
Fi:R? — R; Fi(n,y) =2
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Fy:R? — R; Fy(z,y) =y
Note que F\|G = f e Fy3|G = f. Além disso temos,
Fi(z,y) = v < |a] = Va2 < V/a? + 2 = p(a,y)
Fo(z,y) =y <yl = Vi? < Va? + 42 = p(z,y)

oque mostra que o funcional que estende f ndo ¢ tinico.

A demonstragdo do Teorema de Hahn-Banach sobre espagos de Hilbert é mais "sim-

ples"tendo em vista o uso do Teorema da Representacao de Riesz.

Definicao 3.2.1. Um espagco com produto interno que é completo na norma induzida pelo pro-
duto interno é chamado de espaco de Hilbert. Note que, um espaco de Hilbert é um espaco de

Banach com a norma induzida pelo produto interno.

Teorema 3.2.3. Teorema da Representagdo de Riesz. Se H é um espago de Hilberte f : H —

R ¢ um funcional linear continuo, entdo existe ( e é unico) um elemento y € H tal que

f(z)=(zr,y) YVee H e

H* — Hy“H

Observacdo 3.2.2. . No teorema (, ) € o produto interno em H.

A prova deste teorema é dada no apéndice.
Vamos demonstrar o teorema de Hahn-Banach em um espaco de Hilbert.

Demonstracdo. Sejam L. C H um subespaco de H "‘fechado™ e f : L — R um funcional

linear continuo em L. Aplicando o teorema da Representacao de Riesz existe y € L tal que

flx) = (z,y)

=yl
vamos definir ' : H — R por,
F(z)=(z,y) , Ve €H

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz obtemos,

[E (@) =[G, )] < |2l g [1yll
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agora tomando o supremo em ambos os lados da desigualdade, sobre todos os z € H de norma

menor ou igual a 1, temos

1£()]

logo F' € H*, e como F' é uma extencdo de f tem-se

E @) e = (1 ()]

L* = HZJHH

donde concluimos que || F'(z)|| 5. = ||y|| ;. Portanto F' extende f com || F(z)|| . = || f(x)]

L**

O

3.3 Formas geométricas do teorema de Hahn-Banach Sepa-
racao de conjuntos convexos

Seja X um espaco vetorial normado.

Definicao 3.3.1. Um hiperplano(afim) é um conjunto da forma

H={zeX;f(z)=a}
onde [ é um funcional linear sobre X, ndo identicamente nulo e o € R. Dizemos neste

caso que H é um hiperplano de equacdo [f = a.

Proposicao 3.3.0.2. Um hiperplano de equacdo [f = «| é fechado se, e somente se, f é conti-

nua.

Definicdo 3.3.2. Sejam A, B C X. Dizemos que um hiperplano de equacdo |f = o] separa os

conjuntos A e B no sentido forte se

flx)<aVereAe fly >a Yye B

Dizemos que a separagdo é estrita se existe € > ( tal que

fle)<a—eVreAe flyy>a+e VyeB

Teorema 3.3.1. (1° forma geométrica do teorema de Hahn-Banach) Sejam A, B dois subcon-
juntos convexos (ver [3]), ndo vazios e disjuntos de X. Se A é um conjunto aberto, entdo existe
um hiperplano fechado que separa A e B no sentido forte.

Para entender a demonstracdo do teorema acima, precisamos de dois lemas que segue.
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Lema 3.3.1. Seja C C X um conjunto convexo, aberto e que contém a origem do espago

normado X. A aplica¢do

Py: X — R onde Py(z) =inf{a>0;a 'z € C}

é chamado o funcional de Minkowski, e goza das seguintes propriedades:
1. Po(Ax) = APy(z) VA >0 e Vz e X

2. C={re X;P(x) <1}

3. AM >0 tal que 0 < Py(z) < M ||z|| Vz e X

4. Po(x +vy) < Py(z) + Py(y) para quaisquer x,y € X

Demonstracdo. (1)dados A > 0exz € X temos
Py(Ax) = inf {a > 0;a"}(A\z) € C}

= Py(Az) = inf {aA7IA > 0; (o' Nz € C}
= Py(A\z) = inf {\(aA™!) > 0; ("' Nz € C}
= Py(A\z) = Ainf {(aX™!) > 0; (o' Nz € C}
— Py(\x) = APy(2)

(2) Sendo C' aberto, paratodo x € C, existe 6 > 0 tal queBs(z) C C. Tomemos ¢ > 0

de maneira que (1 + ¢)z € C. observe que para a = 1 temos

all+er=1)""1+e)r=(1+ezeC

dai pela defini¢do do funcional P,(x) devemos ter

P((1+ex)<1l=(1+¢e)F(r) <1= Fy(z) <

o que implica

C C{zeX;Pz) <1} (3.3)

Reciprocamente, se z € X, verifica Py(r) < 1, entdo existe « € (0,1) com a 'z € C.

Note que

z=ala'z)+ (1 —a)
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logo pela convexidade de (', tem-se que = € (' isto é

{re X;P(x) <1} CC (3.4)

Assim de (3.3) e (3.4) podemos concluir que

C={reX;P((z) <1}

(3) Seja d >0 tal que B;(0) C C, entdo para cada 0 # = € X definimos

0 x
y=—-—— € Bs(0) CC
2]
segue de (2) que
0 x J 2 ||z
Py) <l=PF(z+—)<1l=——F@) <l= Fr) < —
2| 2 ||| 0
considerando M = % obtemos
Po(z) < M ||z|| Yz e X
(4) Sejax,y € X e e > 0 dados, mostraremos que Po(§)+e’ P0(3)+6 € C. Sabemos que

Py(x) > 0, entdo dado € > 0 e somando a ambos os lados dessa desigualdade obtemos que

Py(x) ( x )
0< Pl(z) < Pz)+e=20< =————<1=20<RH|—+—) <1
() () Py(z) +e 0 Py(z) + €
logo por (2) concluimos que m € C' de maneira andloga mostramos que m eC.

Ro(@te -1 temos:
+e

Como C é convexo, tomando 0 < ¢t = o)+ Ro(y) e

x+y B tx (1—1t)y
Po(z) + Py(y) +2¢  Po(x) +e  Pyly) +e¢

Assim de (1) e (2) concluimos que

eC

Po(z +y) _ T+y
Po(x) + Poy) +2¢  ° (Po($)+Po(y)+2€> <!

= Py(x+y) < Py(z) + Poy) + 2¢

para quaisquer x,y € X e Ve > 0, fazendo ¢ — 0, isso implica que
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Po(z +y) < Po(x) + Po(y)

O

Lema 3.3.2. Seja C' C X um conjunto convexo, aberto e ndo-vazio, entdo para cada xo € X \C
existe um funcional linear F' tal que.

F(x) < F(x) Ve e C
Demonstracdo. Para o caso em que 0 ¢ C (ver[4]), suponhamos que 0 € C'.Seja Py o funcional

de minkowski, consideremos G = Rz e o funcional linear definido por:

p(trg) =t Vt € R

observe que ¢(x) satisfaz:

o(z) < Py(z) Yz € G

pois

o se t<0.

¢(t$0> =t<0< Po(tl’o)

e se t>0.

o(trg) =t < tPy(xg) = Po(tzo)

na ultima desigualdade usamos o fato de que

Temos que ¢(x) estd nas condi¢des do Teorema de Hahn-Banach, entdo aplicando o teo-

rema, existe um funcional F' € X satisfazendo

F(z) < Py(z) Yxe X e F(z) =¢(z) Yz € G
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da definicdo de ¢ e do funcional de minkowski P temos

F(zg) =¢(z9) =1 ¢ Py(z) <1 Vel

dai,

F(z) < Py(z) <1=F(xy) Ve e C

portanto

F(z) < F(zg) Yx € C

Demonstragdo. (teroema 3.3.1) SejaC' = {z —y;2 € A e y € B}, note que

1. C' é aberto, pois € uma unido de conjuntos abertos:

¢ =z —yzeap

yeB
2. C' é convexo: de fato, dados zi,29 € A e y,yp € B e 0 < t <

1 da convexidade dos conjuntos A e B temos

s — )+ (1= £)(ws — ) = #a) + (1= 0)(wa) — 1) + (1 = )() € C

-~

~
€A €B

3. Temos que o conjunto C' é ndo-vazio e C' # X, pois A, B sdo disjuntos e ndo-vazios

Observe que 0 ¢ C, pois AN B = (), pelo lema(3.3.2) existe F' € X tal que

F(z) < F(0)=0 Yz € C

ou seja

Fz)< F(y) Vte A e VYyeB
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de onde segue

sup F(z) < inf F(y)
z€A yeB

escolhendo v de maneira que

sup F(z) < a < inf F(y)
z€A yeB

temos

F(z) <a<F(y) Ve € A,Vye B

Portanto o hiperplano de equacdo [F' = «] separa os conjuntos A e B no sentido forte. []

Teorema 3.3.2. (2 forma geométrica do Teorema de Hahn-Banach ) Sejam A e B conjuntos

convexos, disjuntos e ndo-vazios do espago normado X. Se A é fechado e B é compacto, entdo

existe um funcional F € X que separa A e B no sentido estrito.

Demonstragdo. Vamos primeiramente mostra que € possivel escolher ¢ > 0 de modo que A +

B.(0) e B+ B.(0) sejam abertos, convexos e disjuntos:

1. Para qualquer € > 0, os conjuntos A + B.(0) e B+ B.(0) sdo abertos pois

A+ B.(0) = | J(z + B.(0)) = | ] Be(2)

TEA r€A

e 0 mesmo ocorre para B + B,(0).

2. dado ¢ > 0, como A,B e B.(0) sdo convexos, e sabemos que a soma de conjuntos
convexos € também um conjunto convexo, entdo A + B.(0) e B + B.(0) sdo conjuntos

Cconvexos.

3. Basta agora provar que é possivel escolher um € > 0 tal que A + B.(0) e B + B.(0)

sejam disjuntos. Suponhamos que isso ndo seja possivel, entdo para cada n € N temos
(A+B2) n (B+BL(0) #0
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logo existem sequéncias (2y),cny € A, (Yn)peny € B e (2n),en s (Wn),eny € Ba(0) tais
que
assim
Tn = Yn =W — 20 = |70 = Yall = lwn — zall =< JJwnll + ||2all < 7 + 7 =2
2
= ||z, —ynl| < — YR €N (3.5)
n

Como B é compacto, a sequéncia (y,), .y Possui uma subsequéncia convergente em 5 digamos

Yn, — Yo € B. Segue de (3.5) que

2
||‘rnk - ynk” < n_k

2
n,

fazendo nj, — oo ,temos y,, — Yo € — 0

dai

l2n, = yoll =0

logo x,,, — yo , como A é fechado obtemos que yy € A, donde segue que yy € AN B oque
contradiz o fato de A e B serem disjuntos. Portanto existe ¢ > 0 tal que A+ B.(0) e B+ B.(0)
sejam disjuntos.

Agora fixemos € > 0 tal que A+ B.(0) e B+ B.(0) sejam disjuntos, aplicando o teorema
(3.3.1) existe um hiperplano [F' = a] que separa A + B.(0) e B + B.(0) logo

F(z) <a< F(y) Yo, € A+ B(0), Vy. € B+ B.(0)

Assim

Flr+ezx) <a< Fly+ez) Vx e A, Yye B e Vz € B(0)

de onde segue

F(z) + ¢ sup |F(2)| < a < Fy) + ¢ sup |F(2)]
llzll<1 llzll<1
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Fo)+e|Fl<a<F(y) —e€|F|| Vze A VyeB

Portanto o hiperplano de equagdo [F' = «| separa no sentindo estrito A ¢ B, uma vez que

I1E]] # 0. O

Corolario 3.3.1. Seja G C X um subespaco vetorial tal que G # X. Entdo existe:

FeX* e F£0

tal que
Flz)=0VzreG

Demonstracdo. Pela segunda forma geométrica do Teorema de Hahn-Banach, tomando A =

G e B={x},onde 2y ¢ A (xy € X). Entio existe um hiperplano fechado de equacio,
[F'=a] ={z; F(z) = o}
que separa G e {z,} no sentido estrito. Portanto, existe ¢ > 0 tal que
Flx)<a—¢€, V1 €G e F(zg) > a+e

Em particular F(z) < a Vo € G, pois G C G e a — ¢ < a. Como G é um subespago

vetorial temos,
F\r) <a Ve G, VAeR

implicando

AF(z) < a= F(z) < Ve e G, VA e R(A#0)

> 2

fazendo A — oo vem que
F(z) <0 Vred

Entao
F(-z)<0VreG=—-F(x) <0=F(z) >0 Vz e G

Logo
F(z)=0VzreG
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Capitulo 4

Apéndice

4.1 Apéndice A

Proposicao 4.1.0.3. . Seja H um espaco de Hilbert e L. C H um subespaco vetorial fechado
proprio. Entdo existe z € (H\L) tal que ||z|| =1 e zLL.

Teorema 4.1.1. Teorema de Riesz. Se H é um espaco de Hilbert. Dado f € H* existe um
inicoy € H tal que:
f(x)=(z,y) Ve e H

Além disso,

/]

Demonstracdo. Se f € um funcional identicamente nulo, basta tomar y = 0. Considerando

agora o caso em que f ndo € identicamente nulo, neste caso o nicleo de f.
L={x € H: f(x) =0}

é um subespaco fechado proprio de H. Note que L+ # {0} e segue da proposi¢do acima que
existe zo € L de norma 1. Vamos verificar que y = f(x¢)xo é o vetor procurado. Dado = € H,

podemos escrevé-lo da seguinte forma:

T = (x— %xo) + %xo

Note que,

CT@) N ey S
(o= 28w = ) - L faw) = ) - 1) =0



assim, <x — 4 (mo) x()) €Le f((;))) ro € L. Aplicando o produto interno em x e y temos,

== fiogmo) * Famron) = (= Fag) v) + {Fgrow)

Como (x — jf(fo)) a:0> € L e y € L+, segue que
f(x) >
xr — Zo, =0
< f(zo) Y

N
290 = oy 0) = i o

Lembrando que y = f(zo)xo temos

~

~
8

f?

dai,

<$,y>—f(x0>< 0, f (o) o) f(:co)f( 0) (zo, 20) = f(x) (o, o)

de ||zo|| = 1 isso implica que (xq, zo) = 1, logo

(z,y) = [(2) (x0, 20) = [(2)

Além disso pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

[f (@) =[Gz, p| < ]l [yl

desse modo obtemos,

/]

o < ||?JHH

e observe que

1f1

w2 () =122

1yl /) 1yl

portando || | ;. = [yl x

Unicidade. Suponhamos que existam y; e s tais que

flz)=(x,y1) Ve e H
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flz) =(x,y2) Ve e H

entao

(T, 1) = (2, 92) = (T, 91 —y2) =0

segue das propriedades do produto interno que

(T, 91 —y2) =0 =0 ou (y1 —y) =0

como a primeira igualdade é valida paratodox € H e H # {0}, tomemosz € H com x #

0, entdo devemos ter (y; — y2) = 0 = y; = ys, mostrando a unicidade.
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Conclusao

O Teorema de Hahn-Banach € um importante resultado dentro da Analise Funcional, parti-
cularmente no que diz respeito a aplicacdes em problemas lineares.

Seu resultado garante a existéncia de exténsdes lineares para todo o espago, de funcionais
lineares definidos em um subespaco.

Neste trabalho apresentamos o Teorema de Hahn-Banach em sua forma Analitica e geomé-
trica e embora tenha sido exibida poucos aplicacdes sdo varias as aplicacdes decorrente deste
resultado.

Assim o Teorema de Hahn-Banach € de grande utilidade e um dos principais resultados da

Analise Funcional.
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