Universidade Federal do Amapa
Curso Licenciatura em Matematica

Welber Aires de Oliveira

Topicos de Analise Funcional
e uma aplicagcao do Teorema do Ponto Fixo de Banach

Macapa-AP
2014



Welber Aires de Oliveira

Topicos de Analise Funcional

e uma aplicacao do Teorema do Ponto Fixo de Banach

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado
como requisito para obtencao do grau de licen-
ciado em Matematica, do curso de Licenciatura
Plena em Matematica, da Universidade Federal
do Amapé.

Orientador: Prof. Ms.Kelmen Cruz Barroso

Macap4, setembro de 2014



Welber Aires de Oliveira

Topicos de Analise Funcional

e uma aplicagao do Teorema do Ponto Fixo de Banach

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado como pré-requisito para a obtencao do grau
de Licenciado em Matematica,do curso Licenciatura Plena em Matemaética da Universi-
dade Federal do Amap4, submetida a aprovacao da banca examinadora composta pelos
seguintes membros:

AVALIADORES

Orientador: Prof.Ms.
Kelmem da Cruz Barroso
Unifap

Membro: Prof. Ms.
Marcel Lucas Picango Nascimento
Unifap

Membro: Prof. Dr.
Guzman Euldlio Isla Chamilco
Unifap

Macapé, 2014



DEDICATORIA

A minha familia.



AGRADECIMENTOS

Primeiramente ,agradeco a Deus por ter me
dado a oportunidade de estar aqui neste dia,a
minha familia e a todos que me apoiaram e
oraram pelo meu sucesso neste trabalho e em
todo curso.Agradeco também a compreensao
e paciéncia de minha noiva Patricia Campos
e ao meu orientador Kelmen Cruz Barroso
pela sua profunda participacao nos meus es-
tudos e excelente orientacao.



”Se as leis da Matematica referem-se a reali-
dade, elas nao estao corretas; e, se estiverem
corretas, nao se referem a realidade”

(Albert Einstein)



RESUMO

Neste trabalho apresentaremos importantes defini¢oes e resultados que envolvem o estudo
de Analise Funcional,introduziremos Espacos Normados e Espacos de Banach e também
Espacos de Hilbert,bem como alguns exemplos e outras defini¢oes.Além disso, apresenta-
remos o famoso Teorema do Ponto Fixo de Banach e sua demonstragao e uma de suas
importantes aplicacoes no estudo de equacoes diferenciais.

Palavras Chaves:Analise Funcional. Espacos de Banach.Espacos de Hilbert.Teorema do
Ponto Fixo de Banach.Teorema de Existéncia e unicidade .



ABSTRACT

In this paper we present definitions and important results involving the study of functional
analysis, we introduce normed spaces and Banach spaces and Hilbert spaces too, as well as
some examples and other definitions.Beyond addition, we will present the famous theorem
of Banach Fixed Point and its demonstration and one of its important applications in the
study of differential equations.

Keys words: Functional Analysis.Banach Spaces.Hilbert Spaces .Theorem of the Fixed
Point of Banach.Theorem Existence and uniqueness.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A principio,no primeiro capitulo do desenvolvimento deste trabalho apresentaremos
um estudo significativo de Espaco de Banach,bem como alguns exemplos importantes.
Faremos também um estudo importante de operadores lineares,funcionais lineares e o
espaco normado de operadores:o espaco Dual,onde diferentemente da Algebra Elemen-
tar,os espagos vetoriais descritos na definicao de operadores e funcionais aqui apresenta-
dos sao de dimensao infinita. Alguns Teoremas importantes que fazem parte do estudo de
espagos métricos também foram descritos,assim como também em alguns casos veremos
resultados importantes em espagos de dimensao finita.No capitulo seguinte apresentamos
um estudo de espagos de Hilbert,bem como alguns exemplos deste espaco que sao comple-
tos.Algumas defini¢oes e resultados importantes no estudo deste espacos foram descritos
para que possamos de modo completo e minuncioso saber como é importante o estudo
do mesmo.Posteriormente descreveremos o resultado que também faz parte do principal
objetivo deste trabalho : Teorema do Ponto Fixo de Banach e sua demonstragao,onde
iremos usa-lo como principal ferramenta para demonstrar um teorema que da condi¢oes
suficientes para mostrar a existéncia e unicidade da equacao diferencial

y = f(zy)

y(z0) = Yo

com algumas condigoes estabelecidas.
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Capitulo 2

Espacos Normados e Espacos de
Banach

2.1 Espacos Normados e Espacos de Banach

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados e definicoes de fundamental importancia
na analise funcional.Introduziremos, a principio,conceitos como: definicao de espaco métrico
completo,definicao de espaco normado e espaco de Banach, e também exemplos de espaco
de Banach.Posteriormente nesta mesma parte do trabalho abordaremos algumas pro-
priedades dos Espagos métricos e defini¢oes de operadores lineares,funcionais lineares e
algumas peculiaridades dos mesmos assim como alguns exemplos.Colocamos também a
definicao de espaco normado de operadores.O espaco Dual.

Definicao 2.1.1. Um espaco métrico X ¢ completo se toda sequéncia de Cauchy de X
converge em X .

Definicao 2.1.2. Um espaco normado X ¢é um espago vetorial real com uma norma
definida sobre ele. Um espaco de Banach é um espago normado completo(completo na
métrica induzida pela norma). Aqui uma norma num espago vetorial X é uma fungao
l.| : X — R definida em X a valores reais ||x|| satisfazendo as sequintes propriedades:

N1) [lz] = 0;

N2) [lz]| =0 & = =0;

N3) [Jaz]| = |l |l2];

N4) ||z +y|| < |lz]| + |lvll; (Desigualdade Triangular)

Aqui z e y sao vetores arbitrarios em X e o um escalar qualquer .

Uma norma em X define uma métrica d em X (defini¢ao (5.1.1) do Apéndice) que é
dado por

d(z,y) = [lz =yl (2.1)

Com efeito

e dz,y)=lz—y|=0<=z—-—y=0<z =y,
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e d(z, y) = ||lx —y|| > 0, o que verifica-se, pois uma norma é sempre positiva para

T #Y;
o dlz, y) =z —yll=[(-1).0vy —2)|| = | = 1| |ly — =[] = ||y — z|| = d(y, v);
e dx, y)=|lz—yl=llv—z+z—yl|l <|lv—z|| + ||z —yl| = d(=, 2) + d(z,y);

e é chamado a métrica induzida pela norma.Iremos representar um espaco normado como
sendo (X, ||.||) ou simplesmente por X ao longo do trabalho.
Os espacos normados dos exemplos seguintes estao definidos no Apéndice .

2.1.1 Completeza do Espaco Euclidiano R"

Seja X = R™, onde = = (&,&,...,&,) e y = (1,M2, ..., Mn) com a norma euclidiana
definida por

" 1/2
!}y = (Z |£jl2> (2:2)

R™ ém espago de Banach com a norma ||z||;.

Demonstragao. Consideremos uma sequéncia arbitraria de Cauchy (z,,) em R™ de modo
que para cada m € IN teremos x,, = (f%m), . 5{’”) € R". Como (z,,) é de Cauchy, para
todo € > 0 existe um nq tal que
)\ /2
<€ (2.3)

ATy, x) = (Z

Jj=1

com m,r > nyg.

Elevando ao quadrado temos

M -gr<e e (g -gr<ve o

(m) (r)
J J J 5j _gj <€

Isto mostra que para cada j fixo, (1 < j < n), a sequéncia (gj(.” {’j(-z), ...) é uma sequéncia

de Cauchy de numeros reais. Logo é convergente pelo teorema (5.1.1) do Apéndice,

digamos, Sj(m) — & quando m — oo. Usando esses n limites definimos = (&, ..., &,)
assim temos que

<€£m)7 é‘ém), e 7€r(zm)) — (517527 e 7§n)
onde claramente x por ter n coordenadas pertencerd a R™. De (2.3) com r — oo temos
ATy, ) <€ (2.4)
com m > nyg.

Isso mostra que x é limite de (x,,) provando a completeza de R™.

Portanto, R™ é um espaco de Banach.
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2.1.2 Completeza do espacgo [*

O espago [P, com p fixo e 1 < p < +00, é completo com norma

00 1/p
=] = (Z !fj\p>
j=1

Demonstragao. Seja (x,) um sequéncia arbitraria de Cauchy no espago [P, onde x,, =
(flm), fém), ...). Entao para cada ¢ > 0 existe um ng tal que para todo m,n > ny,

0o 1/p
m n p
(T, 2n) = (Z ’5]( ) fj(- ) ) <€ (2.5)
j=1
segue-se que para todo j = 1,2, ... temos

e —

<€ (2.6)

com m,n > ng. o
1) (2

Escolhendo um j fixo. De (2.6) vemos que (£;7,§;7,...) é um sequéncia de Cauchy de

numeros reais. Logo, é convergente pelo teorema (5.1.1), digamos que fj(m) — & quando
m — oo. Usando esta infinidades de limites, definimos x = (£, &, ...) e mostraremos que
rellex, — .

De (2.5) temos para todo m,n > ng

m n p
j=1
comk=1,2,....
Considerando n — oo , obtemos para m > ng
k
(m) _ ¢ |P < P
Z & S| =¢
j=1
comk=1,2,....
Considerando k£ — oo , obtemos para m > nyg
o0 m p
Molgm gl <e (2.7)

j=1
Isto mostra que
T — = (' = &) €l”

Desde que z,, € [P, segue da desigualdade de Minkowski (5.7), que

(Sl + = 2)P) " < (S heal) ™ 4 (=)

onde
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1/p 1/p
(Z\xm|p) < oo e (Z]m—xm|p) < o0

logo,

(X o+ xm)\p)”p < o0

ou seja,
T =Ty + (x —xy) € 1P

Portanto [P é um espaco de Banach.

2.1.3 Completeza do espacgo [

O espaco [* é um espaco de Banach com a norma definida por
[z = sup [&]
jEN

Demonstragao. Seja (x,,) uma sequéncia de Cauchy arbitraria no espago [* onde z,, =
(™ ¢lm) " ).Onde a métrica é dada por

d(z,y) = ||z — y| = sup |§; — n;]
jeN
exr= (fj)7y = (Uj) € [*°, dal para todo € > 0 existe um nq tal que para todo m,n > ng,
d($m,xn) = ||xm - ynH = Sup ‘gj(m) - 17](”)‘ < €.
JEN
Para cada j fixo,

g — el < e (2.8)

com (m,n > ng).

Portanto,a sequéncia (£ J(-l), & J(z)’ ...) ¢ uma sequéncia de Cauchy de ntimeros reais. Logo,
converge pelo teorema (5.1.1) do Apéndice,assim, {'J(-m) — & quando m — oo. Usando
a infinidade de limites &1, &, ..., definimos © = (&,&s,...) e mostraremos que x € [ e
Ty — .

De (2.8), quando n — oo temos,

& gl <e (2.9)

gV ¢ =

com m > nyg.
Uma vez que z,, € [*°, existe um nimero real k,, tal que |§;“‘ < k,, qualquer que seja
j. Dai, pela desigualdade triangular, temos

&l =& — €™ + €] <

& — fj(-m)‘ +

&

com m > ny.
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Sabemos que

fj(m) =&

&—&"| = 0™ - )

Desta forma de (2.9)

& — &+

com m > ny. Esta desigualdade vale para todo j. Assim (&;) é uma sequéncia limitada
de nimeros reais. Isto Implica que = = (¢;) € {*°. Também, de (2.9) obtemos

é}(»m)’ < e+ kn

<e

& — ¢

d(xm, x) = ||Tm — x| = sup
J

com m > ng. O que mostra que x,, — x.
Portanto, [*° é um espago de Banach.

]
2.1.4 Completeza do espago Ca,b]
O espago Cla, b] é um espago de Banach com a norma definida por
461 = max fu(0) (2.10)

onde J = [a,b] C R com t € [a, b].

Demonstragao. Seja (¢,,) uma sequéncia arbitraria de Cauchy em C|a,b].Assim, dado
qualquer € > 0, existe um ng, tal que para todos m,n > ng, temos

AW, ) = max [in(t) = Yu(t)] < e (211)

com t € [a,b]. Dai com qualquer ¢ fixo, t =ty € J, temos

|wm(t0> - ¢n<t0)‘ <e€ (212)
com (m,n > ng). Isto mostra que (¢ (to), ¥a(to),...) € uma sequéncia de Cauchy em R.
Dai a sequéncia converge pelo Teorema (5.1.1) do apéndice, digamos ¥, (ty) — 1 (to), se
m — 00. Desta forma, podemos associar a cada ¢t € J um unico ndmero real 1 (t). Isto
define uma convergéncia pontual da fungao 1) em J. Vamos mostrar agora que ¢ € C|a, b|

e que Y, — ¥ .

Fazendo n — oo em (2.11), obtemos

max ¢ (t) — P(f)] < € (2.13)
Com (m >ng) et € J.
V() —¥(t)] <€ (2.14)

com m > nyg.

De (2.14) vemos que 1, — % uniformemente.Como as 1, sdo continuas em J,0
teorema (5.6.9) do Apéndice garante a continuidade de ¢ para todo t € J ,dai ¢ € Cla, b].
Portanto C[a, b] é um espago de Banach.

]
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2.1.5 Exemplo de espaco incompleto

O espago normado C|a, b] com

b 1/p
lull gy = ( / |u<t>|Pdt) vu e Clayb

nao ¢ um espaco de Banach.

Demonstracao. Para facilitar suponhamos a = 0 e b = 1, e consideremos a sequéncia de
funcoes f,, € Cla,b] (n > 2) dada por

1 ,s€ Og:cg%—%
-n n—+ 2

fn(z) = T T ose T-lar<i+l
0 ,se %—l—%ﬁxﬁl.

A
7 1_r1.—2
1 e n_ 2n
_1 1_-;-11—2
%_2 m  2m
1 _1 1_ﬂ1—22
T T
1.1 w432
N ]
7 21
%
1
Figura 2.1:
Temos

1 1/p an 1/p am 1/p
n — JmllLp = n —Jm pd = — pd n - pd
1~ Fullicon) (/ Fal) = ()] t) (/ 11 t) +(/ -1 t)
bon 1/p b, 1/p 1 1/p
() — [P d (1) = 0P d 0—0[Pd .
+(/ Ful) = ()] t) +(/ ) = 0] t) +(/bnr | t)

Notemos que 0 < fi(t) < 1,Vk .Logo —1 < fr(t) —1 <0< 1
= |fi(t) = < 1|fult) = f(®)] < 1
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Dai,usando o Corolério (2) do Apéndice

m—2 n—2\" /fm+2 m-—2\"" /n+2 m—2\
”f I ||Lp([0,1} +( m m ) +< 2m 2%m, ) +< 2n 2m ) +
1 1 1/p 9 1/p 1 1 1/p
(D) (2 ()
n o m m n m

quando m,n — oo portanto (f,) é de Cauchy. Se m = n + 1, na espressdo acima,entao
| fn — fn+1HLp[0’1] — 0 quando n — oo.

Afirmagao: A sequéncia (f,,) acima, nao converge em C|a, b]. De fato,suponhamos que
exista f € C]0, 1] tal que

T (1 fo = oo,y = 0-
Neste caso temos
1/2
o )P . . P P
0= lim / ult) = FOP e = i [ 1£u0) = fO a4 i [ \fn() Fe)P dt.

Dai,sendo f lg(t)|? dt > 0,temos

1/2 1
lim [fu(t) = f(O)["dt =0 = lim / [fult) = fQO)] dt.

Por outro lado,sendo f,(t) =1se 0 <t < % — %,temos

1
1/ ~n 1/2

lim ]fn( ) — [P dt = hm 11— f()|"dt + hm |f () — fu(t)|” dt

n—oo 0 1_

27

w\»—A

3\>—'

= lim \fn( ) — 1P dt.

n—oo 0
Pois
1/2

(£ = [fu(®)])" dt

_1
n

p

1 1 1
< O +1) (z—=4- .
—<oi?fl'f()'+> (2 2+n)%0

Sendo f continua ,f = 1 em [0, 1]. Analogamente,usando

— fu(®)[" dt <

(@]

(VAN
mu\
| =
3~ (V)

=

~

N~—
m\»—\

0—hm/]fn ()| dt.
Concluimos que
%+l 1
0= lim |fn(t) — f()" dt + lim |f()]P dt

p
1 1 1 !

= lim [ sup |f(#)]+0 (———+—) +/ | f()] dt.
n—00 %gtﬁl 2 2 n 1/2
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Logo f =0 em [3,1] e f ndo ¢ continua em [0, 1]

1 se OStS%
f(x)_{O ,se%ﬁtﬁl

em IF [0,1]
e

e e e e L

v

W

[
L
[

Figura 2.2:

Portanto ,C[a,b] ndo é um espago completo com || f|| Lofad] -

2.2 Propriedades Adicionais de Espacos Métricos

Por definicao, um subespaco Y de um espaco normado X é um subespaco de X
considerado como um espago vetorial, com a norma obtida através da restricao da norma
em X para o subespaco Y. Esta norma em Y ¢ dita ser induzida pela norma em X. Se
Y ¢é fechado em X, entao Y é chamado subespaco fechado em X.

Por definicao, um subespaco Y de um espaco de Banach X, é um subespaco de X.
Considerado como um espaco normado. Dai, Y nao necessita ser completo.

Teorema 2.2.1. Um subespaco Y de um espaco de Banach X é completo se, e somente
se, Y € fechado em X.

Demonstracdo. Se Y é fechado entdo Y =Y, logo, seja a € Y entdo a € Y. Dai, a =
lim z,, onde a sequéncia (z,) estd em Y.Logo a sequéncia (z,) é de Cauchy pelo teorema
(5.1.2) do apéndice e portanto Y é um espago de Banach. Reciprocamente,suponha que
Y é Banach e tome (x,)2% ; uma sequéncia em Y tal que x,, — = € X .Entao (z,)22, é de
Cauchy em Y, e portanto convergente pois Y é completo por hipdtese.Existe entao y € YV
tal que x,, — y.Da unicidade do limite temos z = y € Y, provando que Y ¢é fechado em
X.

O

Definigao 2.2.1. (Base de Schalder) Se um espag¢o normado X contem uma sequéncia
(en) tal que para todo x € X existe uma unica sequéncia de escalares (o) tal que

|z — (e + ...+ anen)|| = 0 quando n — oo (2.15)

18



entdo (e,) € chamada wma Base de Schalder para X .As séries Y, | axey que tem a soma
z € entao chamada de espansao de x em relagcdo a (e,) e escrevemos

()
xr = E ALEL.
k=1

2.3 Operadores lineares

Definicao 2.3.1. Um operador linear entre espagos vetoriais X e Y € uma aplicagao
T:D(T)C X —Y, em que seu dominio D(T) é um subespaco vetorial e é satisfeita a
condi¢ao

Tx+ay)=T(x)+aT(y), V zyeDT)each.

2.3.1 Exemplos de operadores lineares

Exemplo 2.1. O operador identidade Ix : X — X € definido por Ixx =z Vr € X.

Basta notar que
Tx+ay)=c+ay=Tr+aTy Vz, yec X ea€R.
Exemplo 2.2. O operador zero 0 : X — Y € definido por 0x =0 Vzr e X.
de fato,
Tx+ay)=0z+ay) =0=0x+a0y Vz, yecXeaclh.

Exemplo 2.3. Diferenciacao: Seja X o espaco vetorial de todos os polinémios sobre
[a,b]. Podemos definir um operador linear T em X por

Tx(t) = 2'(t)

para cada x € X, onde denota a diferenciacao em relacao a t. O operador T € aplicado
de X em X.

Com efeito
Tx+ay)=2"+ay =Tex+aTy Vuz, yeXeack.

Exemplo 2.4. Integrag¢io: Um operador linear T : Cla,b] — Cla,b] , é definido por

Tx(t) = / x(7)dr
onde t € [a, .

De fato

t t t
T(x—i—ozy):/(x%—ozy)chz/xch—l—oz/ ydir=Ter+aoTy VYV, yeXeacl.

19



2.4 Operadores lineares limitados

Definigao 2.4.1. Sejam X eY espagos vetoriais normados e T : D(T) — Y wum operador
linear, onde D(T) C X. O operador T' é dito ser limitado se existe um niumero real ¢ tal

que

[Tzl <cllzl v 2 e D(T).

Vamos denotar por ||T|| o sequinte nimero real associado ao operador linear limitado T':

T
170 = sup 12— o 7

zen(m) ||lzl] =1

Note que a desigualdade abaixo

1Tz < T =]l V2 € D(T)

¢ valida. De fato,

| Tz|| | Tz||
[zl ™ wenr) |zl
z#0
De (2.16)
[Tz ||
< |7l
[z
logo
[Tz || < [|T[] [|]|

com isso verifica-se a desigualdade (2.17).

2.4.1 Exemplo de operador limitado
Exemplo 2.5. Seja E = C([0,1];R) com

IfIl' = max |f(2)|

te(0,1]

tal que
T:E—R;, VfeFE temos T(f)= f(1)

Note que o operador T € limitado.

Demonstracao. Se feE e | f||=1, temos

(] < max | f(t)] = [ /]|

t€[0,1]

20
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Desta forma,

(<1

assim

()]
1/l

<1 VfeFE-{0}

isto é,

THI <Al VfeE

isto prova a limitacao do operador.
m

Teorema 2.4.1. (Dimensao Finita) Se um espa¢o normado X € de dimensao finita,
entao todo operador linear em X € limitado.

Demonstragao. Seja X um espago normado tal que dim X = n e {ey,...,e,} uma base
para X (definicao (5.6.3) Apéndice). Considerando qualquer x = ) §;e; (definicao (5.6.3)
Apéndice), e qualquer operador T'em X. De modo que T seja linear, segue-se que:

ITall = |73 ges| = |2 67| < Sl 1Tl

Como 1 < j <ndai

Y I&lITel = &I Ter] + . + &l Tenl

e considerado max ||Te;||, teremos
> l&ilITe; | < max||Te;l|y  I&1 (2.19)
Em ) |¢;], sabemos da desigualdade (5.8) do Apéndice que

H§1€1 + .t §n€n|| > C(|§1| +.F |§n|)

onde ¢ > 0. Isto é,

lall = |3 &e;

>e) Il

assim,

Il
o > Z |§J|

Dai, de (2.19), obtemos
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[T ]| < [l]
com 7 = < maxy, || Te;|| logo v > 0
Portanto, T' é limitado.
O

Operadores sao aplicacoes,dat, aplica-se a definicao de continuidade. Isto € fundamen-
tal para operadores lineares, continuidade e limitacao tornam-se conceitos equivalentes.
Os detalhes sao os que sequem:

Defini¢ao 2.4.2. Seja T : D(T) — Y um operador, ndo necessariamente linear, onde
D(T) C X e X eY sao espagos normados. Por defini¢ao, o operador T € continuo em
zo € D(T) se para cada € > 0 existe um 6 > 0 tal que

|[Tx — Txo|| < € para todo x € D(T) satisfazendo ||z — xo|| < 0.

T ¢é continuo, se T é continuo em cada x € D(T)).

Teorema 2.4.2. (Continuidade e limitagdo) Seja T : D(T) C X — 'Y um operador
linear e X,Y espacos normados. Entao

a) T ¢ continuo se, e somente se, T' € limitado.
b) Se T € continuo em um ponto, entio T € continuo.
Demonstracao. Se T é limitado, existe ¢ > 0 tal que

[Tz < cllzl] vz e D(T)

logo,

1Tz =Tyl < cllz =yl

Isto mostra que T' ¢é lipschitziana, dai T" é continua. Vamos provar agora que se 1" ¢é
continua em um ponto digamos em xy, entao 1" é limitada.

Seja xyp € D(T'). Entao, dado € > 0 existe um ¢ > 0 tal que

|Tx — Txo|| < e Vre D(T), satisfazendo ||x — x| <6
Vo € D(T)

Considerando z, = xo + 4 ||y|| Vy € D(T),y # 0, segue-se que

Y
Cpp =02 D(T

e aplicando o operador, e depois a norma, obtemos
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4
| Tz, — Tz = H—Ty” <€
! 2|lyll

pois

1)
|2y — 2ol = 3 < 0

e portanto,

2e
1Ty < 5 lyll = M [ly|l vy € D(T),

onde M =2¢/§ > 0,

com isso provamos a limitacao de 7. Se T" é continuo em um ponto entao 7" é limitado,
como ja provamos, portanto 7' é continuo pelo primeiro item de deste teorema (2.4.2).
Isto conclui a demonstracao do teorema.

]

Coroldrio 1. (Continuidade e Espaco Nulo) Seja T um operador linear limitado.
Entao:

a) x, — x implica T (x,) — T (z), onde x,,x € D(T).
b) O espago nulo N(T) € fechado.

Demonstragao. a) Como T ¢ linear e limitado, de (2.17),

[ T2n = Tal| = [T (2n — )| < ([T |20 — =]
Dai quando n — oo, ||z, — x| — 0.

Logo,

|\ Tz, — Tz|| — 0

Isto é

T(x,) = T(x).

b) Para cada x € N(T) existe uma sequéncia z,, em N(T') tal que z, — x. Assim,
Tx, — Tx pelo primeiro item do corolario (1).Como Tz, = 0 ,também Tz = 0, dai
x e N(T). -

Entao,como x € N(T') é arbitrario, N(7') é fechado.
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2.5 Funcionais Lineares

Um funcional é um operador cuja imagem encontra-se na reta real R. Denotemos
funcionais por letras minisculas f, g, h, ..., o dominio de f por D(f), a imagem por R(f),
e o valor de f em um elemento x € D, por f(x). Funcionais sdo operadores, com as
definicoes anteriores aplicadas.

Definicao 2.5.1. Um funcional linear f é um operador linear com dominio no espaco
vetorial X e imagem no corpo escalar K de X, assim

f:D(f)—> K

onde K = R.

2.5.1 Funcional Linear Limitado

Definicao 2.5.2. Um funcional linear limitado f € um operador linear limitado com
imagem em um corpo escalar do espago normado X em que dominio D(f) se encontra.
Assim, existe um nimero real ¢ tal que para todo x € D(f)

[f(@)] < el (2.20)
Além disso, a norma de f €
_ |/ ()]
[l = S S (2.21)
270
ou
I/l = sup |f(z)| (2.22)
e por (2.17)
[f @) < A1 | (2.23)

e um caso especial do Teorema 2.4.2 é

Teorema 2.5.1. (Continuidade e Limitacdo) Um funcional linear f com dominio
D(f) em um espago normado é continuo se e somente se f € limitado. As linhas da
demonstragao deste teorema € a mesma da demonstragio do Teorema (2.4.2). Basta
considerar o operador como um funcional linear.
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2.5.2 Exemplos de Funcionais Lineares
Exemplo 2.6. Produto escalar: O produto escalar com um fator mantido fixo define um

funcional f : R® — R, por meio de

f(x) =2x.0=&.a1 + &.a0 + E5.0a3

onde, a = (a;) € R? € fizado, f € linear com as operagées usuais em R.Além disso, f
também ¢é limitado,de fato

|[f ()] = [z.al <l l|al
Para que |f(z)| < |la|| seque de (2.22). Por outro lado, tendo x = a e usando (2.23),

obtemos: )
f(@)]  al]”

1FIl = = = [lall
lall el

Fll = llall

Exemplo 2.7. (Integral Definida): A integral é um funcional no espago Cla,b]. Entdo
escolhemos f definida por

assim,a norma de f €

[ € linear de (2.4) e limitado,com a norma ||f|| = b — a.De fato,escrevendo J = [a, b]
e relembrando a norma do mdzimo em Cla,b] obtemos

[f(2)] =

teJ

b
/ x(t)dt‘ < (b—a)max|z(t)| = (b—a) |z| .

Tomando o supremo sobre todo o xz de norma 1, obtemos ||f|| < b — a. Para obter

|1l > b—a, escolhemos em particular x = xo = 1, note que ||z|| =1 e usando (2.23)
[Rali= [f (o)l _ /bdt —b—a.
— Al Ja

Exemplo 2.8. (O espaco Cla,b]): Outro importante funcional no espaco C|a,b] é obtido
se escolhermos ty fizo em J = |a,b] e pondo

filx) = x(to)
com x € Cla,b.

fi € linear pelas operagoes usuais entre funcgoes e limitado com norma || fi|| = 1.De
fato,temos

[[1(@)] = |z(to)] < [l=]] -

Isso implica que || f1]| < 1 por (2.22).Por outro lado, para a xo = 1 temos ||zo|| =1 e
obtemos de (2.23)

I f1ll > | fi(zo)] = 1
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2.6 Espaco Normado de Operadores. Espaco Dual

Definigao 2.6.1. Sejam X e Y espagos vetoriais normados. Denotamos por B(X,Y) o
congunto de todos os operadores lineares limitados de X em Y.

Teorema 2.6.1. (O espaco B(X,Y)).0 espaco vetorial B(X,Y') de todos os operadores
lineares limitados de um espaco normado X em um espaco normado Y € em st um espaco
normado e sua norma € definida por

T
170 = sup 1220 g 7 (2.24)
z;%( HxH zeX

x llzll=1

Teorema 2.6.2. (Completeza). Se Y é um espaco de Banach, entio B(X,Y) é um
espaco de Banach.

Demonstragao. Consideramos uma sequéncia de Cauchy arbitraria (7),) em B(X,Y) e
mostraremos que converge para um operador 7' € B(X,Y’). Como (7},) é de Cauchy, para
todo € > 0 existe um N tal que

T, — Tl <€
com m,n > N.

Para todo z € X e m,n > N podemos obter de

[T]] < T - [l]

[ Tox = Tl = [[(Tn = Ton)l| < [|T0 — Tl || < €] (2.25)

Agora para qualquer x fixo e dado ¢’ podemos escolher € = ¢, de modo que €, ||z| < €.
Entao, a partir de (2.25) temos || T,z — T,z|| < € e vemos que (T,z) é de Cauchy em
Y. Uma vez que Y é completo, T,z converge,digamos que T,x — y.Claramente, o limite
y € Y depende da escolha de x € X .Isto define um operador T': X — Y, onde y = T'x.
O operador T é linear ja que

im T, (ax + Bz) = lim(aT,x + fT,z) = alim T,z + flim T,z

Provaremos que 7' é limitado e T,, — T', ou seja,||T,, — T|| — 0.Como (2.25) é valida para
todo m > N podemos deixar m — oo.Usando a continuidade da norma, obtemos a partir
de (2.25) paratodon >N ez € X

T~ Tall = |

ﬂ@—nmzﬁﬂzlmwnﬁ—ﬂwugwﬂy (2.26)
m—0o0 m—0o0

Isso mostra que (Tn — T'), com n > N é um operador linear limitado. Uma vez que T, é
limitada, 7' = Tn — (T'n — T') é limitada, isto é, T' € B(X,Y’). Além disso, se em (2.26)
tomarmos o supremo sobre todo x de norma 1, obtemos

T, —T| <e n>N

Assim ||T,, = T|| — 0
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como queriamos.

]

Definigao 2.6.2. (Espac¢o Dual X')Seja X um espago normado.Dai o conjunto de
todos os funcionais lineares limitados em X constitui um espag¢o normado com a norma

definida por
up PO _ i 17() (2.27)

el e
llzll=1

1Fll =

que € chamado de espaco dual de X e é denotado por X'

Teorema 2.6.3. (Espaco Dual).O espa¢o dual X' de um espago normado X € um
espaco de Banach.

Defini¢ao 2.6.3. (Isomorfismo) Um isomorfismo de um espago normado X em um
espaco normado Y € um operador linear bijetivo T : X — Y que preserva a norma,isto
¢, para todo x € X

[ T[] = [|]]

(Assim ,T € uma isometria)X é dito isomorfo a'Y ,e ainda, X eY sao chamados espagos
normados isomorfos.

2.6.1 Exemplos de Espago Dual
Exemplo 2.9. O Espaco Dual de R™ ¢ R".

Demonstracao. Seja {e1,ea, - ,e,} uma base para R"” com |le;|| = 1,6 = 1,--- ,n. Seja
¢ € (R") e facamos ¢(e;) = y; para cada i = 1,--- ,n. Definamos

y =1y = (¢(e1), dea), -+, den)) € R

e definamos agora o seguinte operador
T:(R") - R"

¢ - T¢ = (¢(61)a ¢(62)7 e 7¢(6n)>
onde y = (§(e1), d(ea), -+ , dlen)). Temos que

i) T estda bem definido,pois é definido nos elementos da base de R ;

ii) T é linear, com efeito, sejam @, ¢ € (R™) tal que ¢(e;) = yie p(e;) =z, i=1,-+ ,n.
Assim

T(¢+Ap) = (¢ + Ap)(er), (0 + Ap)(e2), -+, (¢ + Ap)(en))
(e1) + Ap(er), dle2) + Ap(ez), -+ ¢len) + Ap(en))

= (¢
= (0er), @le2), -+, dlen)) + Alp(en), -+ plen))
To+ T
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iii) T é sobrejetor, com efeito, dado z = (z1,- -, z,) € R™ definimos ¢ tal que

(b(el) = 21, ¢(62> =22, ", (b(en) = Zn.

Como {ey, ez, ,e,} é uma base de R™, entao ¢ € R" e
T¢ = (¢(e1), ¢(ea), -+, dlen))
= (21,29, ,2,) € R™
iv) T preserva a norma (||[7¢| . = ||¢@mny||) - Note que

IToll = llyll = l(¢(er), dlea), -+, dlen))]|
= sup [|¢(e;)]l
1<j<n
< Sup o[l (el = Sup o]l = [I¢]l, pois [|e;]| = 1.

Assim
1Toll < lloll- (2.28)

Agora seja x € R"™, entao

n
r = E Ij@j.
=1

Assim
o) = o S| = [t
j=1 j=1
<Y lzilloe)] < llall lyll = =] 17|
j=1

logo |¢|)|§”H)| < ||T¢|| assim, sup,_4, ldljl(;\\)‘ < ||T'¢|| implicando que

1Tl = (|9l (2.29)
De (2.28) e (2.29) temos

IT¢ll = lloll

Portanto (R™) = R"™
[

Exemplo 2.10. O Espaco Dual de I* é [*

Demonstragdo. Uma base de Schawder (definigao 2.2.1) para ¢! é (ex) = (0,0,---,0,1,0,---);
onde cada x € /! tem uma tnica representacao

r=Y &ex. (2.30)
k=1
Vamos considerar f € £V, onde ' é o espaco dual de ¢! .Uma vez que f é linear e limitada,
flz) = Zfiﬁk; com 7y, = f(ex), (2.31)
k=1
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onde os numeros v, = f(ex) s@o determinados unicamente por f. Também |lex]| =1 e

el = [f(ex)] < IS lexll = 111 sup [ < |I£] (2.32)

Assim () € £°.
Por outro lado, para cada b = () € £*° podemos obter um funcional linear limitado
correspodente g de ¢*. De fato,Podemos definir g de ¢! por,

g9(x) =Y &b (2.33)

onde z = (&) € (*.Entao g é linear e a limitacao segue de

9(2)| <D 168l < sup (851D 16| = ||zl - sup || (2.34)

Dai g € (*.
Mostraremos agora que a norma de f é a norma no espaco £, de (2.31) temos,

F@) =[3 6| < sup il 3 kel = - sup (2:35)

considerando o supremo sobre todo x de norma 1, temos

1f]l < Sup (75)

daf de (2.32)
1 £1l = sup (v;)
J

que é a norma em ¢*°. Assim, estd formula pode ser escrita || f|| = ||c||,, onde ¢ = (v;) €

(>, isso mostra que a aplicagao linear bijetiva de ¢* em ¢ definida por f + ¢ = (v;) é
um isomorfismo.
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Capitulo 3

Espacos com Produto
Interno.Espacos de Hilbert

3.1 Espacos com Produto Interno. Espacos de Hil-
bert

Defini¢ao 3.1.1. Um espago com produto interno(ou pré-espago de Hilbert) é um espago
vetortal X com um produto interno definido em X. Um espaco de Hilbert é um espaco
com produto interno completo(completo na métrica definida pelo produto interno). Aqui
um produto interno em X € uma aplicagao de X x X no corpo escalar K de X, isto €,
para cada par de vetores x ey associamos um escalar que € escrito como

(z,y)

e € chamado o produto interno de x com y tal que para todos x, y, z e escalares o teremos
IP1) (z+y,2) = (x,2) + (y, 2);

IP2) (az,y) = a(z,y);

IP3) (z,y) = (y,2);

IP4) (z,z) > 0,(z,2) =0z =0;

Um produto interno em X define uma norma em X denotada por

[z]] = v/ (z, ) (3.1)
e uma métrica em X denotada por
dz, y) =z —yl|l=Vizr—y.z—y) . (3.2)

Assim, espacos com produto interno sao espacos normados e espacos de Hilbert sao
espagos de Banach. A prova de (3.1) satisfaz os axiomas (N1) a (N4) de uma norma, e
sera dada no inicio da secao (3.4). De (IP1) a (IP3) obtemos as férmulas

a) (ax + Py, z) =alx,z) + 6y, 2);

b) (z,ay) = a{x,y);
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c) (z,ay + fBz) = a(x,y) + B (z,2);
Demonstracao. a) Utilizando as ropriedades (IP1) e (IP2) sucessivamente obtemos

(ax + By, 2) = (ax, 2) + (By, 2) = a(z,2) + B (y, 2) -

b) Usando as propriedades (IP3), (IP2) e novamente a propriedade (IP3) nesta mesma
ordem obtemos

<£L’, ay> = <O‘y>x> = <y7 1‘> =« <$7 y>
completando a prova .

c) De modo semelhante,porém com as propriedades (IP3), (IP1), (IP2) e (IP3) obtemos
(r,ay + fz) = (ay + Bz,2) = (ay,z) + (Bz,7) = aly,z) + f(z,7) = a(z,y) +
Bz, 2)
completando a prova.

Essas formulas sdo fundamentais e vamos utilizar com bastante frequéncia. a) mostra
que o produto é linear no primeiro fator.Mostraremos agora atravez de um calculo simples
com o uso das propriedades aqui apresentadas,que a norma proveniente de um produto
interno satisfaz a importante igualdade do paralelogramo

lz + ylI* + llz = ylI* = 2(ll«]* + llyl)- (3.3)

De (3.1)

lz+yl* + lle = yl* = (& +y, 2 +y) + (& —y,x —y)

aplicando as propriedades (IP1) ,(IP2)e (IP3) no segundo membro da igualdade anterior
obtemos

(x+y,r+y) +@—yz—y) =(@r+y +yz+y +@r—-y —(y,z -y

= (z,2) + (v,y) + (y,2) + (y,y) + (v, 2) — (¥, ) — ({y,2) — (¥, 9))

novamente de (3.1) e (IP3) vamos ter

2 2 2 2

= [zl + 2z, y) + [lyll” + ll=]]” = 2z, 9) + vl
2 2
= 2=l + 2yl

=2(lz]|* + Ilyl*)

completando a prova. O

3.1.1 Ortogonalidade

Definicao 3.1.2. Um elemento x de um espaco com produto interno X ¢é dito ortogonal
a um elementoy € X  se

(z,y) = 0.

Se x e y sao ortogonais escrevemos x_Ly . Similarmente, para A, B C X escrevemos
1A sexla paratodoa € Ae ALB se alb para todo a € A e para todo b € B.
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3.2 Exemplos de espacos de Hilbert

3.2.1 Espacgo Euclidiano R"

Demonstracao. O espago R™ é um espaco de Hilbert e escrevemos o produto interno por

(T,y) =&m+ &0 &t (3.4)

onde r = (5]) = (517"'7671) ey = (773) = (nla--'ann)7
de fato, de (3.4) obtemos

lell, = (@,a)"* = (& + ... + &))"
e a métrica euclidiana é definida por

dw, ) =llz—yll = (@ —go =) =[G =)+ ...+ (Ea— )"

A completeza de R" foi provada na secao (2.1.1). O

3.2.2 Espaco sequéncia 2

Demonstracao. O espaco £2 é um espaco de Hilbert com o produto interno denotado por

(z,y) = Zﬁﬂ?j (3.5)

a convergencia desta série segue apartir da desigualdade de Cauchy Schwarz (5.5) do
Apéndice.Provar que

(w,y) = &mj < oo
j=1

¢ dizer que f : (2 x (% — K estd bem definida,onde K é um corpo escalar de X. Assim,pela
desigualdade de Cauchy Schwarz (5.5) do apéndice

o0

Z &in;

Jj=1

< gl < D01 D Inml®
j=1 k=1 m=1

uma vez que

oo
D olal? < o0
h=1

o0
> nml? < o0
m=1

onde &;,7; € ¢ concluimos que

Z &in;
j=1

<Y lgml < o0
j=1
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isto é, a série é absolutamente convergente, portanto,

Zijm <00
j=1

A norma esté definida por

1/2

|z = (z,2)"* = ZI&

A completeza deste espago se observa a partir da completesa de [P que esta na secao
(2.1.2), basta considerar o caso p = 2.

3.3 Exemplos de espacos que nao sao de Hilbert

3.3.1 Espaco # com p # 2

Demonstracao. O espaco [P com p # 2 nao é um espaco com produto interno,portanto
nao é um espaco de Hilbert. Nossa afirmacao se da pelo fato de que a norma de ¢ com
p # 2 nao pode ser obtida apartir de um produto interno. Provamos isto mostrando que
a norma nao satisfaz a igualdade do paralelogramo (3.3).De fato,considerando
r=(1,1,0,0,0,---) € ey =(1,-1,0,0,0,...) € 7 e calculando

]l = (117 + [1]P)VP = 277

lyll = (11 +[=1[")"/P = 2V,

De onde temos
i 4yl = (1417 + |1 = 17)/7 = (22)Vp = 2

2= gll = (1= 17 +]1 = (=D = (20)!/r =2

observando que

lz +ylI” + e —ylI* =

2(||;1:|2 + ||yH2) — 2[(21/17)2 + (21/10)2] — 2(22/10 + 22/10) — 2(2‘22/]?) — 2(2(2/p)+1) _ 2(2/p)+2
— 9(2+2p)/p

Logo para p # 2, /P é um espaco de Banach ;mas nao é um espago de Hilbert. O mesmo
¢ valido para o espaco do préximo exemplo.

]
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3.3.2 ESpago C[a’ b]

Demonstragao. O espago Cla,b] ndo é um espa¢o com produto interno, portanto nao é
um espagco de Hilbert. Mostraremos que a norma definida por

2| = r?e%x|x(t)| J = [a,b]

nao pode ser obtida a partir de um produto interno, uma vez que esta norma nao satisfaz
a igualdade do paralelogramo (3.3).De fato, se considerarmos

z(t) =1
y(t) = (t—a)/(b—a)
(t—a) (b+1t—2a)
:c(t)—l—y(t)fljt(b_a) T a)
o, (t=a) (b1
z(t) —y(t) =1- i R
logo
_ (b+t—2a)| (20 —2a)| (2(b — a))
= (2l =2
- =0 (b—a)
== o= = R0 —a)
==t
]| = max 1] =1
SN ) B G| O
Iy = may a)‘ [0 )‘ 1
temos
lz+yl?+lz -y =4+1=5

2(|l[I* + lyl*) =2(1+1) =4 #5

completando a prova.
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3.4 Propriedades adicionais de espacos com produto
interno

Antes de tudo devemos verificar que (3.1) define uma norma. As propriedades (N1) e
(N2) seguem de (IP4). De fato,

2l = (2, 2) > 0 e [|a]* = (z,2) =0 = 2 =0.
Além disso, (N3), é obtido através da ultilizacao de (IP2) e (IP3). De fato,

laz||® = (az, ax) = a (z, ax) = aa (z,z) = |a|”. ||z||*.
Finalmente,(N4) esta incluido no

Lema 3.4.1. Desigualdade de Schwarz e Desigualdade triangular. Um produto
interno e sua correspondente norma satisfaz as desigualdades sequintes:

@)
{z, )| < ||z|| - lyll (Desigualdade de Schwarz) (3.6)

onde o sinal de igualdade vale se, e somente se o conjunto {x,y} € Linarmente Depen-
dente.

b)

|z +yll < |lz]| + ||yl -(Desigualdade triangular) (3.7)
onde o sinal de 1gualdade vale se e somente sey =0 oux =c.y comc>0ece R.
Demonstracao.

a) Se y = 0, entdo (3.6) vale pois (z,0) = 0. Seja y # 0. Para um escalar a temos

0< lz —aylf’ = (x — ay,z — ay)

- <.T,I - Oéy> + <—C¥y,$ - Oéy>

e usando as propriedades do produto interno obtemos

= (2,2) + (—ay, ) — a (z,y) + o (y,y)

Logo
= (z,7) — a(y,z) — al{y,r) — a(y,y)]

Vemos que a ultima espressao entre colchetes é zero se escollhermos

A desigualdade restante é

w.o) Awy) _ e L@l
(v, y) lyll®

Aqui utilizou-se (z,y) = (z,y). Multiplicando por ||y||*, e transferindo o tltimo termo
para o primeiro membro e tomando a raiz quadrada obtemos:

0<(x,z) —
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2 2 2
[z )7 < Nl=lI”- lylI™ = Iz, )] < =[] - [lyll

A igualdade vale se, e somete se y = 0 ou 0 = ||z —ay|*, dai 2 —ay = 0 = = = ay
que mostra a dependéncia linear.

b) Temos:
lz+yl* = (x+y, 2 +y) = (x,x+y) + (y, 2 +y)

= (z, %) + (z,y) + (y,2) + (¥, )

= l2l* + (z,9) + (&, 9) + [yl
Pela desigualdade de Schwarz

(@, )| = [y, x)| < [l=]] - [[y]l -
Assim
2 2 2 2 2 2
2+ yl"< Nzl + 2 [{z, )] + < [l + 2 [l [yl + lylI™ = il + llyll)
considerando a raiz quadrada em ambos os membros temos
2+ yll < =l + llyll
m

Lema 3.4.2. (Continuidade do produto interno)
Se em um espago com produto interno tivermos T, — x € Yy, — Y entao (Tn,Yn) —

(z,y)

Demonstracao. Temos que
(2, yn) — (2,9 = (@0, yn) — (0, y) + (@0, ) — (2,9)]
proseguindo temos pela desigualdade triangular que
(2, Yn) = (T, y) + (@5 y) = (@ 9)| < Kan, Yo — 9)| + ({20 — 2, 9)] -

Finalmente pela desigualdade de Schwarz (3.6) obtemos,

(s yn = 9)| + [@n = 2,9) < N2l lyn =yl + [lzn = 2| lyll = 0

pois y, —y — 0 e x, —x — 0 quando n — oo e x,, e ¥y, sao limitadas. Portanto,

|<xn7yn> - <ZL‘,y>| —0

quando n — oo, isto é, (z,,y,) — (z,y) como queriamos.
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3.4.1 Representacao de funcionais em espacgos de Hilbert

Teorema 3.4.1. (Teorema da Representacdo de Riesz em Hilbert) Todo fun-
cional linear limitado f definido em um espago de Hilbert H pode ser representado da
forma

flz)=(x, z) VoeH. (3.8)

onde z € unico e depende de f,e ainda

1zl = WI£1I (3.9)

Iremos dividir a demonstracao em trés etapas:
1* Etapa: Representacao do funcional.

Se f=0, de (3.8) e (3.9) temos z = 0.
Se f # 0, como N(f) é um subespago vetorial (pelo teorema (5.6.2)) e fechado (pelo
coroldrio 1) de H, f # 0 implica N(f) # H. Dai pelo teorema (5.6.1)

H=N(f)®N(f)"

e N(f)* {O} pois se N(f)t = {0} teriamos H = N(f) absurdo, logo existe zg # 0
com zy € N(f)* fizando um x € H, considere,

v=f(x)- 20— f(20) - . (3.10)
Aplicando f obtemos,

fw) = f(f(x) 20— f(20) )
= f(f(x)-2) — f(f(20) - 7)

como f(x) € constante pois x € fizo, temos

flw) = f(x) - f(z0) = f(20) - f(z) =0 (3.11)

isto mostra que v € N(f), e temos que v1lzy, pois v € N(f) e zoLN(f), devido zy €
N(f)* isto implica que (v, z) =0, com isso temos,

0=1(v, 200 = (f(x)z0— f(20), 20)
= (f(@)- 20, 20) — (f(20)z, 20)
= f(z) (20, 20) — f(20) (%, 20)
= f(@)lz0l]” = f(20) (&, 20)
e como 2y # 0 podemos concluir
) =758 ) (3.12)
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e temos,

f(ZO) <Q?, ZO> _ 4 ‘<207 {L‘>

..
10l 120l

e podemos escrever apartir de (3.8)

_f) 2. (3.13)

T
Como x € H, e € arbitrdrio, (3.8) estd provado, isto é, temos a igualdade,
flz)=(x, z) Vo e€H. (3.14)
Observagao 3.1. Note que o vetor em (3.13) ndo depende de .
22 Etapa: Unicidade do vetor z.
Suponhamos que existam 2z, e zy vetores em H tal que

flz)=(x, z1) =(x, 209) Ve € H (3.15)

dai
(x, z1) —(x, 22) =0V 2z € H. (3.16)

Assim,

(x, z1) — (22, x)

Em partcular para x = z1 — z9 temos
(21 — 20,21 — 22) = |21 — Z2H2 = 0.

Portanto,
21 = 22,

1sto prova a unicidade de z.
3?2 Etapa: Igualdade das Normas.

Se f =0 entdo z =0 e 3.9 vale. Seja f # 0 entdo z # 0 .De (3.8) com x = z e da
limitacao de f seque,

I21* = (2, 2) = f(2) < IfI - ll=1)- (3.17)

diwidindo por ||z|| # 0 segue
1211 < [I.£1 (3.18)
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Vamos mostrar agora ||f]| < ||z||, de (3.8) e da desigualdade de Schwarz (3.6), temos

[f (@) = [z, 2)| < ]l - []=], (3.19)
1sto implica
If1l = sup [(z, 2)] < |lz]] (3.20)

de (3.18) e (3.20) concluimos
1A= Tzl
[

Lema 3.4.3. Se (vy, w) = (v2, w) para todo w no espago com produto interno X, entdo
v = vy, em particular, (v, w) =0 para todo w € X implica vi = 0.

Demonstracdo. Para todo w € X,

(v1 — v, w) = 0. (3.21)

para w = v; — Vg segue
||U1 — ’Ug||2 =0.

Assim v; — vy = 0, entdo v; = ve. Em particular, (v1, w) =0 com w = vy, dai
2
[od]” =0,

entao v, = 0.
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Capitulo 4

Teorema do Ponto Fixo de Banach

Um teorema de ponto fixo é um resultado que estabelece condigoes para que exista um
elemento x do dominio de T, tal que T'(x) = x.Na aplicagao a ser apresentada ele nos
ajudard a mostrar a existéncia e unicidade da solugcao de uma equacao diferencial.

Definicao 4.0.1. Um ponto fizo de uma aplicacao T : X — X € um ponto x € X tal que
Tr=ux.

Definigao 4.0.2. Seja (X, d) um espago métrico. Uma aplica¢io T : X — X € chamada
uma contrag¢ao sobre X se existe 0 < o < 1 tal que

d(T(x), T(y)) < a d(z,y) (4.1)

Teorema 4.0.2. (Ponto Firo de Banach). Seja (X,d) um espago métrico com-
pleto.Se a aplicacao T : X — X € uma contracao, entao T possui um, e somente um,
ponto fixo em X.

Demonstrag¢ao. Construiremos uma sequéncia (x,) e mostraremos que é de Cauchy, logo
convergente pela definigdo (2.1.1) e entao provaremos que seu limite é um ponto fixo de
T. Escolhendo zg € X e definindo a ”sequéncia iterativa” (x,) por

xo, 1 =T(x0), xo =T (1), . 2y =T (xp1), ..., Tpr1 =T (zp), ... (4.2)
Usando o fato de T ser contracao temos

d(ZEm+17 xm) - d(Tl‘ma Tmm—l)

<« d(ZEm,ZEm_1> =« d(Txm—la Txm—2)

< @ d(.]? — Lo — )
— m—1s4m—2

o< a™ d(xq, x0) (4.3)

Usando agora a desigualdade triangular temos para n > m
d(ZEm, xn) S d(l‘m, xm—l—l) + d(xm+17 xm+2> + ...+ d(xn—ly xn)
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< a™d(zy1, 10) + o™ d(2y, 20) + ... a" (21, 20)

De (4.3)
< (@™ +a™t + o Nd(xy, m0)

e usando a férmula para a soma da progressao geométrica temos

m

1_an—m
= B —

1_ o d(l’l, xo)

Como (1 —a" ™) <1

m

o
d(l’m,l'n) S md(fﬂl,l‘o)

e como " — 0 quando n — oo , segue que (z,) é de Cauchy.
Como o espago métrico é completo segue que (z,) é convergente, digamos x, —
x.Vejamos que este limite é um ponto fixo de T'. Da desigualdade triangular e por (4.1)

d(x. Tx) < d(z,2,) + d(z,. T)
<d(z,z,)+ ad(x,_1,z) =0

quando n — oco.Implicando que
d(x,Tz) =0

logo x = T'x. Para provar a unicidade vamos supor que existam z = Tz e y = Ty tais
que x # y dai
d(x,y) = d(Tz,Ty) < ad(z,y) = d(z,y)(1 —a) <0

como « < 1 temos d(x,y) = 0,isto é, = y. como queriamos.
O]

4.1 Aplicacao do Teorema do Ponto fixo de Banach:Teorema
de Existéncia e Unicidade
Neste capitulo demonstraremos um Teorema que da condigoes suficientes para a existéncia
e unicidade de solucao do problema de valor inicial .Um resultado dessa natureza é im-

portante para podermos afirmar que,mediante certas condigoes,a regiao estda coberta por
curvas integrais. Antes,vamos demonstrar alguns resultados preliminares como sequem.

Lema 4.1.1. Seja f : Q@ — R uma funcgao continua definida num aberto €2 do plano
(z,y). Entao,uma fun¢ao diferenciavel ¢ : I — R, é uma solugdo do problema de valor
micial
y = fx,y) (4.4)
y(zo) = yo (4.5)

se e somente se for solugao da equacao integral

wm=m+f7@mwm,xef (4.6)
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Demonstracao. Se ¢ é solugao do problema de valor inicial,(4.4)-(4.5),entao pelo teorema(5.6.3)

/ " e = / " fl@,6)dx = (x) — dlan)

= ¢(x) = ¢(x0) /f Nds ze I

isto é, ¢ é solugao da equagao integral (4.6).Reciprocamente se ¢ : I — R é uma fungao
continua que é solugdo da equagdo integral (4.6),entao,pelo teorema (5.6.3)do apéndice,
¢ é diferenciavel e

8(z) = ol / (5.6(9)ds = ¢/(2) = £ (z,0())
e portanto, ¢ é solucao de (4.4)-(4
O]

Lema 4.1.2. Seja f : Q2 — R uma funcao continua definida em um aberto Q2 do plano
(x,y) tal que a derwada parcial f, : Q@ = R seja continua também.Dado um subconjunto
limitado Q¢ C Qy C Q existe uma constante k > 0 tal que

[f (@,910) = f (2.92)| < klyr — yo| para todos (z,y1) (x,42) € Qo. (4.7)

Demonstragio. Sejad < dist(Qq, 0Q), designemos por Qs = {(z,y) € Q : dist((x,y), Q) <

uma (/2)-vizinhanca de Qg. Dados (2, 1), (z,12) € Qg com |y; — y2| < 6, temos que o
segmento [z, A\y; + (1 — N)ya], 0 < y < 1, estd contido em Qs.Aplicando o teorema (5.6.8)
do apéndice,obtemos

f<x7y1)_f(x7y2) :fy(xvf)(yl_y2> Y1 > Y2 (48)

Onde ¢ esta no segmento descrito acima.Usando

My = max {|f,(2,y)| : (z,y) € s}
obtemos de (4.8)

\f(x,y1) — f(z,y2)] < My — el

que é vélida para (x, 1), (7,12) € Qo com |y; — ya| < d.Para os pontos com |y; — ya| >
0, a estimativa abaixo se verifica

2M
|f(@ 1) = fz,y2)] <2M < 5 lyr — vl

onde M é o max|f(x,y)| para (z,y) € Q. Logo,para obter (4.7) basta tomar K =
max {Ml, %
]

Teorema 4.1.1. Teorema de Ezxisténcia e Unicidade Seja f: ) — R uma fun¢ao
continua definida num aberto Q0 do plano (x,y).Suponhamos que a derivada parcial com
relagao a sequnda variavel, f, : Q@ — R, seja continua também.Entao,para cada (z,y) €
Q,existem um intervalo aberto I contendo xoq e uma unica funcao diferenciavel ¢ : I — R
com (z,¢(x)) € Q, para todo x € I, que € solugdo do problema de valor inicial (P.V.1.)

(4-4)-(4-5).
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Demonstracao. O primeiro passo da demonstracao deste teorema é a transformacao do
problema de valor inicial no problema de resolugao de uma equagao integral,o que se faz
no lema (4.1.1)

Concentremos agora na resolugao da equacao integral (4.6) .Dado (xg,yo) € 2 ,tome-
mos a e b positivos tais que o retangulo

B = {(z,y);lr — 20| < a,|y —yo| <0} (4.9)

esteja contido em 2. Como f é continua e B é compacto,temos que f é limitada em B;seja

M = max{|f(z,y)| - (z,y) € B}

b
0 < a < mi —
<a_m1n{a,M}

Ja = [xo — a,zo + aj .

Sejam

Seja C' o conjunto de todas as fungoes continuas g : J; — R tais que g(zg) = 3o €
lg(x) — yo| < b.Graficamente queremos em C' as fungbes continuas cujos gréaficos passem
pelo ponto (xo,yo) e que estejam contidas no retangulo B. Segue da algebra das fungoes
continuas ,que podemos definir a seguinte métrica em C

(g1, 92) = max{|gi(z) — ga(w)| : & € Ja}

J& vimos que C' é um espago métrico completo em (2.1.3).Assim, voltemos a consideracao
da equagao integral (4.6).Consideremos a func¢do ¢ definida em C' em que cada y € C
associa a funcao

9(z) =yo + /x f(s,y(s))ds.

Observe que g(x) é uma func¢ao continua para x € J;,que g(zo) = yo € que

Lﬁ@mmw

<Mz —z9) < M|z —x0] < Ma<b

|9(x) = ol =

m+/7@mww—m ;fu@mme

e consequentemente g € C' .Logo ¢ é definida de C' em C.
A equagdo integral (4.6) pode ser escrita na forma funcional

y = o(y).

Portanto as solugoes de (4.6) sdo os pontos fixos de ¢.A ideia agora é usar o teorema
do ponto fixo de Banach.Afim de aplicar este teorema ao problema que estamos estu-
dando,resta apenas verificar se ¢ é uma contragao.Para tal escrevemos:

[ 0105 = SGss g2l

Zo

|6(91(2)) = ¢(g2())] = (4.10)

Para estimar o integrando no segundo membro de (4.10),usamos Lema (4.1.2) e a desi-
gualdade (5.9) do Apéndice ,obtendo

|0(g1(2)) — ¢(g2(2))] =

/%@m@ww@m@ws

zo

gﬁﬁ@m@%fﬁwwws
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< [ Klonts) = sl ds = K [ 101(s) = g2l5) ds < Ko — o] max]gn(5) — a(s)

S Ka d(gl; 92)

e portanto

d((91), ¢(92)) < Ka d(g1, 92)-

Concluimos que ¢ é uma contracao se Ka < 1.Logo basta tomar a < %E o teorema fica
demonstrado com I = (x — a,z + a).
O
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Capitulo 5

Apendice

5.1 Espacos Métricos

Definicao 5.1.1. Espag¢os MEétricos:

Uma métrica num conjunto X € uma funcao d: X x X — R, que associa a cada par
ordenado de elementos x,y € X wm numero real d(x,y), chamado a distancia de x a vy,
de modo que sejam satisfeitas as sequintes condicoes para quaisquer x,y,z € X:

d1) d(z,z) = 0;
d2) Sex £y, entdo d(z,y) > 0;
d3) d(z,y) =d(y, x);

d4) d(z,2) < d(x,y) + d(y, 2).

Os postulados d1) e d2) dizem que d(x,y) > 0 e que d(z,y) = 0 se, e somente se, x = y.
O postulado d3) afirma que a distancia d(x,y) € uma fun¢ao simétrica das varidveis x,y.
A condi¢ao d4) chama-se desigualdade triangular. FEla tem origem no fato de que, no
plano euclidiano, o comprimento de um dos lados de um triangulos nao excede a soma
dos outros dois.

Um espago métrico é uma par (X,d), onde X € um conjunto e d é uma métrica em
X, ou simplesmente denotamos por X.

Definicao 5.1.2. Sequéncia em espacos métricos.

Seja (x,) uma sequéncia num espago métrico M.Diz-se que o ponto a € M é limite da
sequéncia (x,) quando,para todo nimero € > 0 dado arbitrariamente,pode-se obter ng € N
tal que n > ng = d(r,,a) < e.Escreve-se entio a = lim x,,.Diz-se também que x,, tende
para a e escreve-se ainda T, — a

Definigao 5.1.3. Sequéncias de Cauchy. Uma sequéncia (x,) num espa¢o métrico
M chama-se uma sequéncia de Cauchy,quando,para todo € > 0 dado, existe ng € N tal
que m,n > ng = d(Ty,, T,) < €.

Teorema 5.1.1. Toda sequéncia de Cauchy de nimeros reais é convergente.
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Teorema 5.1.2. Toda sequéncia convergente em um espaco métrico é de cauchy.

Teorema 5.1.3. Toda sequéncia convergente é limitada.

5.2 O espaco Euclidiano R”

Definicao 5.2.1. O Espac¢o FEuclidiano R”
Este espaco € obtido se considerarmos o conjunto X de todas as n-uplas de numeros
reais, escrito

r=(&), y=(n)

com 1 <7 <n e as normas definidas por

1/2
lll, = (Zf) = V(&) + .+ (&) (5.1)
]l = max {]€]}. (5.2)

1<i<n

ol = > - 5.3

5.3 O espaco [*

Definicao 5.3.1. O Espaco [*
Este € o Espaco de todas as sequéncias limitadas de niumeros reais, isto €, cada ele-
mento de [*° € uma sequéncia de numeros reais

z = (&)

tal que para todo 7 =1,2,... temos

1651 < ca

onde ¢, € um numero real que pode depender de x, mas nao depende de j.

5.4 O espaco [?

Definicao 5.4.1. Seja p > 1 um numero real fixado.Por definicdo,cada elemento do
espago P € uma sequéncia x = (&) = (&1, &, ...) tal que

> g < o (5.4)
j=1

5.5 O espacgo de fungoes C|a, b]

Definicao 5.5.1. Este € o espago de fungoes reais continuas no compacto J = [a,b].
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5.6 Alguns resultados importantes

D1) Desigualdade de Cauchy-Schwarz;
Sejam (&;) € I? € (n;) € I, temos

SOIgml < DGR D Il (5.5)
j=1 k=1 m=1

D2) Desigualdade de Hélder;
Sejam (&) € P e (n;) € P, comp>1le % + % =1 temos

00 oo 1/p 00 1/q
Do lgml < (Z |§k|p> <Z |77m|q> (5.6)
j=1 k=1 m=1

D3) Desigualdade de Minkowski.

s 1/p 0 1/p . 1/p
(Z & + ﬁjl) < (Z |§k|p> + (Z |77m|p> (5.7)
j=1 k=1 m=1

com (&) € e (n;) €lP, ep=1

Definicao 5.6.1. (Independencia linear)Dizemos que um conjunto L = {eq, -+ ,e,}
de vetores em um espaco vetorial X € linearmente independente se e somente se a igual-
dade do tipo

are; + -+ ope, =0

com q, G, -+, escalares so for possivel se ap = ag = -+ =, = 0.

Defini¢ao 5.6.2. (Dependéncia linear )Dizemos que um conjunto L = {eq, - ,e,}
de vetores em um espaco vetorial X € linearmente dependente se e somente se L nao €
Linearmente independente ,ou seja, € possivel uma iqualdade do tipo

aje; + -+ ape, =0
sem que todos «; sejam iguais a zero.

Definicao 5.6.3. Seja X um espaco veorial tal que dimX = n. Uma independencia linear
de n-uplas de vetores de X chamada de uma base para X. Se {ey,...,e,} € uma base para
X ,entao todo elemento x € X possut uma unica representacao

r=aoa1e] + -+ ae,

Lema 5.6.1. (Combinacgées lineares)Seja {x;,- - ,x,} um conjunto linearmente in-
dependente de vetores em um espago normado X (de dimensao n).Entao existe um nimero
c > 0 tal que

1€rer + o 4 &nenll 2 e(l&a] + o+ [En]) (5:8)
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Definigao 5.6.4. (Soma Direta) Um espaco vetorial H € dito ser uma soma direta dos
subespacos Y e Z de H e escrevemos

H=YagZ
se cada x € H tem uma unica representacao da forma
r=y—+z
comyeY EzeZ.

Definicao 5.6.5. O Complemento ortogonal de um subespaco Y de H,denotado por
Y+ € o conjunto
Yt={z€e H;zlY}

Teorema 5.6.1. (Soma Direta) Seja Y um subespago fechado de um espaco de Hilbert
H.Entao
H=YaoYv"

Teorema 5.6.2. (Nucleo e espaco nulo) Seja T um operador. Entdo:
a) A imagem R(T) € um espago vetorial;

b) Se dimD(T) =n < oo, dimR(T) <n;

c) O espago nulo N(T') é um espago vetorial;

Teorema 5.6.3. (Teorema fundamental do cdlculo) Seja f : I — R continua no
intervalo 1.As sequintes afirmacoes a respeito de uma funcdo F : I — R sao equivalentes:

(1) F € uma integral indefinida de f, isto €, existe a € I tal que F(x) = F(a)+ f; f(t)dt,
para todo x € 1.

(2) F é uma primitiva de f, isto é,F'(x) = f(x) para todo x € 1.

Teorema 5.6.4. (Weiertrass) Seja f: X — R continua no conjunto compacto
X C R.FExistem xo e x1 € X tais que

f(zo) < f(2) < f(a1)
para todo x € X.

Teorema 5.6.5. (Composicao de fungdes continuas) Dada f : X — R continua
no ponto a € X ,g : y — R continua no ponto b = f(a) €Y e f(X) CY, de modo que a
composta g o [ esteja bem definida. Entdo g o f € continua no ponto a.

Corolario 2. .Se f : [a,b] = R € integravel e |f(x)] < K para todo x € [a,b] entao
‘fabf(x)dx‘ < K(b—a)
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Teorema 5.6.6. Se f:[a,b] - R € integrdvel entdo |f| é integravel e

/a b f(a)dx

Teorema 5.6.7. Toda fung¢do continua f : [a,b] — R € integrdvel

b
< / (@) dz (5.9)

Teorema 5.6.8. (Teorema do Valor Médio de lagrange) Seja f : [a,b] — R
continua.Se f é derivdvel em (a,b),existe ¢ € (a,b) tal que

f(e)(b—a) = [f(b) — f(a)]

Definicao 5.6.6. Uma uma sequéncia de funcoes f, : X — R converge uniformemente
para [ : X — R quando para todo € > o dado,existe ng € N (dependendo apenas de €) tal
que n > ng= |fu(z) — f(x)| < € seja qual for v € X.

Teorema 5.6.9. Se uma sequéncia de funcoes f, : X — R converge uniformemente para
f: X =R ecada f, é continua no ponto a € X entao f é continua no ponto a.

49



CONCLUSAO

Como foi visto,estudamos neste trabalho alguns topicos fundamentais de Andlise Fun-
cional,como espagos normados e espacos de Banach e alguns exemplos importantes. Além
disso,vimos algumas propriedades de espagcos métricos e outros importantes conceitos
como operadores lineares,em particular, funcionais lineares,explorando também exem-
plos fundamentais de seu estudo.Além de termos estudado também o conceito de Espaco
Dual, fizemos um estudo significativo de outro importante espago da Andlise Funcional:o
espaco de Hilbert,explorando algumas de suas principais propriedades que envolvem pro-
duto interno e, é claro citando alguns de seus exemplos.Na parte final do trabalho estu-
damos o o Teorema do Ponto Fizo de Banach onde foi ultilizado como principal ferra-
menta para demonstrar o Teorema de existéncia e unicidade de equacgoes diferénciais pro-
posto.Mas antes de usa-lo,nos preocupamos em transformar o problema de valor inicial no
problema de resolugao da equagao integral (4.6) onde mostramos que suas solugoes sao 0s
pontos fizos de uma aplicacao ¢ : C'— C onde C' € um espago métrico completo.Assim,o
procedimento realizado teve como principal objetivo chegar nas condi¢oes do Teorema do
Ponto Fizo de Banach para entdo aplica-lo,isto €, mostrar que a aplicacao ¢ é uma con-
tracao.Assim,devemos levar em consideracao que os resultados aqui apresentados na parte
icial do trabalho,assim como o procedimento realizado para se chegar nas condigoes do
Teorema para aplica-lo tiveram crucial importancia,sendo entao indispénsdveis para um
bom entendimento desta rica disciplina que € a Andlise Funcional.
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