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Resumo

Falaremos sobre trés modelos da dinamica populacional, o primeiro é Crescimento Ex-
ponencial ou Modelo de Malthus seu modelo assume que o crescimento de uma populacao
é proporcional a populacao em cada instante, e desta forma a populacao humana deveria
crescer sem nenhuma inibicao. A modelagem matemética para descrever o crescimento
populacional evoluiu, passando por varias modificagoes apés Malthus - Um dos modelos
mais importante e conhecido é do soci6logo belga P. F. Verhulst (1838) que supoe que
toda populagao é predisposta a sofrer inibi¢oes naturais em seu crescimento, devendo
tender a um valor limite constante quando o tempo cresce. E um modelo de crescimento
mais significativo, do ponto de vista biolégico. E por tltimo estudaremos o modelo presa-
predador também conhecido por modelo Lotka-Volterra, esse modelo trata da interacao
entre duas espécies, onde uma delas (presa) dispoe de alimentos em abundéancia e a se-
gunda espécie (predador) tem como suprimento alimentar exclusivamente a populagao de
presas. Esse modelo é dado por um sistema nao-linear, pode ser analisado qualitativa-
mente no plano de fase. Esta andlise qualitativa é baseada, essencialmente, na variacao
dos sinais das derivadas do sistema e conseqiientemente no estudo da estabilidade dos
pontos de equilibrio que é realizado através de uma linearizacao do sistema. Falaremos
sobre o Controle Bioldgico da Broca na Cana-de-Actcar, a broca- Diatraea saccharalis é
uma das pragas que atacam a cana-de-actcar, ela é a de dificil controle, pois se trata de
um inseto que passa a maior parte de sua vida no interior da cana , tornando-se dificil seu
combate por meio de agentes quimicos. Ultimamente a forma mais eficiente de combate
da broca tem sido o controle bioldgico. No Brasil o controle da broca vem sendo efetuado
principalmente pela utilizagao da vespa indiana “Apanteles flavipes”. O modelo descreve
a interacao entre duas espécies, onde uma delas - a presa (neste caso a broca) dispoe de
alimento em abundancia (cana de agucar) e a segunda espécie - o predador (neste caso, a

vespa), alimenta-se exclusivamente da primeira. Na nossa modelagem matemadtica, utili-



zaremos o Modelo do tipo Lotka-Volterra: vespa xbroca, determinaremos os coeficientes
do nosso sistema: Coeficiente de crescimento interespecifico da broca (a); Coeficiente de
ataque (b); Coeficiente de mortalidade das vespas (na auséncia de alimento) («); Taxa
de crescimento das vespas (), como ja sabemos que nem sempre é possivel encontrar a
solucao analitica de uma EDO, temos outra solucao que é fazer um célculo aproximado,
apresentaremos dois métodos numeéricos para solucao de aproximacao: Método de Euler e
Método de Runge-Kutta com exemplos do modelo de Malthus, o crescimento populacional
na forma exponencial.

Palavras-chave:Um sistema presa predador, dinamica das populacoes, Modelo de

Lotka-Volterra.



Restiimen

Hablaremos sobre trés modelos de dinamica poblacional, el primero es Crecimento Ex-
ponéncial o Modelo de Malthus, este modelo asume que el crecimiento de uma poblacion
es proporcional a la poblacion em cada instante, y de esta forma a poblacion humana
deberia crecer sin ninguna inibicién. El modelo matematico para describir el crecimiento
poblacional evoluciond, pasando por varias modificaciones después de Malthus - Uno de
los modelos mas importante y conocido es del sociélogo belga P. F. Verhulst (1838) que
supone que toda pooblacién es predispuesta a sufrir inibiciones naturales en su crecimi-
ento, debiendo tender a un valor limite constante cuando el tiempo crece. Es um modelo
de crecimiento mas significativo, del punto de vista bioldgico. E por ultimo estudiare-
mos el modelo presa-predador tambiém conocido por modelo Lotka-Volterra, ese modelo
trata de la interaccién entre dos espécies, onde una de ellas (presa) dispone de alimentos
en abunddncia y la segunda espécie (predador) tiene como alimentos exclusivamente a
poblacios de presas. Esse modelo é dado por um sistema nao-linear, pode ser analisado
qualitativamente en el plano de fase. Este analise qualitativo es baseado, esencialmente,
en la variaciojn de los signos de las derivadas del sistema y consecuentemente en el estudio
de la estabilidad de los puntos de equilibrio que es realizado através de una linearizacion
del sistema. Hablaremos sobre el Controle Biolégico de la Broca na Cana-de-Acucar, la
broca- Diatraea saccharalis es uma de las plagas que atacan a la cana de azucar, ella es
de dificil control, pues se trata de un insecto que pasa la mayor parte de su vida en el
interior de la cana , siendo dificil su combate por medio de agentes quimicos. Ultimamente
la forma mas eficiente de combate de la broca a sido el control biol6gico. Em el Brasil el
control de la broca biene siendo efectuado principalmente por la utilizaciéon de ” Avispa
indiana” ” Apanteles flavipes”. El modelo descreve la interaccién entre dos espécies, onde
una de ellas - a presa (neste caso a broca) dispne de alimento en abundéncia (cania de

azucar) y la segunda espécie - el predador (en este caso, la avispa), se alimenta



exclusivamente de la primeira. Em nuestro modelo matematico, utilizaremos el Modelo
del tipo Lotka-Volterra: Avispa xbroca, determinaremos los coeficientes de nuestro sis-
tema: Coeficiente de crecimiento interespecifico de la broca (a); Coeficiente de ataque (b);
Coeficiente de mortalidad de las avispas (en la auséncia de alimento) (ALFA); Taxa de
crescimento de las avispas (BETA), como ya sabemos que no siempre es posible encontrar
la solucién analitica de una EDO, tenemos otra solucién que es fazer un célculo aproxi-
mado, presentaremos dos métodos numéricos para soluciones de aproximacion: Método
de Euler e Método de Runge-Kutta con exemplos del modelo de Malthus, elcrecimiento
poblacional en la forma exponencial.

Palabras clave: Un sistema depredador-presa, dinamica de poblaciones, el modelo

de Lotka-Volterra.
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Capitulo 1

Introducao

A Biomatematica é uma interface entre a Biologia e a Matemaética, caracterizada por
uma grande extensao de contato que experimenta atualmente um processo de aprofun-
damento acelerado. Deste processo de mao dupla, tanto questoes basicas de Biologia
tem sido resolvidas, como novas linhas de pesquisa em Matematica emergiram e adqui-
rem vida propria. A Biomatematica contemporanea pode ser classificada em trés ramos
distintos quanto aos métodos e abordagem: a tradicional interface oferecida por proble-
mas biofisicos e biomecanicos, a mais recente dedicada a analise genomica e uma terceira
que denominaremos de Dinamica de Populagoes. Neste trabalho trataremos de Dinamica
populacional, falaremos sobre os modelos de Malthus e Verhulst e nosso tema principal,
o modelo de Lotka-Volterra. O modelo de Malthus é conhecido como Crescimento FEx-
ponencial, € um modelo que diz que a taxa de crescimento populacional é diretamente
proporcional ao tamanho da populacao, biologicamente, isso nos diz que havera explosao
demografica caso nao haja controle. Ja o modelo de Verhulst, é parecido com o modelo
de Malthus, com a diferenca que a taxa de crescimento populacional é um fator limi-
tante, isto €, nao havera explosao demogréfica. E finalmente passaremos para o modelo
de Lotka-Volterra, conhecido como o modelo presa-predador, esse modelo trata-se da in-
teragao entre duas espécies, onde uma delas (presa) dispoe de alimento em abundancia e a
segunda espécie (predador) tem como suprimento alimentar exclusivamente a populagao
de presas. Vamos admitir que o meio nao deva mudar favorecendo alguma das espécies
e que qualquer adaptacao seja suficientemente lenta. Simplificadamente, o modelo de
Lotka-Volterra supoe que as presas crescem exponencialmente na auséncia dos preda-

dores (Modelo de Malthus) e que o fator limitante seja o ataque que as presas sofrem
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quando ocorre encontro entre as espécies, neste modelo considera-se que sempre ha morte
das presas quando ocorre encontro. Para compreensao do modelo de Lotka-Volterra serao
necessarias algumas definicoes de matemaética, tais como: Classificacao quanto a estabili-
dade dos pontos de equilibrio, Equacoes diferenciais nao lineares, Calculo das trajetorias
de um sistema autonomo, Linearizacao de um sistema nao linear em torno do ponto de

equilibrio. E ainda, serao abordados aqui Métodos numéricos para solucao aproximada

de EDO’s.
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Capitulo 2

Preliminares

Definiremos conceitos basicos de uma equagao diferencial ordinaria de ordem n, e
daremos algumas nocoes de Algebra Linear, que serao fundamentais para o estudo da
estabilidade dentro da andlise qualitativa das solugoes de EDO’s.

Definicao 1: Dizemos que uma equagao diferencial é ordinéria se a fungao incégnita

depende de uma tunica variavel independente, isto é,

d"z
— = f(t, ', 2", ... "} 2.1
= () 1)
A ordem da equacao é estabelecida pelo maior grau da derivada que aparece na

equagao. Uma equagao diferencial ordindria (EDO) de ordem n é linear se é da forma.

—jv + ..+ a,n_l(t)—x + a,x = g(t) (2.2)

onde a;,j = 1,...,n e g(t) sdo continuas e dependem apenas da varidvel t. As EDO’S que
nao podem ser escritas como (2.2) sao ditas nao lineares.

Uma equagao diferencial é dita homogénea se g(t) = 0. A solugao geral de uma
EDO ¢ a familia de todas as curvas que satisfazem (2.1),onde z°(ty) = wo,x'(t,) =

Ty, ..., 2" Y(ty) = w,_1 é a condicao inicial, zg, 1, ..., T, € R™.

15



Considere o sistema de equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem:

( dx
d_tl = f1(t,l’1,l’2, ,[L’n)
dx
d_t2 - fQ(twrlaan 7'1771)
(2.3)
dz,
% = fn(taxlam% 7xn)

com condigoes iniciais:

1 (to) = 2¥;
l’g(to) = l’g,
Ta(ty) = 20

Teorema 2:(Existéncia e Unicidade.) Sejam as fungoes Fi, Fy, ..., F}, e as derivadas parci-

i OF IF OF, OFy, 3 i .
alS Gty s Go s o Gats o0 g Ccontinuas na regiao R do espago (t, 1, xa, ..., ,) definido por

a<t<Biay <ty <PBi,...,qn <tl,< B eseja (o, 27,29, ...,2°) um ponto em R. Entdo

h& um intervalo |t — ty| < h no qual s6 existe uma unica solugao z; = ¢(t), ..., z, = ¢(t)

do sistema de equagdes diferenciais (2.3), que também obedecem as condigoes iniciais.

2.1 Autovetores

Definigao 3: Seja A uma matriz n X n sobre o corpo R, um autovalor de A em R é um
escalar A em R tal que Ax = Az, para algum vetor x # 0 tal que x € R". Dizemos que
x é um autovetor de A associado ao autovalor A\, onde os autovetores formam uma base

para o auto espaco de A. Além disso, de Ax = Az, temos:

(A— M)z = 0; (2.4)

onde I é a matriz identidade.

16



2.2 Autovalores

Definigao 4: Dado (2.4) definimos o polindémio caracteristico de A da seguinte forma:
p(A) =det(A— X)) = (=1)"\"+ (=) '\ la; + ...+ a, =0

onde os autovalores de A em R s@o as raizes de p(\).

Definicao 5: Um sistema de n equacgoes diferencias lineares de primeira ordem é um,

sistema:
X' = Aux;

onde A é a matriz de ordem n, cujas entradas representam os coeficientes constantes do

sistema de EDO’S e x € R™ é um vetor. Por exemplo, se n = 2 na defini¢ao (5), temos:

/I
Ty = a1 + 122

R
Ty = G211 + Q929

onde aq1, a2, A € age sao numeros reais dados. Assim a matriz dos coeficientes associada

ao sistema de equacoes diferenciais acima é dada por:

ailr aig

ag1 A2

Encontrado os autovalores através do polinomio caracteristico, temos que estes podem

ser: reais e distintos; reais e iguais; complexos e distintos.

2.2.1 Autovalores Reais e distintos

Sejam A; # Xo. Neste caso a solucdo é y; = c;e™ | parai=1,2,...
(a) se os autovalores tem sinais iguais, isto é, se A\; e Ay s@o ambos positivos ou negativos,
entao o equilibrio e um né estavel;
(b) se os autovalores tem sinais opostos, isto é, A; é negativo e Ay é positivo ou vice versa,

entao o ponto de equilibrio é um ponto de sela.

2.2.2 Autovalores reais iguais

Logo as solugoes siao dadas por y; = c1eM e yo = (o + c1yt)eM.
(a) Para A < 0, a trajetdria passa no ponto (c1;ce) e t = 0 e tende a zero para o tempo

variando. Temos aqui né improéprio estavel;
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(b) Para A > 0, a trajetdria vai para o infinito para o tempo variando. Temos aqui né
impréprio instavel,
(c) Para A = 0, temos a estrela com trajetérias tendendo para a origem ou se afastando

conforme o sinal negativo ou positivo dos autovalores.

2.2.3 Autovalores complexos

sejam A\ = a £ (1. Se a # 0 e § # 0, temos que a solugao em coordenadas polares
(r;0) é dada por: r(t) = roe®, e 6(t) = 6y — St. Logo, se:
(a) @« < 0 < B, o raio r decresce com o tempo, fazendo com que as trajetérias tendam
para a origem no sentido horario, pois o angulo 6 decresce com o tempo. A origem entao é
um foco estavel ou um ponto espiral. Se tanto o quanto [ forem negativos temos apenas
o sentido anti-horario.
(b) Se a e 8 forem positivos, temos que as trajetérias estardo espiralando para fora no
sentido anti-horario. Entao a origem serd estavel.
(c) Sea=0e >0, temos que r permanece constante quando # decresce e a trajetdria
estara se movendo sobre um circulo fechado em sentido horario e se 8 < 0, temos o sentido

anti-horario. Aqui a origem é um centro.

2.3 Ponto de equilibrio
Definigao 6: Dado um sistema de equagoes diferenciais 2’ = f(z), dizemos que (x, y.)

é ponto de equilibrio de f se f(ze,y.) = 0.

2.3.1 Classificagao quanto a estabilidade dos pontos de equilibrio
2.3.1.1 Estavel

E estavel quando para qualquer valor inicial a trajetéria permanece préximo do ponto

de equilibrio.

2.3.1.2 Instavel

Caso nao seja estavel.

18



2.4 Equacoes diferenciais nao lineares

Consideremos o seguinte sistema de duas EDOs nao lineares de primeira ordem:

dx

T _p

o (z,y)
dy

a Q(iU:y)

Um sistema deste tipo, em que as fungoes P e () nao dependem explicitamente da
variavel independente ¢, é chamado um sistema autonomo.

Um ponto de equilibrio do sistema é um ponto (z.,y.) para o qual z’ e ¢’ se anulam:

P(ze,y.) =0
Q(xea ye) =0

Pontos que nao sao pontos de equilibrio sao chamados pontos regulares. O sistema
acima pode nao ser resoltivel analiticamente. Poderemos, no entanto, tentar analisar nao
o comportamento de z e y em funcao de ¢, mas simplesmente o comportamento de y em
fungao de z, ou seja, as trajetérias que os pontos (z,y) descrevem ao longo do tempo no
plano de fases xy (plano de fases: nao representamos graficamente x e y em fungao de ¢,

mas sim y em fungao x).

2.4.1 Calculo das trajetérias de um sistema auténomo

Consideremos o sistema autoénomo:

dx

— =P

pn (z,y)
dy

% = Q(%?ﬂ

dividindo a segunda equacao pela primeira, obtemos:

dy  Q(z,y)
dr  P(z,y)

Se conseguirmos resolver esta equagao diferencial, obtemos y em funcao de x, ou seja,
a equacao geral das trajetorias no plano de fases.
Exemplo: de calculo da trajetéria de um sistema auténomo:

Considere o sistema:
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2
i 1
= y(x® +1)
dy 2
-2 _9
ar MY

as trajetérias podem ser obtidas resolvendo

dy 21> 21y

y(a2+1) (22 +1)

[
x2+1

Iny = In(z* 4+ 1) + Inc

de onde se obtém:

y = c(z? +1)

Algumas trajetérias sao representadas na figura seguinte:

o »
B sorSe
N - * o
T tu Wl i R
o e I
kel Pl A

e Tw Tw Tw
i S A e )
A e e T . e
— T T —""—"—"—:
[ L Y — N, W
- o X B
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i

[*,f,:; " L, L
", A R
dle e " Sl
jjj 5 LU
o % s =,

Figura 2.1: Grafico criado por Angélica F. Vilhena no winplot

2.4.2 Linearizacao de um sistema nao linear em torno do ponto

de equilibrio

Quando nao conseguimos obter uma equacao analitica para as trajetérias de um pro-

blema nao linear, resta-nos recorrer a linearizagao. Consideremos um sistema nao linear

auténomo, cujo ponto de equilibrio é (0, 0):

dx

— =P

o (z,y)
dy



A linearizacao em torno do ponto de equilibrio é baseada na expansao em série de
Taylor de P(z,y) e de Q(z,y) em torno do ponto (0,0) ( Recorde que P(0,0) = 0 e
Q(0,0) = 0):

p

dx p op dp dp
— =P - = ~ — =
o (0,0) + | ° + o y+ Rp(z,y) 5| L + o Y
(0,0) (0,0) (0,0) (0,0)
dy Q) oQ . 0Q oQ
\ (070) (070) (0,0) (010)

Rp(x,y) e Ro(z,y) s@o termos desprezaveis desde que (z,y) esteja suficientemente

préximo de (0,0). Ou, mais rigorosamente, Rp(z,y) e Rg(x,y) satisfazem a condicao:

. Rp(z,y
im Le@y)
(@y)=(0,0) /22 + 32
Ou seja, se estivermos apenas interessados em analisar o que se passa na proximidade
do ponto de equilibrio, entao o nosso sistema nao linear pode ser “substituido” pelo
chamado sistema linear associado, dado por:

(

dx op op
— =P — — .
dt (0,0)+ Ox + oy 4
(0,0) (0,0)
dy oQ oQ
e Q(0,0) + e + By Y
\ (070) (070)

Este sistema é homogéneo, logo ndés sabemos como obter as suas trajectorias em torno
de (0,0). No entanto, é importante salientar que a solugao geral do sistema associado
nao é a mesma que a solucao geral do sistema nao linear original! Existe apenas uma
semelhanca qualitativa no comportamento de ambas as solucoes na vizinhanga do ponto
de equilibrio. Por outras palavras, o comportamento das trajectorias do sistema linear
associado vai-nos dar informacao qualitativa sobre o comportamento das trajectorias do
sistema nao linear.

Exemplo: de sistema nao linear

Consideremos o seguinte sistema nao linear:

=y
Yy = —x + 0.2522
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quais os pontos de equilibrio?
=0 y=0 =0 y=20
= = =
y =0 —z +0.252% = 0 z(—1+0.252) = 0 r=0oux=4

ou seja, o sistema tem dois pontos de equilibrio: (0,0) e (4,0). Comecemos pela

andlise do ponto (0,0). Linearizando em torno desse ponto:

(dr  OP L op o 1

—_ = = xXr - = U.r Y =

dt Oz oy 4 y=y
) (0,0) (0,0)

dy 0Q 0Q

= O T+ o y=(—-1420).2+0.y x
\ (0,0) (0,0)

o sistema linear associado é assim:

dr
dt - y?
dy
— =z
dt
segue da defini¢ao 5:
x’ 0 1 x
y -1 0 y
a matriz dos coeficientes é:
0 1
A=
-1 0
Através do polinomio caracterisco encontramos os autovalores: A\ = i e Ay = —1.

Assim, (0,0) é um foco do sistema linear associado e um centro ou um foco do sistema
nao linear original. Nada podemos dizer quanto a sua estabilidade. Analisemos agora o
ponto de equilibrio (4,0). Primeiro, temos que fazer uma mudanga de variavel, de forma

a obter um novo sistema, cujo ponto de equilibrio seja (0,0):

U=2T— X, u=1x—4 r=u+4
= =
V=Y —Ye v=Y y=v
o sistema fica:
u =wv
V= —(u+4)+0.25(u+4)? =u+ tu?
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este novo sistema tem como ponto de equilibrio o ponto (0,0). Linearizando:

([, 0P 0P .
u =— U4 — w=0u+lv=w
ou ov
(0,0) (0,0)
0 0
v':a—cj .u—i—a—f}? w=(1+0,25.0)u+0v=u
( (0,0) (0,0)
obtemos:
u=v
v =u
a matriz dos coeficientes é agora:
01
10
a qual tem autovalores reais distintos: \; = —1 e Ay = 1, logo o ponto de equilibrio (4, 0)

é um ponto de sela instavel.
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Figura 2.2: Grafico criado por Angélica F. Vilhena no winplot

A figura anterior representa as trajetérias do sistema nao linear original tracadas
rigorosamente . E notério que o comportamento na vizinhanca de (0,0) e (4,0) é de fato

caracteristico de, respectivamente, um centro e um ponto de sela.
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Capitulo 3

Modelos de Dinamica Populacional:

Malthus e Verhulst

Antes de iniciarmos o estudo do Modelo Lotka-Volterra, consideraremos os modelos

unidimensionais de Malthus e Verhulst.

3.1 Crescimento Exponencial ou Modelo de Malthus

Seja y = y(t) a populacdo da espécie dada no instante ¢. A hip6tese mais simples sobre
o crescimento populacional é que a taxa de variacao de y é proporcional ao tamanho da

populagao y, isto é,

dy

_ 1
o =Y (3.1)

onde r é a constante de proporcionalidade.

resolvendo a equagao (3.1) com a condigao inicial y(0) = yo, obtemos

y = yoe"

biologicamente nos diz que havera explosao demografica, caso nao haja controle.

3.2 Crescimento Logistico ou Verhulst

Aqui existe um fator limitante em (3.1) o qual pode ser representado por uma funcao

h(y) e assim obtemos:
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dy

—=h 3.2
o =y (3.2)
onde h(y) > 0 quando y for pequeno e h(y) < 0 quando y for grande. Uma fungao que
tem essa propriedade é h(y) = r — ay, onde a é constante positiva. Substituindo essa

funcao em (3.2), obtemos

— = (r—ay)y (3.3)

Denominada Equacao de Verhulst.

Finalmente, podemos estudar o modelo Lotka-Volterra que é um modelo predador
presa em que uma das espécies se alimenta da outra. Aqui ndao podemos aplicar a Li-
nearizacao, pois o equilibrio nao nulo, que é o objeto principal de nosso estudo, nao ¢é

hiperbdlico.

3.3 Modelo de Lotka-Volterra

Dentre os modelos de interacao entre espécies vamos estudar o classico modelo presa-
predador que, por sua simplicidade e beleza, cativou grande ntimero de pesquisadores que
passaram a utiliza-lo como paradigma de seus modelos modificados.

A analogia pode ser facilmente observada nos modelos epidemiolégicos, biodigestores,
crescimento de tumores, aplicagoes quimioterapicas, uso de herbicidas etc. O modelo
presa-predador também conhecido por modelo Lotka-Volterra tem sido também ponto de
partida para o desenvolvimento de novas técnicas e teorias matematicas.

O modelo presa-predador trata da interacao entre duas espécies, onde uma delas
(presa) dispoe de alimentos em abundancia e a segunda espécie (predador) tem como
suprimento alimentar exclusivamente a populagao de presas. Vamos admitir também que
durante o processo, num intervalo de tempo t, o meio nao deve mudar favorecendo alguma
das espécies e que qualquer adaptacao genética é suficientemente lenta.

As variagoes sao dadas pelas seguintes equagoes:

25



(
variacao do n° aumento destruicao
de presas natural pelos predadores
variacao do morte na aumento causado pela
=— +
\ n° de predadores ausencia de presas alimentacao disponivel

x = z(t) a densidade populacional das presas, e
y = y(t) a densidade da populagao dos predadores destas presas, em cada instante t.

Simplificadamente, o modelo de Lotka-Volterra supoe que as presas crescem exponen-
cialmente na auséncia dos predadores (modelo de Malthus) e que a taxa de mortalidade
dos predadores, na auséncia das presas, é proporcional a sua popula¢ao y(t) em cada
instante ¢ (morte por falta de alimento).

Admitindo que o encontro das duas espécies seja ao acaso, entdo quanto maior o
nimero de presas, mais facil serd encontra-las e quanto mais predadores, mais alimento
serd necessério. B razodvel supor que a taxa de destruigao das presas deve ser proporcional
ao numero de encontros possiveis entre as duas espécies!

A taxa de nascimento dos predadores depende exclusivamente, neste modelo, da quan-
tidade de presas devoradas em cada encontro.

Se modelarmos os encontros possiveis pelo termo bilinear zy, entao o sistema presa-

predador, simplificado pelas imposigoes a cima, é dado por

dx

prik bxy

(3.4)
d
d—i = —ay + Py,

O sistema (3.4) apesar de ser ndo-linear, pode ser analisado qualitativamente no plano

de fase, eliminando a varidvel independente t, através da regra da cadeia:

dx
dt _ o
dy — dy
dt

a equagao autonoma, correspondente a (3.4) é dada por

de _ x(a—by)
dy — y(—a+ p)

que pode ser resolvida analiticamente por integracao das formas diferenciais com variaveis

(3.5)

separaveis
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/—a+/6’xdx:/a—bydy
z Y

ou

—aldnz + Bz = alny + by + k (3.6)

onde k é uma constante de integracao.
Na equagao (3.6) nem x ou y podem ser explicitados em termos de fungoes elementares.
As trajetérias representadas pela equacdo (3.6) podem ser tragadas por meio do
método grafico de Volterra:

Consideramos as funcoes auxiliares

z = f(z) = —alnz + px
w = g(y) = alny + by (3.7)
z=w+k
As partes positivas das trés fungoes de (3.7) podem ser esbogadas separadamente em
cada quadrante de um plano, conforme Figura 2.1, e suas inter-relagoes fornecemos pontos
da trajetéria no 1° quadrante xy:

Método grafico de Volterra- Plano de fase do sistema presa-predador

A

wY

w=z z
Figura 3.1: Rodney C. Bassanezi

A curva obtida pelo método grafico de Volterra é fechada no plano zy (z > 0 e
y > 0),indicando que as solugoes de (3.4), © = z(t) e y = y(t), sao periddicas (Fig.3.3).
(a)Plano de fase

(b)solugoes do modelo presa-predador
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predador

presa

Figura 3.2: Rodney C. Bassanezi

predador

presa

tempo
Figura 3.3: Rodney C. Bassanezi

Observacao: As curvas representadas pelas figuras 3.1, 3.2 e 3.3 proporcionam in-
terpretagoes do fenomeno presa-predador apesar de nao termos as solugoes explicitadas
analiticamente.

- O comportamento das trajetorias pode ser analisado, considerando diferentes regices do
plano de fase:

Regiao I -(dz/dt > 0 e dy/dt > 0) Quando a populacao de presas aumenta em tamanho,
as espécies predadoras se tornarao também mais numerosas por ter uma base alimentar
maior com certo atraso no tempo;

Regiao II- (dz/dt < 0 e dy/dt > 0). A crescente demanda por alimento reduz a populacao
das presas e as espécies predadoras tém seu crescimento inibido;

Regiao III- (dz/dt < 0 e dy/dt < 0). O alimento se escasseia para as espécies predadoras
e como consequéncia apresenta uma reducao em tamanho;

Regiao IV- (dz/dt > 0 e dy/dt < 0). A redugao dos predadores favorece a populagaodas
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presas que, lentamente, comecam a crescer.

O padrao nas variagoes dos tamanhos das populagdes pode se repetir quando as
condicoes permanecem constantes - O processo continua em ciclos, denominados ciclos
ecologicos.

Esta analise qualitativa é baseada, essencialmente, na variagao dos sinais das derivadas
do sistema (3.4) e conseqlientemente no estudo dos pontos de equilibrio.

Como ja vimos, um sistema estd em equilibrio quando sua variacao é nula, isto é,

d d
quando d—f =0e d_i = 0. No caso do sistema presa-predador (3.4) temos
d
—JE:O<—>ow:—bxy:()<—>$:()ouy:g r=0ey=0
dt b
J =
o a
d—‘z:0<—>—ay+5:t:y:0<—>y:00u:c:% x:Eey:g

O estudo da estabilidade dos pontos de equilibrio py = (0;0) e p; = (%, %) . E realizado

através de uma linearizacao do sistema (3.4) - Por exemplo: o sistema linear

d—x = axr
dt
(3.8)
_
aw Y

corresponde a linearizagao de (3.4) em torno do ponto py = (0;0).

a solucao geral de (3.8) é dada por

at

x(t) = zoe™ e y(t) = yoe~

Entao, se a condigao inicial (zo;y0) é tal que zp > 0 e yo > 0, a trajetéria p(t) =
(x(t);y(t)) se afasta de py. Neste caso pg é dito se instéavel.

Salientamos que a unica trajetéria de (3.8) que se aproxima do ponto de equilibrio pg
¢ aquela que parte do ponto inicial (0;yy) com yo > 0, isto é, na auséncia de presas, a
populacao dos predadores sera extinta.

Agora, se considerarmos o ponto p; = <%, %) , através da mudanca de varidveis em

(3.4):

o a
U=r——ev=y——

3 b

p1 é transportado para a origem, isto é, obtemos o sistema (3.4) transladado
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du bo

a - B

(3.9)
dv  Ba
at - b

Os auto-valores de (3.9) s@o complexos conjugados puros A = +iy/aq, obtidos do

polinémio caracteristico Q(\).

b
QW) =det | 4, p
- Y

2

Jaa

logo, as solugoes reais de (3.9) sao periddicas de periodo T' =

u(t) = kz% cos vaat

e (3.10)
v(t) = E\/;sin Vaat

Observacao:

Usando a regra-da-cadeia em (3.9) podemos escrever

u? ab? v?
R 3.11
2 2522 (3.11)
ou
2 02
a62u2+a62v2:k<:>7+721
aB? ab?

Portanto, o ponto p* = (0;0) é um centro de todas as trajetérias (elipses), se k > 0.
Neste caso, o ponto de equilibrio p; de (3.9) é dito ser estével.

A transferéncia das caracteristicas dos pontos de equilibrio dos sistemas linearizados
(3.8) e (3,9), correspondentes aos pontos de equilibrio do sistema quase linear (3.4) é
dada através da Linearizacao.

As trajetérias fechadas em (3.6), em torno do ponto p; = (%, %) descrevem o que se

convencionou chamar de ciclo ecoldgico.

3.4 Controle Biolégico da Broca Cana-de-Acucar

Das inumeras pragas que atacam a cana-de-acucar, a broca- Diatraea saccharalis ¢ a

de mais dificil controle, pois se trata de um inseto que passa a maior parte de sua vida no
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interior da cana (mais especificamente dentro do colmo), tornando-se dificil seu combate
por meio de agentes quimicos.

Ultimamente a forma mais eficiente de combate da broca tem sido o controle biolégico,
utilizando-se propositadamente outras espécies de insetos predadores, que sao espalhados
no canavial.

No Brasil o controle da broca vem sendo efetuado principalmente pela utilizacao da
vespa indiana ” Apanteles flavipes”, aqui introduzidas em 1974.

Canavial

Figura 3.4: Rodney C. Bassanezi

O parasitismo se inicia por uma picada da vespa, ocasiao em que um lote de ovos é
depositado no corpo da lagarta (broca). Desses ovos eclodem as larvas que se desenvolvem
a custa dos tecidos da lagarta hospedeira, pondo termo ao ciclo da broca.

O modelo descreve a interagao entre duas espécies, onde uma delas - a presa (neste
caso a broca) dispoe de alimento em abundancia e a segunda espécie - o predador (neste
caso, a vespa), alimenta-se exclusivamente da primeira.

Informacoes Basicas

O adulto da Diatraea saccharalis é uma mariposa de cor amarelo-palha, com cerca
de 25 mm de envergadura, que apds o acasalamento faz as posturas, de preferéncia na
face dorsal das folhas da cana, depositando de 5 a 50 ovos. Dependendo das condigoes
climaticas, como no caso do Estado de Sao Paulo, depois de decorridos 4 a 9 dias estes
ovos eclodem, surgindo as larvas que, inicialmente alimentam-se do parénquima das folhas,
dirigindo-se posteriormente para a bainha.

Uma broca sendo parasitada por uma vespa

Depois da primeira troca de pele, penetram na parte mais mole do colmo, que ¢ a gema

e abrem galerias, na sua maior parte longitudinais, de baixo para cima e ai permanecem
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Figura 3.5: Rodney C. Bassanezi

alimentando-se por cerca de 40 dias até atingir seu desenvolvimento completo. No final
deste periodo as lagartas, ja com 22 a 25 mm de comprimento, abrem um orificio para o
exterior e imediatamente o fecham com seda e restos de bagacgo, por onde emergirao as
mariposas adultas.

Passam, entao, para a fase de crisdlida, de coloragao castanha, com as mesmas di-
mensoes, permanecendo neste estado por mais 9 a 14 dias. Metamorfoseiam-se em mari-
posas que saem do interior do colmo para completar seu ciclo de vida com duracao de 53
a 63 dias.

Na cana adulta, ocorre perda de peso, brotacao lateral, enraizamento aéreo, colmos
quebrados e entrends atrofiados. Além disto, nos orificios praticados pelas lagartas da
broca penetram fungos (Fusarium moniliforme e Colletotrichum falcatum) que ocasionam
a "podridao vermelha”, causando perdas industriais consideraveis.

Durante a germinacao do tolete infectado por estes fungos ocorre a morte da gema
e a reducao da germinacao. Quando as plantas crescem, entre 3 e 4 meses, surgem as
primeiras lesoes nas folhas, que culminam com a morte prematura das mesmas.

Os prejuizos mais graves sao os causados pela inversao de cerca de 50 a 70 % da
sacarose dos colmos atacados. Além disso, os fungos produzem invertases nestes colmos
que, se industrializados, irao inverter a sacarose do caldo normal nos processos iniciais de
fermentacao.

O controle biolégico visa interromper o ciclo evolutivo, a médio e longo prazo, em
qualquer uma de suas fases. Atualmente se consegue o controle nas fases de ovo e de
lagarta.

Os principais parasitos dos ovos da Diatraea saccharalis sao o Telenomus alecto e o

Trichogram maminutum, sendo o dltimo nao tao eficiente porque a espécie é inespecifica.
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Ja a espécie T. alecto tem uma eficiéncia de 80 a 90%. Porém, no Estado de Sao Paulo
a sua utilizacao sofre de continuidade, pois a Diatraea nao faz posturas em determinadas
épocas do ano (Julho - Setembro).

Os principais parasitos da lagarta sdo os dipteros (moscas larviparas) Metagonisty
lumminense ou ”"Mosca do Amazonas”, a Lixophaga diatracae ("Mosca Cubana’) e a
Paratheresia claripalpis ("Mosca Africana”); e o himendptero Apanteles Flavipes (" Vespa
Indiana”).

Apoés sua gestagao, as larvas das moscas penetram na entrada do orificio provocado
pela broca e encontram a lagarta (da broca), perfuram-lhe a pele e dela se alimentam.

Em seguida as larvas, passam a forma de pupa no interior da galeria, proxima ao
orificio de entrada, afim de, garantir a saida do adulto. Em Sao Paulo o seu parasitismo
natural oscila entre 15 a 20%.

O himenéptero Apanteles flavipes, proveniente da [ndia e do Paquistao, vem se adap-
tando as varias regides de nosso pais. Apresenta vantagens em relacao aos outros preda-
dores naturais por ter maior indice de multiplicacao, por ser especifico (somente parasita
esta broca) e pode ser produzido em laboratério com relativa facilidade.

O parasitismo se inicia quando a fémea da vespa adulta, preta com 2 a 3 mm de
comprimento, entra pelo orificio praticado pela broca, ocasiao em que encontra a lagarta
e através de uma picada deposita no interior do corpo do hospedeiro cerca de 50 ovos.
Estes permanecerao no interior da lagarta hospedeira alimentando-se de seus tecidos de
reserva por cerca de 10 a 12 dias. Ao final deste periodo as larvas do Apanteles migram
para fora do corpo da lagarta, que exaurida morre, e formam casulos (pupas), ficando
neste estado de 3 a 5 dias quando tornam se vespas adultas, completando entao o seu
ciclo vital.

No parasitismo pelas moscas, cada uma da origem a duas outras, no maximo. Ja com
as vespas esta relacao é de 1 para 50.

Como ja observamos, existem varias espécies de predadores da broca - Aqui, por
simplicidade, consideramos um tnico predador - a vespa. Com esta simplificagao obtemos
modelos mais didaticos que praticos, onde a énfase maior estd na obtencao dos parametros

e no estudo de sistemas de equagoes diferenciais e de diferencas.

33



3.5 Modelo do tipo Lotka-Volterra: vespa xbroca

Sejam:
B = B(t): A populagao de brocas numa regiao limitada de um canavial, num instante ;
V = V(t): A populacdo de vespas que convivem com as brocas no mesmo canavial, num
instante ¢.

Hipdteses:

a) A quantidade de alimento (cana-de-agicar) para a broca (presa) é bastante grande,

nao existindo uma auto - regulacao de seu crescimento especifico;
b) A vespa tem na broca sua alimentagao bésica e na auséncia desta a vespa morre;
c) A broca s6 é predada pela vespa (hip6tese altamente simplificadora).

Com estas consideragoes, podemos formular o modelo presa-predador discreto:

Bt+1 — By = pB; — ¢BV;

(3.12)
Vigr = Vi =1rBV, — sV}
onde p; q; r; s sao constantes positivas;
O seu modelo analogo continuo é dado por:
dB
— =aB —-bBV
dt
(3.13)
av
— =BV —aV
T “

Neste texto vamos analisar apenas o modelo continuo (3.13).
A determinagao dos coeficientes estd condicionada a unidade de tempo (dias). Para
efeito de calculos consideramos periodo de 1 ano para o plantio e colheita da cana.
Vimos que o ciclo da broca varia entre 53 a 63 dias (desprezaremos a tltima geracao,
considerando apenas 4 geragoes num ano) e o ciclo das vespas é de 13 a 17 dias.
Admitiremos os crescimentos e interagoes, como funcoes continuas do tempo.
(a) Coeficiente de crescimento interespecifico da broca: a

Temos que:
53463

2
)
R: (razao de crescimento)= 1= 5 (cada adulto dé origem a 5 individuos adultos).

Ti = 58 dias; é o periodo médio de um ciclo de vida da broca;
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Supondo que, na auséncia de vespas, a populacao de brocas aumenta sem inibicao,

temos:
dB dB
E:CLB:> gza/dtiB(t):Boeat
InR
B(T}) = Bye™" = RBy = Bye™ = a = ;—
1

1
Portanto, a = 2—; — 0,02774893

Nota: Em condicoes de laboratoério, R = ? em cada geracao.
b) Coeficiente de ataque: b

O coeficiente b é calculado através da taxa de eficiéncia do controle broca pela vespa.
Temos que apenas as fémeas das vespas causam prejuizo para as brocas - entao, podemos
admitir uma taxa de controle de 50%, isto &,

13417
B(Tg) = 0, 5B0, onde T2 = il

= 15 dias é o periodo médio do ciclo da vespa.

Atualmente, recomenda-se a liberacao de 5000 vespas quando forem encontradas 10
brocas (10 furos na cana), por uma pessoa em 1 hora, em 1 hectare (neste caso, uma
projecao estatistica daria aproximadamente 2000 brocas na area).

Usando a equagao das presas de (3.13), temos:

dB
i aB — 500068 = B(a — 50000)

ou

dB
= = (a—50000)dt

integrando, vem
B0 dB
— = (@ — 5000b /dt
[ )
In(B(t)) — In By = (a — 50000)t
B(t
ln( B( )> = (a — 5000)t

0

In (B g”) = (a — 5000b) T
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B(T>)

tomando os valores Ty, = 15, a = 0; 02774893 e In (
0

obtemos b = 0; 00001479.

) =1n0,5=0,69314718 ;

c) Coeficiente de mortalidade das vespas (na auséncia de alimento):«

Na verdade, somente a fémea da vespa busca a broca para efetuar a postura de ovos.
Contudo, as vespas duram de 48 a 72 horas, apds a liberacao dos ovos. Admitiremos, a
partir destes dados, que a populacao das vespas seja reduzida a 5% em cerca de 60 horas.

Entao, podemos escrever:

dVv

E = —O(V
dV

7 = —a/dt
V = ‘/Oe—oct

tomando 60hs = 2,5 dias, obtemos:
0,05V = Ve 2%

ou seja

10,05
2.5

o= = 1,198293

d) Taxa de crescimento das vespas:[}

O coeficiente 3 representa a taxa de natalidade das vespas, que obviamente depende
da quantidade de hospedeiros (brocas) durante a postura. Sabemos que cada vespa fémea
dé origem a 50 outras, das quais apenas 15 completam o ciclo de vida.

Da equagao diferencial das vespas (3.13), temos

av
y —aV + BByV

onde By = 2000 brocas (valor inicial estimado por hectare pesquisado). Entao,

av
- = (0 +20008)dt

integrando, temos

V = Voexp[—a + 20000t
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usando os valores Vy = 5000, a = 1,198293, t = T, = 15, V(T,) = 5000 x 15, Obtemos:

B = 0,0006894
Analise do Modelo presa predador: vespa x broca.

As trajetérias no plano de fase BV, do sistema presa predador satisfazem a relagao

implicita geral (veja equagao (3.6)):

—almB+pB=alnV —bV + K

onde K ¢ a constante de integracao, a ser determinada com as condicoes iniciais By = 2000

e Vp = 5000

Usando os valores estimados dos parametros, obtemos:

K = —7,89167

O ponto de equilibrio do sistema, P, = (B*,V*) é tal que

o  1,198293
B =2 = 229009 o qag hiocas:
5~ 0,0006894 rocas;
vr=2_ 002774893 = 1876 vespas

b 0,00001479
Sabemos que, para o modelo de Lotka - Volterra, as trajetérias sao curvas fechadas

no plano BV e portanto existe um periodo ¢t =T > 0 onde
B(T)=ByeV(T) =V,

no sistema (3.13), colocamos o B e o V' em evidéncia, podemos escrever na forma

1 dB
(3.14)
1 dv
Y~ _a48B
v Tt

integrando as equagoes de (3.14) entre 0 e T, obtemos

¢

In B(T) —In B(0) = /T(a —bV)dt

1nvaj—hwdm:i/ﬂ—a+ﬁBMt

\

como B(T) = By e V(T') =V, obtemos
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T T
aT:b/ Vdt e aT:ﬁ/ Bdt
0 0

portanto,
1 T
a_ - / Vdt é valor médio da populacao das vespas ao longo do periodo T
b T J,
« I , s -
B =T Bdt é valor médio da populacao das brocas ao longo de T
0

Este resultado indica que para diminuir a quantidade de brocas nao adianta aumen-
tarmos a quantidade de vespas, pois tal fato somente alteraria a magnitude da oscilagao

do ciclo.
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Capitulo 4

Métodos numeéricos para solucao

aproximada de EDOs

Nem sempre é possivel encontrar a solucao analitica

y(x)

Solugao: aproximar!

Estudaremos aqui dois métodos:

e Método de Euler;

e Método de Runge-Kutta de Segunda Ordem.

4.1 Método de Euler

Equagao diferencial de primeira ordem:

y/(ﬂﬁ) = 5= f(l',y),y(l'()) = Yo

e parte do principio que alguma coisa sobre a funcao é conhecida proximo ao ponto

Lo;
e o valor da fungao no ponto inicial: y(x¢) = yo;

d
e 0 valor da sua derivada: d—xlxo = f(xo, o).
Y

39



Considera-se o ponto x; suficientemente proximo de xg tal que:

y(z1) ~ y(x0) + ¢ (w0)[r1 — 20]

A série de Taylor até o primeiro termo aproxima suficientemente bem a funcao cha-

mando

x1 — 2o = h = y(xo + h) ~ y(xo) + hy'(x0)

valores conhecidos: xg, yo, ¥'(z0) = f(x0, yo)
Note que;
connhecidos aproximados
k=1, zo, o, yo = f(x0,Y0) = ylx1) ~y1 =yo+ hyg
k=2x,y,y = f(x1,01) = y(22) ~ y2 = y1 + hyy
k=3 x2,y2,05 = f(w2,42) = y(x3) ~ ys = ya + hyfy

Se toma uma aproximagao linear para y até o proximo ponto e ai se reavalia
e algoritmo simples

e geometricamente ...
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Visao geométrica (grafico 4.1), gréafico de aproximagao pelo método de Euler;

Inclinagéio = fix, v, }

}.’2 B L T T T Ee e e D ..?T.—:—.»-\.’I.__‘_m___\_
H —

il
Ineli d0=1x. v.}r gl " —
nelinagio = fix, Yol / Inclinagio =fzs)

Figura 4.1: Renato S. Silva, Regina C. Almeida

Reduzinho h temos (grafico 4.2); Grafico de aproximagao reduzinho h- método de

Euler

Inclinagio = fix, v} .
’.f e
/

Inclinacio = fix, ¥,/ 7.5 "lnclina';ﬁo Jixs,v,)
o Y 21Xz

Figura 4.2: Renato S. Silva, Regina C. Almeida

Quando a derivada segunda (curvatura) é grande (gréfico 4.3); Grafico curvatura

grande- método de Euler
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- Erre

Inchinagiio = fix,, ¥}

Xy :'-\'L“l X
Figura 4.3: Renato S. Silva, Regina C. Almeida

Método de Euler - Exemplo
Considere o crescimento populacional na forma exponencial:
% = f(N)=rN com Ny =N(0) =10er =0.15

onde

N é a densidade populacional

r é a taxa de crescimento

t é o tempo

adotaremos h=1.0

y(zp +h) ~y(a) + hy'(ox) = y(aw) + bf (2, yr)

Yy N
f(ti, N;) =rN;
Tt
Ny = Ny + hf(t, No) = 10 + 1.0 x (0.15 x 10) = 11.5 t=1.0
No = Ny + hf(t;, N}) = 11.5 + 1.0 x (0.15 x 11.5) = 13.225 ¢ = 2.0
Ny = Ny + hf(ts, Np) = 13.225 + 1.0 x (0.15 x 13.225) = 15.209 ¢ = 3.0

Ny = N3+ hf(ts, N3) = 15.209 + 1.0 x (0.15 x 15.209) = 17.490 ¢ = 4.0
Ns = Ny + hf(ts, Ny) = 17.409 + 1.0 x (0.15 x 17.409) = 20.1135 ¢t =5

Aproximacao do método de Euler
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45 T T T T

Figura 4.4: Renato S. Silva, Regina C. Almeida
Método de Euler - Erro

e Se y tiver derivada segunda limitada, entao a aproximacgao pelo método de Euler
converge para a solucao exata quando h — 0 e o erro global depende tanto de h

quanto da derivada segunda.

e Convergéncia lenta!

4.2 Método de Runge-Kutta

e obtidos pela Série de Taylor;

e cancelando-se os termos que contém poténcias de h maiores que p, entao o método

é de ordem p;

e 0 Método de Euler é um método de Runge-Kutta de primeira ordem.
Expandindo y(zjy1) em Série de Taylor

h? h3
Y(Tre1) = y(zx) + hy'(z) + gy"(l‘k) + Ey”/(xk) + ...

= y(x) tem que ser continuamente diferenciavel
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4.3 Método de Runge-Kutta de Segunda Ordem

e y(x) tem que ser trés vezes continuamente diferencidvel

2 3

Y(zri1) = y(zr) + hy'(z1) + %y"(ﬂfk) + %y'"(f),f € [Th, Trta]

Denotando ' (xy) = f(zk, y(zk))

Obtemos

h_2 df (zx, y(xx))

Y(@p1) = y(@e) + hf (g, y(zr)) + 5 [ I Jo=a, +0(§)
e Como calcular M?
dx
Polinémio interpolador de grau um
. T — T r — I
p(z) = f(xl)xl ~ 5 f(9€2)$2 S
= p(2) = f(1) T ) —
b B ! xTy1 — T2 ? To — 1
= _f<371)x2 _— + f($2)x2 i
1

= Ef[(@) — f(x1)]

df (xr, y(xr))
dx

Aplicando o polindémio interpolador em temos:

Pt Ly i) Syl

substituindo (4.2) em (4.1):

h_Z[f(!EIH-l, Y(rri1)) — f(an, y(xk»]
2 h

Y(Try1) = y(ox) + hf (vr, y(2r)) +
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) = (o) + 2.5 Flen,ylon)) + 51 (onen y(oen) — o y(en)]

Y(an) = y(re) + 51 an, v (on)) — Fan @) +2.f oyl

() = y(e) + S o, y(own)) + 7w, y(a)]

ou ainda:

e = v+ 51, yer) + o) (4.3

Foérmula implicita

Vamos usar Método de Euler para aproximar y;.1 do lado direito:

Ykt1 = Uk + hy' (zp)

Subsituindo em f(Zg11, Yrt1):

S @hy1s Yrr1) ~ f(@rsr, e+ hy' (1)

(4.3) fica assim:

h
= Yk+1 = Yk + §[f(33k7yk) + f(@kg1, ye + hf (Tr, Yi)]

1
Ye+1 = Y + Q[ﬁf(l’k, Yk) +fbf(33k+1, yr + hf (zr, yk)l]

ky ko

Logo podemos reescrever a férmula como:
ky + ko

onde k; = hf(xp, yx) € ka = Tpr1, Yr + hf (T, yr))

Método de segunda ordem sem ter que determinar derivadal

Yk+1 = Y +

Método de Runge-Kutta (2)- Exemplo
Considere o crescimento populacional na forma exponencial

dN
%:f(N):rN, com Ny = N(o) =10 e r=0.15
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Considere: h = 1.0

Tt

ki =hf(ze,ye); ke =hf(Ter,ye + k1) = ki =hf(te, Ny); ko =hf(t,Ng+ k1)

kot N, kv = hf(tka Nk) ko = hf(t,Nk + k‘l) Nk-i-l =N, + k142rk2

0 0 10 1.5 1.725 11.613
1 1.0 11.613 1.742 2.003 13.485
2 20 13.485 2.023 2.326 15.66
3 3.0 15.66 2.349 2.701 18.185

Aproximacao de Runge-Kutta

Figura 4.5: Renato S. Silva, Regina C. Almeida

46



Conclusao

No decorrer deste trabalho, evidenciou-se o Estudo do modelo de Lotka - Volterra.
Embora exista uma variedade de modelos da dinamica das populagoes, nos restringimos
ao modelo presa-predador, que trata da interacao entre duas espécies, onde uma delas
(presa) dispoe de alimento em ambulancia e a segunda espécie (predador) tem como
suprimento alimentar exclusivamente a populacao de presas, este modelo é representado
por um sistema de EDQO’s nao-lineares, onde uma equacao representa a variagdo no nimero
de presas e a outra representa a variacao no numero de predadores, utilizando um dos
pontos de equilibrio desse sistema e aplicando a mudanca de variaveis, percebemos que as
solugoes sao funcgoes trigonométricas, e portanto as curvas sao periddicas e as trajetorias
sao curvas fechadas, por isso se convencionou chamar de ciclo ecolégico. Vimos também
que o controle da broca na cana-de-acticar é feito biologicamente utilizando um predador
da broca ” Apanteles Flavipes”e com alguns dados sobre o canavial foi possivel modelarmos
com o modelo de Lotka-Volterra, e fazendo a analise do modelo podemos verificar que
realmente as variagoes no ntimero de presas e predadores permanecem em ciclos ecolégicos
e se por acaso aumentarmos o numero de vespa indiana para tentarmos eliminar as brocas
isso nao seria possivel, pois s6 aumentarmos o tamanho da oscilagao do ciclo. Para
finalizar, gostarfamos de salientar, que nao existe modelo definitivo ou perfeito quando
se quer representar matematicamente um fenomeno da realidade - Todo modelo sempre
podera vir a ser modificado e melhorado, basta que se pergunte: e se...?” Neste sentido,
a Natureza é uma fonte inesgotavel de problemas e a Matemética ocupara sempre uma

posicao de destaque aos desafios de novos conhecimentos.
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