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Resumo

As técnicas de otimizagdo tém sido implementadas atualmente nas mais diversas dreas de co-
nhecimento. Uma aplica¢do de otimizacdo para sistemas dindmicos € determinar uma lei de
controle que faca com que o sistema atenda a certas especificacdes de desempenho. Fazendo
um aporte da teoria de controle 6timo em ecologia, neste estudo emprega-se o modelo Lotka-
Volterra (L-V). A escolha do modelo se justifica pelo uso simplificado que facilitard a exposi¢ao
da teoria de controle 6timo em ecologia. A andlise no sistema sugere a proposi¢ao de controlar
as dindmicas das presas e predadores por meio de um agente de controle que mata as espécies

de forma proporcional.

Palavras-chave: Teoria Controle Otimo, Presa-predador, Otimizagdo.
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Introducao

O célculo das varia¢Oes nasceu no século dezessete com a contribuicao de Bernoulli, Fermat,
Leibniz e Newton. Alguns matematicos como H.J. Sussmann e J.C. Willems defendem a origem
do controle 6timo coincide com o nascimento do calculo das varia¢des, em 1697, data de publi-
cacdo da solugdo do problema da braquistécrona pelo matemdtico Johann Bernoulli. Outros vao
ainda mais longe, chamando a atenc¢do para o fato do problema da resisténcia aerodindmica de
Newton, colocado e resolvido por Isaac Newton em 1686, no seu Principia Mathematica, ser um
verdadeiro problema de Controlo Otimo [2].

E com passar dos anos e dos avangos tecnoldgicos, o uso de tais abordagens vém ganhando
énfase, nas mais diversas dreas de atuacdo, assim se da aplicacdo de controle 6timo em sistemas
bioldgicos, buscando complementar ainda mais os estudos destas dreas referidas.

Do célculo variacional destacamos a equagdo de Euller, onde a tomamos como ponto de
referéncia para se determinar pontos extremos de funcionais e temos especial interesse no es-
tudo de condi¢des necessdrias e/ou suficientes para caracterizacdo das solu¢des com objetivos
de determinar os pontos de mdximo ou de minimo destes problemas de otimizacdo, tais como
problemas com limita¢des nas condi¢des de contorno, por exemplo, com fronteiras finais livres.

Deste modo, a Teoria de Controle 6timo analisa determinado comportamento, seja popula-
cional, econdmico, energético, entre outras, buscando as condi¢des de controle pedidas. E com
base nos resultados do Célculo Variacional, t€ém-se, através da Funcdo Hamiltoniana as condi-
coes necessdrias ao controle 6timo.

Na aplicagdo destas abordagens em um sistema dinamico biolégico, como o Sistema presa-
predador de Lotka-Volterra, com a finalidade de obter o equilibrio populacional de tais espécies,
veremos como se dard o comportamento do sistema ao aplicarmos um controle exégeno, e estu-

dar o desempenho populacional de cada espécie.



Capitulo 1

Calculo de Variacoes

1.1 Preliminares

Nesta secdo apresentaremos algumas defini¢des e resultados importantes do Célculo Varia-

cional que serdo utilizados durante o trabalho.

Definicao 1.1.1 Um funcional J é uma regra de correspondéncia que associa a cada funcdo x
em certa classe ), um vinico niimero real. O conjunto ) é chamado dominio de um funcional e
o conjunto de niimeros reais associados com fungoes em () é chamado de conjunto imagem do
funcional.

f:Q—R

Definicao 1.1.2 A norma de uma funcional é uma regra de correspondéncia que associa a cada
fungdo x € Q, definidaparat € [ty,ty], um niimero real, denotado por ||x||, e que deve satisfazer
as seguintes propriedades:

1. ||z|| > 0 e ||z|| = O se se somente se x(t) = 0 para todo t € [to,ty].
2. ||laz|| = |af ||x|| para todo o € R.
3.z +yll < x|l + lyl| para quaisquer x,y € .

Definicao 1.1.3 Se x e x + dx sdo funcdes para os quais o funcional J estd definido entdo o
incremento de J, denotado por AJ ou AJ(z,0x), é dado por:

AJ = J(x+dz) — J(z), (1.1)

onde 6x é chamado de variacdo da fun¢do x. A notagdo J(x) significa que J é um funcional da
fungdo .

Exemplo 1.1.1 Seja o funcional J (x(t)) = f;x(t)x’(t)dt, definido em C' [a, b]. Se x(t) = €' e
x1(t) = 1, o incremento de J é dado por:

—e? -1

AJ:J(xl(t))—J(:c(t)):/O (1)(O)dt—/0 ()it =~ (1.2)

De forma alternativa a (1.1.5), temos a seguinte definicdao



Definicao 1.1.4 O incremento de um funcional pode ser escrito como
AJ (z,0x) = dJ (z,0x) + g (z,dz) . ||ox], (1.3)
sendo .J linear em dx.

Definicdo 1.1.5 (Funcional diferencidvel) Se lim s, g (x,dz) = 0 entdo J é dito ser dife-
rencidvel em x e 0.J ¢ a variacdo de J calculada em x.

A variagdo de um funcional . € a aproximacdo linear para a alteracdes no funcional J
causada pela comparacdo de duas curvas, também desempenha papel similiar em determinar
extremos de funcionais, que a diferencial de uma fun¢do desempenha em encontrar os maximos
ou minimos de fungdes. Se as curvas comparadas sdo préximas , ou seja, ||0x|| pequena, entdo
a variacgdo deveria ser uma boa aproximagao para o incremento do funcional (AJ). No entanto,

0.J pode ser uma aproximagdo fraca para AJ se as curvas comparadas forem distantes.

Exemplo 1.1.2 Considere o funcional J (z(t)) = fab o [z(t))? dt, definido em C'[a, b).

O incremento de J € dado por:

AJ = /ba[x(t)+5x(t)]2dt
_ /a[:c(t)+5ac(t)]2dt—/ o [z(t)]? dt
_ / o [(2(6))? + 2e(t)52(t) + (F2(t))?] dt — / o [2(1)]? dt
ab b a
= /2ax(t)5x(t)dt+/ oz(éx(t))zdt. (L.4)

Analisando o segundo membro da equagao (1.4) e de acordo com a definicao (1.1.2), temos

[ o= [(sstoar < [y lsstol]” "ot = 0= ot s

onde ||dz(t)|| = max|dz(t)| Pela definicdo (1.1.5), fazendo |[6x(t)|] — 0, temos
(b —a) ||0x(t)|| — 0, portanto o funcional é diferencidvel em x.
Assim, o incremento AJ € representado como um termo linear em dx e um termo que ¢é

infinitésimo comparado a dx(¢). Ento a varia¢do 0.J é dado por

dJ (z(t)) =2« /bx(t)éx(t)dt.

3



Definicao 1.1.6 Um funcional J com dominio §) tem um extremo relativo em x* se existe um
€ > 0tal que, para todas as fungoes x € ) que satisfacam ||z — x*|| < €, o incremento de J tem o
mesmo sinal. Se AJ = J(x)—J(x*) > 0, x* é um minimo relativo, AJ = J(x)—J(z*) <0, z*
€ uma mdximo relativo

Se a desigualdade e satisfeita para todo € positivo, entdo J(x*) é mdximo ou minimo abso-
luto ou global.

1.2 Teorema Fundamental do Calculo de Variac¢oes

Nesta secdo abodaremos o Teorema Fundamental do Célculo Variacional, que tem como
objetivo dar condi¢des suficientes para determinar extremos de funcionais, Primeiramente
Lema 1.2.1 Se uma funcdo a h(t) é continua em [to,t¢], e

ty
/ h(t)sz(t)dt = 0
to

para toda fungdo continua no intervalo [ty, ts], entdo h(t) deve ser nula em todo intervalo [to, t f|.

Demonstraciio: Suponha que num ponto ¢ € (tg,ts),h(t) # 0. Como a fungdo h(t) é
continua, ela mantém seu sinal em uma certa vizinhanga de ¢ (tl <t< tg). Assim escolhendo
uma fung¢do dx(t) que mantém seu sinal neste intervalo e se anula fora dele temos:

ts ta
/to h(t)5x(t)dt = /t " h(Oe(t)dn £ 0. (1.5)
contradizendo a hipdtese [7].

Portanto, h(t) = OV € [to, tf].

1.2.1 Teorema Fundamental do Calculo de Variacoes

Vamos encontrar extremos de um funcional, ao usarmos o Teorema Fundamantal do Calculo
Variacional temos uma condi¢do suficiente, ou seja, uma caracteristica que as fun¢des extremas
admissiveis tém que desempenhar.

Seja x uma fungdo em €2 e J(x) um funcional diferencidvel em x. Suponha que as fungdes
em () ndo sejam limitadas. Se z* é um extremo, a varia¢do de J deve se anular em x*, isto é,
dJ(z*,0x) = 0 para todo dx admissivel. [4]

Demonstracao: Por contradigdo [6].

Vamos supor que z* é um extremo de §.J(z*,0x) # 0. Mostraremos que §.J(z*, dz) muda

de sinal numa vizinhanga de x*.
J(z* + 6x) — J(z*) = 6J (2", 6x) + g(a™, 0x) ||ox|| (1.6)

4



onde g(z*,dz) — 0.

Assim, existe uma vizinhanga ||0z| < € onde g(z*,dx) ||0x| é pequena o suficiente de tal

modo que ¢/ domine a expressao para AJ.

Vamos considerar a variagao
0r = adT

onde a > O e [|dz| < e.

Suponha que §.J(z*, dx) < 0, para dx dado (1.7). Como 4.J € linear temos:
dJ(z*,0x) = 6J (2", adz) < 0.

Assim os sinais de AJ e §.J sdo os mesmos para ||adZ| < € e implicam que

AJ(z*, adz) < 0.

x(t)

+ abx — adx
/\_/\’ _________
—————————— —"-"\-._.—'——__—\___/ t

Figura 1.1: Um extremo e duas curvas vizinhas

Considere, agora o < 0, e dx = —adx, mostrada na figura (1.1).

1.7

(1.8)

Claramente ||adZ|| < € — ||—adZ||. O sinal de AJ(z*, —adz) é 0o mesmo de 6J (z*, —adT).

Novamente,

d0J(z*,0x) = 6J(x*, —adz) = —adJ(z*,0x) > 0,

assim ¢.J (z*, —adz) > 0.

Portanto se .J(z*, dx) # 0, numa vizinhanga de z*, AJ(z*, adz) < 0 e AJ(z*, adz) > 0,

contradizendo que z* é um extremo. Logo 6.J(z*, dx) = 0 para todo dz.
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1.3 Equacao de Euler

Das secoes (1.1), (1.2) e (1.2.1) temos ferramentas do Cédlculo Variacional, que nos possibi-
lita estabelecer condi¢des a serem sastisfeitas nas busca por extremos de um funcional.

Nesta se¢do, através da introdug¢do de um problema cldssico do célculo variacional apresen-
taremos a equacdo de Euler que estabelece uma condi¢@o necessdria para que um funcional J(z)
apresente extremo em *, para o caso de fronteiras fixas de .J(x), onde temos as condigdes iniciais
e finais do funcional.

O problema consiste em encontrar a fun¢do z* candidata a extremo do funcional:

J(z) = / ' g(x(t),2'(t),t)dt, =€C" (1.9)

to

x(t) A

x(tf)

x(to)

~ ¥

Figura 1.2: Funcional de fronteiras fixas
Considere g : C? — R, ¢y e t; fixos e z(to), z(ty) representados por zo € x; , respecti-
vamente, conforme a figura (1.2). As curvas na classe C'! que também satisfacam o Teorema

Fundamental do Calculo de Variagdes. Assim, tomando x em (2 temos:

AJ(z,ox) = J(x+dx)— J(x)
(1.10)

ty

— /fg(x(t) + 0z (t), 2'(t) + 02 (t), t) dt —/ g (z(t),2'(t),t)dt.

to to

onde:

T (t) =



Expandindo o primeiro integrando de (1.10) numa Série de Taylor (ver Apéndice A) em

torno dos pontos (x(t), ' (t)), obtém-se:

/tfg(:zc(t)+(5x(t),:1:'(t)+6w’(t),t) dt:/tf {g(a:(t),x’(t),t)—i— [%(m(t),a:/(t),t)} sx(t)
89 / / / /
+ [%(I(t),x (t),t)] 6x'(t) + R (x(t),2'(t),t, 6x(t), 0z (t))} dt (1.11)

onde o termo também denoninado R (x(t),2'(t),t,0x(t),dz’(t)) denota o termo complemen-
tar na expansdo de Taylor, também denominado resto de Lagrange que nos da o resto quando
aproximamos a func¢do por seu polindmio de Taylor.

Substituindo (1.11) em (1.10) , temos:
ar = [t + | S 0.0 0w+ | Fhis. o 0.0] 000
+ R(x(t),x'(t),t,5:U(t),5w’(t))}dt—/tfg(x(t),x'(t),t) dt

AJ = /: {g (z(t), (), ) + {g—z(x(t),x’(t),t)] Sx(t) + [%(x(t),x’(t),t)] 5/ (1)

+ R(x(t),2'(t),t,0x(t), 02" (t)) — g (x(t),2'(t), )} dt
AJ = /tf { {%(JI(t),x/(t),t)} dz(t) + {%(x(t),x/(t),t)} 5$’(t)}dt

+ /tf R (z(t),2'(t),t,0x(t), 02 (t)) dt, (1.12)

portanto temos da expressao (1.12) que :

" R @t onw.500) = [ [ 2L @, 0.0] 6o
/ [ |

. Oorx

+2 {aii,(x(t), '(t),t)} dx(t)dx' (t) + [ai,gx,( (t),x’(t),t)] (02' (1))’
+r (x(t), 2/ (t), t, 6x(t), 02’ (t)) }dt, (1.13)

onde, r (z(t),2/(t), t,dx(t), 62’ (t)) é o resto da expanssdo, ou seja, onde encontra-se as demais

derivadas da expanssao.



Agora, como as derivadas parciais de segunda ordem de g(x(t), 2'(t),t) sdo limitadas (em

absoluto) por uma constante M > 0, onde [|0z|| = max;,<.<, (|02, [62']), logo:

[ rao.s .05 a0l < [ [P w.a0.0] 60y

to to oxx

+r (x(t), 2/ (t), t, 6x(t), 62'(t))

b 1 2 2 s 1 2
= 5 [M |0x||” + 2M ||0z]| [|dz|| + M ||ox|| ] dt = 5 [4MH(5:L'|| ] dt
to to

ty
:2M/ 62| dt = 2M(t; — to) |52
to

Logo, ftzf R (z(t),2'(t),t,0x(t),02'(t)) dt é um termo infinitésimo de segunda ordem como

respeito ||0x||. Desta forma o funcional J é diferencidvel em C[a, b] e sua variag¢do é dada por:

5.J(x,87) = /t:f{:%(x(t),x’(t),t): 5x(t>+[%(x(t),x'(t),t)] 5x’(t)}dt

_ /: { :%(m(t),x’(t),t): 5:6(15)} dt + /t jf { {%(w(t),x'(t),t)] 5:5@)} dt.
(1.14)

Temos do Teorema Fundamental do Célculo (ver Apéndice C) que dx(t) = ftzf dz'(s)ds +
dx(to). Assim, escolhendo dx, o termo dx’ é unicamente determinado. Portanto integrando por

partes o termo ftl;f { [%(w(t), a'(t),t)] 62'(t)} dt da expressdo (1.14), fazendo:

u = %(m(t),ﬂvl(t),t) = du = % [%(m(t>:$/<t)’t)] ’

dv = 0x2'(t)dt = /dv = /5x'(t)dt = v = 0x(t).

u.v — /vdu = K%(x(t),x’(t),t)) 5a;(t)}tf - /ttf% {%(z(t),x’(t),t)} dz(t)dt.

0



Assim:

/t:f {%(x(t),x’(t),t)} 0x'(t) = [(%(x(t),x’(t),t)) 53;(@]

Substituindo o resultado em (1.14), temos:

6J(x,0x) = K%(x(t),x’(t),t)) 5x(t)}tf +/: [g—i(x(t),x’(t),t)] dx(t)dt

to

(1.15)
+ /t:f {g—i(x(t),x’(t), -2 [%@(t), x’(t),t)} } Sx(t)dt.

Como todas as curvas admissiveis devem passar pelos pontos x(t) e x(t) entdo dx(ty) =

0 = 0x(ty). Portanto

8J(x,0z) = /t:f {%(z(t),x'(t),t) - % [%(x(t),x’(t),t)] } dx(t)dt,

para toda curva admissivel.

Considere agora uma curva extremal z*, aplicando Teorema Fundamental do Calculo de
Variagdes, onde vamos buscar condi¢Oes para que variagdo no extremo do funcional seja nula,
desta forma:

ty
dJ(x*, dx) = /

to

{gf* (" (), 2" (¢),t) — % {08;, (* (1), x*’(t),t)} } Sz(t)dt. = 0 (1.16)

Aplicando o Lema Fundamental do Célculo de Variagdes em (1.16), segue que a condicao

necessdria para * ser um extremo do funcional é:

dg d [89

e (x*(t), z™(t),t) — prill i (x*(t),x*’(t),t)} = 0. (1.17)

A expressao (1.17) é chamada Equacao de Euler. Tal equacido é em geral, uma equacgao

diferencidvel ndo linear e ndo possui solu¢do analitica e necessita e um tratamento numérico.
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1.4 Problemas com Fronteiras Moveis.

Estudamos o caso de funcionais onde as condi¢des de contorno eram determinadas, ou seja,
as fronteiras eram fixas, entretanto ha casos em que as condi¢Oes de contorno sao livres. Usando
resultados da secdo anterior podemos determinar condicdes necessdarias e suficientes para funci-
onais com fronteiras livres.

Neste trabalho subdividiremos os problemas com fronteiras livres em duas se¢des, na pri-
meira avaliaremos as condig¢des necessdrias para tempo final especificado e z(¢s) livre e na

segunda consideraremos tanto o tempo quanto x(¢y) livres.

1.4.1 Tempo final especificado e (¢ ;) livre.

Considere o funcional:

onde t,x(to) e t; sdo especificados e x(ty) € livre.

x(t) 4 1

x(to)

Figura 1.3: Funcional com () livre

Da figura (1.3) podemos notar pelo grafico que as curvas admissiveis come¢am no mesmo

ponto (to, z(tp)) e terminam em uma linha vertical no ponto ¢;. Temos da segdo anterior de

10



(1.15) que a 9.J, pode ser dada por:

tr

0J(x,0x) = [(%(x(t),x’(t),t)) 6x(t)]

to

i /t {§i< (), 2'(1),1) — = {§j< (t), x/(t),t)l}éx(t)dt

= | Fhtaten).tep) 0] datey) — | ottt 1) )

- /t:f {%(x(t),x'(t),t) p {gj( (t), x’(t),t)}}(sg;(t)dt.

Para toda curva admissivel do funcional sabemos que a dx(ty) = 0 e dx(ts) € arbitrdrio.

(1.18)

Considerando z* uma curva extrema para o funcional, pelo Teorema Fundamental do Calculo

Variacional, temos a variagao:

satatsba) = |GL e (e )] date)
(1.19)

+ /t:f {g—g(:c*(t),x*’(t),t) - — [gﬁ( (1), x*'(t)at)} } dx(t)dt = 0.

Um extremo para problema de fronteiras mével é também extremo para problema com fron-
teira fixa com 0s mesmos pontos iniciais, finais e o funcional. Entao, independente das condi¢des

de fronteiras, a Equacdo de Euler é uma condicio necessaria e deve ser satisfeita, ou seja:

2t 0.710.0) — 5 | 220,70, 0] =0

para todo t € [to, tf].

Como o segundo termo de (1.19) e nulo, entéo para que §.J (z*, 0x) = 0:

[gi( “(tr), @ ,(tf)atf)} Sx(ty) = 0.

Como z(t) é livre e dz(t) € arbitrério, € necessario que:
dg
5, & (), 2 (ty) ty) = 0. (1.20)

Esta equacdo € conhecida como condi¢do natural de contorno.
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1.4.2 Tempo final e z(¢¢) livres.

Considere o funcional:

onde t, e x(to) = xo sdo especificados e t; e x(ts) sdo livres. A figura (1.4) abaixo compara um

extremo z* com uma curva admissivel x para este problema.

x(t) A

x(tf)

x(to)

to tr ottt t

Figura 1.4: Extremo e uma curva admissivel para o problema com ¢; e () livres

Observe que da figura (1.4) podemos tirar as seguintes relagdes:

ox(ty) = x(ty) — a*(ty) (1.21)
(5xf:x(tf+(5tf)—x*(tf) (122)
5ZBf = 533(tf) + a:’(tf)étf (1.23)

e que em geral dx(ts) # dxy.
Para determinarmos um extremo do funcional, primeiramente precisamos calcular seu incre-

mento (AJ) e entdo determinar a variagdo (J./) do funcional, assim
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AJ = J(x(t+6t) — J(2*(t))

ty+oty ty
_ / g (@(t), 2/ (), ) dt — / g (@ (1), 2" (1), 1) de
(1.24)

ty ty ty+oty
= /t g(:v(t),x'(t),t)dt—/t g(:r*(t),$*'(t),t)dt+/t g (z(t),2'(t),t)dt

De (1.21) temos, dz(t) = x(t) — x*(t) = x(t) = x*(t) + dx(t), em (1.24):

AT = [T lo @)+ 62(0).07(0) + 5 (0.0) = 9 0" (0). (0. )
(1.25)

tp+ity
+ /t g (z(t),2'(t),t)dt

Vamos expandir a fungdo ¢ (z*(t) + 0x(t), x*(t) 4+ 02’(t),t) do primeiro integrando de
(1.24) em uma série de Taylor em torno dos pontos (z*(t), z*(t)), temos:

99

5, (& (8),a7(1),1) | (1)

g (z*(t) + 0x(t), x™(t) + 02’ (t),t) = g (z*(t),27(t),t) + {

+ {%(I*(t), x¥(t), t)} o' (t) + O (6x(t), 62/ (1))

Onde O (6x(t),02'(t)) denota os termos a partir da segunda ordem em (dx(t), dz'(t)).
Substituindo no AJ (1.24):

AJ = /t:f {g(w*(t),x*'(t),t)—i— [%(x(t*),x*’(t),t)} dx(t)

+ [%(m*(ﬂ, (1), t)} 52 (t) + O (0x(t), 62/ (1)) — g (z*(¢), ¥ (1), t)} dt
(1.26)

ty+oty
+ /t g (z(t),2'(t),t)dt

Vamos indicar a integral de ftzf O (6x(t),02'(t)) dt como O(.), arrumando a expressdo

(1.26), temos:
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AJ = /t:f{{%(x(t*)w*’(t),t)} Sa(t) + {%(m*(t),x*’(t),t)] 5x’(t)}dt
(1.27)

-/ T ), 0,0 e+ 00

Ly

De (1.27) vamos estudar a segunda integral, para isso temos uma grande ferramenta matema-
tica para aproximacdes de integrais, o Teorema do Valor Médio (ver Apéndice B). Aplicando-o
na segunda integral de (1.27), entdo:

tf+5tf
[ g0 00 = g+ 05 4+ 5t 1)
ty
= g [x (tf + 96tf) ,23/ (fo + 9(%f> by + Gétf] ((Stf) , (1.28)

onde o < 0 < 1.

Como ¢ é continua em C?, temos:

lim g (2(t), 2'(t), 1) = g ((t;),2 (), )

t—ty

Entao, podemos afirmar:

lim g (x(t),2'(t),t) = g (x(ty + 00ts), 2’ (ty + 05ts), t; + O6ty)
t—(tp+05t )

Se fizermos t; + 00ty ~ t;, deste modo:

t_}(tlii%& )g (z(t),2'(t),t) = g (x(ty), 2’ (ty), tp) + € (1.29)

onde € — 0 quando 6ty — 0 e dz(ty) — 0.
Concluimos de (1.28) e (1.29) que:

/t T g (t), 20, 8 dt = [g (alty), 7' (), tg) + €] 5ty = g (w(tr), 2 (tg), 1) Oty + b

(1.30)
Vamos substituir(1.30) no incremento do funcional (1.27):
_ b 8g * */ ag * */ /
AJ = /to {[%(a:(t ), x (t),t)} dx(t) + {%(aj (), x (t),t)} ox (t)}dt
+ g (z(ty),2'(ty), )] 6ty + O(.). (1.31)
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Em (1.31) integrando por partes o termo envolvendo dz'(t):

/: {%(w*(t), ¥ (t), t)] 5z'(t).

Por (1.15), obtém-se:

/t:f {%(x*(t)ax*'(t%t)} 6’ (t) = K%(x*(t),m*’(t),t)) M(t)r (1.32)

to

_ /t tf % {%(:g*(t), x*’@),t)] 5(t)dt.

0

Sabemos que 6(z(to)) = 0 e substituindo (1.32) em (1.31) e arrumando os termos:

AJ = [%(x*(tf)af*/(tf)atf)] 0x(ts) + g (x(ty), «'(tr), t5)] 6t

+ /: {%w@), 2 (), 1) — % [%(ﬂ@), :c*’(t),t)} } Sx(t)dt + O(.). (1.33)

Em (1.33) podemos reescrever g (x(ts),2'(tf),ts) por meio da relacdo (1.21). Entdo
g (x(ty), o' (ty), ty) = g(x*(ty) + 0x(t), 2" (ty) + d2'(t),ts) e expandindo em torno de uma

série de Taylor em torno dos pontos (z*(ts), z*(ts)):

g(@(ty), o' (t), ty) = g(a™(ty),a"(ty), ty) + [%9 (x*(tf)ax*,(tf>7tf)] ox(ty)

+ [%g (:v*(tf),a:*’(tf),tf)] ox'(ty) + of.) (1.34)

O nosso intuito € determinar o incremento do funcional, a fim de encontrar a variagdo 9.J.
Como 0.J é a parte linear de AJ, Logo g (z(tf)2'(tf),ts) em (1.34), serd aproximado linear-

mente por g (z*(ts),x"(ty),ts), substituindo no incremento (1.33):

AJ = {%@*(tf)?m*/(tf)?tf)} 0u(ty) + g (™ (t), 2" (ts), 1)) 0t

(135)
N /t:f {g—i(x*(t), 2(1), 1) — % [%(m*(t), (1), t)} } se(t)dt + O(.)

Em (1.23) temos que dx(ty) relacionada com 6t ; e dx s, como a curva extremal z* é também

uma curva admissivel, entdo:

5If = 5$(tf) + $/<tf)5tf = 51’]0 = (5$(tf) + $*/(tf)5tf = (5$(tf) = (5.Z‘f - x*’(tf)étf (136)
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Substituindo (1.36) em (1.33):

AJ = [ ¥ (ty), tf)} (dxp — x™(tp)ots) + [g (x*(ts), x™ (ty), ty)] Oty
+ /t:f {%(x*(t),x*’(t),t) Cft [gj (" (1), x*'(t),t)”csg;(t)dt+0(.)
_ {8_9 2(t)), zsf)} Sup — l%(x*(tf),x*/(tf),tf)] ()81,
b lg (), a7 (), 1)) 3ty
4 /t {gi( (), 2 (0), ) — {gﬁ( “(8), x*'(t),t)]}ax(t)dwa(.)
- || sy
+ {o e - | et e f o

' /t:f{%(x*(t),m*’(t),t)—% 2 (0.a0).0)] fan(tar + 00). 1.3

Consideramos desde inicio do problema que z* era uma curva admissivel e possivel extremo

do funcional, entdo a variacdo do funcional ¢.J € determinada por:

atade) = |5 0.7t | o

+ {9($*(tf)ax*/(tf)»tf) - {%(w*(tf),x*'(tf)atf)} x*'(tf)} oty

i /t {gcgc( (0,700 - 5 [S;Z( *(t)aiﬁ*/(t),t)}}éx(t)dt (138)

Sabemos que independente das condicdes de fronteiras a equacdo de Euler deve ser satisfeita
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e portanto a integral de (1.25) se anula. Assim:

§J(z*, ox) = [@(:c*(tf),x*'(tf),tf)] oy (1.39)

ox’
+ {g(x*(tf)al’*/(tf)?tf) - [%(x*(tf)ux*/(tf)atf)] I*'(ff)} oty

Ao considerarmos que x* é um extremo, logo 0.J(z*, dz) = 0. Na pratica, existem muitas

possibilidades para t; e z(ty). No entanto, iremos considerar, apenas dois casos:

1. Se ty e z(ty) ndo sdo relacionados, ou seja, dt; e dz; sdo independentes um do outro
(arbitrdrios). Dessa forma, os termos envolvendo os coeficientes de 6ty e dzy em (1.39)

devem ser nulos, ou seja:

29 (1), 27 (1), 1) = 0 (1.40)
e
(1), 2 (00), 1) — | 92 a1, 27(87), 1) | 27 (1) = 0 (141)
De (1.40) e (1.41), resulta
g(x*(ty), x"(tg),ty) = 0 (1.42)

Note que (1.40) foi a condi¢do encontrada na se¢do anterior, quando x () estava livre e
t especificado. Se fosse considerado x(tf) especificado e ¢ livre (1.40) ndo valeria, logo

a condicao encontrada seria (1.41).

2. Se ty e x(ty) sdo relacionadas. Por exemplo o valor de x deve estar restrito a uma curva

0(t), isto é:

Da figura (1.5)
do a do
E(tf) =5 —a= %(ff)&f

A distincia a é uma aproximacdo linear para dx #, que entdo € relacionada com 4t por:
db
5.’£f =~ %(tf)étf (1.44)
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s

’
Tangenteemb 4 — —/fp- -
’

x(t)

x(tr)

x(to)

[ S SR

to tr tr+ 5tf t

Figura 1.5: t; e z(ts) livres, mas relacionados por uma curva 6(t)

Substituindo (1.44) em (1.39):

atabn) = | gh et | e

+ {g(w*(tf),x*'(tf)atf) - {a—i(ﬁ*(tf)ax*'(tf)»tf)} fC*'(tf)} Ot .

Organizando os termos, temos:

0J(a", 0x) = {{%(x*(tf)vx*l(tf)if)] [%(tﬁ_a@*/(tf)]

+ g (@ (ty), 2" (ty), ty) }&f =0.

Considerando que 0ty € arbitrdrio, tem-se:

So )t )| |0 = e0)] 4o e =0 49

Essa equacdo € chamada Equacdo de Transversalidade.

Em ambos os casos considerados, através da Equacdo de Euler encontramos um candidato a
extremo z*(C, Cs, t) onde C; e C, sdo constantes de integracdo. Se x(ty) e ¢, ndo sdo relacio-
nadas, podemos determinar C e C; e tf através das equagdes (1.40) e (1.41). Se x(tf) e t; sdo

relacionadas usamos as equagdes (1.43) e (1.45).
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Capitulo 2

Controle 6timo

2.1 O que é Controle Otimo

De um ponto de vista simples, hoje a sociedade vive em torno de controles dindmicos, como
por exemplo, controle de gastos, combustiveis, energia, entre outros, 1SS0 mostra 0 quanto a
matematica pertence ao nosso dia a dia. Assim damos aporte para o controle 6timo, que de
maneira singela podemos exemplificar como o melhor ou de menor custo, ou mais rapido, nada
mais € que um controle dindmico, entretanto que atenda certas especificagdes.

Seja uma varidvel de estado de = z(t) que durante um determinado tempo sofre alteragdes,
ou seja, temos um sistema dindmico. E dado o sistema, queremos determinar uma lei de controle
U(t) (conjunto de todos os controles admissiveis), que atue sobre esse sistema e atenda certas
especificacdes de desempenho, isto €, encontrar uma estratégia de controle que leve o sistema
do estado inicial a um estado final.[1]

A lei de controle busca condicdes para agir sobre sistema, com intuito de achar o melhor
controle u*(t) com caracteristicas de especificagdes ou critérios de otimizagdo, obtendo o melhor
valor total no indice de performance, isto €, com base em critérios de otimizagdo procura-se a
lei de controle que age no sistema com finalidade de minimizar o funcional objetivo, chamado

indice de performance [6], dado por:

J:/t g(z(t),u(t), t)dt



2.2 Problema de Controle Otimo

Em Problemas de Controle Otimo, para desenvolvermos solu¢des, devemos encontrar con-

di¢des necessdrias onde o controle admissivel ©* satisfaz o sistema de equacoes:

() = a(z(t),ut),t), (2.1)

bem como com um extremo x* que minimiza o funcional

min /tff(x(t),u(t),t)dt+gb(x(tf),tf). (2.2)

Vamos as sumir que as restri¢des de estado (2.1) e de controle ndo sdo limitadas, ou seja, que
ndo existem restri¢oes ao uso do controle no sistema. E que as condigdes inicias x(ty) = z € 0
tempo inicial ¢, sdo especificados.

No funcional (2.2) o termo ¢ (x(ty),ts) € a curva que relaciona x(t; e t, estudada no se-
gundo caso da se¢do (1.4.2), é o que o difere dos funcionais abordados nas secdes anteriores, Se

assumirmos que ¢ € uma func¢ado diferenciavel, podemos escrevé-la:

¢(x(tf>>tf)—/tf%

Substituindo o termo (2.3) em (2.2), podemos reescrever o funcional como:

(6 (x(t), )] dt + ¢ (x(to), to) - (2.3)

1) = [ {0000+ 6 001 e+ 0wt 1) 24

d
aplicando a Regra da Cadeia [8] no termo 7 [ (x(t),1)]:

06001 = |5 @0.0] 20+ |5 w010)]. @)

T(u) = /t:f {f (2(8), ult), 1) + L% (2(8), t)} 2(t) + {% (2(4), t)} } dt + 6 ((to) o)
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Como x(tg) e to sdo fixos, a minimizagdo do funcional ndo afeta ¢ (x(to), ), podemos

considerar entdo apenas o funcional:

() = /t:f { F (), u(t), 1) + {% (1), t)} 2 (t) + {% (2(1), t)} } i @6

Normalmente as restricdes sdo equacdes algébricas ndo lineares que tornam a resolucdo pe-
los métedos das sec¢Oes anteriores invidvel. Entdo usaremos o Método dos Multiplicadores de
Lagrange [11], também conhecido como o Método dos Coeficientes Indeterminados, que ofe-
rece uma técnica mais eficiente para eliminar a dependéncia do funcional na fungé@o x(t¢). Este
método consiste em construir, a partir do problema, um novo funcional, a ser investigado.

Visto que as restricdes devem ser satisfeitas para todo ¢ € [to,ts], os multiplicadores de
Lagrange sdo funcdes de ¢. Desta forma, incluiremos as restricdes e teremos um funcional

aumentado:

T = [ {rao.uwn0+ 5 eon]so 5 a0

A [a (@), ult), t) — 2 (1) }dt. 2.7)

Definimos entdo a funcdo aumentada f como:

+ AW [a(z(t), u(®), ) — 2'(t)] - (2.8)
Deste modo simplificamos o funcional (2.7) por:
t
T = [ F Gole). a0 ) Ae). 1) e 29)
to

Considerando que t; pode ser fixo ou livre. Para determinar a varia¢do de J acrescentamos
as variagdes 0z, 0z', du e 6\ , pois f depende de x, ', u, A e t;, onde ¢y pode ser livre iremos
acrescentar também 6ty. Entdo como variagdo no extremo e zero, o cdlculo de §.J € feito na

secdo (1.4). Temos:
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N /t:f {{ {3_7 (x*(t),x*’(t),u*(t),)\*(t),t)} - % B—; (x*(t),cc*’(t),u*(t),A*(t),t)} } 5 (t)
(2.10)

+ {ﬁ (a(t), (), u" (t), \*(¢), t)} du(t) + {ﬁ (z*(t), ¥ (t), u* (t), N*(t), t)] 5)\(75)} dt.
ou o\
Da expressdo (2.10) vamos trabalhar primeiramente para anular os termos dentro da integral:
t of d [of
[ G owe.vnn] -5 |5 e oo 0.x0.0)] o
(2.11)

+ [—f (@ (1), 2 (1), u* (£), (1), t)] Su(t) + [% (2" (£), 2 (£), u* (1), (1), t)] 6>\(t)} dt = 0.
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Substituindo o valor (2.8) de f em (2.11)

n {5{ £ (), u (1), ) + [% (z*(t), t)} /(1) + [E (z*(2), t)}

A [a (@ (), u(b),t) — 2¥(1)] }}M(t)}dt ~0.

Fazendo as derivacdes, simplificamos a expressao
of ) o y ¢
A {{(%( (W00 + | g (7 0.0] "0+ 5 w00

+ () [% (x*(t),u*(t),t)} {gi (2*(t), t)] + %)\*(t)}éaz(t)

(2.12)
" {3£ (" (1), " (1), 1) + X°(1) [2—?; <x*<t),u*<t>,t>] }5%)
om0 - x*’(t)}é)\(t)}dt 0
Da expressao (2.12), usando a regra da cadeia no termo i {% (z*(t), t)] , temos:
dat [gi (@7 (), t>1 Bﬁ( (t%t)} "' (t) + axgt (" (1), 1). (2.13)
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Substituindo (2.13) em (2.12), temos:

I, {{% (O, (0.0 + | 53 0.0 270 + 25 (0.0

A0 % <$*<t>7u*<t>7t>} - [% <x*<t>,t>] 2(t) ~ SO (0),) %)\*(t)}dx(t)
(2.14)
- {% (z*(t), u*(t),t) + \*(t) {% (x*(t),u*(t),t)] }Mt)

+ {a (@ (t), u*(t), 1) — x*’(t)}ék(t)}dt ~0.

Assumindo que as segundas derivadas parciais sejam continuas, os termos que envolvem ¢

se anulam na integral, entdo:

/t:f {{%(m*(t),u*(t),t)+)\*(t) [% (x*(t%u*(t)’t)} +%>\*(t)}5x(t)

(2.15)

4 {% (z*(t), u* (1), 1) + \*(2) [% (x*(t),u*(t),t)} }(Mt)

+ {a (2" (t), u*(t), t) — x*’(t)}d)\(t)}dt ~0.

Portanto a integral (2.15) deve ser nula no extremo e os termos envolvendo as variagdes

0x(t), du(t) e OA(t) devem ser nulos, logo, primeiramente:
{a (x*(t),u*(t),t) — 7 (t)} SN (t) = 0.
Como as restri¢cdes devem ser satisfeitas pelo extremo, temos:
z¥(t) = a (x*(t),u* (1), 1) (2.16)

e o coeficiente 0A(t) = 0.
Tomemos agora o termo que envolve dxz(t):
af da d
— (z*(t),u"(t),t AN | =— (" (t),u"(1),t —N\*(t) p 0x(t
(@004 30 |5 @ O] + 5o} oo
Os multiplicadores de Lagrange sao arbitrarios, entdo podemos escolhé-los de forma a anular a
expressdo do coeficiente dx(t). Assim

A1) = =2 @), (0),0) — 2 () B— (2" (8), u <t>,t>] @.17)
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Restou apenas o termo referente a du(t).

{g_i (2" (t), u* (1), £) + A*(£) [% (" (1), u' (1), t)} } ou(t)

Como du(t) é arbitrario, seu coeficiente deve ser nulo, portanto

of

50 (x*(t),u"(t),t) + \*(t) [% (x*(t), u" (), t)} =0 (2.18)

Desta forma, na expressio de &.J(u*) a integral se anula, logo da expressdo (2.10) resta

apenas os termos fora da integral

) = % (x*@f)’x*/(tf)’u*(tf)’)‘*(tf)’tf)- 0xf + {?(I*(tf)7$*'(tf),u*(tf),A*(tf),tf)
_ % (x*(tf>,x*/(tf),u*(tf)’ )‘*<tf),tf) x*/<tf)}(5tf —0.

Substituindo a funcdo aumentada f

5J(u*) = {%{f(ﬁ*(tﬂ’“*(tf)utf) + [% (x*(tf)atf)} a'(ty) + [% (x*(tf)vtf)}
+ Atgp) [a(x*(ty),u(ty), ty) — 2™ (ty)] }}&Uf

- {f @ et + | 5o )| #1)+ |5 @t )

+ A(typ) [a (@™ (ty),u(ts), ty) — 2 (ty)]

9, Ooh

- e+ [ e ean] s+ |5 e

A [a @)t (tg), ) — (8] }}x*’@f)}&f
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Simplificando:

) = S ) - vt oy

+ {f(x*<tf)aU*(tf)>tf) + {% ($*(tf>>tf)} a'(ty) + [% (x*(tf)>tf)] (2.19)

b A @t a(ep) ) = 070 = | (@ eg)ats) = X (e0)| (e oty =0,
No termo de coeficiente dt; da expressdo (2.19), fazendo as multiplica¢des, simplificamos

os termos. Entdo como no extremo do funcional a variacdo € nula, logo:

oh
(G @t = wiep) o
(2.20)
+ @), (), ) + 0 (27 () 1) + Altg) la (a7 () w™(y) tp)] ¢ Oty = 0
As equagdes (2.16), (2.17), (2.18) e (2.20) compdem o conjunto de condi¢des necessarias
para o problema de controle 6timo. Com observagdo a equagao (2.20) € usada quando temos um
problema em que ¢ € livre.
A fun¢do Hamiltoniana é como se fosse uma fun¢do Langrageana de otimizacao ndo linear,

onde sdo criados os multiplicadores de Lagrange para se expandir o funcional objetivo e encon-

trar o 6timo dessa funcdo expandida. Entao define-se a fungao Hamiltoniana como:
H =g+ \f, (2.21)

onde g e f advém do indice de performance e da dindmica, respectivamente.
E se reescrevermos o conjunto de condi¢des necessdrias utilizando uma fungdo H conhecida

como funcao Hamiltoniana, que é definida como:
H (x(t), u(t), A(t),t) = f(z(t), u(t),t) + A@) [a (z(t), u(t), 1)] (2.22)

Usando esta notacao, escrevemos as condi¢des necessdrias (2.16), (2.17), (2.18) e (2.20) como:

v OH
() = In (x(t), u(t), \(t),1), (2.23)
A(t) = —aa—i[ (x(t), u(t), \(¢),t), (2.24)
%—IZ (x(t),u(t), A(t),t) =0, (2.25)



9¢

Xz

(" )ots) = X(t0)| G+ [ aleg)ateg) Meg) ) + 55 e 20)] oty =0
(2.26)
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Capitulo 3

Aplicacoes

As técnicas de otimizagdo t€m sido implementadas nas mais diversas dreas de conhecimento.
Fazendo um aporte da teoria de controle 6timo em biologia, neste estudo emprega-se o modelo
Lotka-Volterra (L-V). A escolha do modelo se justifica pelo uso simplificado que facilitard a
exposicdo da teoria de controle 6timo no sistema biolégico.

A andlise no sistema presa-predador sugere a proposi¢ao de controlar as dindmicas das presas
e predadores por meio de um agente exdgeno que mata as espécies de forma proporcional. A
l6gica bioldgica por trds desta proposi¢cdo € que a varidvel de controle pode ser usada para evitar

um colapso da populacao de predador ou um surto de pragas ou ambos. [3]

3.1 Controle Singular

Da fisica, de onde se origina o conceito, tem-se que singularidade designa um fenond6meno
tao extremo que as equagdes nao sao capazes de descrevé-lo. A partir dai mateméticos como Jon
Newman o usaram para denonimar pontos em que um objeto matematico, por exemplo fungdes,
nao € definido, ou um conjunto de pontos de pontos onde seu comportamento € de alguma forma
particular e diferenciado.

Considerando que problemas de controle singular sao problemas dificeis de serem resolvidos
porque a aplicacdo direta dos principios de Pontryagin ndo consegue produzir um solucio ex-
plicita levando-nos a um restrito nimero de problemas resolvidos. Nesta se¢do apresentaremos
problemas nos quais técnicas nimericas foram usadas como que se segue.

Seja a varidvel de controle u(t) a taxa de aplicagéo de um inseticida que mata presa e preda-
dores, se ele deixar um residuo no sistema € necessario introduzi trés equagdes diferenciais: uma

para descrever os niveis de residuos no ambiente, a populacdo de pragas e uma para populacdo



do predador, nas quais seriam R'(t), N;(t) e Na(t), respectivamente. Sabemos que o inseticida
mata as espécies de forma proporcional. Assim, a dindmica do sistema presa-predador sujeito a

um inseticida persistente é dada pela

Ni(t) = (a1 — BiNa(t)) N1)(t) — bru(t) N1 (t) — ed R(E) N1 (1), (3.1
NU(E) = (BN () — ) No)(£) — bou(t)Na(t) — e R(£) Na(8), (3.2)
R(t) = —kR + u(t), (3.3)

onde by, by, €1, €5 € k sdo pardmetros positivos. Surpreendentemente, uma grande pesquisa
mostrou que este modelo matematico presa-predador, sujeito a inseticida persistente, nao foi
proposto antes [S5]. Vamos supor que o inseticida ndo deixa residuo. A dinidmica do sistema é

dada por

Ni(t) = (a1 = BiN2(t)) Ni)(t) — bru(t)Ni(t) (3.4)

N3(t) = (B2N1(t) — az) Na)(t) — bau(t) Na(t) (3.5)
O tempo final ¢ € indeterminado. Temos como condigdes de contorno:

Ni(to) = Nio; N(to) = Ny (3.6)

Ni(ty) = az/Pa; Ny(ty) = a1/Bh. 3.7

Ao implementar um controle em determinado sistema, temos que levar em consideragdo que
controle seja ndo negativo, ou seja, u(t) > 0. E Para sermos realista hd restricdes econdmicas

e/ou ambientais que proibem certos niveis de utilizacdo, chamamos de ,,,., logo consideramos

0 < u(t) < tmaa (3.8)
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como uma restricao para o controle. Com a finalidade de resolver o problema onde o controle
possui limita¢des, busca-se desenvolver condi¢cdes necessdrias alternativas para conduzir o sis-
tema a partir do estado inicial (N, Nog) para o estado de destino (Nq(tf), N2(ts)) de tal modo
que a quantidade total de inseticida usado
to
J= / a(t)dr, (3.9)
Ly
seja minimizada, isto &, levar o sistema as condic¢des pedidas, com o menor custo de desempenho,
de forma a encontrar o equilibrio necessario as populagdes estudadas.
Baseando-se nos capitulos anteriores, obtém-se a fungdo Hamiltoniana para este problema,

dada por:

H(N@),u(t), A1), 1) = dou(t) + A [N1(t) (1 = BiNa(t)) — bru(t) Vi (¢)]

+ A2 [No(t) (B2N1(t) — az) — bau(t) Na(2)] - (3.10)

Para um controle otimizado u = u*(t) e trajetéria N = N*(t), com t; < t < ¢} onde Ao,
A1, Ao, s@0 varidveis constantes (adjuntas), ndo nulas, que satisfazem )\y > 0. De (2.24) os

multiplicadores de Lagrange sdo determinados por:

OH

A(t) = AN, —A1(t) [ar = BiN2(t) — bru(t)] — A2B2N2(t) (3.11)
Ap(t) = _g—]l\z = MOINI(t) = A2 (D) [B2N1(E) — 2 — bou(t)] (3.12)

Além disso H (N*(t),u*(t), \*(¢)) = 0, ao longo de uma trajetéria 6tima. O controle u*(t)

minimiza H (N*(t),u*(t), \*(t)), no que diz respeito a todos os controles admissiveis. Assim:

H,>0=u"(t)=0
(3.13)
H, <0 = u*(t) = tnas

onde o subscrito indica a diferenciacdo parcial.
Uma vez que no intervalo [¢y, tf], u(t) aparece de forma linear no Hamiltoniano e portanto o

controle singular existe, assim de (2.25),

Hy = Xo — M(D)biN1(t) — A2 ()baNo(t) = 0 (3.14)
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Diferenciando (3.14) em relacdo a t:
H,, = =Ny (1)bi N1 (1) — M (£)bi N{(t) — Ay (8)baNo(t) — Xo(t)be Ny (1)

Queremos determinar o equilibrio do sistema (L-V), assim N{(t) = 0 = N)(¢). Empregando

(3.11), (3.12) e (3.14), temos:

H, = — { [=A1(t) (a1 — BiNa(t) — bru(t)) — Xa(t)BaNo(1)] blNl(t)}
{ —AMB1N1(t) — A2(t) (BaN1(t) — ag — bau(t))] szz(t)} =0
_ { MBIV () [ar — B Nalt) — brut)] — Az<t)ﬁzN2(t)b1N1(t)}

— MBIN1(1)baNo(t) — Ao (t)baNa(t) [B2Ni(t) — ce — bou(t)] } =0

= = MBiN1()b2Na(t) + A2 (1) B2No(t)b1 N1 (1)
—/\1(t>b1N1(t) [Oél — BlNQ(t) - bﬂt(t)]) + /\Q(t)bQNQ(t) [62]\71(15) — Qg — bgu(t)] =0

- Nl(t)[— A (£)B1baNa(t) + Ao () Babi Na(t)
(3.15)

+ |: — /\1(t)b1N1 (t) [Oél — ﬁlNg(t) - blu(t)]) + /\Q(t)bQNQ(t) [/BQNl (t) — Qg — bgU(t)] =0

A expressado (3.15) tem que ser nula, por se tratar de soma de parcelas, notemos que 0s termos

do segundo termo sdo simétricos, assumindo que ambos tenham o mesmo valor, obtemos
H, = Ni(t) [=A1(t) B1baNa(t) + Xo(t) B2bi No(t)] = 0 (3.16)
Por se tratar de um sistema ecoldgico t€m-se interesse em estados que satisfagam,
Ni(t) > 0; No(t) >0 (3.17)
Entao:

—A1(t)B1b2Na(t) + Aa(t) BabiN2(t) = 0. (3.18)
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Desta forma, vamos determinar também H"”, portanto diferenciando (3.16):

H = N (t){ — XL (0)baBiNa () — A1 (£)ba B NG () + Ny(£)by B No(t) + Az(f)blﬁzNé(t)}
= Nl(t){ — N ()b B No(t) + A;(t)blﬂgNQ(t)}

= N (t)Nz(t){ — Ny (t)baf5r + X2<t>b162}

Empregando (3.11), (3.12) e (3.14):

H) = Nl(t)Nz(t){ —{[=A(t) (1 = BiNa(t) — byu(t)) — Aaf2Na(t)] bafr }
LB 0 2(t) (B0 — a2 — )] ) | =0
= N1(t)N2(t){)\1(t)5251 [ay — B1No(t) — byu(t)] + Ao BaNa(t)bo Sy

FAB1INL(E)b1 B2 — Ao ()01 52 [B2N1(t) — g — bou(t)] } =0,
supondo que o produto
A1(t)Biby = Aa(t) Baby, (3.19)

arrumando a expressio:

HY = NONO{ M OAN 5+ 4(05Na(0) b

+ Al(t)ﬂlbg [061 + g — <b1 — bg) 'Lb(t) — 51N2<t> — ﬁgNl(t)] } =0. (320)

Podemos resolver (3.14) e (3.18), para A\;, Ay em termos de A\g. Isolando A;(t) em (3.14)

temos:

“MOBINL(E) = —Xo + Aa(t)baNa(t)

o= da(B)baNa(t)

A(t) VL (1)

(3.21)
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Substituindo (3.21) em (3.18)

— (Ao — A2()baNa (1))
blNl (t)

b251N2<t) + )\Q(t)b]_ﬁQNQ(t) - 0

—Xob2 31 Na (t) + Ao (t)b3 N3 (1) By + A2 (£)bT B2 N1 (t) No(t) = 0

Ao(t) [D3NZ(t) By 4 b3 Ba N1 () Na(t)] = Aoba By No(t)

Aoba By
(D3N3 (t)B1 + biBaN1(t)]

Analogamente de (3.18) isolando Ay (?)

Ao(t) =

(3.22)

— A1 ()beB1 Na(t) + Aa(t)b1S2Na(t) = 0

A2 (t)b1 B No(t) = A1 (t)baf31 Na(t)

A1(t)ba BN (t)
b182 N> (t)

Ao(t) = (3.23)

Substituindo (3.23) em (3.14)

A1(t)ba By

Ao — A1(t)bi N1 (t) — b

5252]\[2(75) =0

XobiBa — M (E)TNT () B2 — A1 (£)b35182No (1) =

=1 (t) [BTN1(2) B + 1581 82N2(t)] = —Aob1 B

Aob1 B2
[DTN1(t) B2 + 0351 B2 No(t)]

Por defini¢do um arco é anormal se satisfaz (3.4), (3.5), (3.11),(3.12) para (3.14), entretanto

A (t) = (3.24)

pode haver mais de um conjunto de varidveis constantes satisfazendo (3.4) a (3.14). Podemos
ter dois tipos de arcos anormais. No primeiro tipo, Ay = 0 para todos os conjuntos de varidveis
constantes admissiveis. No segundo tipo, existe um conjunto de varidveis admissiveis com \g =
1. O pretexto sobre a anormalidade € feito porque a teoria existente em condi¢des de otimizacao,

para o controle singular exige que a suposi¢do do extremo de referéncia, seja normal [5]. Entdo
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estamos interessando apenas em um conjunto de varidveis admissiveis, isto €, assumimos que
Ao = 1.
Portanto de (3.22) e (3.24), resulta

. b1 32
MO = TN + B0 (329
Xo(t) = ba (3.26)

(07B2N1(t) + b3 581 Na(t))

Assim podemos ter a relagao:

)‘2(75) = )‘l(t) (b152) / (5251) (3.27)

A partir das condicdes busca-se determinar o sinal do extremo, nosso intuito é determinar

minimo. A partir de (3.20) obtemos
Hy,y = =M (£)ba Ny (8) No(t) (by — ba) < 0 (3.28)

Como Ay, by, (1, Ni, Ny sdo positivas. Isso implica (by — by) > 0. Assim o controle
singular ndo € possivel se by = bq, para que o controle singular ocorra é necessario que b; >

by > 0, onde b, € estritamente positiva por suposicdo. Com H, = 0, a funcao (3.10) torna-se:
)\1 (t)Nl (t) [Oél — /BlNQ(t)] + )\Q(t)NQ(t) [/BQNl (t) — 052] =0 (329)

E no uso de (3.20) assumimos que (3.19), vamos provar essa suposi¢do. Em (3.29) substitui-

mos (3.27) e observando que \; # 0, temos:
b1 B2 N1 (t) (a1 — BiNa(t)) + b2Si N1 (L) (e N1 — cg) = 0. (3.30)

Assim, definimos todas as condi¢des para o conjunto de varidveis admissiveis. Logo pode-

mos determinar o extremo singular u*(¢). Empregando (3.27) em (3.20):

b3BE AL (t) Na(t)

0 = b1l (t)Ni(t) + b,

= bafiAi(t) (br — b2) u(t)

+ b1 (1) (a1 — BiNa(t)) — b2 As(t) (BaNi(t) — aa)

b351 No(t)

= 51)\1(t){5152N1(t) + b

— bg (bl — bQ) U(t) + b2 (Oél — 51N2(t)) — bg (52N1(t) — ag) }

= DI BaNy(t) + bib3 31 No(t) — biby (b — ba) u(t) + biby (o — BiNa(t)) — baby (B2 N (t) — )
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Isolando u(t) e arrumando a expressdo, temos:

() = V2 By N1 (1) + b2B1No(t) (o — BiNa(t)) — (BaNy(t) — )
B bbby — by) (by — by)

(3.31)

Este controle (3.31) satisfaz as condi¢des generalizadas de Lagrange se by > by, > 0. De
(3.29) podemos resolver para obter No(t), desta forma:

b1 Bac1 Ny (t)

Nalt) = (b1 — b) B1B2N1(t) 4 bafrcxa

(3.32)

Observe que, conforme a populacdo de pragas cresce, a populacdo de predadores tende a

uma constante:

by

(bl - b2) 51

estd é uma assintota do extremo singular quando tende N, (t) para o infinito. A partir de (3.32),

Ny(t) — com Np(t) — oo, (3.33)

derivando explicitamente em relagdo a /V;(¢), obtemos uma razio entre as variagdes populacio-

nais.

N5 (t) _ bibaavian 513 (3.34)

N{ [(by — ba) B1BaNi(t) + byfras)”

o lado direito de (3.34) € positivo para N; positivo, e maior que zero se N € igual a zero. E

tende para infinito se /V; tende para o infinito.

Examinando substitui¢do do controle singular no sistema, primeiramente em (3.4), entdo:
Ni(t) = Ni(t) [(n — B1Na(t)) — bru(t)] (3.35)

Analisando em (3.35) a expressao dentro dos colchetes, e substituindo (3.31), temos

b BaN1(t) + b5 51 Na(t) N (a1 — B1N2(t)) — (B2N1(t) — az)

Q1 — 51N2<t> —b ble(b1 — b2) (bl - b2)

organizando a expressao:

ba(by — b2) (o — B1N2(t)) — b3 B2 N1 (t) — b3 81 Na(t) — bibs (o — BiNa(t)) + bibs (BaN1(t) — )
ba (b1 — b2)

Resolvendo e arrumando:

—b3a; — b BaN1(t) — bibeBaNy(t) — bibocrs
ba(by — bo)

(3.36)
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Substituindo (3.36) em (3.35), obtém-se:

ba (a1by + agby) + by (b1 — ba) B2 N (1)

Ni(t) = —Ny(t) by (b1 — bs)

(3.37)

Notamos que o lado direito de (3.37) é negativo, portanto N;(¢) diminui com o aumento de ¢.
De forma andloga, substituindo (3.31) em (3.5), obtém-se :

Ny(t)

[—b%ag — blbgOél + bQ (bl — bQ) /BlNQ(t)} (338)

Ao aplicarmos controle singular para /V; (¢) finito podemos deduzir de (3.33) e (3.34) que:

blOél
No < ——— (3.39)
T (=) By
Portanto, Ny(t) diminui com ¢, porque (3.38) e (3.39) implicam:
N2<t>b2a2
Nj(t) = ———21= <0 (3.40)
2( ) (bl - bg)

De forma analitica percebemos que aplicacao de controle singular € estremante titil, pois com
a formacdo da assintota (3.33), temos basicamente um "interruptor"’ na varidvel de controle,
onde o sistema fora dessa assintota fica livre, ou seja, o controle é nulo. Entretanto, quando o
sistema chega a assintota o controle é aplicado singularmente, isto é, no maximo, para levar o

sistema ao equilibrio.

3.2 Problemas de controle 6timo com Variavel de controle li-
mitada

Uma aplicac@o na recém-observada invasdo bioldgica do Oreochromis niloticus (tilapia-do-
nilo) origindria do rio Nilo (Africa) na bacia do Igarapé da Fortaleza em Macapa/AP, pois h4
uma preocupacao sobre 0s possiveis impactos que esse peixe poderd causar a ictiofauna nativa.
Porém, os impactos ambientais da introduc¢io desse peixe nesse ecossistema aquatico estuarino
sdo ainda desconhecidos. Portanto, assume-se que a dinamica das espécies pode ser descrita
pelo modelo padrao Lotka-Volterra, e que a presa atua como praga e que temos um predador

natural.

Ni(t) = (oq — BiN2(t)) Ni(t) (3.41)
Ny(t) = (BaNi(t) — o) No(t) (3.42)
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Onde, Ni(t), Na(t) representam a populacdo no tempo t de presas e predadores, respectiva-
mente. Com populagdes iniciais, Ni(tg) = Nig e Na(tg) = Nao.

Busca-se através da introducdo de uma agente de controle representado por u(t), reduzir
a populagdo da praga a um nivel desejavel em um tempo ¢. Considera-se que o controle atua
tanto na populagcdo de presas quanto na de predadores com intensidades d; > 0 e dy > 0,
respectivamente. E por simplicidade assumimos que a; = ap = ($; = 5 = 1. Entéo o sistema

€ descrito por:

Ni(t) = (1 — Na(t)) Ni(t) — dyNi(t)u(t) (3.43)
Ny(t) = (Ni(t) = 1) Na(t) — daNo(t)u(t) (3.44)

com condigdes iniciais: V1 (0) = Nyg; No(0) = Na.

Ao implementar um controle na popula¢do de uma determinada espécie, temos que levar
em consideracgdo as restri¢des ao este deve conter, como citado na sec¢ao (3.1), entretanto, nesta
aplicacdo devemos assumir que M € o indice mdximo do controle no sistema, ou seja, a quan-
tidade de inceticida para todo o sistema. Desta forma a cada intervalo de tempo aplica-se um
taxa de controle, chamamos de B, para controlar os niveis populacionais das especies, entdo as

restri¢cdes ao controle sao:
T
0<ult)< M / w(t)dt = B. (3.45)
0
Busca-se minimizar a populagdo de presas, com a seguinte indice de desempenho:

J(u(t)) = Ni(T) +§ /0 [u(t))?dt. (3.46)

Observe que no funcional a taxa de aplicagdo do controle é [u(t)]?. Isso se d4 por duas
razdes, primeiro porque tem-se uma restri¢do fixa ao controle, desta forma penalizamos indices
excecimente altos e incetivamos indices menores a taxa de controle. A segunda razdo e porque
a entrada deste termo torna a taxa de controle linear, assim nossas técnicas usuais podem ser
aplicadas. Contudo, ndo estamos interessados nos indices elevados de controle, logo tomamos o

parametro de peso A restritamente pequeno para limitar o efeito deste termo.

3.2.1 Condicoes necessarias

Vamos determinar as condi¢des necessdrias para a otimalidade do funcional. Observe que

assim como no problema de controle 6timo do capitulo 2. Usando a fun¢do Hamiltoniana (2.21),
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teremos assim:

H (N1(t), Na(t), u(t), A1), 1) = N1(tf)+{§[u(t)]2+}

+A () [(1 = Na(t)) Ni(t) — di N1 (t)ut)]

(3.47)
+A2(8) [(N1(t) — 1) Na(t) — daNo(t)u(t)]
De (2.23), tém-se as condi¢des para variagdo populacional de cada especie:
, oH
Ni(t) = an (1 = Na(t)) Ni(t) — diNi(t)u(t) (3.48)
1
, oH
Ny(t) = v (Na(t) — 1) Na(t) — doNo(t)u(t) (3.49)
2
Da mesma forma, de (2.24) podemos detrminar as condi¢des das equagdes adjuntas
, 0H
Al(t) = —F= = —)\1 (1 — Ng(t) — dlu(t)) — )\QNQ (350)
0N,
, oH
ON,

assim também de (2.26), onde ¢, € especificado, obtem-se a condic¢do de transversalidade, com
a finalidade de determinar os pontos de contorno do sistema, potanto A\;(7") = 1 e\y(7") = 0.

Entdo de (2.25) propem-se as condicoes ao controle:

OH

S = 0= Au(t) = LN ()AL() — daNa()Aa(t) (3.52)

Isolando u(t) em (3.52):

Compreendendo como dever ser o comportamento do controle durante o intervalo de tempo
proposto com 0 < u* < M, assim

OH .
Para 0 Oemt,entdo u*(t) =0e
u

d1N1 <t>/\1 (t) — dQNQ(lf)/\Q (t)
A

<0 (3.54)
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OH
Paraa— =0emt,entio 0 < u*(t) =B < Me
u

di N1 (t)A1(t) — daNa(t) Aa(t)
A

=B (3.55)
H

Para g— > 0emt,entdo u*(t) = M e
u

dy Ny () A1 (t) — daNa(t) A2(t)
A

<M (3.56)

Portanto o Controle Otimo ter4 caracteristicas

4*(0) = min { o max { i N, () (1) . N0 1) O}}

(3.57)

O controle 6timo pode ser calculado nimericamente sob varios conjuntos de parametros
usando um método de adaptado com salto pra fentre a pra trds em Lotka-Voltera para resolver
os sistemas de equagdes (3.48), (3.49), (3.50) e (3.51), por meio da linguagem de programacgao
MATLAB. Este método faz uma estimativa inicial para u(t) e, em seguida, resolve as equagdes
de estado do sistema (3.48) e (3.49) fazendo os estados avancarem com tempo, a partir das
condigdes iniciais (N1g, Nog).

Em seguida, utilizando os valores de estado, as equacdes adjuntas (3.50) e (3.51) sdo resol-
vidos voltando no tempo utilizando as condigdes de transversalidade A\ (tf) = 1 e A\y(tf) = 0.
Neste ponto, o controle 6timo € atualizado usando a caracterizacdo para o controle 6timo (3.57)
e os valores para as varidveis de estado e adjuntas. Este controle atualizado substitui o con-
trole inicial e o processo € repetido até que as interagcdes sucessivas da variavel de controle seja
suficientemente perto. [10]

Temos a tabela (3.2.1) segue como uma suposi¢ao a aplicacdo do modelo, e assim que pos-
samos observar como se dara o controle e as populacdes de presa e predador nas figuras (3.1) e

(3.2).

A=1; B=1; a=—0.2; b=—-0.18;

Analisando a figura (3.1). Note o comportamento da taxa de controle, que ao inicio do sis-
tema e menor, entranto, em seguida se eleva, justamente para diminuir a populacdo de presas,
que estdo em maior quantidade, apds isso, se mantém constante, pois o sistema serd contro-
lado pela populacdo de predadores, até que niao haja mais presas aos pedradores, com isso as

populagdes as taxas populacinais sao bem menores que no inicio do sistema.
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Figura 3.1: Simulagdo no intervalo de tempo 0 < 7' < 5

Predador

Controle

0 1 2 3 4 6 7 8 9 10

5
Tempo

Figura 3.2: Simulac¢do no intervalo de tempo 5 < 7' < 10

Ja na figura (3.2), temos que 5 < 7" < 10, nesse intervalo o controle se torna altamente dina-
mico, pois é obrigado a cumprir a mesma restricdo M/ durante um intervalo de tempo maior, isto
leva um aumento gradual na populagdo da praga na segunda parte. Contudo com o crescimento
da populagdo de predadores e o aumento da intensidade do controle, perto do fim, a populagdo da
praga regride novamente. Entretanto as populagdes terminam maiores se comparado ao sistema

anterior.
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Consideracoes Finais

Por intermédio da teoria de controle 6timo, juntamente com o cdlculo variacional, e através
de aplicacdes desses estudos na biologia, especificamente na ecologia, buscamos condi¢des para
controlar um sistema altamente dinimico como Lotka-Volterra, com intuito ora de tornar o sis-
tema equilibrado, ora controlar um espécie especifica, no nosso caso uma presa que atuava como
praga, levando em consideracio vérios fatores, como restri¢des a taxa de controle, assim como
o forma de introduzi-lo no sistema, além também das restricdes populacionais de cada espécie,
tendo como finalidade menor custo econdmico.

Através da solucgdo analitica (3.1) , observa-se que a aplicagdo do controle singular no sis-
tema (L-V) é econimicamente vidvel, pois o sistema age livremente até o exato momento que a
taxa de controle deve ser iniciada, onde € aplicada ao maximo singular, conduzindo o sistema ao
equilibrio. Entretanto na solu¢do numerica (3.2), o sistema € totalmente diferente do caso ante-
rior, dado que ha restricdes mais especificas ao controle, onde o0 mesmo tém que se adequedar
durante todo o sistema. E o que observamos nas figuras (3.1) e (3.2) que em intervalo de tempo
reduzido o controle age constantemente, por outro lado com um intervalo em intervalo de tempo
maior se torna altamente dindmico, justamente pela restricdo imposta. Destacamos também os
niveis populacionais que em ambos intervalos de tempo terminam diferentes.

O trabalho demonstra como a teoria de controle 6timo e abordada na biologia, sendo uma
grande ferramenta para estudos dinamicos, podendo sem implementada nas mais diversas areas
cientificas, com intuito de minimizar ou maximar um indice de desepenho proposto. Demostra-
mos um prequeno aporte dessa teoria, na qual pode ter avangos cientificos significativos e muitas

contruibuicoes.



Apéndice A
Formula de Taylor

Teorema A.0.1 [9] Se a série de poténcias >’ ¢, (x — a)" tiver um raio de convergencia R>0,
entdo a funcdo f definida por

f(x)=co+c(z—a)+clr—a)Y+...= ch(x —a)" (A.1)
n=0

Supondo que f seja uma funcdo, onde possa ser representada por uma serie de potencias:

fx)=co+c(r—a)+e(r—a)l+es(x—a)+.. . Jz—al <R (A.2)

Vamos tentar determinar quais os coeficientes C),, devem aparecer em termos de f. Para
comecar observe que, se © = a na equacao (A.2), entdo todos os termos apds o primeiro sdo 0 e

obtemos

f(a) = co

Vamos derivar a serie (A.2) termo a termo:

fl(x) = c1 4+ 2co(x — a) + 3c3(z — a)? +4ey(x —a)® +... |z —a| < R (A.3)
e a substituicdo de x = a em (A.3) fornece
f(a)=¢c (A4)
Agora derivamos ambos os lados de (A.3) e obtemos

f'(x) =2co+2 3c3(x —a) +3-4es(zr —a)’ + ... |t —a| < R (A.5)



Novamente colocamos x = a em (A.5). O resultado é

f"(a) = 2cy (A.6)

Vamos aplicar o procedimento mais uma vez. A derivagdo da serie em (A.5)
f"(x)=2-3c3+2-3-4eg(r —a)+3-4-5cs(x —a)* +... |z —a| <R (A7)

e a substituicao de x = a em (A.10) fornece

f"(a) =2-3c3 =3lc3 (A.8)

Vemos um padrdo. Se continuarmos a derivar e substituir x = a, obteremos
ffla)=2-3-4-...-nc, =nle, (A9)

Isolando o n-ésimo coeficiente c,, nesta equagdo, obteremos

(A.10)

Essa formula permanecera valida mesmo para n = 0 se adotarmos as convengdes de que 0! = 1
e fO = f. Assim demostramos o teorema a seguir

Teorema A.0.2 Se f tiver uma representacdo (expansdo) em série de poténcias em a, isto € se

f(:v):ch(x—a)n |l —al < R

n=0

entdo seus coeficientes sdo dados pela formula

f"(a)

" n!

Substituindo essa féormula para c,, de volta na série, vemos que, se f tiver uma expansdo em série

de poténcia no ponto a, entdo ela deve ser da seguinte forma:

f(z) = Z f"(a) (x—a)" = f(a)+ f’l(!a) (x —a)+ f”z(!a) (x —a)*+ _f”;(!a) (x—a)®+...

(A.11)

A série em (A.11) é chamada série de Taylor da fun¢do f em a (ou em torno de a ou centrada

em a).
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Apéndice B
Teorema do Valor Médio

Teorema B.0.3 Se f e continua em |a, b, entdo em algum ponto c € [a,b]:

b
O

Demonstracao:

Como a fung¢do f e continua no intervalo fechado [a, b].
e dx; € [a,b] tal que f(z1) é o valor minimo da f em [a, b].
e dxy € [a,b] tal que f(z3) é 0 valor mdximo da f em [a, b].

Portanto temos que f(x1) < f(t) < f(x2), paratodo t € [a, b]

Como f(z1) é minimo e f(x;) é maximo, temos:

Flan)(b—a) = / fandi< [ 7@ / f (e2) dt = F(a2)(b— a).

Entao:

[P () dt
b—a

Logo para todo f(c) entre f(z1) e f(x2), existe um ¢ € [a, b] tal que:

fz1) <

< f(x2)




Apéndice C
Teorema Fundamental do Calculo

Teorema C.0.4 (Teorema fundamental do Calculo [8], Parte 1) Se f for continua em [a, b,
entdo a fungdo g definida por
:/f(t)dt a<z<b

é continua em |a, b e derivdvel em (a,b) e ¢'(x) = f(x).

Demonstracao [8] : Se x e = + h estdo (a, b), entdo

gz +h) — g() =/ ft dt—/f
_ (/:f(t)dt+/:+hf(t)dt) —/:f(t)dt:/fhf(t)dt

gle+h)—g(z) 1 [*"
) _ E/x oy .1

logo, para h # 0,

Como f é continua, pelo Teorema do valor médio para integrais, sabemos que existe um

nimero ¢ (que depende de h) no intervalo (x, z + h), tal que

x+h
/ F(H)dt = f(e)h
c portanto
glx+h) —g(x)
4 — (o)

Como z < ¢ < x + h, segue que limy,_,o+ f(c) = lim._,.+ f(c) = f(x) e dai, por (C.2),

temos

Lo 9+ = g(a)
h—0+ h

= f(x)



De maneira andloga se demonstra que para i < 0. Assim concluimos que:

0 que queriamos demonstrar.

Teorema C.0.5 (Teorema fundamental do Calculo, Parte 2) Se f for continua em [a,b], en-
tdo

/ " Ha)de = F(b) — Fla) (C3)

onde F é qualquer primitiva de f, isto é, uma funcdo tal que F' = f.

Demonstracio: Seja g(x) = [ f(t). Sabemos de (C.0.4) que ¢'(z) = f(x); isto é, g é uma
primitiva de f. Se F for qualquer outra primitiva de f em [a, b], entdo pelo Corolério do Teorema

do Teorema do valor médio, temos que F' e g diferem por uma constante:
F(z)=g(z)+C (C.4)

para z < = < b. No entanto, tanto F' quanto g sdo continuas em a, b| e, portanto, tomando
limites em ambos os lados da (C.4) (quando x — a™ e x — b~, vemos que isto também € valido
quandoxr = aex = b.

Se fizermos = = a na férmula de g(z), obteremos

gfa) = [ Fieyd =0

Portanto, usando (C.4) com z = be z = a, temos

F(b) — F(a) = [g(b) + C] = [g(a) + CT = g(b) — g(a) = g(b) = [ f(t)dt (C.5)
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