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Trabalho de conclusão de curso apre-

sentado ao colegiado de Matemática da
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Dr. José Walter Cárdenas Sotil.

MACAPÁ-AP
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Resumo

Apresenta-se, neste Trabalho de Conclusão de Curso, um estudo abordando o cálculo

direto da excentricidade das cônicas a partir dos coeficientes de sua equação quadrática.

Usualmente a excentricidade de uma cônica definida por sua equação quadrática é calcu-

lada transformando a equação na sua forma reduzida ou equação padrão. A redução à

forma padrão precisa em geral, executar uma translação seguida de uma rotação, e logo

identificar corretamente as constantes para o cálculo da excentricidade. Neste trabalho

desenvolvemos o cálculo da excentricidade por translações e rotações, e apresentamos um

método para avaliar diretamente a excentricidade a partir dos coeficientes da equação

quadrática. Quando comparado os dois métodos, o método do cálculo direto é mais

eficiente em termos de números de operações. Também é apresentado neste trabalho a

definição comum para as cônicas, como o lugar geométrico dos pontos cuja razão entre suas

distancias ao foco e à diretriz é uma constante igual à excentricidade. Esta definição unifi-

cada das cônicas confere ainda maior importância ao cálculo eficiente da excentricidade.

Observa-se que os softwares em geometria dinâmica evitam o cálculo da excentricidade ou

calculam elas incorretamente, este método direto pode ser implementado com facilidade

nestes tipos de softwares para o cálculo correto da excentricidade das cônicas.

Palavras-Chave: Cônicas, Excentricidade, Equação padrão, Equação quadrática e Rotação.



Resumen

Se presenta en este Trabajo de Final de curso, un cálculo directo de la excentricidad de las

cónicas conociendo los coeficientes de la ecuación de segundo grado. Por lo general, la ex-

centricidad de una cónica se calcula mediante la transformación de la ecuación cuadrática

en su forma reducida o ecuación padron. Para reduzir a la forma padron se debe realizar

una traslación seguida por una rotación, y luego identificar correctamente las constantes

para el cálculo de la excentricidad. En este trabajo, se desarrolla el cálculo de la excentri-

cidad por medio de traslaciones y rotaciones, ademas se presenta un método para evaluar

directamente la excentricidad conocidos los coeficientes de la ecuación de segundo grado.

Al comparar los dos métodos, el método de cálculo directo es más eficiente en términos

del número de operaciones. También se presenta en este trabajo una definición común a

todas las conicas, como siendo el lugar geométrico de puntos cuya razón de sus distancias

al foco y a la directriz es una constante igual a la excentricidad. Esta definición unifi-

cada de conicas realza la importancia del cálculo de la excentricidad. Observamos que

los softwares de geometŕıa dinámica comúnmente evitan el cálculo de la excentricidad,

o calculan esta de forma incorrecta. Este método directo puede ser implementado facil-

mente en este tipo de software para calcular correctamente la excentricidad de la cónica.

Palabras clave: Cónica, excentricidad, ecuación padron, ecuación de segundo grado,

rotación.
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3.2 Equação quadrática: 17x2 − 12xy + 8y2 + 12x− 16y − 12 = 0 . . . . . . . 27
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5.4 Equação quadrática: x2 + y2 + 2x + 1 = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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Introdução

1.1 A história das cônicas

Tratados sobre as seções cônicas são conhecidos antes da época de Euclides (325 - 265

a.C.). E, associado à história dessas curvas, temos Apolônio que nasceu na cidade de

Perga, região da Panf́ılia (atualmente Turquia) por volta de 262 a.C. e viveu, aproxi-

madamente, até 190 a.C. Apolônio foi contemporâneo e rival de Arquimedes que viveu,

aproximadamente, entre 287 a.C. e 212 a.C. e, juntamente com Euclides, formam a tŕıade

considerada como sendo a dos maiores matemáticos gregos da antigüidade.

Apolônio estudou com os disćıpulos de Euclides em Alexandria e foi astrônomo notável,

talvez ele, e não Euclides mereceu dos antigos o adjetivo de ”o grande Geômetra”. A maior

parte das obras de Apolônio desapareceu. O que se sabe dessas obras perdidas deve-se

a Pappus de Alexandria (séc. IV a.C.). Sua obra prima é Seções Cônicas composta por

oito volumes (aproximadamente 400 proposições!). Os precursores de Apolônio no estudo

das cônicas foram Manaecmo, Aristeu e o próprio Euclides. Nesse peŕıodo, elas eram

obtidas seccionando um cone circular reto de uma folha com um plano perpendicular a

uma geratriz do cone, obtendo três tipos distintos de curvas, conforme a seção meridiana

do cone fosse um ângulo agudo, um ângulo reto ou um ângulo obtuso (ver Figura 1.1).

Apolônio foi o matemático que mais estudou e desenvolveu as seções cônicas na antigui-

dade. Suas contribuições foram:

a) Ter conseguido gerar todas as cônicas de um único cone de duas folhas, simplesmente

variando a inclinação do plano de interseção (ver Figura 1.2)

b) Ter introduzido os nomes elipse e hipérbole e ter estudado as retas tangentes e normais

a uma cônica.
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Figura 1.1: Seções cônicas

Figura 1.2: Geração das cônicas a partir de um cone de duas folhas

A importância do estudo de Apolônio sobre as cônicas dificilmente pode ser questionada.

Porém coube a Pierre de Fermat (1.601-1.665) o enfoque anaĺıtico das cônicas, uma vez

que os matemáticos gregos não possúıam uma notação algébrica adequada [6, 7, 8, 9].

Credita-se a Fermat:

a) O estabelecimento do prinćıpio fundamental de que uma equação do 1o grau, no plano,

representa uma reta e uma equação do 2o grau, no plano, representa uma cônica

b) A determinação das equações mais simples da reta, da circunferência, da elipse, da

parábola e da hipérbole

c) A aplicação da rotação de eixos para reduzir uma equação do 2o grau a sua forma mais

simples.
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1.2 Algumas aplicações das cônicas

O interesse pelo estudo das cônicas remonta a épocas muito recuadas. De fato, estas curvas

desempenham um papel importante em vários domı́nios da f́ısica, incluindo a astronomia,

na economia, na engenharia e em muitas outras situações, pelo que não é de estranhar

que o interesse pelo seu estudo seja tão antigo. A seguir apresentamos algumas de suas

aplicações:

Suponhamos que temos uma lanterna direcionada para uma parede, então o feixe de

luz emitido desenhará nessa parede uma curva cônica, conforme a figura. Dependendo da

inclinação da lanterna relativamente à parede, assim se obtém uma circunferência, uma

elipse, uma parábola ou uma hipérbole (ver Figura 1.3). Na astronomia, Kepler mostrou

Figura 1.3: Feixe de luz

que os planetas do sistema solar descrevem órbitas eĺıpticas, as quais têm o sol num

dos focos. Também os satélites artificiais enviados para o espaço percorrem trajetórias

eĺıpticas (ver Figura 1.4). Fazendo uso da propriedade refletora da parábola, Arquimedes

construiu espelhos parabólicos, os quais por refletirem a luz solar para um só ponto, foram

usados para incendiar os barcos romanos quando das invasões de Siracusa (ver Figura 1.5).

Os arcos de cônicas podem ser utilizados na arquitetura e engenharia. Um exemplo de

utilização da hipérbole em construções pode ser vista em Braśılia. O hiperbolóide de uma

folha é utilizado na construção de centrais de energia (ver figura 1.6) [6, 7, 10].
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Figura 1.4: Sistema Solar

Figura 1.5: Antena Parabólica

Figura 1.6: Hiperbolóide de uma Folha
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Caṕıtulo 2

Equações canônicas

Considerando um cone circular reto de duas folhas e vértice V e eixo (t), o termo seção

cônica procede do fato de tal curva ser obtida por meio do corte de um plano α sobre o

cone circular reto. Assim sendo, se o plano α for secante ao cone e não contiver o vértice,

teremos como seção cônica uma Elipse, Hipérbole ou Parábola.

2.1 Equação canônica da elipse

Uma elipse de focos F e F’ é o conjunto dos pontos P do plano cuja soma das distâncias

a F e F’ é igual a uma constante, que indicaremos por 2a. Portanto, P pertence à elipse

se, e somente se,

d(P, F ) + d(P, F ′) = 2a

Mostraremos a seguir que, se escolhermos convenientemente o sistema de eixos, a elipse

pode ser representada por uma equação bastante simples.

Dada a elipse E, tomamos no plano um sistema de coordenadas tal que F = (c, 0) e

F
′
= (−c, 0), c > 0 , sejam as coordenadas dos focos.

Observe que c < a, pois no triângulo PFF
′
(ver Figura 2.1), o lado FF

′
é menor do que

a soma PF + PF
′
= 2a. Se fosse c = a, a elipse se reduziria ao segmento FF

′
.

De acordo com a definição, o ponto P pertence á elipse se, e somente se,

√
(x− c)2 + y2 +

√
(x + c)2 + y2 = 2a,

isolando um termo do lado direito, temos

√
(x− c)2 + y2 = 2a−

√
(x + c)2 + y2

9



Elevando ambos os membros desta equação ao quadrado, obtemos:

(x− c)2 + y2 = 4a2 + (x + c)2 + y2 − 4a
√

(x + c)2 + y2.

Simplificando:

a
√

(x + c)2 + y2 = a2 + cx.

Tomando novamente o quadrado de ambos os membros, vem:

a2(x2 + 2cx + c2 + y2) = a4 + 2a2cx + c2x2,

logo

(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2).

Pondo a2 − c2 = b2, esta equação se escreve:

b2x2 + a2y2 = a2b2

Dividindo ambos os membros por a2b2 resulta:

Figura 2.1: Vértices e eixos de uma elipse

x2

a2
+

y2

b2
= 1 (2.1)

Resumindo: Se tomarmos um sistema de coordenadas tal que os focos F e F
′
estão sobre o

eixo 0X e a origem 0 é o ponto médio do segmento FF
′
, então as coordenadas de um ponto

qualquer P = (x, y) da elipse satisfazem a equação 2.1, na qual a =
1

2
[d(P, F ) + d(P, F

′
)]
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e b =
√

a2 − c2, sendo 2c = d(F, F
′
) a distância focal.

Os pontos A = (a, 0), A
′

= (−a, 0), B = (0, b) e B
′

= (0,−b) pertencem à elipse; eles

são chamados os vértices. Os segmentos AA
′

e BB
′

chamam-se os eixos. O eixo AA
′
,

que contém os focos, é o eixo maior e BB
′
é o eixo menor. Note que, sendo a2 = b2 + c2,

tem-se a ≥ b, onde d(A, A
′
) = 2a e d(B,B

′
) = 2b.

Resultado similar se obtém se o eixo focal estiver sobre o eixo das ordenadas, neste caso

temos a equação
x2

b2
+

y2

a2
= 1 (2.2)

onde 2a é a distância focal [5, 3].

2.1.1 Excentricidade da elipse

Uma importante caracteŕıstica da elipse é sua excentricidade, que é definida pela relação:

e =
c

a

onde, 2c é a distância focal e 2a é a distância entre os vértices do eixo maior. Como c < a,

tem-se que 0 < e < 1. Quanto mais próximo de zero for o valor da excentricidade e, mais

a elipse se aproxima de uma circunferência. Por outro lado, quanto mais achatada for

à elipse, mais o valor da excentricidade e se aproxima de 1. É fácil concluir quanto os

valores extremos do domı́nio de e: Se e = 0, tem-se uma circunferência de diâmetro 2a e

os focos F e F’ coincidem com o centro da circunferência. Se e = 1, tem-se um segmento

retiĺıneo FF
′
.

2.2 Equação da hipérbole

Sejam F e F
′
dois pontos do plano e a um número real positivo. Chama-se hipérbole de

focos F e F
′
ao conjunto dos pontos P do plano cuja diferença das distancias aos pontos

F e F
′
é, em valor absoluto, igual a 2a. Assim, o ponto P pertence a essa hipérbole H

se, e somente se

|d(P, F
′
)− d(P, F )| = 2a.

A hipérbole H possui dois ramos, um formado pelos pontos P para os quais a diferença

d(P, F ) − d(P, F
′
) é positiva, igual a 2a, e outro pelos pontos em que esta diferença é

negativa, igual a −2a.
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Para obter equação da hipérbole em sua forma mais simples, tomamos no plano um sistema

de eixos ortogonais relativamente aos quais as coordenadas dos focos sejam F = (c, 0) e

F
′
= (−c, 0), com c > 0.

Se d(P, F
′
) − d(P, F ) = 2a, diremos que o ponto P está no ramo direito da hipérbole.

Quando d(P, F
′
) − d(P, F ) = −2a, diz-se que P pertence ao ramo esquerdo de H. No

sistema de coordenadas que acabamos de escolher, se P = (x, y) está no ramo direito de

H, o ponto P
′
= (−x, y), simétrico de P relativamente ao eixo OY , está no ramo esquerdo,

e vice-versa. Portanto os dois ramos da hipérbole são linhas simétricas em relação ao eixo

OY [5, 3].

A fim de determinar a equação da hipérbole, escrevemos a equação d(P, F
′
) = d(P, F )±2a

em termos de coordenada,

√
(x + c)2 + y2 =

√
(x− c)2 + y2 ± 2a.

Elevando ambos os membros ao quadrado:

(x + c)2 + y2 = (x− c)2 + y2 + 4a2 ± 4a
√

(x− c)2 + y2.

Simplificando:

Figura 2.2: Uma hipérbole. Tem-se |d(P, F
′
)− d(P, F )| = 2a e b2 = c2 − a2

cx− a2 = ±a
√

(x− c)2 + y2.

Elevando novamente ao quadrado e simplificando:

(c2 − a2)x2 − a2y2 = a2(c2 − a2).

12



Como, no triângulo PFF
′
, o lado FF

′
é maior do que a diferença dos outros dois, temos

2c > 2a, logo c2 > a2. Assim, a diferença c2−a2 é um número positivo, cuja raiz quadrada

chamamos de b, de modo que c2 − a2 = b2. Logo,

b2x2 − a2y2 = a2b2,

ou equivalentemente,
x2

a2
− y2

b2
= 1. (2.3)

A hipérbole corta o eixo OX nos pontos A = (a, 0) e A
′

= (−a, 0) que são chamados

os vértices da hipérbole. O segmento de reta AA
′
chama-se o eixo enquanto o segmento

BB
′
, com B = (0, b) e B

′
= (0,−b), chama-se o eixo conjugado da hipérbole. Os pontos

B e B
′
não pertencem à hipérbole. As retas y =

bx

a
e y = − bx

a
chamam-se asśıntotas da

hipérbole. Para valores muito grandes de |x| a hipérbole torna-se quase indistingúıvel de

suas asśıntotas.

2.2.1 Excentricidade da hipérbole

Uma importante caracteŕıstica da hipérbole é sua excentricidade, que é definida pela

relação:

e =
c

a

Como c > a, temos que e > 1.

2.3 Equação da parábola

Sejam d uma reta e F um ponto fora dela. No plano determinado por d e F , chama-se

parábola de foco F e diretriz d ao conjunto dos pontos eqüidistantes de d e F . Lembramos

que a distância do ponto P à reta d é a distancia de P ao ponto P0, pé da perpendicular

baixada de P sobre d. Seja F0 é o pé da perpendicular baixada de F sobre d, a reta FF0

é um eixo de simetria da parábola. Se P está sobre a parábola e P
′
é o seu simétrico em

relação á reta FF0, então P
′
também pertence à parábola, como se vê pela Figura 2.3.

Sejam p o comprimento e A o ponto médio do segmento FF0. A distância de A a reta d é

igual a p/2, o mesmo que o comprimento de AF . Logo A pertence à parábola e chama-se

o seu vértice. Qualquer outro ponto P da parábola está a uma distância de d superior a

p/2.

13



Figura 2.3: P pertence à parábola de foco F e diretriz d por que d(P, F ) = d(P, P0) com

PP0⊥d. A perpendicular FF0, baixada do foco sobre a diretriz, é um eixo de simetria.

Com efeito, chamemos de P0 o pé da perpendicular baixada de P sobre d. Como a obĺıqua

FP0 é maior do que a perpendicular FF0, temos

p < FP0 < FP + PP0 = 2PP0

Como PP0 é igual a distancia de P a reta d, conclúımos que essa distância é maior do

que p/2.

Em seguida, vamos deduzir a equação da parábola de foco F e diretriz d, com p > 0

Figura 2.4: O vértice A é o ponto da parábola mais próximo da diretriz d

representando a distância de F a d. Para isso, tomaremos um sistema de eixos cuja origem

é o vértice da parábola e cujo eixo vertical é a reta FF0, eixo de simetria da parábola.

Neste sistema, temos F = (0, p/2) e a equação da diretriz d é y = −p/2. Se P = (x, y)

pertence a parábola, então y ≥ 0, na verdade y > 0 salvo quando P = (0, 0) = A. Como
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Figura 2.5: Deduzindo a equação da parábola

o eixo vertical é eixo de simetria, se P = (x, y) pertence a parábola então P
′
= (−x, y)

também pertence.

Seja P = (x, y) um ponto qualquer da parábola. A distancia de P a diretriz d é igual a

y + p/2, enquanto a distância de P ao foco F é
√

x2 + (y − p/2)2. Como P pertence à

parábola, devemos ter

y +
p

2
=

√
x2 + (y − p

2
)2.

Elevando ambos os membros ao quadrado:

(y +
p

2
)2 = x2 + (y − p/2)2.

Desenvolvendo:

y2 + py +
p2

4
= x2 + y2 − py +

p2

4
.

Simplificando:

2py = x2

Logo:

y =
x2

2p
(2.4)

Reciprocamente, se as coordenadas do ponto P = (x, y) satisfazem a equação 2.4, com

p > 0, então y ≥ 0. Logo y +
p

2
≥ 0 e todos os passos da dedução acima podem ser

revertidos, o que mostra que P pertence à parábola de foco F = (0, p/2) e diretriz d,

dada pela equação y = −p/2.
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Parábolas ocorrem freqüentemente como gráficos de funções quadráticas. Uma função

quadrática de uma variável tem a forma f(x) = ax2 + bx+ c, com a, b, c constantes, sendo

a 6= 0. O gráfico de f é o conjunto G, formado pelos pontos P = (x, y) ∈ R2 tais que

y = ax2 + bx + c.

Para mostrar que G é, de fato, uma parábola introduziremos novas coordenadas s, t

mediante uma translação dos eixos, ou seja, tais que x = s + h, y = t + k, onde

h e k serão escolhidos convenientemente. Em termos das novas coordenadas, o ponto

P = (x, y) = (s + h, t + k) pertence ao conjunto G se, e somente se,

t + k = a(s + h)2 + b(s + h) + c = as2 + (2ah + b)s + (ah2 + bh + c).

Tomando h = −b/2a e k = ah2 + bh + c, a igualdade acima se reduz at = as2.

Assim, em termos das novas coordenadas o ponto (s, t) pertence ao gráfico G se, e somente

se, t = as2. Isto mostra que G é uma parábola, cujo foco é o ponto (0, 1/4a) e cuja diretriz

é a reta horizontal t = −1/4a (nas coordenadas s, t) [5, 3].

Em termos das coordenadas originais x, y, o foco da parábola y = ax2 + bx + c é o ponto

(
− b

2a
,
4ac− b2 + 1

4a

)

e a diretriz é a reta horizontal

y =
4ac− b2 − 1

4a
.

2.4 Cônicas degeneradas

As cônicas degeneradas são obtidas quando em particular o plano corta o cone em seu

vértice V . No caso dessas cônicas o cálculo da excentricidade não está definido. Pois

a excentricidade determina o grau de achatamento de uma seção cônica [5, 3]. Logo

percebemos que não há achatamento em um ponto, um par de retas, uma reta e um par

de retas paralelas. Temos as seguintes cônicas degeneradas:

a) O ponto: Quando o plano α tiver em comum com o cone apenas o vértice V . Trata-se

de uma elipse degenerada.

b) Um par de retas concorrentes: Quando o plano α contiver o vértice e duas geratrizes

do cone. É uma hipérbole degenerada.
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c) Uma reta: Quando o plano contiver o vértice e uma geratriz do cone, o plano α

tangencia o cone. Figura-se como parábola degenerada.

d) Um par de retas paralelas: Num caso particular obter-se a duas retas paralelas quando

da interseção de uma superf́ıcie ciĺındrica circular (considerada uma superf́ıcie cônica

de vértice impróprio) por um plano α paralelo ao seu eixo.
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Caṕıtulo 3

Transformação da equação

quadrática geral na forma padrão

Considere a equação quadrática geral de uma seção cônica [4]:

f(x, y) = ax2 + 2nxy + by2 + 2hx + 2ky + c = 0 (3.1)

Primeiro vamos obter o centro ao usar o fato de que este é o ponto médio de qualquer

diâmetro que passe através dele.

3.1 Equação dos diâmetros paralelos aos eixos coor-

denados

Se o centro da cônica é o ponto (x0, y0), consideremos o diâmetro paralelo ao eixo X de

equação y = y0. Ao substituir y = y0 na equação 3.1, obtemos:

f(x, y0) = ax2 + 2nxy0 + by2
0 + 2hx + 2ky0 + c = 0;

Fatorando em x temos:

f(x, y0) = ax2 + (2ny0 + 2h)x + by2
0 + 2ky0 + c = 0.

Sendo x
′
e x

′′
as ráızes desta equação, então a abscissa x0 do centro é dado por:

x0 =
1

2
· (x′ + x

′′
) =

−(2ny0 + 2h)

2a
=
−ny0 − h

a

Multiplicando por a, obtém-se a equação do diâmetro paralelo a y = y0

ax0 + ny0 + h = 0 (3.2)
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A equação 3.2 pode ser obtida derivando 3.1 em relação a x no ponto (x0, y0):

∂f

∂x
(x0, y0) = ax0 + ny0 + h = 0 = 0.

Note que se (x0, y0) fosse um ponto médio de qualquer corda paralela ao eixo X, ele

também iria satisfazer a equação ax + ny + h = 0. Portanto essa equação representa o

diâmetro divisor de todos as cordas paralelas ao eixo X. Os pontos finais deste diâmetro,

sendo o limite das cordas, são os pontos onde as tangentes paralelas ao eixo X tocam a

cônica, isso explica porque estes pontos satisfazem a condição
∂f

∂x
(x0, y0) = 0. [4, 1]

Similarmente, se usarmos o diâmetro x = x0 e substitúımos na equação 3.1 obtemos:

f(x0, y) = ax2
0 + 2nx0y + by2 + 2hx0 + 2ky + c = 0

Fatorando em y temos:

f(x0, y) = by2 + (2nx0 + 2k)y + ax2
0 + 2hx0 + c = 0.

Sendo y
′
e y

′′
as ráızes desta equação, então a ordenada y0 do centro é dado por:

y0 =
1

2
· (y′ + y

′′
) =

−(2nx0 + 2k)

2b
=
−nx0 − k

b

Multiplicando por b, obtém-se a equação do diâmetro paralelo a x = x0

by0 + nx0 + k = 0 (3.3)

A equação 3.3 pode ser obtida derivando 3.1 em relação a y no ponto (x0, y0):

∂f

∂y
(x0, y0) = by0 + nx0 + k = 0.

Note que se (x0, y0) fosse um ponto médio de qualquer corda paralela ao eixo Y , ele

também iria satisfazer a equação by + nx + k = 0. Portanto essa equação representa o

diâmetro divisor de todos as cordas paralelas ao eixo y. Os pontos finais deste diâmetro,

sendo o limite das cordas, são os pontos onde as tangentes paralelas ao eixo Y tocam a

cônica, isso explica porque estes pontos satisfazem a condição
∂f

∂y
(x0, y0) = 0.

3.2 Determinação do centro da cônica

As equações 3.2 e 3.3 determinam o sistema algébrico




ax0 + ny0 + h = 0

nx0 + by0 + k = 0
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Figura 3.1: Elipse com centro (x0, y0)

onde, (x0, y0) é o centro da equação quadrática (ver Figura 3.1).

Resolvendo o sistema algébrico obtém-se:

x0 =
nk − hb

ab− n2
, ab− n2 6= 0

y0 =
−ak + nh

ab− n2
, ab− n2 6= 0

A condição ab− n2 6= 0 determinam as cônicas centrais e não centrais.

Definição 3.1 A equação 3.1 determina uma cônica central se ab− n2 6= 0. Em partic-

ular, temos uma elipse se ab− n2 > 0, e uma hipérbole se ab− n2 < 0.

A equação 3.1 determina uma cônica não central se ab − n2 = 0, neste caso temos uma

parábola.

Associamos à equação quadrática 3.1 a matriz

M =




a n h

n b k

h k c


 (3.4)
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Consideremos os determinantes da matriz M e os determinantes dos menores da terceira

coluna de M :

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a n h

n b k

h k c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∆1,3 =

∣∣∣∣∣∣
n b

h k

∣∣∣∣∣∣
= nk − hb = H

∆2,3 = −
∣∣∣∣∣∣

a n

h k

∣∣∣∣∣∣
= nh− ak = K

∆3,3 =

∣∣∣∣∣∣
a n

n b

∣∣∣∣∣∣
= ab− n2 = C

Portanto, as coordenadas do centro podem-se escrever como:

x0 =
nk − hb

ab− n2
=

H

C
, C 6= 0 (3.5)

y0 =
−ak + nh

ab− n2
=

K

C
, C 6= 0

Alem mais, se verifica que

∆ = hH + kK + cC (3.6)

3.3 Redução da equação quadrática por translação

Consideremos um novo sistema de coordenadas O
′
X

′
Y
′
obtido por translação do sistema

original OXY , de modo que o centro (x0, y0) no sistema OXY corresponda agora à origem

de coordenadas O
′

do sistema O
′
X

′
Y
′
. Para um ponto P do plano, a relação entre as

coordenadas P (x, y) e P (x
′
, y

′
) é dada por:

x = x
′
+ x0 (3.7)

y = y
′
+ y0

Substituindo 3.7 na equação quadrática 3.1 resulta,

a(x0 + x′)2 + 2n(x0 + x
′
)(y0 + y

′
) + b(y0 + y

′
)2 + 2h(x0 + x

′
) + 2k(y0 + y

′
) + c = 0

Elevando ao quadrado e agrupando termos, temos

ax
′2 + 2nx

′
y
′
+ by

′2 + x0(ny0 + ax0 + h) + y0(nx0 + by0 + k)+

+hx0 + ky0 + c + 2x
′
(ax0 + ny0 + h) + 2y

′
(nx0 + by0 + k) = 0
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Como ax0 + ny0 + h = 0 e nx0 + by0 + k = 0, resulta

ax
′2 + 2nx

′
y
′
+ by

′2 + hx0 + ky0 + c = 0

Substituindo 3.5 , temos que

ax
′2 + 2nx

′
y
′
+ by

′2 +
hH

C
+

kK

C
+ c = 0.

De 3.6 verificamos que
hH

C
+

kK

C
+ c =

∆

C
.

Portanto,

ax
′2 + 2nx

′
y
′
+ by

′2 +
∆

C
= 0. (3.8)

Observamos que na equação 3.8 não existem termos de translação, mas que ainda existe

um termo x
′
y
′

que indica rotação do sistema. Este termo tem que ser eliminado para

chegar à forma padrão da equação da cônica.

3.4 Redução da equação quadrática por rotação

Para eliminar o termo de rotação x
′
y
′
em 3.8, introduzimos as coordenadas polares (r, θ)

cuja relação com as coordenadas (x
′
, y

′
) é dada por:

x
′

= rcos(θ) (3.9)

y′ = rsen(θ)

Neste caso o ângulo θ indica a rotação do sistema OX
′
Y
′
. Substituindo 3.9 em 3.8

obtém-se,

r2(acos2(θ) + 2nsen(θ)cos(θ) + bsen2(θ) +
∆

ab− n2
= 0

Como o termo
∆

ab− n2
é constante, então r é máximo ou mı́nimo se

f(θ) = acos2(θ) + 2nsen(θ)cos(θ) + bsen2(θ)

é mı́nimo ou máximo respectivamente, e isto ocorre quando sua derivada em relação a θ

for igual a zero:

df

dθ
= −2acos(θ)sen(θ) + 2ncos2(θ)− 2nsen2(θ) + 2bsen(θ)cos(θ)

= (b− a)sen(2θ) + 2ncos(2θ)
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Como
df

dθ
= 0, obtém-se:

tan(2θ) =
2n

a− b
, se a 6= b.

Se a = b então cos(2θ) = 0, portanto θ =
π

4
.

A seguinte proposição tem sido provada,

Proposição 3.1 O ângulo de rotação θ da seção cônica descrita pela equação quadrática

f(x, y) = ax2 + 2nxy + by2 + 2hx + 2ky + c = 0

é dado por 



tan(2θ) =
2n

a− b
, se a 6= b

θ =
π

4
, se a = b

(3.10)

Fazendo m = tan(θ), temos que:

tan(2θ) =
2tan(θ)

1− tan2(θ)
=

2m

1−m2

substituindo em 3.10 temos
2m

1−m2
=

2n

a− b

do qual resulta a equação em m,

nm2 + (a− b)m− n = 0.

Multiplicando por n,

n2m2 + (a− b)nm− n2 = 0.

o qual pose ser agrupado como

nm (nm + a)− b nm− n2 = 0. (3.11)

Para fatorar esta expressão, consideremos λ definido por,

λ = nm + a. (3.12)

Substituindo 3.11 em 3.12 resulta,

(λ− a)λ− b (λ− a)− n2 = 0,
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ou,

(λ− a) (λ− b)− n2 = 0. (3.13)

A equação 3.13 pode ser representada como:∣∣∣∣∣∣
λ− a n

n λ− b

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Isto significa que as ráızes λ1 e λ2 em 3.13 são autovalores da matriz:

B =


 a n

n b


 .

Logo, existe uma matriz P tal que B = P tDP , onde P t indica a transposta de P e D é

a matriz diagonal formada pelos autovalores de B,

D =


 λ1 0

0 λ2


 .

Voltando ao objetivo de eliminar o termo x
′
y
′
, escrevemos a equação 3.8 como,

(x
′

y
′
)


 a n

n b





 x

′

y
′


 +

∆

C
. = 0

Ou,

X
′
BX

′t +
∆

C
= 0,

onde, X
′
= (x

′
, y

′
).

Fazendo a substituição:

X
′
= X

′′
P,

resulta

X
′′
(PBP t)X

′′t +
∆

C
= 0.

Como D = PBP t, obtemos

X
′′
DX

′′t +
∆

C
= 0,

ou em termos de componentes,

(x
′′

y
′′
)


 λ1 0

0 λ2





 x

′′

y
′′


 +

∆

C
. = 0

Considerando que C = ab− n2 = λ1λ2, o sistema acima pode-se escrever como:

λ1x
′′2 + λ2y

′′2 +
∆

λ1λ2

= 0,

isto prova a seguinte proposição,
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Proposição 3.2 A cônica central representada pela equação 3.8 pode ser escrita na forma

λ1x
′′2 + λ2y

′′2 +
∆

λ1λ2

= 0, (3.14)

por meio de um ângulo de rotação θ, definida por 3.10.

Se
∆

λ1λ2

< 0 e λ1λ2 > 0, a equação 3.14 define uma elipse.

Se
∆

λ1λ2

> 0 e λ1λ2 < 0 a equação 3.14 define uma hipérbole.

Se
∆

λ1λ2

≥ 0, a equação 3.14 define uma cônica central degenerada.

De 3.12 temos que existem dois valores para o coeficiente angular m = tan(θ) dos eixos

principais da cônica,

m1 =
λ1 − a

n

m2 =
λ2 − a

n
.

Logo, a cônica 3.1 com centro (x0, y0) tem como eixos principais as retas de equações,

y − y0 = m1(x− x0) (3.15)

y − y0 = m2(x− x0)

.

Exemplo 3.1 Considere a equação

17x2 − 12xy + 8y2 + 12x− 16y − 12 = 0. (3.16)

Associamos à equação quadrática a seguinte matriz:

A =




17 −6 6

−6 8 −8

6 −8 −12




da qual calculamos os seguintes valores:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

17 −6 6

−6 8 −8

6 −8 −12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −2000

C =

∣∣∣∣∣∣
17 −6

−6 8

∣∣∣∣∣∣
= 100
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Como C = ab− n2 > 0, temos que a quadrática representa uma elipse.

Para o cálculo dos autovalores resolvemos a seguinte equação,
∣∣∣∣∣∣

λ− 17 −6

−6 λ− 8

∣∣∣∣∣∣
= 0,

a qual resulta na equação,

λ2 − 25λ + 100 = 0

com ráızes λ1 = 5 e λ2 = 20.

Substituindo estes valores em 3.14, obtemos a forma canônica,

5x
′′2 + 20y

′′2 +
−2000

100
= 0,

ou
x
′′2

4
+

y
′′2

1
= 1.

Para calcular o centro derivamos 3.16 em relação a x e y:

17x− 6y + 6 = 0

−6x + 8y − 8 = 0

cuja solução é o centro (x0, y0) = (0, 1).

Os coeficientes angulares dos eixos principais são calculados por,

m1 =
λ1 − a

n
=

5− 17

−6
= 2

m2 =
λ2 − a

n
=

20− 17

−6
= −1

2
.

Como conhecemos o centro (x0, y0) = (0, 1) e os coeficientes angulares m1 = 2 e m2 =
1

2
,

determinamos a equação dos eixos principais por,

y − 1 = 2 · (x− 0)

y − 1 = −1

2
· (x− 0).

Como temos uma elipse, temos

a = 2

b = 1

c =
√

a2 − b2 =
√

4− 1 =
√

3.
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Logo, a excentricidade é:

e =
c

a
=

√
3

2
∼ 0, 8660,

verificando que 0 < e < 1 pois temos uma elipse. Na Figura 3.2 se mostra a elipse, o

centro e seus eixos principais [4].

Figura 3.2: Equação quadrática: 17x2 − 12xy + 8y2 + 12x− 16y − 12 = 0
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Caṕıtulo 4

Cálculo direto da excentricidade em

termos dos coeficientes da quadrática

No capitulo 2 foram definidas as cônicas. A elipse, como o lugar geométrico dos pontos

nos quais a soma das distâncias a dois pontos fixos, chamados os focos, é uma constante.

A hipérbole. como o lugar geométrico dos pontos nos quais o módulo da diferença a dois

pontos fixos, chamados os focos é uma constante e a parábola, como o lugar geométrico

tal que a distância a um ponto fixo, chamado o foco, é igual à distância a uma reta fixa,

chamada a diretriz. Cada uma destas cônicas tem uma definição particular, entretanto

as cônicas podem ser definidas de uma forma única como:

Definição 4.1 A cônica é uma curva na qual o lugar geométrico dos pontos que se movi-

mentam de modo que, a taxa de sua distância a um ponto fixo e sua distância a uma reta

fixa é uma constante. A taxa constante é a excentricidade e, o ponto fixo é o foco F , e a

reta fixa é a diretriz d da cônica. Segundo o valor da excentricidade e (ver Figura 4.1),

dizemos que a cônica é:

a) uma elipse, se 0 < e < 1,

b uma hipérbole, se e > 1,

c) uma parábola, se e = 1.

Para determinar a excentricidade segundo a Definição 4.1, vamos considerar primeiro as

cônicas na sua forma padrão, e a seguir o caso geral de uma equação quadrática. Como

a excentricidade da parábola é constante e = 1, no que segue consideramos as cônicas

centrais, isto é, a elipse e a hipérbole.
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(a) Elipse: 0 < e < 1 (b) Hipérbole: e > 1 (c) Parábola: e = 1

Figura 4.1: As cônicas definidas segundo a sua excentricidade

4.1 Excentricidade da cônica na forma padrão

Consideremos a elipse da Figura 4.2 [2]. Nesta figura temos, OA = a, OB = b, OF = c e

AE = d.

Pela definição da excentricidade,

Figura 4.2: Elipse

e =
BF

BD
=

AF

AE
.

Como BF = a, BD = a + d, AF = a− c e AE = d, então

e =
a

a + d
=

a− c

d

Das propriedades das frações, temos

e =
a− (a− c)

a + d− d
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Portanto, a excentricidade da elipse é calculada por,

e =
c

a
(4.1)

onde, c =
√

a2 − b2 e os valores a e b definem a equação da elipse:

x2

a2
+

y2

b2
= 1.

De modo análogo, a hipérbole
x2

a2
− y2

b2
= 1.

tem excentricidade

e =
c

a

onde, c =
√

a2 + b2. Neste caso a é o raio mı́nimo da hipérbole, isto é, a é a menor

distância do centro da hipérbole aos pontos da hipérbole.

4.2 Excentricidade da cônica no caso geral

Consideremos a equação geral da cônica 3.1, mas para evitar confusão com a terminologia

da cônica padrão escrevemos esta equação como:

fx2 + 2gxy + hy2 + 2kx + 2ly + m = 0. (4.2)

Logo, se

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f g k

g h l

k l m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Se fh− g2 6= 0, então 4.2 pode ser escrita como:

λ1x
′′2 + λ2y

′′2 +
∆

λ1λ2

= 0, (4.3)

onde, λ1 e λ2 são as ráızes da equação caracteŕıstica:

∣∣∣∣∣∣
f − λ g

g h− λ

∣∣∣∣∣∣
= λ2 − (f + h)λ + (fh− g2) = 0.

Para esta equação se verifica,
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a) Suas ráızes são:

(f + h)±
√

(f + h)2 − 4(fh− g2)

2
(4.4)

b) Soma das ráızes:

λ1 + λ2 = f + h (4.5)

c) Produto das ráızes:

λ1 λ2 = fh− g2 (4.6)

d) Quando x = 0 e y = 0 em 4.3, temos que os quadrados dos raios ao longo dos eixos

principais são: − ∆

λ2
1λ2

e − ∆

λ1λ2
2

.

Para calcular a excentricidade da cônica dada por 4.2, devemos ter em conta as diferentes

possibilidades de λ1λ2 > 0, λ1λ2 < 0 e o sinal de ∆, totalizando oito casos.

4.2.1 Caso: λ1λ2 > 0, ∆ < 0 e λ2 > λ1 > 0

Como λ1λ2 > 0 temos uma elipse e de ∆ < 0 e λ2 > λ1 > 0 resulta:

− ∆

λ2
1λ2

> − ∆

λ1λ2
2

> 0.

Fazendo,

a2 = − ∆

λ2
1λ2

, b2 = − ∆

λ1λ2
2

,

temos em particular que
b2

a2
=

λ1

λ2

.

Escrevemos 4.3 como:
x
′′2

a2
+

y
′′2

b2
= 1,

a qual representa uma elipse com excentricidade

e =
c

a
, onde c2 = a2 − b2.

Logo,

e =

√
a2 − b2

a
=

√
1− b2

a2
=

√
1− λ1

λ2

=

√
λ2 − λ1

λ2

. (4.7)

Para escrever a excentricidade, em termos dos coeficientes da quadrática, vamos escrever

4.7 em termos da soma e o produto dos autovalores. Para isto, observe que como λ2 > λ1

λ2 − λ1 =
√

(λ2 + λ1)2 − 4λ2λ1
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Substituindo em 4.7 temos que

e =

√√
(λ2 + λ1)2 − 4λ2λ1

λ2

. (4.8)

Como λ2 é a maior raiz, temos de 4.4,

λ2 =
(f + h) +

√
(f + h)2 − 4(fh− g2)

2
. (4.9)

Substituindo 4.9, 4.5 e 4.6 em 4.8 resulta,

e =

√
2
√

(f + h)2 − 4(fh− g2)

(f + h) +
√

(f + h)2 − 4(fh− g2)
.

Simplificando os radicandos obtem-se a excentricidade em função dos termos da equação

quadrática 4.2:

e =

√
2
√

(f − h)2 + 4g2

(f + h) +
√

(f − h)2 + 4g2
(4.10)

4.2.2 Caso: λ1λ2 > 0, ∆ > 0 e λ2 < λ1 < 0

Como λ1λ2 > 0 temos novamente uma elipse e de ∆ > 0 e λ2 < λ1 < 0 resulta:

− ∆

λ2
1λ2

> − ∆

λ1λ2
2

> 0.

Fazendo,

a2 = − ∆

λ2
1λ2

, b2 = − ∆

λ1λ2
2

,

temos em particular que
b2

a2
=

λ1

λ2

.

Escrevemos 4.3 como:
x
′′2

a2
+

y
′′2

b2
= 1,

a qual representa uma elipse com excentricidade

e =
c

a
, onde c2 = a2 − b2.

Logo,

e =

√
a2 − b2

a
=

√
1− b2

a2
=

√
1− λ1

λ2

=

√
λ1 − λ2

−λ2

. (4.11)

Para escrever a excentricidade, em termos dos coeficientes da quadrática, vamos escrever

4.11 em termos da soma e o produto dos autovalores. Para isto, observe que como λ2 <

λ1 < 0

λ1 − λ2 =
√

(λ2 + λ1)2 − 4λ2λ1
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Substituindo em 4.11 temos que

e =

√√
(λ2 + λ1)2 − 4λ2λ1

−λ2

. (4.12)

Como λ2 é a menor raiz, temos de 4.4,

λ2 =
(f + h)−

√
(f + h)2 − 4(fh− g2)

2
. (4.13)

Substituindo 4.13, 4.5 e 4.6 em 4.12 resulta,

e =

√
2
√

(f + h)2 − 4(fh− g2)

−(f + h) +
√

(f + h)2 − 4(fh− g2)
.

Simplificando os radicandos obtem-se a excentricidade em função dos termos da equação

quadrática 4.2:

e =

√
2
√

(f − h)2 + 4g2

−(f + h) +
√

(f − h)2 + 4g2
(4.14)

4.2.3 Casos: (λ1 < 0, λ2 < 0 e ∆ < 0) ou ( λ1 > 0, λ2 > 0 e ∆ > 0)

Nestes casos, temos que λ1λ2 > 0 e alem mais,

− ∆

λ2
1λ2

< 0 e − ∆

λ1λ2
2

< 0.

Logo, a equação 4.3 é inconsistente. Temos portanto uma elipse imaginária.

4.2.4 Caso: λ1λ2 < 0, ∆ > 0 e λ1 > 0, λ2 < 0

Como λ1λ2 < 0 temos uma hipérbole e de ∆ > 0 e λ1 > 0 e λ2 < 0 resulta:

− ∆

λ2
1λ2

> 0 e − ∆

λ1λ2
2

< 0.

Fazendo,

a2 = − ∆

λ2
1λ2

, −b2 = − ∆

λ1λ2
2

,

temos em particular que
b2

a2
= −λ1

λ2

.

Escrevemos 4.3 como:
x
′′2

a2
− y

′′2

b2
= 1,
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a qual representa uma elipse com excentricidade

e =
c

a
, onde c2 = a2 + b2.

Logo,

e =

√
a2 + b2

a
=

√
1 +

b2

a2
=

√
1− λ1

λ2

=

√
λ1 − λ2

−λ2

. (4.15)

Para escrever a excentricidade, em termos dos coeficientes da quadrática, vamos escrever

4.15 em termos da soma e o produto dos autovalores. Para isto, observe que como λ1 > 0

e λ2 < 0

λ1 − λ2 =
√

(λ1 + λ1)2 − 4λ1λ2

Substituindo em 4.15 temos que

e =

√√
(λ2 + λ1)2 − 4λ2λ1

−λ2

. (4.16)

Como λ2 é a menor raiz, temos de 4.4,

λ2 =
(f + h)−

√
(f + h)2 − 4(fh− g2)

2
. (4.17)

Substituindo 4.17, 4.5 e 4.6 em 4.16 resulta,

e =

√
2
√

(f + h)2 − 4(fh− g2)

−(f + h) +
√

(f + h)2 − 4(fh− g2)
.

Simplificando os radicandos obtem-se a excentricidade em função dos termos da equação

quadrática 4.2:

e =

√
2
√

(f − h)2 + 4g2

−(f + h) +
√

(f − h)2 + 4g2
(4.18)

Este resultado também é verdadeiro se λ1 < 0, λ2 > 0 e ∆ > 0.

4.2.5 Caso: λ1λ2 < 0, ∆ < 0 e λ1 > 0, λ2 < 0

Como λ1λ2 < 0 temos uma hipérbole e de ∆ < 0 e λ1 > 0 e λ2 < 0 resulta:

− ∆

λ2
1λ2

< 0 e − ∆

λ1λ2
2

> 0.
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Fazendo,

−b2 = − ∆

λ2
1λ2

, a2 = − ∆

λ1λ2
2

,

temos em particular que
b2

a2
= −λ2

λ1

.

Escrevemos 4.3 como:
y
′′2

a2
− x

′′2

b2
= 1,

a qual representa uma elipse com excentricidade

e =
c

a
, onde c2 = a2 + b2.

Logo,

e =

√
a2 + b2

a
=

√
1 +

b2

a2
=

√
1− λ2

λ1

=

√
λ1 − λ2

λ1

. (4.19)

Para escrever a excentricidade, em termos dos coeficientes da quadrática, vamos escrever

4.19 em termos da soma e o produto dos autovalores. Para isto, observe que como λ1 > 0

e λ2 < 0

λ1 − λ2 =
√

(λ1 + λ1)2 − 4λ1λ2

Substituindo em 4.19 temos que

e =

√√
(λ2 + λ1)2 − 4λ2λ1

λ1

. (4.20)

Como λ1 é a maior raiz, temos de 4.4,

λ1 =
(f + h) +

√
(f + h)2 − 4(fh− g2)

2
. (4.21)

Substituindo 4.21, 4.5 e 4.6 em 4.20 resulta,

e =

√
2
√

(f + h)2 − 4(fh− g2)

(f + h) +
√

(f + h)2 − 4(fh− g2)
.

Simplificando os radicandos obtem-se a excentricidade em função dos termos da equação

quadrática 4.2:

e =

√
2
√

(f − h)2 + 4g2

(f + h) +
√

(f − h)2 + 4g2
(4.22)
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Obtemos o mesmo resultado se λ1 < 0, λ2 > 0 e ∆ < 0.

Os resultados das excentricidades podem ser resumidos no seguinte teorema:

Teorema 4.1 Se fh − g2 6= 0, fx2 + 2gxy + hy2 + 2kx + 2ly + m = 0 representa uma

seção cônica central cuja excentricidade é

e =

√
2
√

(f − h)2 + 4g2

±(f + h) +
√

(f − h)2 + 4g2
(4.23)

Onde o sinal (+) é escolhido quando ∆ < 0 e o sinal (−) quando 4 > 0. Se, entretanto,

fh− g2 = 0 e ∆ 6= 0, a equação representa uma parábola e, portanto, sua excentricidade

é e = 1.

A excentricidade é uma das invariantes de uma seção cônica. Isto é, a excentricidade não

muda quando a cônica passa por qualquer transformação isométrica.
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Caṕıtulo 5

Análise da excentricidade de uma

cônica

Neste caṕıtulo apresentamos o cálculo da excentricidade para várias equações quádraticas.

Primeiro apresentamos o cálculo pelo método do Teorema 4.1 e depois pelo método de

translação e rotação da cônica. O grau de dificuldade é muito menor quando usamos o

Teorema 4.1.

1. Consideramos a equação quadrática do exemplo 3.1:

17x2 − 12xy + 8y2 + 12x− 16y − 12 = 0.

Comparando com a equação geral 4.2:

fx2 + 2gxy + hy2 + 2kx + 2ly + m = 0

temos f = 17, g = −6, h = 8, k = 6, l = −8, m = −12. Além mais,

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

17 −6 6

−6 8 −8

6 −8 −12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −2000

Substituindo estes valores na equação 4.23 e considerando que ∆ < 0 temos:

e =

√
2
√

(17− 8)2 + 4(−6)2

(17 + 8) +
√

(17− 8)2 + 4(−6)2
=

√
2 · 15

25 + 15
=

√
3

4
=

√
3

2
,

resultado idêntico ao obtido no exemplo 3.1. Como 0 < e < 1 a cônica é uma elipse.
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2. Analisamos a excentricidade da cônica representada pela equação quadrática

3x2 − 2xy + 3y2 + 2x− 4y + 1 = 0.

Comparando com a equação geral 4.2:

fx2 + 2gxy + hy2 + 2kx + 2ly + m = 0

temos f = 3, g = −1, h = 3, k = 1, l = −2, m = 1. Além mais,

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 −1 1

−1 3 −2

1 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −3

Substituindo estes valores na equação 4.23 e considerando que ∆ < 0 e fg − h2 =

8 > 0 temos:

e =

√
2
√

(3− 3)2 + 4(−1)2

(3 + 3) +
√

(3− 3)2 + 4(−1)2
=

√
2 · 2
6 + 2

=

√
1

2
=

√
2

2
∼ 0, 7,

Como 0 < e < 1 a cônica é uma elipse. Na Figura 5.1 se mostra o gráfico da elipse.

Figura 5.1: Equação quadrática: 3x2 − 2xy + 3y2 + 2x− 4y + 1 = 0
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Vamos calcular agora a excentricidade usando translações e rotações. Como

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 −1 1

−1 3 −2

1 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −3

C =

∣∣∣∣∣∣
3 −1

−1 3

∣∣∣∣∣∣
= 8

Como C = fg − h2 > 0, temos que a quadrática representa uma elipse.

Para o cálculo dos autovalores resolvemos a seguinte equação,
∣∣∣∣∣∣

λ− 3 −1

−1 λ− 3

∣∣∣∣∣∣
= 0,

a qual resulta na equação,

λ2 − 6λ + 8 = 0

com ráızes λ1 = 4 e λ2 = 2.

Substituindo estes valores em 3.14, obtemos a forma canônica,

4x
′′2 + 2y

′′2 +
−3

8
= 0,

ou
x
′′2

3

32

+
y
′′2

3

16

= 1.

Para calcular o centro derivamos 3.16 em relação a x e y:

6x− 2y + 2 = 0

−2x + 6y − 4 = 0

cuja solução é o centro (x0, y0) = (−1

8
,
5

8
).

Os coeficientes angulares dos eixos principais são calculados por,

m1 =
λ1 − f

g
=

4− 3

−1
= −1

m2 =
λ2 − f

g
=

2− 3

−1
= 1

Como conhecemos o centro (x0, y0) = (0, 1) e os coeficientes angulares m1 = −1 e

m2 = 1, determinamos a equação dos eixos principais por,

y − 5

8
= −(x +

1

8
)

y − 5

8
= (x +

1

8
).
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Como temos uma elipse, resulta

a =

√
3

16
=

√
3

4

b =

√
3

32
=

√
6

8

c =
√

a2 − b2 =

√
3

16
− 3

32
=

√
3

32
.

Logo, a excentricidade é:

e =
c

a
=

√√√√√√
3

32
3

16

=

√
1

2
=

√
2

2
,

resultado similar ao obtido com o obtido usando a equação 4.23. Neste caso pre-

cisamos calcular a forma padrão da cônica para identificar os termos a e c para o

cálculo da excentricidade. Isto não é necessário no cálculo da excentricidade segundo

a equação 4.23.

3. Analisamos a excentricidade da cônica representada pela equação quadrática

x2 + 2xy − y2 − 6x + 4y − 3 = 0.

Comparando com a equação geral 4.2:

fx2 + 2gxy + hy2 + 2kx + 2ly + m = 0

temos f = 1, g = 1, h = −1, k = −3, l = 2, m = −3. Além mais,

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 −3

1 −1 2

−3 2 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1

Substituindo estes valores na equação 4.23 e considerando que ∆ < 0 e fg − h2 =

−2 < 0 temos:

e =

√
2
√

(1− (−1))2 + 4(1)2

(1− 1) +
√

(1− (−1))2 + 4(1)2
=

√
2 · √8√

8
=
√

2 ∼ 1, 4142,

Como e > 1 a cônica é uma hipérbole. Na Figura 5.2 se mostra o gráfico da hipérbole.
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Figura 5.2: Equação quadrática: x2 + 2xy − y2 − 6x + 4y − 3 = 0

Vamos calcular agora a excentricidade usando translações e rotações. Como

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 −3

1 −1 2

−3 2 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1

C =

∣∣∣∣∣∣
1 1

1 −1

∣∣∣∣∣∣
= 8

Como C = fh − g2 = 1 · (−1) − 12 = −2 < 0, temos que a quadrática é do tipo

hipérbolico.

Para o cálculo dos autovalores resolvemos a seguinte equação,

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 1

1 λ + 1

∣∣∣∣∣∣
= 0,

a qual resulta na equação,

λ2 − 2 = 0

com ráızes λ1 =
√

2 e λ2 = −√2.

Substituindo estes valores em 3.14, obtemos a forma canônica,

√
2x

′′2 −
√

2y
′′2 +

−1

−2
= 0,

41



ou
x
′′2

1

2
√

2

− y
′′2

1

2
√

2

= 1.

Para calcular o centro derivamos 3.16 em relação a x e y:

2x + 2y − 6 = 0

2x− 2y + 4 = 0

cuja solução é o centro (x0, y0) = (
1

2
,
5

2
).

Os coeficientes angulares dos eixos principais são calculados por,

m1 =
λ1 − f

g
=

√
2− 1

1
=
√

2− 1

m2 =
λ2 − f

g
=
−√2− 1

1
= −

√
2− 1

Como conhecemos o centro (x0, y0) = (0, 1) e os coeficientes angulares m1 =
√

2− 1

e m2 = −√2− 1, determinamos a equação dos eixos principais por,

y − 5

2
= (

√
2− 1)(x− 1

2
)

y − 5

2
= (−

√
2− 1)(x− 1

2
).

Como temos uma hipérbole, resulta

a =

√
1

2
√

2

b =

√
1

2
√

2

c =
√

a2 + b2 =

√
1

2
√

2
+

1

2
√

2
=

√
1√
2
.

Logo, a excentricidade é:

e =
c

a
=

√√√√√√√

1√
2

1

2
√

2

=
√

2,

resultado similar ao obtido com o obtido usando a equação 4.23.

4. Analisamos a excentricidade da cônica representada pela equação quadrática

x2 − 2xy + y2 + 4x− 6y + 1 = 0.
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Comparando com a equação geral 4.2:

fx2 + 2gxy + hy2 + 2kx + 2ly + m = 0

temos f = 1, g = −1, h = 1, k = 2, l = −3, m = 1. Além mais,

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 2

−1 1 −3

2 −3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1

Como fh− g2 = 1 · 1− (−1)2 = 0 e ∆ 6= 0, pelo Teorema 4.1 temos que a equação

quadrática representa uma parábola e portanto sua excentricidade é igual a e = 1.

Ainda conhecendo que a excentricidade é e = 1, podemos testar a equação 4.23.

Substituindo estes valores na equação 4.23 e considerando que ∆ < 0 temos:

e =

√
2
√

(1− 1))2 + 4(−1)2

(1 + 1) +
√

(1− 1)2 + 4(−1)2
=

√
2
√

4

2 +
√

4
=

√
4

4
= 1.

Como e = 1 verificamos segundo a equação 4.23 que a cônica é uma parábola. Na

Figura 5.3 se mostra o gráfico da parábola.

Figura 5.3: Equação quadrática: x2 − 2xy + y2 + 4x− 6y + 1 = 0
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5. Analisamos a excentricidade da cônica representada pela equação quadrática

x2 + y2 + 2x + 1 = 0.

Comparando com a equação geral 4.2:

fx2 + 2gxy + hy2 + 2kx + 2ly + m = 0

temos f = 1, g = 0, h = 1, k = 1, l = 0, m = 1. Além mais,

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1

0 1 0

1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1

Como fg − h2 = 1 · 1− 02 = 1 6= 0 e ∆ = 0 temos uma cônica degenerada.

Completando quadrados na equação quadrática temos,

(x + 1)2 + y2 = 0

cuja solução é o ponto P (−1, 0), como mostra a Figura 5.4.

Figura 5.4: Equação quadrática: x2 + y2 + 2x + 1 = 0
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6. Analisamos a excentricidade da cônica representada pela equação quadrática

x2 + 3xy + 2y2 + 2x + 5y − 3 = 0.

Comparando com a equação geral 4.2:

fx2 + 2gxy + hy2 + 2kx + 2ly + m = 0

temos f = 1, g =
3

2
, h = 2, k = 1, l =

5

2
, m = −3. Além mais,

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
3

2
1

3

2
2

5

2

1
5

2
−3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −1

Como fg − h2 = 1 · 2− (
3
2

)2
= −1

4
6= 0 temos uma curva de tipo hipérbolico, mais

como ∆ = 0 temos uma cônica degenerada. A Figura 5.5 mostra que a curva são

duas retas que se cortam.

Figura 5.5: Equação quadrática: x2 + y2 + 2x + 1 = 0
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Considerações Finais

Neste trabalho de Conclusão de Curso apresentamos uma descrição das cônicas com duas

formulações. Na primeira formulação foi definida cada cônica segundo uma propriedade

particular: a elipse definida como a soma constante das distâncias a dois focos, a hipérbole

definida como a diferença constante das distâncias a dois focos, e a parábola como a igual-

dade das distâncias ao foco e diretriz.

Na segunda formulação definimos uma cônica como a razão constantes entre as distâncias

do foco e diretriz. Esta constante sendo a excentricidade e. Se 0 < e < 1 temos uma

elipse, se e > 1 temos uma hipérbole e se e = 1 temos uma parábola. A importância da

excentricidade é evidente com esta formulação, pois através dela se definem as cônicas.

Com esta definição, mostramos que a excentricidade é calculada como e =
c

a
quando a

cônica está na forma padrão. Para o caso geral desenvolvemos o cálculo da excentricidade

por meio de translações e rotações, o qual é o método clássico. Em adição foi desenvolvida

a teoria completa para as translações e rotações, calculando o centro e os eixos principais

das cônicas.

Com base nos trabalhos de Ayoub [1, 4, 2] desenvolvemos o cálculo direto da excentrici-

dade a partir dos coeficientes da equação quadrática geral. Neste caso não é necessário

transformar a equação por rotação e/ou translação,nem identificar os eixos principais ou

distância aos focos ou diretriz. O número de operações é muito menor que o método

clássico.

Observamos que o cálculo da excentricidade não é fornecido ou muitas vezes mal calculado

pelos softwares de geometria dinâmica. O método direto apresentado neste trabalho para

o cálculo da excentricidade é fácil de calcular e de implementar computacionalmente em

qualquer software de geometria dinâmica.

Este método direto é uma alternativa para o ensino da excentricidade no ensino médio

pois não precisa do conceito de autovalor ou autovetor, nem rotação ou translação.
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