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Resumo

Apresenta-se, neste Trabalho de Conclusao de Curso, um estudo abordando o céalculo
direto da excentricidade das conicas a partir dos coeficientes de sua equagao quadratica.
Usualmente a excentricidade de uma conica definida por sua equagao quadratica é calcu-
lada transformando a equacao na sua forma reduzida ou equacao padrao. A reducao a
forma padrao precisa em geral, executar uma translacao seguida de uma rotacao, e logo
identificar corretamente as constantes para o calculo da excentricidade. Neste trabalho
desenvolvemos o cédlculo da excentricidade por translacoes e rotacoes, e apresentamos um
método para avaliar diretamente a excentricidade a partir dos coeficientes da equacao
quadratica. Quando comparado os dois métodos, o método do célculo direto é mais
eficiente em termos de ntimeros de operagoes. Também é apresentado neste trabalho a
definicao comum para as conicas, como o lugar geométrico dos pontos cuja razao entre suas
distancias ao foco e a diretriz é uma constante igual a excentricidade. Esta defini¢cao unifi-
cada das conicas confere ainda maior importancia ao calculo eficiente da excentricidade.
Observa-se que os softwares em geometria dinamica evitam o calculo da excentricidade ou
calculam elas incorretamente, este método direto pode ser implementado com facilidade

nestes tipos de softwares para o calculo correto da excentricidade das conicas.

Palavras-Chave: Conicas, Excentricidade, Equacgao padrao, Equacao quadratica e Rotacao.



Resumen

Se presenta en este Trabajo de Final de curso, un calculo directo de la excentricidad de las
cénicas conociendo los coeficientes de la ecuacién de segundo grado. Por lo general, la ex-
centricidad de una conica se calcula mediante la transformacién de la ecuacién cuadratica
en su forma reducida o ecuacién padron. Para reduzir a la forma padron se debe realizar
una traslaciéon seguida por una rotacion, y luego identificar correctamente las constantes
para el calculo de la excentricidad. En este trabajo, se desarrolla el calculo de la excentri-
cidad por medio de traslaciones y rotaciones, ademas se presenta un método para evaluar
directamente la excentricidad conocidos los coeficientes de la ecuacién de segundo grado.
Al comparar los dos métodos, el método de calculo directo es mas eficiente en términos
del nimero de operaciones. También se presenta en este trabajo una definicion comin a
todas las conicas, como siendo el lugar geométrico de puntos cuya razon de sus distancias
al foco y a la directriz es una constante igual a la excentricidad. Esta definicién unifi-
cada de conicas realza la importancia del calculo de la excentricidad. Observamos que
los softwares de geometria dindmica comunmente evitan el calculo de la excentricidad,
o calculan esta de forma incorrecta. Este método directo puede ser implementado facil-

mente en este tipo de software para calcular correctamente la excentricidad de la cénica.

Palabras clave: Conica, excentricidad, ecuacién padron, ecuacién de segundo grado,

rotacion.
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Introducao

1.1 A historia das conicas

Tratados sobre as segbes conicas sdo conhecidos antes da época de Euclides (325 - 265
a.C.). E, associado a histéria dessas curvas, temos Apolonio que nasceu na cidade de
Perga, regiao da Panfilia (atualmente Turquia) por volta de 262 a.C. e viveu, aproxi-
madamente, até 190 a.C. Apolonio foi contemporaneo e rival de Arquimedes que viveu,
aproximadamente, entre 287 a.C. e 212 a.C. e, juntamente com Euclides, formam a triade
considerada como sendo a dos maiores mateméticos gregos da antigiiidade.
Apolonio estudou com os discipulos de Euclides em Alexandria e foi astronomo notavel,
talvez ele, e nao Euclides mereceu dos antigos o adjetivo de "o grande Geometra”. A maior
parte das obras de Apolonio desapareceu. O que se sabe dessas obras perdidas deve-se
a Pappus de Alexandria (séc. IV a.C.). Sua obra prima é Se¢oes Conicas composta por
oito volumes (aproximadamente 400 proposigoes!). Os precursores de Apolonio no estudo
das conicas foram Manaecmo, Aristeu e o préprio Euclides. Nesse periodo, elas eram
obtidas seccionando um cone circular reto de uma folha com um plano perpendicular a
uma geratriz do cone, obtendo trés tipos distintos de curvas, conforme a secao meridiana
do cone fosse um angulo agudo, um angulo reto ou um angulo obtuso (ver Figura 1.1).
Apolonio foi o matematico que mais estudou e desenvolveu as se¢oes conicas na antigui-

dade. Suas contribuigoes foram:

a) Ter conseguido gerar todas as conicas de um unico cone de duas folhas, simplesmente

variando a inclina¢ao do plano de interse¢ao (ver Figura 1.2)

b) Ter introduzido os nomes elipse e hipérbole e ter estudado as retas tangentes e normais

a uma conica.



Figura 1.1: Se¢bes conicas

Candea pavibola
Chh:elbsc Ciadeca: u#fhh

Figura 1.2: Geragao das conicas a partir de um cone de duas folhas

A importancia do estudo de Apolonio sobre as conicas dificilmente pode ser questionada.
Porém coube a Pierre de Fermat (1.601-1.665) o enfoque analitico das conicas, uma vez
que os matematicos gregos nao possuiam uma notagao algébrica adequada [6, 7, 8, 9].

Credita-se a Fermat:

a) O estabelecimento do principio fundamental de que uma equagao do 1° grau, no plano,

representa uma reta e uma equagao do 2° grau, no plano, representa uma conica

b) A determinacao das equagoes mais simples da reta, da circunferéncia, da elipse, da

parabola e da hipérbole

c) A aplicacao da rotagao de eixos para reduzir uma equagao do 2° grau a sua forma mais

simples.



1.2 Algumas aplicacoes das conicas

O interesse pelo estudo das conicas remonta a épocas muito recuadas. De fato, estas curvas
desempenham um papel importante em varios dominios da fisica, incluindo a astronomia,
na economia, na engenharia e em muitas outras situagoes, pelo que nao é de estranhar
que o interesse pelo seu estudo seja tao antigo. A seguir apresentamos algumas de suas
aplicagoes:

Suponhamos que temos uma lanterna direcionada para uma parede, entao o feixe de
luz emitido desenhard nessa parede uma curva conica, conforme a figura. Dependendo da
inclinacao da lanterna relativamente a parede, assim se obtém uma circunferéncia, uma

elipse, uma parébola ou uma hipérbole (ver Figura 1.3). Na astronomia, Kepler mostrou

Figura 1.3: Feixe de luz

que os planetas do sistema solar descrevem oOrbitas elipticas, as quais tém o sol num
dos focos. Também os satélites artificiais enviados para o espago percorrem trajetérias
elipticas (ver Figura 1.4). Fazendo uso da propriedade refletora da pardbola, Arquimedes
construiu espelhos parabdlicos, os quais por refletirem a luz solar para um sé ponto, foram
usados para incendiar os barcos romanos quando das invasoes de Siracusa (ver Figura 1.5).
Os arcos de conicas podem ser utilizados na arquitetura e engenharia. Um exemplo de
utilizacao da hipérbole em construgoes pode ser vista em Brasilia. O hiperboléide de uma

folha ¢é utilizado na construcao de centrais de energia (ver figura 1.6) [6, 7, 10].



Figura 1.4: Sistema Solar

Figura 1.5: Antena Parabdlica

Figura 1.6: Hiperboléide de uma Folha



Capitulo 2
Equacoes canodnicas

Considerando um cone circular reto de duas folhas e vértice V e eixo (t), o termo segao
conica procede do fato de tal curva ser obtida por meio do corte de um plano « sobre o
cone circular reto. Assim sendo, se o plano « for secante ao cone e nao contiver o vértice,

teremos como secao conica uma Elipse, Hipérbole ou Parabola.

2.1 Equacao canoénica da elipse

Uma elipse de focos F e F’ é o conjunto dos pontos P do plano cuja soma das distancias
a F e F’ é igual a uma constante, que indicaremos por 2a. Portanto, P pertence a elipse

se, e somente se,

d(P,F) +d(P,F') = 2a

Mostraremos a seguir que, se escolhermos convenientemente o sistema de eixos, a elipse
pode ser representada por uma equacao bastante simples.

Dada a elipse E, tomamos no plano um sistema de coordenadas tal que F' = (¢,0) e
F' = (—¢,0), ¢> 0, sejam as coordenadas dos focos.

Observe que ¢ < a, pois no triangulo PFF’ (ver Figura 2.1), o lado FF’" é menor do que

a soma PF + PF' = 2a. Se fosse ¢ = a, a elipse se reduziria ao segmento FF.

De acordo com a definicao, o ponto P pertence & elipse se, e somente se,

V=) +y2+(z+c)2+ 92 = 2,
isolando um termo do lado direito, temos
(z—c)+y*=2a—(z+c)+y°

9



Elevando ambos os membros desta equagao ao quadrado, obtemos:

(x—c) +y* =4a* + (v +¢)* +y* —da/(x + )2 + 92

Simplificando:
av/(z +¢c)2 +y? =a® +cx.
Tomando novamente o quadrado de ambos os membros, vem:
a?(2? + 2cx + A 4+ y*) = a* + 2a*cx + 2,
logo
(a® — )a? + a’y* = a*(a* — ).
Pondo a? — ¢® = b?, esta equacao se escreve:
Ba? + a2? = a2

Dividindo ambos os membros por a?b? resulta:

Figura 2.1: Vértices e eixos de uma elipse

I.Q yQ
g + b—2 =1 (2.1)

. . / ~
Resumindo: Se tomarmos um sistema de coordenadas tal que os focos F' e F' estao sobre o

eixo 0X e a origem 0 é o ponto médio do segmento FF', entao as coordenadas de um ponto

1 /
qualquer P = (z,y) da elipse satisfazem a equacao 2.1, na qual a = é[d(P, F)+d(P, F)]

10



e b= a2 — 2, sendo 2c = d(F, F') a distancia focal.

Os pontos A = (a,0), A" = (—a,0), B = (0,b) e B" = (0, —b) pertencem & elipse; eles
sao chamados os vértices. Os segmentos AA" e BB’ chamam-se os eixos. O eixo AA’,
que contém os focos, é o eixo maior ¢ BB’ é o eixo menor. Note que, sendo a? = b? + 2,
tem-se a > b, onde d(A, A") = 2a e d(B,B’) = 2b.

Resultado similar se obtém se o eixo focal estiver sobre o eixo das ordenadas, neste caso

temos a equacao

| (2.2)

onde 2a é a distancia focal [5, 3.

2.1.1 Excentricidade da elipse

Uma importante caracteristica da elipse é sua excentricidade, que é definida pela relacao:

c
e=—
a

onde, 2¢ é a distancia focal e 2a é a distancia entre os vértices do eixo maior. Como ¢ < a,
tem-se que 0 < e < 1. Quanto mais proximo de zero for o valor da excentricidade e, mais
a elipse se aproxima de uma circunferéncia. Por outro lado, quanto mais achatada for
a elipse, mais o valor da excentricidade e se aproxima de 1. E facil concluir quanto os
valores extremos do dominio de e: Se e = 0, tem-se uma circunferéncia de diametro 2a e
os focos F e F’ coincidem com o centro da circunferéncia. Se e = 1, tem-se um segmento

retilineo FF’.

2.2 Equacao da hipérbole

Sejam F e F' dois pontos do plano e a um ntimero real positivo. Chama-se hipérbole de
focos F' e F' ao conjunto dos pontos P do plano cuja diferenca das distancias aos pontos
F e F' é, em valor absoluto, igual a 2a. Assim, o ponto P pertence a essa hipérbole H

se, e somente se

|d(P, F') — d(P, F)| = 2a.

A hipérbole H possui dois ramos, um formado pelos pontos P para os quais a diferenca
d(P,F) — d(P,F") é positiva, igual a 2a, e outro pelos pontos em que esta diferenca é

negativa, igual a —2a.

11



Para obter equagao da hipérbole em sua forma mais simples, tomamos no plano um sistema
de eixos ortogonais relativamente aos quais as coordenadas dos focos sejam F' = (¢,0) e
F' = (—¢,0), com ¢ > 0.

Se d(P,F') — d(P,F) = 2a, diremos que o ponto P estd no ramo direito da hipérbole.
Quando d(P, F') — d(P,F) = —2a, diz-se que P pertence ao ramo esquerdo de H. No
sistema de coordenadas que acabamos de escolher, se P = (z,y) estd no ramo direito de
H,oponto P’ = (—x,y), simétrico de P relativamente ao eixo OY', est4 no ramo esquerdo,
e vice-versa. Portanto os dois ramos da hipérbole sao linhas simétricas em relagao ao eixo
OY [5, 3.

A fim de determinar a equacio da hipérbole, escrevemos a equacao d(P, F') = d(P, F)+2a

em termos de coordenada,

V(e+c)2+y?2 =+ (x—c)?+y% £ 2a.
Elevando ambos os membros ao quadrado:

(x+c) +y* = (v —c)? +9° +4a® £ 4a/(x — )% + 92

Simplificando:

Y A

\ 5

P =(xy)
b
’ c
A
e A ® X
F' = (-c,0) “0 = F = (c,0)
- B!

Figura 2.2: Uma hipérbole. Tem-se |d(P, F') — d(P, F)| = 2a e b* = ¢ — a?

cx — a® = +av/ (v — c)? + 12
Elevando novamente ao quadrado e simplificando:
(CQ . CL2>SL’2 - a2y2 — a2(c2 o a2).

12



[N / !, . . .
Como, no triangulo PFF", o lado F'F' é maior do que a diferenca dos outros dois, temos
2¢ > 2a, logo ¢® > a?. Assim, a diferenca ¢ —a? é um nimero positivo, cuja raiz quadrada

chamamos de b, de modo que ¢? — a? = b?. Logo,
b22? — a2y = o2,

ou equivalentemente,

1;2 y2

A hipérbole corta o eixo OX nos pontos A = (a,0) e A" = (—a,0) que sdo chamados
os vértices da hipérbole. O segmento de reta AA" chama-se o eixo enquanto o segmento
BB', com B = (0,b) ¢ B' = (0, —b), chama-se o eixo conjugado da hipérbole. Os pontos
B e B’ nao pertencem & hipérbole. As retas y = %E ey = —%”” chamam-se assintotas da

hipérbole. Para valores muito grandes de |z| a hipérbole torna-se quase indistinguivel de

suas assintotas.

2.2.1 Excentricidade da hipérbole

Uma importante caracteristica da hipérbole é sua excentricidade, que ¢é definida pela

relacao:

ISHI N

Como ¢ > a, temos que e > 1.

2.3 Equacao da parabola

Sejam d uma reta e F' um ponto fora dela. No plano determinado por d e F', chama-se
parabola de foco F' e diretriz d ao conjunto dos pontos eqiiidistantes de d e F'. Lembramos
que a distancia do ponto P a reta d é a distancia de P ao ponto Fy, pé da perpendicular
baixada de P sobre d. Seja Fy é o pé da perpendicular baixada de F' sobre d, a reta F'F
é um eixo de simetria da pardbola. Se P estd sobre a pardbola e P' é o seu simétrico em
relacdo 4 reta F'Fy, entdo P’ também pertence a pardbola, como se vé pela Figura 2.3.

Sejam p o comprimento e A o ponto médio do segmento F'Fy. A distancia de A a reta d é
igual a p/2, 0o mesmo que o comprimento de AF. Logo A pertence a parabola e chama-se

o seu vértice. Qualquer outro ponto P da parabola estd a uma distancia de d superior a

p/2.

13



Figura 2.3: P pertence a pardbola de foco F' e diretriz d por que d(P, F') = d(P, Py) com

PPyld. A perpendicular F Fy, baixada do foco sobre a diretriz, é um eixo de simetria.

Com efeito, chamemos de P, o pé da perpendicular baixada de P sobre d. Como a obliqua

F' Py é maior do que a perpendicular F'Fj, temos

p<FPO<FP+PPO:2PPO

Como PPF, é igual a distancia de P a reta d, concluimos que essa distancia é maior do

que p/2.

Em seguida, vamos deduzir a equacao da pardbola de foco F' e diretriz d, com p > 0

Fo Po

Figura 2.4: O vértice A é o ponto da pardbola mais préximo da diretriz d

representando a distancia de F' a d. Para isso, tomaremos um sistema de eixos cuja origem
é o vértice da parabola e cujo eixo vertical é a reta F'Fjy, eixo de simetria da parabola.
Neste sistema, temos F' = (0,p/2) e a equagao da diretriz d é y = —p/2. Se P = (z,y)

pertence a parabola, entdo y > 0, na verdade y > 0 salvo quando P = (0,0) = A. Como

14



Figura 2.5: Deduzindo a equagao da parabola

0 eixo vertical é eixo de simetria, se P = (x,y) pertence a pardbola entdo P’ = (—z,v)
também pertence.

Seja P = (z,y) um ponto qualquer da pardbola. A distancia de P a diretriz d é igual a

y + p/2, enquanto a distancia de P ao foco F é \/x? + (y — p/2)2. Como P pertence &

parabola, devemos ter

p_ 2 _ Py
y—|—2 2+ (y 2).

Elevando ambos os membros ao quadrado:

b

(y+3)" ="+ (y—p/2)"
Desenvolvendo:
P . P2
v Aoy =2ty -y
4 4
Simplificando:
2py = o
Logo:
72
y= 2_p (2.4)

Reciprocamente, se as coordenadas do ponto P = (x,y) satisfazem a equagao 2.4, com
p > 0, entao y > 0. Logo y + g > 0 e todos os passos da dedugao acima podem ser
revertidos, o que mostra que P pertence a pardbola de foco F' = (0,p/2) e diretriz d,

dada pela equacao y = —p/2.

15



Parabolas ocorrem freqiientemente como gréaficos de fungoes quadréaticas. Uma funcao
quadratica de uma varidvel tem a forma f(z) = az?+bx + ¢, com a, b, ¢ constantes, sendo
a # 0. O grafico de f é o conjunto G, formado pelos pontos P = (z,y) € R? tais que
y = ax® + br + c.

Para mostrar que G é, de fato, uma parabola introduziremos novas coordenadas s,t
mediante uma translacao dos eixos, ou seja, tais que * = s+ h, y = t+ k, onde
h e k serao escolhidos convenientemente. Em termos das novas coordenadas, o ponto

P = (z,y) = (s + h,t + k) pertence ao conjunto G se, e somente se,
t+k=ua(s+h)>+b(s+h)+c=as’+ (2ah + b)s + (ah® + bh + ¢).

Tomando h = —b/2a e k = ah® + bh + ¢, a igualdade acima se reduz at = as®.

Assim, em termos das novas coordenadas o ponto (s,t) pertence ao grafico G se, e somente
se, t = as?. Isto mostra que G é uma parabola, cujo foco é o ponto (0,1/4a) e cuja diretriz
¢ a reta horizontal t = —1/4a (nas coordenadas s, t) [5, 3].

Em termos das coordenadas originais x, ¥, o foco da parabola y = az? + bz + ¢ é o ponto
b dac—b*+1
2a’ 4a

_dac—b -1
- 4a ’

e a diretriz é a reta horizontal

Y

2.4 Conicas degeneradas

As conicas degeneradas sao obtidas quando em particular o plano corta o cone em seu
vértice V. No caso dessas conicas o calculo da excentricidade nao estd definido. Pois
a excentricidade determina o grau de achatamento de uma segao conica [5, 3|. Logo
percebemos que nao ha achatamento em um ponto, um par de retas, uma reta e um par

de retas paralelas. Temos as seguintes conicas degeneradas:

a) O ponto: Quando o plano « tiver em comum com o cone apenas o vértice V. Trata-se

de uma elipse degenerada.

b) Um par de retas concorrentes: Quando o plano « contiver o vértice e duas geratrizes

do cone. E uma hipérbole degenerada.
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c¢) Uma reta: Quando o plano contiver o vértice e uma geratriz do cone, o plano «

tangencia o cone. Figura-se como parabola degenerada.

d) Um par de retas paralelas: Num caso particular obter-se a duas retas paralelas quando
da interse¢ao de uma superficie cilindrica circular (considerada uma superficie conica

de vértice impréprio) por um plano « paralelo ao seu eixo.
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Capitulo 3

Transformacao da equacao

quadratica geral na forma padrao

Considere a equagao quadratica geral de uma segao conica [4]:
f(z,y) = ax® + 2nzy + by* + 2ha + 2ky +c =0 (3.1)

Primeiro vamos obter o centro ao usar o fato de que este é o ponto médio de qualquer

diametro que passe através dele.

3.1 Equacao dos diametros paralelos aos eixos coor-
denados

Se o centro da conica é o ponto (zg,yo), consideremos o diametro paralelo ao eixo X de
equacao y = yo. Ao substituir y = yy na equagao 3.1, obtemos:

f(z,y0) = az® + 2nayy + bys + 2ha + 2kyo + ¢ = 0;
Fatorando em x temos:

f(z,y0) = az® + (2nyo + 2h)x + byg + 2kyo + ¢ = 0.

/ ” , ~ ~ . ,
Sendo x e x  as raizes desta equacao, entao a abscissa xy do centro é dado por:

]. i I

!’

—(2nyo +2h)  —nyo—h

) = —

2a a

Multiplicando por a, obtém-se a equacao do diametro paralelo a y = yq
aro+nyo+h=0 (3.2)
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A equagao 3.2 pode ser obtida derivando 3.1 em relagao a x no ponto (xg, 4o):

0
_f(%,yo) =arg+nyo+h=0=0.
ox

Note que se (zg,yo) fosse um ponto médio de qualquer corda paralela ao eixo X, ele
também iria satisfazer a equacao axr + ny + h = 0. Portanto essa equagao representa o
diametro divisor de todos as cordas paralelas ao eixo X. Os pontos finais deste diametro,
sendo o limite das cordas, sao os pontos onde as tangentes paralelas ao eixo X tocam a
conica, isso explica porque estes pontos satisfazem a condicao g(xo, yo) = 0. [4, 1]

ox

Similarmente, se usarmos o diametro x = x( e substituimos na equacao 3.1 obtemos:
f(zo,y) = axd + 2nxey + by* + 2hxo +2ky +c =0

Fatorando em y temos:
f(zo,y) = by* + (2nxo + 2k)y + azy + 2haxg + ¢ = 0.

/ " , ~ ~ ,
Sendo y ey as raizes desta equacao, entao a ordenada yo do centro é dado por:

ooy —(2nwg +2k)  —nag —k

Yo =

N | —

Multiplicando por b, obtém-se a equacao do diametro paralelo a x = z
A equagao 3.3 pode ser obtida derivando 3.1 em relagdo a y no ponto (g, yo):

0
a—£<l’0,yg) =byo +nxg+k =0.

Note que se (zg,yo) fosse um ponto médio de qualquer corda paralela ao eixo Y, ele
também iria satisfazer a equagao by + nx + k = 0. Portanto essa equagao representa o
diametro divisor de todos as cordas paralelas ao eixo y. Os pontos finais deste diametro,
sendo o limite das cordas, sao os pontos onde as tangentes paralelas ao eixo Y tocam a

N . . .. 0
coOnica, isso explica porque estes pontos satisfazem a condigao a—f(xg, yo) = 0.
Y

3.2 Determinacao do centro da conica

As equagoes 3.2 e 3.3 determinam o sistema algébrico

axo+nyo+h = 0
n1’0+byo+k = 0
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L,A/ (xg. Yo) /

N L

Figura 3.1: Elipse com centro (z, o)

onde, (xg,yo) ¢ o centro da equagao quadratica (ver Figura 3.1).

Resolvendo o sistema algébrico obtém-se:

k— hb

To = e , ab—n*#0
ab — n?
—ak h

Yo = a—JF”’ ab—n? # 0
ab — n?

A condicao ab — n? # 0 determinam as conicas centrais e ndo centrais.

Definicao 3.1 A equacao 3.1 determina uma cénica central se ab —n* # 0. Em partic-
ular, temos uma elipse se ab —n? > 0, e uma hipérbole se ab — n? < 0.
A equacdo 3.1 determina uma conica nao central se ab — n? = 0, neste caso temos uma

paradbola.

Associamos a equacao quadratica 3.1 a matriz

a n h
M=1|n b k (3.4)
h k c
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Counsideremos os determinantes da matriz M e os determinantes dos menores da terceira

coluna de M:

a n h
A = |n k
k ¢
n b
A173 = =nk—hb=H
h k
a n
Ag’g = — =nh—ak=K
h k
a n
Ag?g = :ab—n2:C
n b
Portanto, as coordenadas do centro podem-se escrever como:
nk—hb H
= —— == C#0
o ab—n? C’ 7
—ak+nh K
WS e o 970

Alem mais, se verifica que

A=hH+ kK +cC

(3.5)

(3.6)

3.3 Reducao da equacao quadratica por translacao

. . 4 / !/ . ~ .
Consideremos um novo sistema de coordenadas O X 'Y obtido por translacao do sistema

original OXY', de modo que o centro (xg, 3) no sistema OXY corresponda agora a origem

de coordenadas O do sistema O'X'Y'. Para um ponto P do plano, a relacdo entre as

coordenadas P(z,y) e P(z',y) é dada por:
r = 7 + xg
y o= ¥+

Substituindo 3.7 na equacao quadratica 3.1 resulta,

a(wo + 2')? 4+ 2n(zo + 2 ) (yo +y) + b(yo +y ) + 2h(xo + 2) + 2k(yo +y ) + ¢

Elevando ao quadrado e agrupando termos, temos
ax’? 4 2nz'y + by + xo(nyo + azo + h) + yo(nae + byo + k)+
+hxo + kyo + ¢+ 22 (axg + nyo + h) + 2y (nxo +byo + k) = 0
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Como axg + nyo + h =0 e nxg + byg + k = 0, resulta

ax’? 4+ 2nz'y + by/2 + hxg+ kyg+c=0

Substituindo 3.5 , temos que

De 3.6 verificamos que

Portanto,

’ 7 ! h/H kK
42 by?+ — +—+c=0.
ar“+2nry + oy —|—C+C—|—c
hH+kK+C_A
C C - C

!/ o / A
ax?+2nx y —|—by2+620.

(3.8)

Observamos que na equacgao 3.8 nao existem termos de translacao, mas que ainda existe

o7 . . ~ . . .
um termo x y que indica rotacao do sistema. KEste termo tem que ser eliminado para

chegar a forma padrao da equacao da conica.

3.4 Reducao da equacao quadratica por rotacao

. . ~ o7 . .
Para eliminar o termo de rota¢do = y em 3.8, introduzimos as coordenadas polares (r, 6)

. ~ ’ N,
cuja relacao com as coordenadas (x ,y ) é dada por:

/

r = rcos(f)

/

y = rsen(0)

(3.9)

Neste caso o angulo 6 indica a rotacdo do sistema OX'Y'. Substituindo 3.9 em 3.8

obtém-se,

Como o termo
a

—n

A

r?(acos®(0) + 2nsen(#)cos(6) + bsen*(0) + ——— =0

ab — n?

5 € constante, entao r ¢ maximo ou minimo se

f(8) = acos*(0) + 2nsen(#)cos(6) + bsen?(H)

¢ minimo ou maximo respectivamente, e isto ocorre quando sua derivada em relagao a 6

for igual a zero:

df
df

—2acos(6)sen(0) + 2ncos®(0) — 2nsen®(0) + 2bsen()cos(0)

(b —a)sen(26) + 2ncos(20)
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d
Como —f = 0, obtém-se:

do

2n
a—2b’

tan(20) = se a#b.

Se a = b entdo cos(26) = 0, portanto § = %

A seguinte proposicao tem sido provada,

Proposicao 3.1 O angulo de rotagao 6 da se¢ao conica descrita pela equagao quadrdtica

f(z,y) = ax® + 2nzy + by + 2hx + 2ky +c =0

¢ dado por

2

tan(20) = n : se a#b
a—b (3.10)
0 = - se a=0b

4’

Fazendo m = tan(6), temos que:
2tan(0) 2m

tan(26) = 1 — tan?(0) T 1-m2

substituindo em 3.10 temos
2m 2n

1—m2 a-—0»

do qual resulta a equacao em m,
nm? + (a —b)ym —n = 0.

Multiplicando por n,

n*m? + (a — b)nm —n? = 0.

o qual pose ser agrupado como
nm (nm + a) —bnm —n* = 0. (3.11)
Para fatorar esta expressao, consideremos \ definido por,
A =nm+a. (3.12)
Substituindo 3.11 em 3.12 resulta,
A—a)A—b(A—a)—n*=0,
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ou,
A—a) (A=b) —n*=0. (3.13)
A equacao 3.13 pode ser representada como:

A—a n

n A—b

=0.
Isto significa que as raizes \; e Ay em 3.13 sao autovalores da matriz:
B =

n b
Logo, existe uma matriz P tal que B = P!DP, onde P! indica a transposta de P e D ¢
a matriz diagonal formada pelos autovalores de B,

A1 0

0 X

D =

. . .. o -
Voltando ao objetivo de eliminar o termo x y , escrevemos a equacao 3.8 como,

!

’ ’ a n X A
(x y) | +=.=0
n b Y ¢
Ou,
/ ! A
XBX'"+—==0
G
onde, X' = (z,7).
Fazendo a substituicao:
X =Xx"pP,
resulta
" t /lt A
X (PBPH)X "+ ol 0.
Como D = PBP!, obtemos
" " A
X DX'"+—==0
+ C ;
ou em termos de componentes,
" 1" A O ‘/'U” A
CAEON I S| +5=0
0 Ao Yy

Considerando que C' = ab — n? = A\ \y, 0 sistema acima pode-se escrever como:

AleZ + A23;//2 +

=0
A1 A2 ’

isto prova a seguinte proposicao,
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Proposicao 3.2 A conica central representada pela equacdao 3.8 pode ser escrita na forma

)\11.//2 + )\2y112 +

= 14
on =~ (3.14)

por meio de um angulo de rotagao 6, definida por 3.10.

Se

W <0 e XA >0, aequacdao 3.14 define uma elipse.
1A2

Se

W >0 e My <0 a equagao 3.14 define uma hipérbole.
1A2

Se >0, a equacdo 3.14 define uma conica central degenerada.

A1 Ao

De 3.12 temos que existem dois valores para o coeficiente angular m = tan(f) dos eixos
principais da conica,

/\1—CL

mp =
n

/\Q—CL

mo =
n

Logo, a conica 3.1 com centro (g, yo) tem como eixos principais as retas de equagoes,

y—1yo = ma(x — o) (3.15)

Y—Y = m2($—$o)

Exemplo 3.1 Considere a equagao
172% — 122y + 8y* + 122 — 16y — 12 = 0. (3.16)

Associamos a equacao quadratica a seguinte matriz:

17 —6 6
A=| —6 8 -8
6 —8 —12

da qual calculamos os seguintes valores:

17 -6 6
A = -6 8 —8 | =-2000
6 -8 —12
17 —6
c = =100
-6 8
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Como C = ab —n? > 0, temos que a quadratica representa uma elipse.

Para o calculo dos autovalores resolvemos a seguinte equacao,
A—17 —6
-6 A-=8

a qual resulta na equagao,

A2 — 25\ + 100 =0

com raizes Ay = 5 e Ay = 20.

Substituindo estes valores em 3.14, obtemos a forma canoénica,

1" 1" _2000
52 2 4 20y 2 =0
T ’
ou
x”Q y//2
. A—
T+

Para calcular o centro derivamos 3.16 em relacao a = e y:

172 —6y+6 = 0

—6rx+8y—8 = 0

cuja solugdo é o centro (zo,yo) = (0, 1).

Os coeficientes angulares dos eixos principais sao calculados por,

)\1 —a 5—17
ml = = = 2
n —6
A—a 20-—17 1
m2 —_= —_= —
n —6 2

1
Como conhecemos o centro (zg,yo) = (0,1) e os coeficientes angulares m; = 2 e my = o1

determinamos a equacao dos eixos principais por,

y—1 = 2-(x—0)

1
-1 = — - (xz—0).
y 5 (=0
Como temos uma elipse, temos
a = 2
b =1

c = Va2 -0 =+v4—1=+3.
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Logo, a excentricidade é:

_ ? ~ 0, 8660,

c
a
verificando que 0 < e < 1 pois temos uma elipse. Na Figura 3.2 se mostra a elipse, o

centro e seus eixos principais [4].

Figura 3.2: Equacao quadrética: 1722 — 12zy + 8y? + 122 — 16y — 12 =0
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Capitulo 4

Calculo direto da excentricidade em

termos dos coeficientes da quadratica

No capitulo 2 foram definidas as conicas. A elipse, como o lugar geométrico dos pontos
nos quais a soma das distancias a dois pontos fixos, chamados os focos, é uma constante.
A hipérbole. como o lugar geométrico dos pontos nos quais o médulo da diferenca a dois
pontos fixos, chamados os focos é uma constante e a parabola, como o lugar geométrico
tal que a distancia a um ponto fixo, chamado o foco, é igual a distancia a uma reta fixa,
chamada a diretriz. Cada uma destas conicas tem uma definigao particular, entretanto

as conicas podem ser definidas de uma forma tinica como:

Definicao 4.1 A conica € uma curva na qual o lugar geométrico dos pontos que se movi-
mentam de modo que, a taxa de sua distancia a um ponto fixo e sua distancia a uma reta
fixa € uma constante. A tazxa constante é a excentricidade e, o ponto fixo € o foco F, e a
reta fixa é a diretriz d da conica. Segundo o valor da excentricidade e (ver Figura 4.1),

dizemos que a conica €:

a) uma elipse, se 0 < e < 1,
b uma hipérbole, se e > 1,

c) uma pardbola, se e = 1.

Para determinar a excentricidade segundo a Definicao 4.1, vamos considerar primeiro as
conicas na sua forma padrao, e a seguir o caso geral de uma equacao quadratica. Como
a excentricidade da parabola é constante e = 1, no que segue consideramos as conicas

centrais, isto é, a elipse e a hipérbole.
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" /
=)
b

x
d =
FP +« FP = V'V FP - FP = V'V £
o
FP _ F'P . CF FP F'P C
/b~ Ppr T ° cv PD D cv
(a) Elipse: 0 <e< 1 (b) Hipérbole: e > 1 (c) Pardbola: e =1

Figura 4.1: As conicas definidas segundo a sua excentricidade

4.1 Excentricidade da conica na forma padrao

Consideremos a elipse da Figura 4.2 [2]. Nesta figura temos, OA =a, OB =b, OF =ce
AFE = d.

Pela definicao da excentricidade,

Figura 4.2: Elipse

_ BF _AF
= BD  AE

Como BF =a, BD =a+d, AF =a—ce AE = d, entao

a a—c
e = =
a+d d
Das propriedades das fragoes, temos
_a—(a—c)
a+d—d
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Portanto, a excentricidade da elipse é calculada por,
c
‘ (1.1)

onde, ¢ = v/a? — b? e os valores a e b definem a equacao da elipse:

2 2
T Y
? + ﬁ =1
De modo anélogo, a hipérbole
2 - y? _1
@
tem excentricidade
c
e=—
a

onde, ¢ = va?+ b%. Neste caso a é o raio minimo da hipérbole, isto é, a é a menor

distancia do centro da hipérbole aos pontos da hipérbole.

4.2 Excentricidade da cdnica no caso geral

Consideremos a equacgao geral da conica 3.1, mas para evitar confusao com a terminologia

da conica padrao escrevemos esta equacao como:

fa? + 2gzy + hy* + 2kx + 2ly +m = 0. (4.2)
Logo, se
fg k
A = h 1
[ m

Se fh — ¢g* # 0, entao 4.2 pode ser escrita como:

)\11.//2 + )\2y112 +

= 4.
oy = (4.3)

onde, A\ e Ay sao as raizes da equacao caracteristica:

=X g
g h— A\

=N (f+ R+ (fh— g?) = 0.
Para esta equacao se verifica,
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a) Suas raizes sao:

(f +h) £/ (f +h)? —4(fh — ¢°)

4.4
. (4.4)
b) Soma das raizes:

M+X=f+h (4.5)
c) Produto das raizes:

AL A= fh— g (4.6)

d) Quando z =0 e y = 0 em 4.3, temos que os quadrados dos raios ao longo dos eixos

A A
Y2V WY

principais sao: —

Para calcular a excentricidade da conica dada por 4.2, devemos ter em conta as diferentes

possibilidades de A\ Ay > 0, \{A2 < 0 e o sinal de A, totalizando oito casos.

4.2.1 Caso: M >0, A<0e >\ >0

Como A Ay > 0 temos uma elipse e de A < 0 e Ay > A\ > 0 resulta:

A > A >0
A2y A3 '
Fazendo,
A A
a'=—m, V=-1,
temos em particular que
DY
CL2 N /\2‘
Escrevemos 4.3 como:
$II2 y/l2
— 4+ b_2 =1,

a qual representa uma elipse com excentricidade

, onde ¢ =a®—10°.

e = Jfb? \/7 \/1——=\/ AQM. (4.7)

Para escrever a excentricidade, em termos dos coeficientes da quadratica, vamos escrever

ISHIe

Logo,

4.7 em termos da soma e o produto dos autovalores. Para isto, observe que como Ay > Ay

)\2 - )\1 = \/()\2 + )\1)2 - 4)\2)\1
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Substituindo em 4.7 temos que

o — \/\/()\2 + )\)1\12 — 4)\2)\1. (4.8)

Como A, é a maior raiz, temos de 4.4,

= N TF R IR 7) @5)

Substituindo 4.9, 4.5 e 4.6 em 4.8 resulta,

ﬂ_¢ 2/(T+hP -4 —¢)
(f+h) +/(f+h)?—4(fh = g)

Simplificando os radicandos obtem-se a excentricidade em fung¢ao dos termos da equagao

quadratica 4.2:

B 23/(f — 1)? + 4g?
“_¢U+h%+¢u—hﬁ+@2 (410)

4.2.2 Caso: A\ Ay > 0, A>0e X< A\ <0

Como A1y > 0 temos novamente uma elipse e de A > 0 e Ay < \; < 0 resulta:

A

——— > ——=>0.
A2y A A3
Fazendo,
a? = _A B = _A
A2y A A3
temos em particular que
DY
CL2 N /\2‘
Escrevemos 4.3 como:
:Cllz yll2
@ teE b

a qual representa uma elipse com excentricidade

c
e=—, onde ¢ =a®—10°.

V@ — 12 iz ) M\
e= YT "7 _ 1——:\/1——1:\/1 2, (4.11)
a CL2 )\2 —/\2

Para escrever a excentricidade, em termos dos coeficientes da quadratica, vamos escrever

Logo,

4.11 em termos da soma e o produto dos autovalores. Para isto, observe que como Ay <

A <O

)\1 - )\2 = \/()\2 + >\1)2 - 4)\2)\1
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Substituindo em 4.11 temos que

o \/\/A2+)\1 ~Doh

_)\2

Como Ay é a menor raiz, temos de 4.4,

(f +h) = (f +h)? —4(fh — g%
5 :

Ay =

Substituindo 4.13, 4.5 e 4.6 em 4.12 resulta,

::¢ 2/(F+ 1’ —AFh—g)
—(f+ )+ V(T +h)?=4(fh = g?)

(4.12)

(4.13)

Simplificando os radicandos obtem-se a excentricidade em funcao dos termos da equacao

quadratica 4.2:

“:V 2/(f =P + 45’
(

—(f+ 1)+ V(= h)? +4g°

(4.14)

4.2.3 Casos: (M1 <0, a<0eA<0)ou(A\>0,A>0eA>0)

Nestes casos, temos que A\ Ay > 0 e alem mais,

A

Logo, a equacao 4.3 é inconsistente. Temos portanto uma elipse imaginaria.

4.2.4 Caso: M <0, A>0e A\ >0, Aa <0

Como A\ Ay < 0 temos uma hipérbole e de A > 0 e A\ > 0 e Ay < 0 resulta:

A A
———>0 - — < 0.
Ao RS WY
Fazendo,
A A
S S W S Wl
17\2 142
temos em particular que
b? A1
a? )\2
Escrevemos 4.3 como:
//2 II2
2yt
a? o
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a qual representa uma elipse com excentricidade

c
, onde ¢ =a®+ b2

\/n2 2 2 —
6:“_”’:,/1+b_:\/1_ﬁ:\/A1 A2 (4.15)
a a? A2 — A2

Para escrever a excentricidade, em termos dos coeficientes da quadratica, vamos escrever

)
I
|

Logo,

4.15 em termos da soma e o produto dos autovalores. Para isto, observe que como A; > 0

e <0

A= o=V (A A)2—4M )

Substituindo em 4.15 temos que

e = \/‘/(A2 i A_lf — 4 (4.16)

Como Ay é a menor raiz, temos de 4.4,

N = SN =V +2h>2—4<fh—g2>. (4.17)

Substituindo 4.17, 4.5 e 4.6 em 4.16 resulta,

_ \/ 2/ + 1) —4([h— )
—(f+h)+/(f+ )2 —4A(fh—g%)

Simplificando os radicandos obtem-se a excentricidade em funcao dos termos da equacao

= 2\/(f — h)? + 4g?
o \/_(f+h)+\/(f—h)2_|_4gz (4.18)

quadratica 4.2:

Este resultado também é verdadeiro se Ay < 0, Ay >0e A > 0.

4.2.5 Caso: M <0, A<0e A1 >0, <0

Como A\ Ay < 0 temos uma hipérbole e de A < 0 e Ay > 0 e Ay < 0 resulta:

A A

— = <0 N}
Ao MWV
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Fazendo,

—p? = _A a = _A
)\%)\2’ )\1)\§’
temos em particular que
b? Ao
CL2 )\1
Escrevemos 4.3 como:
//2 l/2
x
y_ —1,
a? b2

a qual representa uma elipse com excentricidade

, onde ¢ =a®+ b2

/2 2 2 —
e:“_”:,/ler_:\/l_ﬁ:\/Al Az (4.19)
a a? A1 A1

ISHNeY

Logo,

Para escrever a excentricidade, em termos dos coeficientes da quadratica, vamos escrever
4.19 em termos da soma e o produto dos autovalores. Para isto, observe que como A\; > 0

el <0

)\1 - )\2 - \/()\1 + >\1)2 - 4)\1)\2

Substituindo em 4.19 temos que

e = \/ Vet A;)Q — M (4.20)

Como \; é a maior raiz, temos de 4.4,

M:xf+hr+¢u+jy—4Uh—f) o

Substituindo 4.21, 4.5 e 4.6 em 4.20 resulta,

ﬂ_¢ 2/(T+hP—4fh=¢)
(f+h) +/(f+h)?—4(fh = g)

Simplificando os radicandos obtem-se a excentricidade em fungao dos termos da equagao

— 2\/(f— h)? + 442
o \/(f+h)+\/(f—h)2+492 (4.22)
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Obtemos 0 mesmo resultado se A\; <0, As >0e A <0.

Os resultados das excentricidades podem ser resumidos no seguinte teorema:

Teorema 4.1 Se fh— g> # 0, fa? + 2g9xy + hy? + 2kx + 2ly + m = 0 representa uma

se¢ao conica central cuja excentricidade €

B 2¢/(f — h)? + 4g?
- \/i<f PRI ¢y 423)

Onde o sinal (+) € escolhido quando A < 0 e o sinal (—) quando & > 0. Se, entretanto,

fh—g*=0eA #0, a equacao representa uma pardbola e, portanto, sua excentricidade

ée=1.

A excentricidade é uma das invariantes de uma secao conica. Isto é, a excentricidade nao

muda quando a cOnica passa por qualquer transformacao isométrica.
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Capitulo 5

Analise da excentricidade de uma

conica

Neste capitulo apresentamos o calculo da excentricidade para varias equagoes quadraticas.
Primeiro apresentamos o calculo pelo método do Teorema 4.1 e depois pelo método de
translacao e rotacao da conica. O grau de dificuldade é muito menor quando usamos o

Teorema 4.1.

1. Consideramos a equacao quadratica do exemplo 3.1:
1722 — 122y + 8y + 122 — 16y — 12 = 0.
Comparando com a equagao geral 4.2:
fx? 4 2gxy 4+ hy* + 2kx 4+ 2y +m =0

temos f =17, g=—-6, h=8, k=6, [ = -8, m = —12. Além mais,

17 -6 6
A=|_6 8§ —8 |=-2000
6 -8 —12

Substituindo estes valores na equacao 4.23 e considerando que A < 0 temos:

o 2,/(17—8)2 + 4(— [2-15 \[ \/'
(174 8) + /(17— 8)? +4 25+15

resultado idéntico ao obtido no exemplo 3.1. Como 0 < e < 1 a conica é uma elipse.
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2. Analisamos a excentricidade da conica representada pela equacao quadratica

322 —2zy +3y* + 22 — 4y +1=0.

Comparando com a equacao geral 4.2:

fa* + 2gwy + hy* + 2k +2ly +m =0

temos f =3, g=—-1, h=3, k=1, | =-2, m=1. Além mais,
3 —1 1
A=|-1 3 —-2|=-3
1 -2 1

Substituindo estes valores na equacao 4.23 e considerando que A < 0 e fg — h? =

8 > 0 temos:
B 2¢/(3—3)2 +4(— [2.2 \[ V2 o
(343) ++/(3—3)? +4 6+2

Como 0 < e < 1 a conica é uma elipse. Na Figura 5.1 se mostra o grafico da elipse.

0.2 0.4 0.6

: Equacao quadratica: 322 — 2zy + 3y + 22 — 4y +1 =10
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Vamos calcular agora a excentricidade usando translacoes e rotagoes. Como

3 -1 1
A =1]-1 3 —-2|=-3
1 -2 1
3 -1
¢ = =38
-1 3

Como C' = fg — h%? > 0, temos que a quadratica representa uma elipse.

Para o cédlculo dos autovalores resolvemos a seguinte equacao,

A—3 -1
a qual resulta na equacao,

com raizes \{ =4 e Ay = 2.

Substituindo estes valores em 3.14, obtemos a forma canoénica,

1" 1" _3
Mﬂ+ﬂy2+3;=0,

ou
"9 19

x
3
32 16

Para calcular o centro derivamos 3.16 em relacao a x e y:

6r—2y+2 = 0

—2x4+6y—4 = 0

. - 15
cuja solugao é o centro (zg,yo) = (_§7 g)
Os coeficientes angulares dos eixos principais sao calculados por,

M—f 4-3

g —1
—f 2-3

m2 = —_= :1
g —1

Como conhecemos o centro (g, ) = (0,1) e os coeficientes angulares m; = —1 e

mp, = -1

mo = 1, determinamos a equagao dos eixos principais por,

5 1

3 = —($+§)
5 1
y-3 = ($+§)-



Como temos uma elipse, resulta

16 4
b = 3—\/6
-~ V3278
3 3
_ 2 _ 12 — Y
‘ @ =b 16 32 V32
Logo, a excentricidade é:
c 1 \/5
cC = — = —_ = —
a 2 2’

resultado similar ao obtido com o obtido usando a equacao 4.23. Neste caso pre-
cisamos calcular a forma padrao da conica para identificar os termos a e ¢ para o
calculo da excentricidade. Isto nao é necessario no célculo da excentricidade segundo

a equagao 4.23.
. Analisamos a excentricidade da conica representada pela equacao quadratica
2 4 20y —y? — 6+ 4y — 3 =0.
Comparando com a equagao geral 4.2:
fa* +2gzy + hy? + 2k + 21y +m =0

temos f=1, g=1, h=-1, k=-3, [ =2, m = —3. Além mais,

Substituindo estes valores na equacao 4.23 e considerando que A < 0 e fg — h? =

—2 < 0 temos:

BN S T N R R
6_\/<1—1>+¢<1—<—1>>2+4<1>2_ IRt

Como e > 1 a conica é uma hipérbole. Na Figura 5.2 se mostra o grafico da hipérbole.
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centr

Figura 5.2: Equacao quadratica: x? + 2zy —y* — 6z +4y —3 =0

Vamos calcular agora a excentricidade usando translacoes e rotagoes. Como

11 =3
A = 1 -1 2 |=-1
-3 2 =3
1 1
¢ = =38
1 -1

Como C = fh—g?> =1-(=1)— 12 = =2 < 0, temos que a quadrética é do tipo
hipérbolico.

Para o célculo dos autovalores resolvemos a seguinte equacao,

A—1 1
= (),
1 A+1
a qual resulta na equacao,
N -2 =

com rafzes \} = V2 e Ay = —V/2.

Substituindo estes valores em 3.14, obtemos a forma canonica,

" " _1
\/§$2—\/§y2+_—2:0,
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ou
" "
v’y

T i
22 22

Para calcular o centro derivamos 3.16 em relacao a x e y:

= 1.

20 +2y—6 = 0

2 —2y+4 = 0

. - 15
cuja solugao é o centro (zg,yo) = (5, 5)
Os coeficientes angulares dos eixos principais sao calculados por,
AL — 2—-1
ml = ! f = \/_ —= 2 — 1
g 1
Ao — —Vv2-1
my = 22 V2ol 2-1
g 1

Como conhecemos o centro (g, 4o) = (0, 1) e os coeficientes angulares m; = /2 — 1

e my = —V2 — 1, determinamos a equacao dos eixos principais por,
5) 1
_Z _ 21\ — =
y-2 = (V2-1@-3)
) 1
—= = (=V2—-1)(z—=).
y-3 = (—V2-1)@-3)

Como temos uma hipérbole, resulta

1
NG
1
h = —
2V/2
1 1 1
= Va2 + 0= | —=+—== =
cov \/m 212 \/ﬂ

Logo, a excentricidade é:

_ V3

o
)
S ,_.§||,_.
S )

resultado similar ao obtido com o obtido usando a equagao 4.23.
4. Analisamos a excentricidade da conica representada pela equacao quadratica
2? —2xy+y* +4dr — 6y +1=0.
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Comparando com a equagao geral 4.2:
fa* + 2gzy + hy? + 2kx +2ly +m =0

temos f=1, g=—-1, h=1, k=2, [ =—-3, m = 1. Além mais,

Como fh—g>=1-1—(=1)*=0e A # 0, pelo Teorema 4.1 temos que a equagao

quadratica representa uma parabola e portanto sua excentricidade é igual a e = 1.

Ainda conhecendo que a excentricidade é e = 1, podemos testar a equacao 4.23.

Substituindo estes valores na equacao 4.23 e considerando que A < 0 temos:

6_\/ 2 /I—-1D2+4(-1)2 | 2v4 _\/g_l
NV a+D)+ /O -1 +4(=12 V2+vE V4T

Como e = 1 verificamos segundo a equacao 4.23 que a cOnica é uma parabola. Na

Figura 5.3 se mostra o grafico da parabola.

Figura 5.3: Equacao quadratica: x? —2xy +vy> + 42 —6y+1=10
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5. Analisamos a excentricidade da conica representada pela equacao quadratica
2+ +20+1=0.
Comparando com a equacao geral 4.2:
fa* + 2gwy + hy* + 2kx +2ly +m =0
temos f=1, g=0, h=1, k=1, [ =0, m=1. Além mais,

101
A=|010|=-1
101

Como fg—h?=1-1-02=1%#0e A =0 temos uma conica degenerada.

Completando quadrados na equacao quadratica temos,
(z+1)+4*=0

cuja soluc@o é o ponto P(—1,0), como mostra a Figura 5.4.

Figura 5.4: Equacao quadratica: 22 + > +2x+1=0
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6. Analisamos a excentricidade da conica representada pela equacao quadratica
2?4+ 3zy 4+ 22 + 22 + 5y — 3 = 0.
Comparando com a equacao geral 4.2:

fa* + 2gwy + hy* + 2kx +2ly +m =0

3 5

temos f =1, 9=75 h=2 k=1, l=—=, m=—3. Além mais,

1 ; 1

A= g 5 g _ 1
12 3
2
1

Como fg—h?=1-2— (%)2 =7 # 0 temos uma curva de tipo hipérbolico, mais

como A = 0 temos uma conica degenerada. A Figura 5.5 mostra que a curva sao

duas retas que se cortam.

Figura 5.5: Equacao quadratica: 22 + 4> +2x+1=0
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Consideracoes Finais

Neste trabalho de Conclusao de Curso apresentamos uma descri¢ao das conicas com duas
formulacoes. Na primeira formulacao foi definida cada conica segundo uma propriedade
particular: a elipse definida como a soma constante das distancias a dois focos, a hipérbole
definida como a diferenca constante das distancias a dois focos, e a parabola como a igual-
dade das distancias ao foco e diretriz.

Na segunda formulagao definimos uma conica como a razao constantes entre as distancias
do foco e diretriz. Esta constante sendo a excentricidade e. Se 0 < e < 1 temos uma
elipse, se e > 1 temos uma hipérbole e se e = 1 temos uma parabola. A importancia da
excentricidade é evidente com esta formulacao, pois através dela se definem as conicas.
Com esta definicao, mostramos que a excentricidade é calculada como e = g quando a
coOnica esta na forma padrao. Para o caso geral desenvolvemos o calculo da excentricidade
por meio de translagoes e rotagoes, o qual é o método classico. Em adigao foi desenvolvida
a teoria completa para as translagoes e rotagoes, calculando o centro e os eixos principais
das conicas.

Com base nos trabalhos de Ayoub [1, 4, 2] desenvolvemos o cédlculo direto da excentrici-
dade a partir dos coeficientes da equacao quadratica geral. Neste caso nao é necessario
transformar a equacao por rotacao e/ou translagao,nem identificar os eixos principais ou
distancia aos focos ou diretriz. O numero de operac¢oes é muito menor que o método
classico.

Observamos que o calculo da excentricidade nao é fornecido ou muitas vezes mal calculado
pelos softwares de geometria dinamica. O método direto apresentado neste trabalho para
o calculo da excentricidade é facil de calcular e de implementar computacionalmente em
qualquer software de geometria dinamica.

Este método direto é uma alternativa para o ensino da excentricidade no ensino médio

pois nao precisa do conceito de autovalor ou autovetor, nem rotacao ou translagao.
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