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RESUMO

Neste Trabalho de Conclusao de Curso, descrevemos o modelo matematico da reacao
enzimatica de Michaelis-Menten, o qual descreve a transformagao do substrato em produto
quando a reacao é acelerada pela presenga da enzima. Nesta rea¢ao temos uma enzima [E]|
reagindo reversivelmente com um substrato [S] formando um complexo enzima-substrato
[SE], por sua vez, esse complexo reage novamente reaparecendo a enzima livre e for-
mando o produto da reagao [P]. Modelando esta reagao obtém-se um sistema com quatro
equacoes diferenciais nao lineares, as quais evoluem com o tempo. Esse sistema é re-
duzido a duas equacoes através da lei de conservacao para a soma das concentragoes da
enzima e do complexo. Como a enzima acelera a reagao, as equagoes foram adimensiona-
lizadas através de um grupo de escalas e funcoes. O sistema adimensional depende de
um parametro pequeno €, o qual é a razao entre a enzima inicial e o substrato inicial.
Foi feita uma analise dos autovalores do sistema linear, determinando que um autovalor é
muito menor em modulo que o outro. Isto indica a presenca de duas escalas de tempo no
sistema adimensional. Discretizamos o modelo adimensional usando um esquema semi-
implicito em diferencas finitas para resolver as nao linearidades e controlar a formacao
indesejada de altas frequéncias. Foi usada diferencas centradas nas derivadas temporais e
o algoritmo foi implementado no Matlab. Os resultados numéricos mostram satisfatoria-
mente a formacao do produto como resultado da transformagao do substrato na presenca
da enzima para € = 0,4603. Ao diminuir o parametro para ¢ = 0, 1627 observa-se valores

negativos da enzima, o qual nao é fisicamente (ou quimicamente) possivel.



RESUMEN

En este trabajo final de curso, describimos el modelo matematico de reacciéon enzimatica
de Michaelis-Menten, el cual descrebe la transformacion del substrato en produto cuando
la reaccién se acelera por la presencia de la enzima. En esta reaccién tendremos uma
enzima [F] reaccionando de modo reversible con el substrato [S] para formar el complejo
enzima-substrato [SE], luego este complejo reacciona surgiendo nuevamente la enzima
libre e formando el produto [P]. Al modelar esta reaccién se obtiene un sistema con
cuatro ecuaciones diferenciales no lineares, que evolucionan con el tiempo. Usando la lei
de la conservacién para la suma de las concentraciones da la enzima u el complejo, se
reduce el sistema a dos ecuaciones. Como la enzima acelera la reaccién, las ecuaciones
son adimensionalizadas usando escalas adecuadas. El sistema adimensionalizado depende
de um parametro pequeno ¢, el cual es la proporcion entre la enzima inicial y el substrato
inicial. Fue realizada um analise de los autovalores del sistema linear, determinando que
um autovalor es bastante menor em moddulo que otro autovalor. Esto indinca la pre-
sen cia de dos escalas de tiempo en el sistema adimensional. El sistema adimensional fue
discretizado usando um método semi-implicito en diferencias finitas para resolver las no
linearidades y controlar la formacién no deseadas de altas frecuencias. La derivadas en
relacion al tiempo se descretizacion usando diferencias centrales y el agoritmo se imple-
menté em Matlab. Los resultados numéricos muestram de modo satisfactério la formacion
del substrato en la presencia de la enzima para ¢ = 0,4603. Al diminuir el parametro
para ¢ = 0, 1627 se observan valores negativos de la enzima, lo cual no es fisicamente (o

quimicamente) posible.
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Introducao

Em cinética enzimatica, a maioria dos estudos tem por caracterizacao a utilizacao da
hipétese do estado estacionario das espécies, proposta por Briggs e Haldane em 1925. Em
seguida, analisam-se os pressupostos que estao na base desta aproximacao, e que removem
em parte a nao linearidade da equagao de velocidade (um sistema de equagoes diferenciais
ordindrias) transformando-a numa forma apropriada para o tratamento analitico (sistema
nao linear de equagoes algébricas) a partir da qual é derivada uma relacao entre a veloci-

dade da reacao e a concentracao do substrato.

A cinética de Michaelis-Menten descreve a velocidade de reacao de muitas reagoes en-
zimaticas. Seu nome é em honra a Leonor Michaelis e Maud Menten. Este modelo sé é
valido quando a concentracao do substrato é maior que a concentragao da enzima, e para
condicoes de estado estacionario, ou seja, a concentracao do complexo enzima-substrato

precisa ser constante.

A velocidade de reagdo aumenta com a concentracao do substrato, eventualmente fi-
cando a enzima saturada a altas concentracoes de substrato. O conhecimento adquirido
acerca da estrutura das enzimas é 1til na interpretacao dos dados cinéticos. Por exemplo,
a estrutura pode sugerir como permanecem unidos substrato e produto durante a catélise,
que mudangas de forma ocorrem durante a reacao, ou mesmo o papel em particular de
determinados aminodcidos no mecanismo catalitico. Algumas enzimas modificam a sua
forma significativamente durante a reagao, em cujo caso pode ser crucial saber a estrutura
molecular da enzima com e sem substrato unido (costumam usar-se andlogos que se unem
mas nao permitem levar a cabo a reagao e mantém a enzima permanentemente na forma

de substrato unido).



A complexidade dos processos bioquimicos/biolégicos implica, na maior parte dos ca-
sos, introduzir simplificagoes na modelagem destes processos, tendo-se o cuidado de man-
ter plausibilidade bioquimica. Note-se que, em alguns casos de grande complexidade, o
modelo mais simples ainda é suficientemente complexo para dificultar o seu tratamento
matematico. Dai a origem de modelos de modelos; estes, reduzindo ainda mais a com-
plexidade, permitem uma solu¢ao aproximada que contém uma descricao aceitavel dos

fenomenos principais.

No capitulo II se definem a enzima, substrato, as reagoes quimicas, lei de acao das massas
e o método das diferencas finitas. No capitulo III se descreve o modelo enzimatico, a
reducao e adimensionalizacao do modelo. No capitulo IV se descreve a andlise linear, e
a discretizacao do modelo. No capitulo V se apresentam os resultados e discussao dos

resultados numéricos implementados no Matlab.



Capitulo 2
Definicoes

Neste capitulo apresentamos conceitos e definicbes necessarias para a formulacao do
modelo de cinética quimica, assim como os métodos numéricos que vamos implementar

neste trabalho.

2.1 Enzima

Enzimas sao catalisadores biolégicos, formados por longas cadeias de moléculas pequenas,
chamadas de aminoacidos (ver Figura 2.1). S&o, portanto, um tipo de proteina com
atividade catalitica, sendo encontradas na natureza em todos os seres vivos. Sua funcao é
viabilizar a atividade das células, quebrando moléculas ou juntando-as para formar novos
compostos. A singularidade desses compostos decorre do elevado grau de especificidade

ao substrato em condi¢oes moderadas, sob as quais atuam.

Figura 2.1: Modelo da enzima Purina nucledsido fosforilase (PNP) gerado por computa-

dor



2.2 Substrato

Em bioquimica, chama-se substrato a um composto quimico que sofre uma reacao catali-
sada por enzimas. Substancia que se considera, mais ou menos arbitrariamente, como o
participante passivo de uma dada reacao, o que permite classificar tal reacao quanto ao
efeito provocado por outra substancia, que serd o reagente, participante ativo. Substancia
ou grupamento a que se liga uma determinada enzima. Por exemplo, os substratos sao
compostos de bile, que foi produzida pelo figado e também de moléculas de glicogénio.
Eles se encaixam nas enzimas produzidas pelo pancreas (pepsina e ptialina) seguindo um
modelo chave-fechadura. Apos esse encaixe que ocorre a catalisacao das reacgoes e a emul-

sificagao das moléculas de lipidios presentes na reacao.

2.3 Reacoes

Uma reacao quimica é uma transformacao da matéria na qual ocorrem mudancas quali-
tativas na composicao quimica de uma ou mais substancias reagentes, resultando em
um ou mais produtos. Resumidamente, pode-se afirmar que uma reacao quimica é uma
transformacao da matéria em que pelo menos uma ligacao ¢é criada ou desfeita.

Destacaremos aqui, dois tipos de reacoes:

a) Reagao reversivel é uma reagao quimica que pode ocorrer numa dire¢ao ou em outra
direcao. Em outras palavras, os reagentes e os produtos de uma reacao podem

trocar de papéis, sem adicionar qualquer substancia.

b) Reagdo de sintese é uma reagdo quimica em que dois ou mais reagentes dao origem
a um s6 produto, obedecendo a Lei de Conservagao das Massas (Lei de Lavoisier).
Estas reacoes sao também conhecidas como reagoes de composicao ou de adigao.
Neste tipo de reagao um unico composto é obtido a partir de dois compostos, obe-

decendo a uma relacao do tipo aA + bB — z.X.



2.4 Lei de acao das massas

Em quimica, a le: de acao das massas é um modelo matemdatico que explica e prediz

comportamentos de solugoes em equilibrio dinamico. Pode ser descrito com dois aspectos:

a) o aspecto do equilibrio, relacionado a composigao de uma mistura em reagdo em

equilibrio e

b) o aspecto cinético relacionado & equagdes de taxas para reagoes elementares ambos os
aspectos advém da pesquisa por Guldberg e Waage (1864-1879) na qual constantes
de equilibrio foram derivadas pelo uso de dados cinéticos e a equagao de taxa a qual

eles tinham proposto.

Guldberg e Waage também reconheceram que o equilibrio quimico é um processo no qual
as taxas de reacao de um sentido de reagao e seu inverso devem ser iguais. Tomada
como uma afirmacao sobre cinética, a lei estabelece que a taxa de uma reagao elementar
(uma reagao que procede somente através de um estado de transi¢ao, que é uma etapa de

mecanismo) é proporcional ao produto das concentragoes das moléculas participantes.

2.5 Diferencas Finitas

O método das diferencas finitas é um método de resolucao de equacoes diferenciais que
se baseia na aproximacao de derivadas por diferencas finitas. A féormula de aproximacao

obtém-se da série de Taylor da funcao derivada.

O operador de diferencas finitas para derivada pode ser obtido a partir da série de Taylor

para a funcao:

flz+h) = f(z) + f'(@)h+ o(h?)

portanto a derivada pode ser escrita como uma diferenca menos um termo de erro:

f’(]}) _ f($+hf)b_f(m) . 0_<h2>




ignorando o termo de erro tem-se a equagao em diferencas avancadas para a primeira

derivada de f definido como:

Tomando n = 2 na série de Taylor,

Fla+ ) = @) + F@h+ @)+ a(n)

e considerando —h, temos:
2

flo 1) = f(&) = F@h+ @) — o)

agora tomando a diferenca entre as duas ultimas equagoes,

flx+h)— f(z —h) =2nf'(x) +o(h?)

ignorando o erro e isolando f’(z), temos:

fle+h)— flz—h)

fia) = 5

definido como a equacao em diferencas centradas.



Capitulo 3

Modelo Enzimatico

3.1 Modelando a Reacao

Na maioria dos estudos de caracterizagao cinética das enzimas ¢ utilizada a hipdétese do

estado estacionario das espécies enzimaticas, proposta por Briggs e Haldane em 1925.

Em uma reacao enzimética bésica, temos um substrato S reagindo com uma enzima

E, formando um complexo SF,

k1
S+ Ek<:>SE (3.1)

em seguida, de forma mais lenta, o complexo S'E se rompe reaparecendo a enzima livre e

formando o produto da reacao P.

SE—ZE+P (3.2)

A segunda reagao (equagao 3.2) neste caso é mais lenta e limita a velocidade da trans-
formagcao do reagente em produto.

As constantes kq, k_1 e ky sdo as taxas da reagdo (ou constantes de velocidade) e a seta
dupla corresponde a reagoes reversiveis, enquanto que a seta simples indica que a reacao
se processa em um unico sentido. Aplica-se entao, a Lei de a¢do das massas, a qual afirma
que a taxa de reacao é proporcional as concentracoes de reagentes.

Nas equagoes diferencias, representaremos por s, e, ¢ e p as concentragoes [S], [E], [SE]

9



e [P], respectivamente, supondo que as mesmas estejam variando com o tempo.

Modelando as reagoes, teremos as variagoes do substrato, da enzima, do complexo e

do produto, respectivamente. Dai, temos para

a) Variagao do Substrato:
ds(t)
dt

= —kus(t)e(t) + k_ic(t) (3.3)

onde k; é negativo por que o substrato esta deixando a sua forma livre para juntar-se
a enzima (equagao 3.1) e k_; é positivo por que o complexo [SE] se rompe voltando

o substrato ao seu estagio inicial [S].

b) Variacao da Enzima:

= —kis(t)e(t) + (b_1 + ko)c(t) (3.4)

Neste caso a enzima aparece nas duas reagoes. Inicialmente ela reage com o subs trato
convertendo-se no complexo [SE], por isso k; é negativo, e em seguida reage nova-
mente voltando ao seu estagio inicial (equagao 3.1), o que justifica k_; ser positivo.
Na segunda reacao, o complexo [SE] se rompe, reaparecendo a enzima livre e o

produto [P], neste caso ks é positivo.

c) Variagao do Complezo:

= kys(t)e(t) — (k_y + ks)e(t) (3.5)

Nesta equacao ki é positivo por que o complexo estd sendo formado neste primeiro
momento (equagao 3.1), e k_; é negativo porque o complexo estd se rompendo e

voltando a forma inicial [E] + [S], e por conseqiiéncia ks também é negativo.

d) Variagao do Produto:

dp(t) _

Como o produto [P] sé aparece na segunda equagao com o rompimento do complexo

[SE], temos que ko é positivo pois o produto estd sendo formado.

10



3.2 Reducao do Sistema de Equacoes Diferenciais

As equagoes de movimento acima nao sao totalmente independentes. Como a equagao
(3.6) esta desacoplada das trés primeiras, e visto que pode ser integrada, ela nos fornecem
o produto p(t):

p() = ko /0 ()t

A priori, vamos trabalhar com as trés equacoes diferenciais:

ds(t)

= —his()e(t) + kac()

WW _ pys@elt) + (ks + k)e(t) (3.7)
dt

dil(tt) = kis(t)e(t) — (k1 + k2)c(t),

estabelecidas as condigoes inicias:
s(0) =s0;  e(0)=eo;  ¢(0)=0;  p(0)=0 (3.8)

As solugoes do sistema (3.7), que satisfazem as condigoes iniciais (3.8), fornecem as concen-
tragoes em funcao do tempo. Evidentemente, em qualquer problema de cinética quimica,
estamos envolvidos apenas com concentragoes positivas.

Observe também, que existe uma lei de conservagao para a soma da concentracao de en-
zimas e(t) com a concentracao dos complexos ¢(t) , pois adicionando-se as equagoes (3.4)

e a (3.5), teremos:

dz—(tt) + dfi—(tt) = [~kis(t)e(t) + (k1 + ko)e(t)] + [kis()e(t) — (k-1 + ka)c(t)]

%(e +e) = 0, (3.9)

onde iremos identificar e + ¢ como uma quantidade que se conserva. Note que esta

cons tante mantém-se igual ao seu valor inicial:

e(t) +c(t) = e0)+c(0) = e+0 = et)+ct) = e

e(t) = ey —c(t) (3.10)

Esse resultado, pode ser usado no sistema (3.7), reduzindo-o a apenas duas equagoes

diferenciais. Segue que,

11



a) da equagdo do Substrato:

as(t) _
5 —k1s(t)(eg — c(t)) + k_1c(t)
- d;(tt) = —kleos(t) + le(t)C(t) + k‘_lc(t)
= dz(;ﬁ) = —kiegs(t) + [kys(t) + k_1] - () (3.11)
b) da equagao da Enzima,
de(t)
e —kys(t)e(t) + (k—1 + k2)c(t)

substituindo (3.10), temos

W = —kis(t)[eo — c(t)] + (k—1 + ka)c(?)
— —di;tt) = —k’legs(t) + kls(t)c(t) + (k—l + kQ)C(t)
— dil(tt) = k1€08<t> — []{318(t) + k—l + k2] . C(t) (312)

c) da equagao do Complezo,

substituindo (3.10), temos

dil(tt) = kys(t)[eo — c(t)] — (k—1 + ka)c(t)
— dii(tt) = kiegs(t) — k1s(t)e(t) — (k_1 + ko)c(t)
— dfl—(tt) = kﬂioS(t) - [kls(t) + ]{371 + k2] ’ C<t> (313)

Observe que as equagdes (3.12) e (3.13) sdo iguais, reduzindo assim, o problema a duas
equacoes de movimento. Portanto as equacgoes 3.11 e 3.12 complementadas com condicoes

iniciais nos fornecem o sistema reduzido, o qual enunciamos na seguinte proposicao:

12



Proposicao 3.1 As equagoes que modelam as reagoes enzimdticas 3.1 e 3.2 sao descritas

pelo sequinte problema de valor inicial

Castt)

dt —kreos(t) + [kas(t) + k1] - c(t)

de(t)

= = kaeos(t) = [ks(t) + koo 4 kol - oft) (3.14)
s(0) = s

c0) =0

onde, s e ¢ sao as concentracoes do substrato e complexo respectivamente, k_1, ki e ko

sao as velocidades da reagdo. A concentrag¢ao da enzima e(t) é obtida por
e(t) = e(0) — c(t) = ey — c(t), (3.15)
e a concentracao do produto € calculada pela integral

p(t) = ko /Ot c(t)dt. (3.16)

3.3 Adimensionalizacao das Equacoes

E conveniente trabalhar estas equagoes como um sistema de equacgoes adimensionais. Para

isto, definiremos as escalas e funcgoes:

€o
(3.17)
ka
A= =
k1sg
k_y + ko
K = =/-
]{7180
€o
e = —
\ S0

13



As equagodes adimensionais sao descritas pela seguinte proposicao,

Proposicao 3.2 Com as funcgoes e escalas definidas em 3.17, o modelo da reagao en-

zimdtica na Proposicdo 3.1 se transforma no modelo adimensional da rea¢ao enzimdtica

(d
% = —u+(u+K—-Nv
dv
= - K
- Gl (3.18)
u(0) = 1
\ v(0) = 0

Prova

Tomando um tempo qualquer e em particular o tempo 7 e substituindo nas equagoes

(3.12) e (3.13), temos:

dz(;‘) = —kieos(T) + [k1s(T) + k_1]e(T) (3.19)
dif—) = kieos(T) — [k1s(T) + k_1 + k2]c(T) (3.20)
t
substituindo as condicoes
u(r) = %Z) = s(t) = sou(T)
o(t) = %Z) — ct) = epv(T)

nas equagoes (3.19) e (3.20), temos:

S0 dz;(;-) = —kyegsou(T) + [k1sou(T) + k_1]eov(7) (3.21)
€o dvd(g') = kiegsou(T) — [k1Sou(T) + k_1 + ko]equ(T) (3.22)

lembrando que T = kjeqt, segue que (Regra da Cadeia),

du(T) B du(T) d_7' _ du(T)
a  dr dt . g
dv(T) _du(r)dr dv(T)
@ T ar @ - Meys (3:23)

substituindo na equagao (3.21),

du(T)
dr

sokiep = —kieosou(T) + [k1sou(T) + k_1]eqv(T)

14



dividindo por sgkieg, temos

L — i) + ) + Lot
Note que,
]{771 -+ kg k’Q k,1
K — — f— fry
A k1so kiso  kiso
Entao,
dz;(:) = —u(r) + [u(7) + K — No(r) (3.24)

E na equacgao (3.22), substituindo (3.23), temos

dv(T
kw%% = kiegsou(T) — [k1sou(T) + k_1 + kolegv(T)

dividindo por sgkieg,

eo dv(T) k_q + ko
DT = () ulr) + ()
/{3_1 + kQ € ~
sendo K = TSO ec= S—O, entao:
gdz(:) = u(7) — [u(r) + K]o(r) (3.25)

Levando assim, o problema a duas equacoes adimensionais

3—2 = —u+ut+K—-ANv
53—: = u—[ut+ Kl (3.26)

Que serao complementadas pelas condigoes inicias:

s(0) = sou(0) = w(0)=1

c(0) = ew(0) = wv(0)=0 (3.27)
o qual prova a proposicao.
Note também que:
K—x="2124
k’lso

Observamos que se trata de um sistema de equacgoes diferenciais nao lineares que serao

resolvidas numericamente.
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Capitulo 4

Solucao Numérica

Trabalharemos agora com o sistema adimensional da Proposicao 3.2,

du

o = —u+ [K — Ao+ uv (4.1)
gj—: = u—Kv—uv (4.2)
w(0) = 1 (4.3)
v(0) = 0 (4.4)

onde temos os termos lineares —u + [K — AJv na equagao (4.1) e u + Kv na equagao (4.2)

e os termos nao lineares uv na equacao (4.1) e —uv na equagao (4.2).

Por compatibilidade, as equacoes 4.1 e 4.2 devem verificar as condigoes iniciais 4.3 e

4.4, isto é,
du(0)
= —u(0
dr w(0)
dv(0)
= u(0
c dr u(0)

portanto, como € é pequeno, a taxa de decaimento inicial da concentragao do substrato
é muito menor que a taxa de crescimento inicial da concentragao do complexo. Como
e(t) + ¢(t) é uma constante, a afirmacao anterior equivale a que a taxa de decaimento
inicial do substrato é muito menor que a taxa de decaimento inicial da enzima, a qual

é a caracteristica principal das reacoes enzimaticas. Isto explica a funcao do fator € na
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equacao 4.2.

E necesséario uma analise mais detalhada da constante € nas equagoes 4.1 e 4.2 para assim

escolher uma discretizagao adequada para este sistema. Na proxima se¢ao discutiremos o

sistema linearizado destas equacoes.

4.1 Analise Linear

Eliminando os termos nao lineares nas equacoes obtemos os sistema linear

d_u
dr
dv
c dr

= —u+[K - v

= u— Kv
o qual pode ser escrito em forma matricial

d U -1 K-\ U 1 U

o = 1 K ’ =

ar \ - - v v
5 €

Vamos calcular os autovalores da matriz A resolvendo a equagao caracteristica

det(A—01) =

—-1-60 K-2A , (K+e¢ 2K — \
1 K =0+ 0+
- 9 € €
3 £

Resolvendo para 6 obtém-se

K+e¢
2e

K+€iK_3€.

0 =—
2e 2e

1
+ 2_5\/(K_ 3¢)2 4+ 4e(\ — 2¢) = —

Os autovalores da matriz A sao:

%
|
N

0

82 ~ 1——.
Como ¢ é pequeno, verifica-se que:

61| < [0s].

=0.

(4.5)

(4.6)

Ou seja, a matriz A tem autovalores com amplitudes bastantes diferentes. Isto implica

a necessidade de optar por um método numérico que controle a diferenga entre ambos

autovalores.
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Para resolver numericamente este modelo propomos um esquema semi-implicito, onde
as derivadas sao avaliadas por um esquema central de segunda ordem, os termos lineares
sao avaliadas no tempo futuro 7,,,1, e os termos nao lineares no tempo presente 7,,, deste
modo controlamos os termos nao lineares e evitamos o ”aliasing”, isto é, a presenca de

altas frequéncias na solucao numérica o qual leva a instabilidade do sistema.

No método em diferencas centradas precisamos de duas condigoes iniciais, ja que ini-
cialmente s6 temos uma, usaremos diferencas avancadas para calcular a segunda. Na

proxima se¢ao geraremos a segunda condicao inicial usando diferencas avangadas.

4.2 Discretizacao em Diferencas Avancadas

Aplicando diferencas avancadas na derivada da equacao 4.1 e aplicando o método semi-

implicito descrito na secao anterior temos:

Upt1 — Up
% = —Upy1 + [K - )\]Un-l—l + UpUn
- Upi1l — Uy = —hupiy + h[K — Nop + hugo,
— Upt1 + A1 = uy + h[K — Mugys + huyv,

Colocando em evidéncia os termos em 7,1 resulta

(14 h)upy1 — h[K — Nvay 1 = uy, + hugyv, (4.7)

Aplicando diferencas avancadas na derivada da equacao 4.2 e aplicando o método semi-

implicito descrito na secao anterior temos:

Un+1 — Un
— 7 = Unp— Kv,41 — upvy,
— EVps1 — €V, = huyyr — hKv, 1 — hu,v,
— —htpi1 + evpi1 + hKvpy = v, — hu,v,

Colocando em evidéncia os termos em 7,1 resulta

—htpy1 + (6 + hK)v, g = ev, — huyo, (4.8)
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As equagdes (4.7) e (4.8) formam um sistema,

(1 4+ h)upy1 — h[K — Nvppr = uy + huyo,

—htupy + (e+ hK)v,yy = ev, — huyv,

Agora tomando n=0 para gerar u; e v, temos:

(1 + h)u1 — h[K — )\]Ul = ug+ hUOUO

—huy + (e + hK)vy = evg — hugvg

Reescrevendo na forma matricial,

(1 -+ h) —h[K — )\] Ul Ug + h/LLﬂ]o
—h e+ hK U1 EVy — hU1U0

E agora usando Regra de Cramer podemos aproximar a solucao de u; e vy.

Ug + hu1U0 —h[K — )\]
evg — hugvy €+ hK
(1+h) —h[K —

—h e+ hK

(1 + h) Ug + hUOUQ

—h EVy — hulvo
V1 = (410)
(14+h) —h[K — A

—h e+ hK

Com essas duas aproximacoes podemos usar diferencas centradas para calcular a solucao

do sistema de Equacgoes Diferencias.
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4.3 Discretizacao em Diferencas Centradas

Discretizando novamente, agora em diferencas centradas no método semi-implicito temos

da equagao (4.1),

Unp4+1 — Unp—1
2h
— Uprl — Up1 = —2hupyq + 20K — N, + 2hu,v,

= —Ups1 + [K — Ao + upv,

- Upi1 + 2htun1 = up_1 + 2R[K — Nvpg1 + 2hu,vy,.
Colocando em evidéncia os termos em 7,1 resulta

(14 2h)upi1 — 2h[K — Nvpp1 = up_1 + 2hu,vy,. (4.11)

Aplicando diferencas centradas e o método semi-implicito na equagdo (4.2) temos,

Up+1 — Up—1
E———F——— = Up4+1— KUnJrl — UpUp

2h
= EVpy1 — EVp1 = 2hupyy — 2hKv, — 2hu,vy,
— —2huy i1 + €V + 2hKv 1 = vy — 2hu,v,.

Colocando em evidéncia os termos em 7,1 resulta
—2hty 1 + (e + 2hK)v, 11 = ev,q — 2huy vy, (4.12)

formando um sistema discretizado,

(14 2h)upyq — 2h[K — AMvpyr = up_1 + 2hu,v,

—2htpy1 + (€ + 2R K) v = €vp_q — 2huyvy, (4.13)

o qual podera ser resolvido também usando a Regra de Cramer. Temos provado a seguinte

proposicao:

Proposicao 4.1 Aplicando o método semi-implicito ao modelo reduzido adimensional da

Proposicao 3.2 obtém-se o modelo discretizado:

14 2h) w1 — 20| K — Ao, = Up_1 + 2hu,v,
(14 20)ups — 20K ~Nons = i )
—2htp1 + (e+ 20 K)v1 = ev,_q — 2huyv,
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cuja solucao € determinada por

com condi¢coes iniciais,

Up—1 + 2hu,v, —2h[K — A
EUp_1 — 2hupv, €+ 2hK

Up+1 =

(142h) —2h[K — A
—2h £+ 20K

(1+2h) w1+ 2huyv,

—2h EUp_1 — 2hu,v,

Un4+1 =

(1+2h) —2h[K — )]
—2h e+ 2hK

uy = u(0)=1
vo = v(0)=0

uy + hugvg  —h[K — )]
EVy — hUOUO e+ hK

uy =

(I1+h) —h[K =\
—h e+ hK

(1 + h) Uy + hUO’UQ

—h vy — hugvg

V1 =

(1+h) —h[K =)
—h e+ hK

(4.15)

(4.16)

(4.17)
(4.18)

(4.19)

(4.20)

onde, h = A1 € o passo do tempo, u, = u(nh) e v, = v(nh) sao as varidveis avali-

adas em T, = nh.
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Capitulo 5

Resultados Numéricos

Implementamos o sistema reduzido de (4.9) no MATLAB. Precisamos inicializar as condigoes

iniciais e as constantes do sistema.

subs trato sg, enzima ey e complexo ¢

S0
€0
Co
e as constantes
K =
A =
6 fry

Para isto, consideramos as condigoes iniciais do

do sistema original:

= 2,52g/L
= 1,16g/L
= 0,00g/L
kit ke k4 ko
k‘lSO N 2, 52 - kl
ko ko
kiso 2,52k
eo 1,16
_— = — = 4
5~ 2.52 0,4603

Das quais obtem-se as condigoes iniciais do sistema reduzido:

Uo 1

0

Vo

Os parametros k1, k_1 e ko serao substituidos pela constante de Michaelis-Menten definida

como,

22



(5.1)

Segundo dados experimentais, escolhemos a constante de Michaelis-Menten como K, =
0,622¢g/L e ky = 1.
Observe que,

ki+k Ky

K = = 5.2
k1so S0 ( )

e se k_1 << ko, entao

ky K, 0,622

K= )\= — -
]{7180 S0 2,52

= 0, 2468. (5.3)

Dessa forma podemos aproximar K e A por K,,. Implementamos o modelo reduzido
adimensionalizado formado pelas equagoes 4.15 e 4.16 no Matlab, obtendo o substrato
e o complexo na forma adimensionalizada u(7) e v(7). A partir destas duas varidveis

determinamos a enzima na forma adimensionalizada.

Considerando as escalas 3.17 obtemos o substrato e o complexo s(t) e ¢(t) no modelo
reduzido 3.14, e a partir destas duas varidveis determinamos a enzima e(t) da equagao
3.15. Finalmente determinamos o produto p(t) da equagao 3.6:

dp(t)

7 = kgC(t)

Discretizamos esta equagao para sua implementacao no Matlab usando diferencas avancadas:

anrlh_ Pn _ k’gcn
da qual recuperamos p,, = p(nh) = p(nAt):
Pn+1 = Pn + k2hey,. (54)

O sistema reduzido 4.15 e 4.16 implementado no Matlab é descrito no seguinte algoritmo:

h =0.01;
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So = 2.52;

eo = 1.16:

Thso = 2.52:

Y%oeo = 0.41;

K,, = 0.622;

u(l) =1;

v(1) =0;

E= 60/80,

k2 = 1.

w(2) = det(Ju(l)+h*u(l)*v(1)0; Exv(l)—hxu(l)*xv(1)E+h* K,,])/det([1+h0; —hE +
hx Kp]);

v(2) = det([14+hu(l)+hxu(1)xv(l); —hExv(1)—hxu(1)xv(1)])/det([1+h0; —hE+h*xK,,));
for 1=2:1000

u(i + 1) =det([u(i — 1) + 2« hxu(i) *xv()0; Exv(i —1) —2x h*xu(i) xv(i)E + 2% h
Kp))/det([1 +2 % h0; =2 % hE + 2% h x K,;]);

v(i+1) =det([l+2xhu(i — 1) + 2% hxu(i) xv(i); =2« hExv(i — 1) — 2% h * u(i) *
v(i)])/det([1 + 2 % h0; =2 %« hE + 2 x h x K,,]);

end

for 1=1:1001

t(i)=(i—1)*h;

enz(i) = 1 —v(i)/(eo * eo);

subs(i) = u(i) * So;

compl(i) = v(1) * ep;

enzima(i) = eg — compl(i);

end

prod(1) = 0;

for i=1:1000

prod(i + 1) = prod(i) + k2 * h x compl(i);

end

plot(t,u, k=" t,v/k——"t,enz/k —".")

plot(t, subs, k=" t, compl, k — —' t,enzima, k — . t, prod, k')
plot(t, prod,' k—")
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Os resultados das simulagoes numéricas sao apresentadas nas Figuras 5.1 a 5.7. Dos
resultados numéricos descrevemos o comportamento do substrato, complexo e enzima
na forma reduzida adimensional e do substrato, complexo, enzima e produto na forma
original. Nos graficos, indicaremos o eixo das ordenadas como a quantidade inicial de

cada reagente e o eixo das abscissas sera o tempo.

a) Na Figura 5.1 sdo apresentadas as varidveis adimensionais u(7) (linha sélida), o com-
plexo v(7) (linha tracejada) e a enzima (linha trago-ponto). Observa-se que o subs-
trato u(7) inicia em 1 e decai rapidamente para zero. O complexo inicialmente
é zero, cresce até um maximo proximo de 0,5 e decai rapidamente para zero. A
enzima inicialmente é 1, decai até um minimo que coincide com o maximo do com-
plexo, e logo volta para o estado inicial conforme se consome o substrato e diminui

a formacgao do complexo.

1 T T T T T —— ———== _—
0.9 e |
\ L
' Phg
08" P _
\ ‘,,'
\ s
07F N 7 i
\ ’./
06 |
05F .
s .
/, >
~
04 f ~ _
~
1 N
<
! N
031 AN i
I ~
1 SMe
~
o2 S |
I \\\
N
1 .~
0.1 ~. 4
0 1 1 1 1 1 kol SN I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 5.1: Varidveis adimensionais: substrato (linha sélida), complexo (linha tracejada),

enzima (linha traco-ponto)
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b) Na Figura 5.2 recuperamos o grafico do substrato na sua forma original. Observe que
inicialmente o substrato é aproximadamente 2,5 (dado inicial) e no momento em
que a reacao inicia-se ele decai rapidamente para zero. Neste caso o substrato esta
sendo transformado todo em produto. O gréfico nos mostra como esta variando o

substrato ao decorrer da reagao.

Figura 5.2: Substrato (g/L)

c) O grafico da enzima (figura 5.3) é bastante interessante neste modelo, pois a enzima
possui uma propriedade de sempre voltar ao seu estado inicial apds a reacao. O
grafico nos mostra com clareza a aplicacao desta propriedade. Observe que inicial-
mente a enzima é aproximadamente 1.1, e apds iniciar a reacao ela comeca a decair
até o seu minimo e depois volta ao seu estado inicial. Esse decrescimento ocorre

porque, neste momento, a enzima deixa sua forma livre para reagir com o substrato.
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1.3 T T T T

1.2} .

Figura 5.3: Enzima (g/L)

d) A Figura 5.4 nos mostra o grafico de como esta variando o complexo no decorrer da
reacao. Observa-se que ele cresce mas logo em seguida decai para zero. Isso ocorre
porque o substrato, como vimos na figura 5.2, também decai para zero, portanto,
sem substrato nao tem como formar complexo e por isso, a medida que o substrato
tende a zero por consequéncia o complexo também tenderd a zero. Observa-se

também, que o complexo comega em zero e termina em zero.
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0.6

10

Figura 5.4: Complexo (g/L)

e) Enfim o produto, que era o nosso objetivo inicial, aparece no grafico (figura 5.5) de
forma crescente. Observe que o grafico do produto comporta-se de forma parecida
com o grafico do substrato, s6 que neste caso, de forma crescente. Isso explica o
significado da reacgao enzimatica, onde o objetivo é transformar o substrato em pro-
duto. Note que inicialmente o produto é zero e ao decorrer da reacao ele cresce até

atingir seu ponto maximo.
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Figura 5.5: Produto (g/L)

f) Na Figura 5.6 podemos ter uma visao mais geral de todas as componentes da reagao.
Mas, principalmente pode-se fazer a comparagao entre o substrato (linha sélida) e
produto (linha pontilhada). Observe que, quanto mais o substrato decresce mais o
produto cresce. Isso ocorre porque o substrato esta sendo transformado todo em
produto, até o momento em que nao se tem mais substrato para ser transformado,
nesse momento o produto para de crescer. Note também, que o complexo (linha
tracejada) depende diretamente do substrato. A partir do momento em que nao
se tem mais substrato nao serad possivel formar o complexo. Isso fica facil de ser

notado no grafico, quando, tanto o complexo quanto o substrato tendem a zero.
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Figura 5.6: Substrato (linha sélida), Complexo (linha tracejada), Enzima (linha trago-
ponto), Produto (linha pontilhada) em g/L

A vantagem de usar o sistema adimensionalizado é detectar se o sistema apresenta dife-
rentes escalas de variagao. No problema de reacao enzimatica temos um comportamento
interessante, a enzima acelera a reacao para formar o substrato a uma velocidade muito
maior que na auséncia dela. Assim, no modelo reduzido adimensionalizado observamos
a presencga do € como coeficiente da derivada do complexo v(7), indicando a presenca
de duas escalas temporais. Para testar esta hipotese vamos diminuir o valor de € e re-
alizar a simulacao do algoritmo no Matlab. O resultado é apresentado na Figura 5.7 com

e _ 041

S0 = 2,92, eg = 0,41 e portanto ¢ = =

= 75 = 0,1627, menor que o valor analisado
so 2,52 ’ ,

acima.

Observa-se que a enzima toma valores negativos, o qual nao é quimica nem fisicamente

possivel pois as concentracoes sao sempre positivas. Isto é um problema estritamente
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Figura 5.7: Varidveis adimensionais: substrato (linha sélida), complexo (linha-tracejada),

enzima (linha trago ponto)

numérico, pois o esquema proposto controla os termos nao lineares mas nao controla as
duas escalas de tempo presente. Assim o esquema numérico proposto funciona desde que
os valores de € nao sejam muito pequenos. Para resolver o problema de e precisamos
de outro tipo de métodos para controlar as duas escalas temporais, entre estes temos o

método two-timing ou método multistep ([4]).
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Consideracoes Finais

Neste Trabalho de Conclusao de Curso, foi descrito um esquema numeérico para resolver
as equagoes adimensionais da reagao enzimatica de Michaelis-Menten. Consideramos aqui
o problema linearizado e analisamos os autovalores deste sistema. E interessante observar
a presenca de dois autovalores com moédulos muito diferentes, o qual esta relacionado
ao comportamento da reacao enzimatica. Nas simulagoes numéricas observam-se veloci-
dades iniciais muito grandes na formacao do complexo até chegar a um méaximo e logo
uma diminuicao destas velocidades, associadas as duas escalas de tempo presentes no

modelo adimensionalizado.

O esquema numérico semi-implicito em diferencas finitas resolve as nao linearidades e
controla a formacao indesejada de altas frequéncias e resolve satisfatoriamente o proble ma
para valores moderados do parametro €. Para valores pequenos de € o esquema proposto

nao consegue acompanhar simultaneamente as duas escalas diferentes de tempo.
No futuro pretende-se resolver este problema controlando as duas escalas de tempo,

usan do métodos como o ”two-timing methods” e ” multi-step methods” ou propondo outros

métodos alternativos como tema de pesquisa.
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