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Resumo

Um teorema cléssico devido a Jordan-Chevalley afirma que “Se V' é um espaco vetorial
finitamente gerado sobre um corpo K e T : V — V um operador linear. Suponha que o

polinémio minimal m(z) de T se fatore como,
m(x) = P[*Py?- ... P*

sendo cada P; um polinémio monico irredutivel sobre K. Se W; = Nuc P/(T) = {v €

V. P'"(T)v = 0}, entdao W; é T-invariante,

V=W oW, o..oW,

pr

1

¢ o polinomio minimal da restricao de T" a W,”. Tendo em vista a sua importancia,
este resultado, tem naturalmente diversas formas ou técnicas de ser abordado. Mais
precisamente, o teorema titulo desta monografia é ferramenta essencial para representar
matricialmente um operador em blocos, para os operadores nao diagonalizaveis é con-
sequéncia imediata pensar no teorema em tela e tem como aplicacao fundamental a forma
canonica de Jordan e muitas outras aplicacoes de cunho tedrico. O objetivo desta mono-
grafia é apresentar teoria necessaria digo, defini¢oes e resultados, de forma que possamos
tratar do Teorema da Decomposicao Primaria como resultado central e algumas de suas

conseqiiéncias mais imediatas, ja citadas.

Palavras-chave: teorema da decomposicao primaria, operadores diagonalizaveis, invariancia,

decomposi¢ao em somas diretas, operadores nilpotentes, forma canonica de Jordan.



Abstract

A classic theorem due to Jordan-Chevalley asserts that "If V' is vector space finitely
generated over a field K and 7' : V —— V is linear operator, suppose the minimal

polynomial m(z) of T' can be factored such as,
m(x) = P[*Py?-...- P*

where each P; is a monic irreducible polynomial over K. If W; = Nuc P/"(T) ={ve V:
P (T)v = 0}, then W; is T-invariant

V=WeW,d..oW,;

and

P

(2

is the minimal polynomial of the restriction of 7" the W;”. Given its importance, this
result is by different ways or techniques addressed. More precisely, the theorem title of
this monograph is an essential tool to represent an operator in the block matrix form for
no diagonal operators is an immediate consequence think of the theorem on the screen
and its fundamental application the canonical form Jordan and many other applications
of theoretical. The purpose of this monograph is to present necessary theory say, defini-
tions and results, so we can deal with the Primary Decomposition Theorem as a result

and some of its central more immediate consequences, already quoted.

Keywords: Primary decomposition theorem, which are diagonal operators, invariance,

decomposition in direct sums, nilpotent operators, Jordan canonical form.
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1 Introducao

Antes de fazermos uma apresentacao de nosso trabalho capitulo a capitulo faremos aqui
um breve comentario percorrendo a linha histérica até chegarmos no tempo de Camile
Jordan e Claude Chevalley, como veremos responsaveis pelo teorema titulo deste trabalho.
Muitas das ferramentas bésicas de dlgebra linear, especialmente aquelas preocupadas com
a solucao de sistemas de equagoes lineares, data da Antiguidade. Veja, por exemplo, a
histéria da eliminagao de Gauss. Mas o estudo abstrato de vetores e espacos vetoriais
nao comeca até 1600. A origem de muitas destas idéias é discutida no artigo sobre os
determinantes. O método dos minimos quadrados, utilizado pela primeira vez por Gauss
na década de 1790, é uma aplicacao rapida e significativa das idéias de algebra linear. O
assunto comecou a tomar sua forma moderna em meados do século 19, que viu muitas
idéias e métodos de séculos anteriores generalizada como a algebra abstrata. Matrizes e
tensores foram introduzidas e bem compreendida por volta do século 20. O uso desses
objetos na relatividade espacial, estatistica e mecanica quantica contribui muito para es-
palhar o assunto da &lgebra linear, além da matematica pura. Quando Jordan estava
escrevendo a obra que o impulsionou como matemaético, teve o seu momento de vaidade
e resolveu mostrar a seus alunos de engenharia da Escola Politécnica e do College de
France que seria capaz de desenvolver algo que ninguém havia pensado antes, foi quando
comecou a escrever em plena sala de aula o que mais tarde seria a Forma Canonica de
Jordan. Em &lgebra linear, a forma Canonica de Jordan mostra que uma determinada
matriz M sobre um corpo K contendo os autovalores de M pode ser transformado em uma
certa forma normal, alterando a base. Esta forma normal é quase diagonal, no sentido de
que o seus Unicos nao zeros isto é entradas ficam na diagonal. Isto torna-se mais precisa
na decomposi¢ao Jordan-Chevalley, que é conhecida também como teorema da decom-
posicao primaria. Em matematica, a decomposicao Jordan-Chevalley, é em homenagem
a Camille Jordan e Claude Chevalley, também conhecido como decomposicao Primaria,
expressa um operador linear como a soma de suas parte semi-simples pendulares e suas
partes nilpotentes. A decomposi¢cao multiplicativa expressa um operador invertivel como
o produto de seu semi-simples pendulares e pecas unipotentes. A decomposicao é im-
portante no estudo de grupos algébricos. A decomposicao estd relacionada com a forma

Canonica de Jordan. Ennemond Marie Camille Jordan (5 de janeiro de 1838 - 22 de



janeiro de 1922), matemético francés nascido em La Croix-Rousse, na cidade de Lyon,
trabalhou em diferentes areas da Matematica, contribuindo para todos os topicos estuda-
dos ao seu tempo, e ganhou fama em toda a Europa ao demonstrar célebres problemas
de dalgebra. Seu trabalho na teoria de grupos realizadas entre 1860 e 1870 foi escrito no
livro Tratado sobre equagoes algébricas e substituigdes que ele publicou em 1870 (Traité
des substitutions et dés équations algébriques). Este tratado deu um estudo detalhado
da teoria de Galois, bem como proporcionou o primeiro livro de teoria de grupos. Por
este trabalho foi premiado com o Prémio Poncelet da Académie des Sciences. O tratado
contém o teorema da “ Forma Canonica de Jordan” para matrizes, e nao sobre os niimeros
complexos, mas ao longo de um campo finito. Ele parece nao ter tido conhecimento dos
resultados anteriores deste tipo de Weierstrass. Seu livro trouxe grupos de permutacao
em um papel central na matematica e até Burnside escreveu seu livro sobre teoria de
grupo quase 30 anos depois.

Este trabalho esta distribuido em oito capitulos sendo o primeiro uma introdugao histérica
e aqui gostariamos de frisar que fazendo esta pesquisa, para nossa surpresa, e inclusive de
nosso orientador, descobrimos que o Teorema da Decomposicao Primaria também
¢ conhecido como Teorema de Jordan-Chevaley, isto ¢, o mérito da prova deste re-
sultado nao sé é de Jordan, veja os comentarios acima. Além disso, ainda neste capitulo
introdutdrio que foi em parte construido com pesquisa feita pela internet, veja referéncia
[29] e também fazemos uma breve explanagao sobre os capitulos decorrentes. O segundo
capitulo que tem como titulo Operadores Diagonalizaveis foi escolhido para este tra-
balho pelo fato de nos levar naturalmente a pensar em outras formas para os operadores
que nao sao diagonalizaveis por exemplo, uma das aplicagoes do teorema da Decomposicao
Priméaria que é a Forma Canonica de Jordan que é, sem duvida o forte elo de ligagao ao
teorema titulo deste trabalho. Neste capitulo tratamos de definir o que é autovalor, au-
tovetor e um operador linear diagonalizavel e exibimos um método de como investigar se
existe uma base tal que este operador possa-se apresentar na forma diagonalizavel. Além
disso, definimos o polinomio caracteristico, o polindbmio minimal e dentre varios resultados
que enunciamos e provamos ressaltamos a prova do principal resultado deste capitulo que
é¢ o Teorema de Cayley-Hamilton. Aqui enfatizamos a forma como abordamos a prova
deste resultado cujo mérito se da as discussoes feitas no Verao UNICAMP 2010

ministrado pelo Prof.° Dr.° Osvaldo Roci onde nosso orientador esteve como aluno e como

10



consegiiéncia das notas de aula deste curso tem-se a prova aqui apresentada. Algumas
consegiliéncias importantes que servirao de auxilio para determinar as possiveis formas de
Jordan também sao enunciadas e provadas. Reservamos o final deste capitulo para apre-
sentarmos quatro exemplos para esclarecer e chamar atencao de detalhes tedricos vistos
no inicio, como por exemplo: mesmo o polinomio caracteristico tendo todas as suas raizes
no corpo estabelecido pode nao ter uma base formada por autovetores, ou seja, pode nao
ser diagonalizavel o que mostra ser um defeito do operador. Um fato importante de se
ressaltar, é que este capitulo tem uma séria influéncia do livro referéncia [9] e da notas
de aula do Verao UNICAMP 2010. O terceiro capitulo que tem como titulo Invariancia
definimos os espacos T-invariantes que tem um papel essencial para a decomposi¢ao de um
operador em espagos de menor dimensao com a propriedade de que todo elemento deste
novo espago ainda pertence a ele. E o grande trunfo deste topico é dar-nos uma ferramenta
para podermos representar a matriz de um operador em blocos. Isto fatalmente torna
mais simples a investigacao das particularidades que os operadores apresentam. O quarto
capitulo cujo titulo é Decomposicoes em Somas Diretas Invariantes é posto aqui
para complementar e usar a idéia dos subespagos T-invariantes apresentados no terceiro
capitulo. Como exibiremos a seguir a restricao deste operador ao subespaco T-invariante
ainda é um operador linear e um dos maiores ganhos é o fato de podermos escrever a
matriz de T" usando blocos das matrizes destas restricoes que tem uma caracteristica toda
especial como veremos isso reduz todo trabalho de investigacao da matriz do operador T'
para as matrizes das restricoes deste operador a estes subespagos T-invariantes. O quinto
capitulo que é o foco desta monografia tem o titulo de Teorema da Decomposicao
Primaria ou Teorema de Jordan-Chevalley. A escolha deste teorema para este tra-
balho se da muito por influéncia de nosso orientador, mas também se d& pelo fato de
quando estavamos investigando na internet, artigos,comentarios, livros, revistas sobre o
teorema titulo desta monografia sao de certa forma raros. J& sobre a forma canodnica de
Jordan sao muitos os artigos,comentarios, livros e revistas e comparando com o ntimero
de artigos sobre o Teorema de Jordan-Chevalley a diferenca é muito grande. Desta
maneira torna-se de uma certa forma complicado para nds académicos interessados pelo
tema fazer uma busca mais aprofundada. O interessante é que o principal teo-
rema responsavel pela demonstracao da forma de Jordan é o teorema da decomposicao

primaria. Como veremos ao longo desta monografia ao estudar e provar as afirmagoes
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feitas no teorema em epigrafe damos o primeiro passo para obter-se uma forma canonica.
Segundo Hamilton Prado Bueno o teorema central desta monografia é focu no estudo da

algebra linear, veja em seu livro referéncia [6] que cita,

“...apresentamos os resultados mais importantes sobre operadores
definidos em espagos arbitrarios de dimensao finita: O Teorema Es-
pectral e a decomposi¢ao primaria, a forma canonica de Jordan e
a decomposi¢ao racional.(Bueno, Hamilton Prado, algebra linear Um
segundo curso, pagina 114 )”.

Outro detalhe importante é a linha que seguimos para a prova do teorema titulo
desta monografia que é a chamada de “tradicional”, segundo Hamilton Prado Bueno em
seu livro referéncia [6] pagina 247. Caso os leitores deste trabalho tenham interesse em
ver outras formas de demonstracoes vejam referéncias [16] e [17], ou mesmo em [6] nas
paginas 122 e 123. Dividimos a prova do Teorema da Decomposicao Priméria em trés
partes dois lemas e a prova central, isto pelo fato da demonstragao ser muito longa e
nao muito trivial. Aqui queremos deixar claro que estamos de acordo com as notas de
aula do verao UNICAMP 2010 e referéncia [23] e acreditamos também que desta forma
tornamos a leitura mais agradavel . Ressalto que esta mesma linha foi seguida no verao
UNICAMP 2010. Ja para o capitulo seis reservamos trés aplicacoes bastante interessantes.
A primeira com o titulo de representagao matricial em blocos por meio do T.D.P.
e as outras duas com o titulo Aplicacao do Teorema da Decomposicao Primaria
para operadores diagonalizaveis. No capitulo sete incluimos um breve apanhado so-
bre operadores nilpotentes no intuito de utilizarmos na principal aplicagao do T.D.P. que
encontra-se no capitulo oito que é a forma canonica de Jordan. Ressaltamos que demos
nossa contribuicao neste capitulo com pequenos comentéarios e ajustes que julgamos
necessarios. Mas a prova do principal teorema do capitulo em epigrafe é como esta no livro
referéncia [24]. E como ja revelamos, no capitulo oito faremos a prova do conhecido como
teorema de Jordan que estd enunciado como na referéncia [24]. Dentre outros detalhes
provados iremos mostrar que num sentido amplo todo o operador tem a forma canodnica
de Jordan. Reservamos ainda neste capitulo trés aplicagoes, totalmente originais, co-
mentadas para esclarecer as hipdteses e tese do teorema central deste capitulo. Por fim no
capitulo nove fazemos nossas consideracoes finais. Agora passaremos ao inicio do trabalho

matematico propriamente dito com o proximo capitulo.
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2 Operadores Diagonalizaveis

Iniciaremos ponderando que um operador linear é uma transformagao linear 7' : V. — V|
sendo V' um espago vetorial sobre um corpo K (isto é, com seu dominio e contradominio
iguais). Se dimxV = n e B é uma base de V, entdo a matriz [T]|g, que para nés serd a
matriz do operador T na base B, pertencente a M, (K). Sabemos dos estudos da algebra
linear mais elementar que muitas informagoes sobre 7" podem ser conseguidas a partir de
célculos sobre [T]p. Desta forma para se obter informagoes sobre T a partir de [Tp, é
conveniente entao que a matriz [T|p seja a mais simples possivel. Em outras palavras,
procuramos uma base B de V tal que certas informacoes sobre T" possam ser facilmente
obtidas a partir de [T]p.

Observamos inicialmente que se [T]p for uma matriz diagonal, entao informagdes sobre o
Ntcleo de T e o seu posto podem ser muito facilmente obtidas. Este sera o nosso primeiro
passo como motivacao para provarmos o principal resultado deste trabalho “O Teorema
da Decomposicao Primaria”. Em seguida, deduziremos a principal aplicacao deste
teorema a Forma Canonica de Jordan. Logo a grande motivacao dentre outras existentes
para a conjectura e prova do importante teorema titulo deste trabalho é o de procurar
condigbes sobre T' para que exista uma base B de tal forma que [T]p seja diagonal e
na sua impossibilidade analisaremos a chamada forma de Jordan. Cabe ressaltar que
existem outras formas canonicas que nao serao tratadas neste trabalho. Ao longo destes
manuscritos, K denotard um corpo qualquer e 7' : V' — V serd um operador linear onde

V é um K -espaco vetorial de dimensao n > 1.

Definicao 2.1 Considerem T : V. — V' um operador linear e suponha que exista uma

base B = {vy,...,v,} de V tal que a matriz [T|g tenha a forma diagonal, isto €, tal que

M O - 0

0 A --- 0
Tp =

0 0 - A\,

com \; € K parai =1,....,n. Da defini¢io de [T|p, teremos entao que T(v;) = \v; para
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1 =1,...,n, isto €, a imagem de qualquer vetor da base B porT" é um mailtiplo deste vetor.

Veremos que elementos com esta propriedade serao importantes em nosso estudo.

Definicao 2.2 Considere T': V. — V um operador linear.

(1) Um autovalor de T' € um elemento A € K tal que eziste um vetor nao nulo v € V- com
T(v) = Av.

(i1) Se A € um autovalor de T, entao todo vetor nao nulo v € V' tal que T(v) = v €
chamado de autovetor de T associado a . Denotaremos por Autr(\) o subespago de V
gerado por todos os autovetores associados a .

(111) Suponha que dimgV =n < co. Dizemos que T € diagonalizdvel se existir uma base
B tal que [T)p € diagonal, o que é equivalente a dizer que eriste uma base formada por

autovetores de T'.

Observacao.

(i) Considere T : V' — V um operador linear nao injetor. Entao 0 é um autovalor de 7.
De fato, como T' nao é injetor, existe um vetor nao nulo v em Nuc T. Dai T'(v) =0 = 0-v,
como queriamos.

(ii) E claro que existem operadores lineares que nao possuem autovalores. Considere,
por exemplo, T : R* — R? dado por T(z,y) = (—y,z). Deixamos a cargo do leitor a
verificacao de que T nao possui autovalores. Na realidade, seguira facilmente de nossas
consideragoes abaixo que todo operador T' € L(V, V') onde V' é um C -espago vetorial de

dimensao finita possui autovetores.

Considere T : V. — V um operador linear onde V é um K -espago vetorial de
dimensao finita. Iremos discutir agora um método para descobrirmos todos os seus au-
tovetores, caso os tenha.

Se A € K for um autovalor de T', entao existe v diferente do vetor nulo, tal que T'(v) = Av,
o que é equivalente a dizer que (AMd — T)(v) = 0, onde Id : V — V ¢ a transformacao

identidade em V. Segue entao que

A é um autovalor de T' <= Nuc(Ad — T) # {0}.

14



Teorema 2.1 As sequintes afirmacoes sao equivalentes.

(i) A é um autovalor de T’
(ii) 7' — Al é um operador linear nao injetivo
(iii) det(T'— M) =0

Prova (i) < (i)

Se \ é autovalor de T, entao existe v nao nulo, tal que

Tv=M< (M—-Tv)=0& (M —T)v =0« Nuc(A\ —T) # {0}
é nao injetiva.
(i) < (i)

Se T'— Al ¢é nao injetiva, entao T' — A é nao inversivel, o que implica
d@t[T — )\[]B = 0.

Observe que [T'— A|p é a matriz do operador 7' — AI em uma base qualquer.
Se detT — A = 0 < det[T — Mg = 0 < existe v € V com v nao nulo, tal que,
[T —Mpvlp=0 (T'=X)v=0<Tv— X v=0<« Tv = Av, e desta forma, X é

um autovalor associado ao autovetor v.

Esta relacao acima nos da uma idéia de como poderemos achar os autovalores de um
dado operador T'. Considere C' uma base de V. Observe que [z Id — T]¢ é uma matriz
onde, na diagonal principal, aparecem polindmios monicos de grau um com coeficiente em
K e elemento de K nas outras posigoes.

Portanto, det ([x Id — T)¢) é um polinomio monico de grau n sobre K.
A equivaléncia pode ser reescrita como

A é um autovalor de 7' <= X é uma raiz de det ([x Id —T|¢).

Neste ponto, poderiamos nos perguntar se o polinomio em questao depende necessaria-

mente da base C' escolhida ou se é de fato um invariante de T'. Na realidade, ele independe
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da escolha da base, como veremos a seguir. Considerem C e C’ duas bases de V. Logo
existe uma matriz invertivel P tal que [T], = P7![T]~ P (em outras palavras, as matrizes
[T). e [T]. sdo semelhantes). Dai, se indicarmos por Id, a matriz identidade de M, (K),

teremos

det([xId —T).) = det(z1d, — [T].) =
= det(zP~'Id,P — P~ T]|.P) =

= det(P~Y(zId, — [T)|«)P) =

= det(P~Y)det(zId, — [T))det(P) =
=det(zld, — [T)y) = det([xld — T)).

(lembre que det(P~1)det(P) = 1).
Assim, det([xId — T).) é uma invariante de 7', ndo dependendo da base C' escolhida isto

justifica as defini¢oes da préxima sec¢ao.

2.1 O Polinomio Caracteristico e o Polinomio Minimal

Definiremos abaixo dois polinomios relacionados a uma transformacao linear T', a saber
o polinomio caracteristico e o polindbmio minimal que juntos servirao dentre outras coisas

para determinar as possiveis Formas Canonicas de Jordan.

Defini¢ao 2.3 Considerem V um K-espago vetorial de dimensdo finita, T € L(V,V) um
operador linear e C' uma base de V. Chamamos o polinomio det([xId—T).) de polinémio

caracteristico de T' e o denotamos por P(x).

Agora vamos considerar 7' : V. — V um operador linear e M(T) = {g(z) €
K[z]; g(T") = 0}, sendo K|z] o conjunto dos polindémios com entradas em K. Daremos
mais adiante uma justificativa de que este conjunto M (T') é nao vazio, pois o polinémio
caracteristico pertence a M(7T') devido a um resultado que mostraremos logo a seguir in-
titulado por Teorema de Cayley-Hamilton.

Agora de posse da definigao do conjunto M (T") iremos definir o polinémio minimal.
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Defini¢ao 2.4 Dado que M(T) # {0}. Seja m(x) o polinémio maonico de menor grau
em M(T), tal que, M(T) € subespago de K(x) e M(T) =< m(z) >.

Definigao 2.5 O tnico polinémio monico m(x) que gera M(T') é definido como polinémio

mainimal.

Exemplo 2.1 Vamos considerar o operador
T:R3 — R3
(z,y,2) = T(z,y,2) = (x +y,2y,y + 2)
A matriz deste operador com relag¢io a base candnica B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} € :

110
Tls=10 0 0
01 1

Dai, o seu polinomio caracteristico é dado por P(x) = det(xld — [T)g) = (x — 1)*(x — 2).

Ja o seu polinémio minimal € o inico polinémio monico que gera M(T), entao

m(z) = (z —1)(x —2).

2.2 O Teorema de Cayley-Hamilton

Vamos olhar melhor as relagoes entre os dois polinomios citados na se¢ao anterior. Ire-
mos mostrar inicialmente que o polinémio caracteristico se anula em 7' (O Teorema de
Cayley-Hamilton) e, portanto, o minimal é um divisor do caracteristico. Também , iremos
mostrar que eles possuem as mesmas raizes. Estes dois resultados combinados serao uteis
na determinacao das formas de Jordan. Comecaremos inicialmente provando o chamado

Teorema de Cayley-Hamilton.

Teorema de Cayley-Hamilton

Teorema 2.2 Considere 7' : V' — V um operador linear sobre um espaco vetorial V'
finitamente gerado e P(x) o polindmio caracteristico de T. Entao P(T) é o operador

linear nulo de V.

Prova. Considerem B = {vy,vs,...,v,} uma base de V., A =[T]|p e B = [\ — Alp.

Entao P()\) = detB é o polindémio caracteristico de T'. Queremos mostrar que  P(T)v =
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0, para todo v € V. Mas sera suficiente mostrar que isso ocorre em qualquer v; € B, isto
é, P(T)v; =0. Tomemos A = (a;;) e B = (b;;). Dali,

TUj: E aijvz-

i=1
€ que
i=1

Entao

Z (SijT’Ui — Z CLZ'J"Ui =0

=1 i=1
(].) Z(&]T - a,-j])vi =0.

i=1

Mas, bij = 513)\ — Q45 € dai

le(T> = 5Z]T — aij[

e temos que

bij (,I‘)UZ = (52]T — CLZ']‘])UZ'

e substituindo em (1), tem - se;

Mas,
BB = (ci;) = detBI

Cik = Z bij’gjk = 5UdetB
=1

sendo B = (ij) ¢ a adjunta classica. Entao

bjk Z sz(T)’UZ =0
=1

e somando em j temos,

zn: zn: szgjk(T>Uz =0« zn: CikU; = zn: 5ijd€tBUi =0
i=1 j=1 =1 i=1

detBv; = 0 < detBv =0

Agora mostraremos a relacao das raizes dos polinomios caracteristico e minimal.

Comecamos com a seguinte proposicao.
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Proposicao 2.1 O polinomio minimal m(x) divide o polindmio caracteristico P(x).

Prova. Tomemos (1) P(z) = q(x)m(z) + r(z), com r(z) = 0 ou dr(x) < dm(x),
sendo Or(z) e Om(x) significam respectivamente os graus dos polinémios r(z) e m(x),
para ¢(x),r(z) € K[z].

Agora, vamos aplicar 7" em (1) e teremos

e entao para todo v € V' temos que
P(T)yv=qT)ym(T)v+r(T)v

e como P(T)v = 0, pelo Teorema Cayley Hamilton e temos que m(7T)v = 0 para todo
v € V. Dal, r(T)v = 0, para todo v € V, entao r(T) = 0. Agora observe que se
or(z) < dm(x), terfamos um polindémio que anula - se em T, para todo v € V' e com grau
menor que o de m(x). Mas isto contradiz o minimal de m(z) em M(T). Logo r(x) = 0.
Observagao. Se ¢ é um autovalor do operador linear T': V — V| g(z) € K[z] e v é

autovetor associado a ¢ entao

De fato, considere
() = ana™ + ap_ 12"+ .+ agr® + a1+ ag
Dali, observe que
9T = (a, T" + an 1 T" " + .+ aaT? + a, T + agT)v

= a,T"v + ap_ 1T 0+ ... + asT?0 + a, T v + T
o n n—1 2 1 0
= a,C U+ ap_1C° U+ ...+ asc’v+ a;c v+ agc’v
= (A" + Qp1 " 4 anc® 4 arct + apc®)v

= g(c)v.
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Teorema 2.3 O polinomio minimal m(x) e o polindmio caracteristico P(x) do operador
T:V—V
possuem as mesmas raizes.

Prova. Como m(z) divide P(z), entao toda raiz de m(x) é raiz de P(x). Agora
tomamos ¢ como uma raiz de P(z) entdo ¢ é um autovalor de 7', isto é, existe v # 0, tal

que, T'v = cv. Entao pelo resultado acima
m(T)v =m(c)v = 0.

Pois, m(T)v = 0. Dai, m(c) = 0, para todo v nao nulo, entdao m(c) = 0, isto é, ¢ é raiz de
Segue da discussao acima que os autovalores de T', caso existam, serao as raizes de seu
polinomio caracteristico.
Observacao. Considere V' um C-espaco vetorial de dimensao n > 1 e seja 1" em
L(V,V). Como C é um corpo algebricamente fechado, o polinémio caracteristico de T
serd da forma

P(z)=(z—X)™... (x—=X\)"

Com Aq, ..., Ay, € C e r; > 1. Portanto, existirao autovalores para 7.

Agora vamos exibir quatro exemplos no intuito também de mostrar que nem sempre

é possivel encontrar uma base de autovetores.

Exemplo 2.2 (a) Considere
T:R* — R’

(ZL’,y) - T(l’,y) = (_y7I>‘

Se C'={(1,0),(0,1)} € a base candnica de R? sobre R, entdo

Também,



Como P(x) = 22 + 1 ndo tem raizes reais, seque que T nao possui autovalores.
(b) Considere agora
T:C?* — C?
(z,y) — T(z,y) = (—y,2).
Efdcz’l ver que o polindmio caracteristico P(x) = x? + 1 é 0o mesmo que o do item
(a). Mais aqui, como estamos considerando C? como espago vetorial sobre C, entdo

P(z) = (z —i)(x +1) e os valores i e —i sao autovalores de T'. Considere C' a base

canonica de C? sobre C. Como

[Zldg - T]c - ) - =

1 x 0
-1 Y 0
Com isso, Autr(i) = [(i,1)]. De forma andloga, teremos, Autr(—i) = [(i,—1)].

Observe que B = {(i,1), (i, —1)} ¢é uma base de C? sobre C e, nesta base, T tem a

sua forma diagonal

v 0
[T =
0 —1
(c) Considere T : R® — R3, tal que
2 2 -1
Tle=11 0 1
2 =2 3
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sendo C' é uma base de R? sobre R. Como vimos

r—2 =2 1
P(z) = det -1 z -1
-2 2 z-3

Um cdlculo simples leva-nos a P(x) = (x — 1)(x — 2)? e, portanto, os autovalores
de T sao 1 e 2. Vamos calcular Autr(1) e Autr(2). Pelo visto acima, Autr(l) =
Nuc(Ids —T). Como

-1 -2 1
-2 2 =2

Seque que (x,y,z) € Autr(1) se, e somente se,

-1 -2 1 T 0
-1 1 -1 y | =10
-2 2 =2 z 0

Resolvendo este sistema, chegamos a Autr(1l) = [(1,—2,—-3)]. Uma conta andloga
mostra-nos que Autr(2) = [(0,1,2)]. Como os autovetores de T sdo ou mailtiplos
de (1,—2,3) ou maltiplos de (0,1,2), concluimos que nao pode existir uma base de
R3 formada por autovetores de T. Este exemplo mostra-nos que, apesar de P(x) ter
todas as suas raizes em R, nao existe uma base de autovetores de T'. De qualquer

maneira, observe que {(1,—2,—3),(0,1,2)} € linearmente independente.

(d) Considere T : R? — R?, tal que

1 2 -1
Tl.=1] -2 -3 1
2 2 -2

sendo C' é uma base qualquer de R3. Fazendo-se os cdlculos, teremos que P(x) =
(x 4+ 1)%(x +2), Autr(—1) = [(1,0,2),(0,1,2)] e Auty(—2) = [(1,—1,1)]. Obsevre
que B ={(1,0,2),(0,1,2),(1,—1,1)} € um conjunto linearmente independente em

R3 com 3 elementos e, portanto, é uma base. Além disso, os seus elementos sao
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todos autovetores. Nao € dificil verificar que

Logo, T' é diagonalizdvel.
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3 Invariancia

Quanto menor é a dimensao do espago V', mais facil é estudar operadores lineares 7' :
V — V (isto é especialmente verdadeiro quando dimV = 1 ou dimV é 2.). Por isso,
quando se tem um operador 7" : V' — V' ¢é natural que se tente, de alguma maneira,
“ decompo-lo "em operadores definidos em subespacos de dimensoes menores. O passo
inicial nessa busca ¢ a nocao de subespagos invariante por um operador, que estudaremos

nesta secao.

Definicao 3.1 Considere T : V. — V' um operador linear. Diz-se que um subespaco W
de V' ¢ invariante sob T, ou T-invariante, se T transforma W em si mesmo, isto €, se
v € W implica T(v) € W. Neste caso, T restrito a W define um operador linear em W ;
isto ¢, T induz um operador linear T : W — W definido por f(w) = T(w) para todo
weW.

Exemplo 3.1 Considere T : V. — V um operador linear sendo V um K —espago veto-
rial.

(a) Os subespagos Nucl e ImT sao T—invariantes.

(b) Se A for um autovalor de T, entdo Autp(\) é um subespago T—invariante de V. Pois,

se v € Autp(N), entao T'(v) = Mv € Autr(N).

Exemplo 3.2 Considere T : R*> — R? o operador linear que gira cada vetor em relagdo

ao eixo dos z de um angulo 0:
T(x,y,z) = (xcost —ysenb, x send + ycosb, z)

Sendo W o plano (xy), observe que cada vetor w = (a,b,0) € W, permanece em W sob
a transformacao T, isto €, W ¢é T-invariante. Observe também que o eixzo dos z, U é
invariante sob T. Além disso, a restricao de T a W gira cada vetor em relagao a origem

O, e a restricio de T a U € transformada identidade em U.

Além disso, pode-se ver que esses sao 0s unicos subespagos invariantes nao triviais de T’

Exemplo 3.3 Autovetores nao-nulos de um operador linear T : V. —— V podem ser

caracterizados como geradores de subespacos unidimensionais T-invariantes. De fato,
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suponha que T'(v) = Av,com v nao nulo. Entao, W = {kv,k € K}, o subespago unidi-

mensional gerado por v, € invariante sob T, porque
T(kv) = kT(v) = k(Av) = kv e W

Reciprocamente, suponha que dimU =1 e u nao nulo, gera U e que U ¢é invariante sob T'.
Entao, T'(u) € U; logo, T(u) € miltiplo de w, isto é, T'(u) = pu. Portanto, u a autovetor

de T', pertencente a .

O teorema seguinte dd-nos uma classe importante de subespacos invariantes.

Teorema 3.1 Considere T : V. — V um operador linear e seja f(t) um polindmio.

Entao, o nicleo de f(T) € invariante sob T.

Prova.

Suponhamos que v € Nucf(T), isto é, f(T)(v) = 0. Precisamos mostrar que T'(v)
também pertence ao nicleo de f(T), isto é, f(T)(T'(v)) = 0. Como f(t)t = tf(t), temos
FT)T = THT). Assim f(T)T(v) = T((T))(v) = T(F(T)(v)) = T(0) = (0) = 0, como
se deseja.

A nocao de invariancia esta relacionada a representacoes matriciais em blocos como

Veremos a seguir.

Teorema 3.2 Considerem que W € um subespaco invariante do operadorT :V — V e
Tz B
0o C

B uma base de W. Entao, T tem uma representacao matricial em blocos

, sendo [f]B a representacao matricial da restricao de T a W.

Prova. Tomando uma base B = {wy,...,w,} de W e completando esta base a uma

base D = {wy, ..., w,, vy, ...,v5} de V. Temos,

~
g

I
=

(wy) = apwy + ... + ajpw, + 0vy + ... + Ovg

~

§
I
=

(wQ) = an Wy + ... + ag,w, + 0vy + ... + Ov,

~)

(w,) = T(w,) = apwy + .. + apw, + 0vy + ... + 0v,
T(v1) = byywy + ... + byw, + 1101 + ... + 1505
T'(vg) = boywy + ... + bopw, + €101 + ... + Cos
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T(vs) = bsywy + ... + bgpw, + c01 + ... + o505

Mas a matriz de T" na base D é a transposta da matriz dos coeficientes no sistema de

Tz B .
equagoes ja apresentado. Logo, ela tem a forma d , onde [T|p é a transposta

0o C

da matriz dos coeficientes para o subsistema ébvio. Pelo mesmo argumento, [T é a

matriz de 7' em relacao a base B de W.
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4 Decomposicoes em Somas Diretas Invariantes

Iremos neste capitulo apresentar as idéias fundamentais para que um operador linear T’
sobre um espago vetorial V' de dimensao finita possa ser escrito como soma de operadores
mais simples. Para tal vamos definir e mostrar resultados no intuito de decompor o
espaco V' de dimensao finita como a soma de subespagos T-invariantes de V. Tudo isto
. L, s
para “esmiucar o operador 7" para ver como ele funciona”. Passamos agora as idéias

essenciais de que necessitamos.

Definicao 4.1 Um espaco vetorial V ¢ denominado soma direta de seus subespacos
Wi, ..., W,., e escrito como

V=wao.. oW,

se todo o vetor v € V pode ser escrito de maneira unica na forma
v=w; +ws+..+w, com w; €W;.

Agora vamos definir o que é uma decomposicao em soma direta de subespacos T-invariantes

de V.

Definicao 4.2 Considerem que T : 'V — V' € linear. V é a soma direta de subespacos

T-invariantes (nao-nulos) Wy, ..., W, se, e somente se,
Vle@@WT com T(Wl) CVVi,T::L...,’I“

Considere T; a restricao de T a W;. entdo, diz-se que T' é decomponivel nos operadores

T; ou que T € a soma direta dos T; e escreve-se,
T:Tl@@TT

Também se diz que os subespacos Wy, ..., W, reduzem T ou formam uma decomposi¢ao em

soma direta T-invariante de V.
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Agora vamos enunciar e provar um teorema de grande utilidade.
Teorema 4.1 Considerem W1, ..., W, subespacos de V e que

{w117 "'7w1n1}7 ) {wrb "'7wrn,«}

sao bases de Wy, ..., W,., respectivamente. Entao, V ¢é soma direta dos W; se, e somente
se, a uniao

{w117 coey Wingy --v5 Wr, "'7wrnr}

€ uma base de V.

Prova. Suponhamos que B é base de V. Entao, para qualquerv € V', v = ajywy1+...+
Aip, Wip, +... F A Wr1 +... Ay, Wi, = W1t W2 +...+W;, sendo w; = A Wi+ .o+ Qi Wi, €
W;. Mostraremos, a seguir, que tal soma ¢ unica.

Suponhamos que

v=w]+wy,+..+w., sendo w,e W,

Como {w1, ..., Wi, } é base de Wy, w} = bjywi1 + ... + bin, Wiy, ; logo,
v = bnwn + ...+ blmwlm + ...+ brlwrl + ...+ bmrwmr.

Como B ¢ base de V, a;; = b;;, para cada i e cada j. Portanto, w; = wj; logo, a soma

(Rl
para v € unica. De acordo com isso V' ¢é a soma direta dos W;.

Reciprocamente, suponha que V' é a soma direta dos W;. Entao, para calcularv € V, v =
wy + ... + w,, sendo w; € W;. Como {w;;,} é a base de W;, cada w; é combinacao linear

dos w;;,; logo v é combinacao linear dos elementos de B. Assim, B gera v. Mostraremos,

agora, que B ¢ linearmente independente, suponha que
awiy + ... + A1n; Win,g + ...+ A Wp + ...+ Aprp, Wrn, = 0.

Note que ajwi1 + ... + Gin, Win;, € W;. Também temos que 0 =0+ ... +0, sendo 0 W,.

Como tal soma ¢é tnica para 0,
anWi1 + ... + Qin, Win, =0 para +=1,...,r.

A independéncia da base {w;j;, } implica que todos os a's sao 0. Assim, B ¢ linearmente

independente e, portanto, é base de V.
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Exemplo 4.1 Vamos considerar o caso especial em que dois subespacos Wy e Wy for-
mam uma decomposicao em soma direta T-invariante de V do operador T : 'V — V,
sendo, dimWy = 2 e dimWy = 3, e suponhamos que By = {uj,us} e By = {vy,v9,v3}
sao bases de Wi e Wy, respectivamente. Se T} e Ty denotam restricoes de T' a Wi e W,

respectivamente, entao:

To(v1) = bi1v1 + bigve + bi3vs
Ti(u1) = a11ur + arpus

T5(ve) = ba1v1 + baava + basvs
T (ug) = a1 us + agaug

To(v3) = bs1v1 + bsava + bss3vs

Portanto,

a12 Aa22

bir ba1 ba

aiy 21
[Tl]B1 = ( > € [T2]Bg = bia baa baa
biz b2z b33

sao respectivamente matriciais de Ty e Ty, respectivamente. Pelo teorema acima, {uy, ug, v1,ve, v3}

€ base de V. Como T (u;) = T1(w;) e T'(v;) = To(vj), a matriz de T nessa base € a matriz

aj;  ao1 0 0 O
a12 Q22 0 0 O
[TI}BI 0
= 0 0 bin ba1 ba
0 [To]s,
0 0 bia ba2 b3z

0 0 big bas  bss

diagonal de blocos

As idéias empregadas para o exemplo acima sao exatamente utilizadas na generalizagao
deste exemplo que se d& no teorema abaixo cuja demonstragao é na essencia uma extensao

do que foi feito.

Teorema 4.2 Considerem que T :' V. — V € linear e que V € a soma direta de sube-
spagos T-invariantes W1, ..., W,.. Se [Ti]p, € a representac¢io matricial da restri¢cio de T

a Wi, entao T pode ser representado pela matriz diagonal de blocos

Mg, 0 ... 0
0 [Bp, ... O
0 0 ... [T
A matriz diagonal de blocos M com elementos diagonais [11]p,, ..., [T}, €, algumas vezes,
chamada soma direta das matrizes [T1]p,, ..., [T;|p, e denotada M = [Ti]g, ® ... ® [T}]5, -

29



5 Teorema da Decomposicao Primaria ou

Teorema de Jordan-Chevalley

Como ja mencionamos na introducao a forma que abordaremos a prova deste teorema é

conhecida de “tradicional”. Veja, a citacao abaixo:

“O objetivo deste Apéndice é apresentar uma demonstracao “tradi-
cional”do Teorema da Decomposi¢ao Priméria.(Bueno, Hamilton Prado,
algebra linear Um segundo curso, pagina 114 )”.
Outras técnicas de abordar a prova deste importante teorema encontram-se nas referéncias
[6], [17] e [18]. Para que a prova em si do referido teorema nao fique muito carregada iremos
adotar a estratégia do livro referéncia [24]. E enunciaremos dois resultados auxiliares em
forma de lema para fazer uso deles na prova do teorema central com isto esperamos ser

mais didaticos. Vamos ao primeiro lema.

Lema 5.1 Considerem que g(z), h(z) € Klz|, polinémios relativamente primos, tais que,
(gh)T = 0.
Se U = Nuc g(T) e W = Nuc h(T), entao U e W sdo T-invariantes e V. =U @& W.

Prova. Primeiro vamos mostrar que U e W sao T-invariantes. Tomemos u € U, dai
g(T)u = 0. Com isso vamos verificar se Tu € U. Pelo Teorema 3.1 junto com o fato de

que g(T)u = 0 temos,

g(T)(Tu) =T(g(T))u="T(0) =0
Portanto, Tu € U. O mesmo ocorre com W.
Como por hipétese g(z), h(x) s@o primos, isto é, mdc(g,h) = 1, entdo pelo teorema

de Bezout, em K]z] existem polinémios r(z), s(x) € K|z], tais que
r(z)g(z) + s(x)h(z) =1

e dai,

1) F(T)g(T) + s(TYA(T) = I

Agora de posse do fato (1) vamos mostrar que V = U + W. Considere v € V. De (1)
tiramos que

v=r(T)g(T)v+ s(T)h(T)v.

30



Mas, observe que
MT)(r(T)g(T))v = (r(T)g(T))M(T)v = r(T)(gh)(T)v = r(T")0 =0

Dai, r(T)g(T)v € W, entao digamos que r(T)g(T)v = w € W. Agora observe que

Isto é, s(T')h(T)v € U, entao digamos que u = s(T)h(T)v € U. Logo,
V=W~ u.

Dai, concluimos que V' = U + W. Agora vamos mostrar que para todo v € V| v escreve-se
de forma tnica, como

v=w+u,sendou €U ew € W.

Suponha que, para todo v € V', escreve-se como
2)v=w+usendou €U ew e W.
O que faremos é mostrar que w e u sao determinados de forma tunica. Para tal vamos

aplicar em (2) r(T")g(T), isto é,

Mas u € U, entao g(T)u = 0 e segue que 7(T)g(T)u = r(T)0 = 0. Entao,
3) H(T)g(T)o = r(T)g(T)w.
Dai, mais uma vez de (1) temos que
(4) w=r(T)g(T)w+ s(T)(T)w.
Mas w € W, entao h(T)w =0 e s(T)h(T)w = s(7)0 = 0. Entao,
w=1r(T)g(T)w.
De (3) e (4), tem-se que w = (1) g(T)v, isto é, w é determinado de maneira tinica. Vamos
mostrar que u é determinado de maneira tinica. Para tal vamos aplicar em (2) s(T)h(T)

e teremos,
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s(TYW(T)v = s(T)(T)u + s(T)A(T)w.

Como w € W, entao h(T)w =0 e s(T)h(T)w = 0. Dali,
(5) s(TYh(T)v = s(T)h(T)u.
Mais uma vez de (1) temos que
(6) u=1r(T)g(T)u+ s(T)h(T)u = s(T)h(T)u,
pois 7(T)g(T)u = 0. De (6) e (5) temos que u = s(T)h(T)v, ou seja é determinado de
forma tnica.

Portanto, V. =U & W.

Lema 5.2 Nas mesmas condi¢oes do Lema 5.1 se, f(x) = g(x)h(x) é o polinémio min-
imal de T e tanto g(x) como h(x) sdo monicos, entio g(x) € o polinémio minimo da

restricio de T a U e h(x) é o polinémio minimo da restri¢cio de T a W.
Prova. Considere m, o polinomio do operador,
T,:U— U(T,(w) =Tw,¥V weU)
e m,, o polinomio minimo do operador,
T, W —W.

temos que g(T},) = 0, pois
U= Nuc g(T) = my/g

e h(T,,) = 0, pois
W = Nuc h(T) = my/h

Além disso, temos que para todo v € V, tem-se que v = u+w, comu € U e w € W. Dali,
MMy (T)v = myme, (T) (u + w) = myme, (T)u + mymy,(T)w =0+0=0

para todo v € V. Logo, m,m,(T) = 0, isto é, m,m,, anula T. Mas, estamos supondo
que f é o minimal de T, isto é, f/m,m,. Mas, f = gh, d(m,) < d(g) e A(my) < I(h).
Como os polindmios sao todos monicos obtemos entao que f = gh = m,m,, & m, = g,

pois my, /g e my, = h, devido m,,/h.
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O Teorema da Decomposicao Primaria

Teorema 5.1 Considerem V' um espago vetorial finitamente gerado sobre um corpo K e
T :V — V um operador linear. Suponha que o polinomio minimal m(x) de T se fatore

como:

m(x) = P*Py? - ... P*

, sendo cada P; um polinomio monico irredutivel sobre K. Se W; = Nuc P(T) = {v €
V. P''(T)v =0}, entao W,; é T-invariante
V=W @&Wyd..®WyeP" € o polinomio minimal da restri¢io de T a W.

Prova. A prova serd por inducao sobre K. Se k = 1, entdao m(x) = P/*. Como m(T) =0
entdo Nuc P*(T) = Nuc m(T) = Nuc 0 = V, isto é, o nucleo do operador nulo é o
espaco vetorial inteiro.

Para tal, suponha que £ > 1 e que o resultado seja valido para k£ — 1 polinomio.
Tomemos g(z) = Py* e h(z) = Py P;® - ...- P[* temos que g e h sdo monicos relativamente
primos.

Considerem, Wy = Nuc g(T') e W = Nuc h(T). Pelo Lema 51V =W, & W e Wy e W
sao T-invariantes. Agora pelo Lema 5.2 os polindmios minimos das restricoes de T a W,
e a W sdo respectivamente g(z) e h(z). Denotaremos T} a restrigdo de T a W.

Ja temos por hipétese de inducdo que P/ é o polinomio minimal de T" restrito a W; =
Nuc P["(T}) com 2 < i < k. Isto significa que Nuc P (T) C Nuc P/*(T}) C W logo,
Nuc P*(T) C W. (lembre-se W = Nuc Py*(T1) & ... & Nuc P*(T1))

Portanto, Nuc P*(T) = Nuc P/*(Ty) = W.

Observando que T restrito W; coincide com a restricao de 77 a W;, dai os P;* s@o os

minimos de T
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6 Aplicacoes

6.1 Representacao Matricial em Blocos por meio do T.D.P.

Como aplicacao do Teorema da Decomposicao Primaria iremos mostrar primeiramente
como decompor um espaco como a soma de subespacos T-invariantes. E de posse desta
informagao vamos determinar uma base de tal forma que a matriz deste operador em tal
base tem uma representacao matricial em blocos. O que ja é um ganho no objetivo de

investigar o operador, pois a matriz em blocos é mais simples.
Considere a aplicacao T : R® — R? definida por

T(xy1,x9, 3,24, x5) = (101 — Ty + 5, —3, T2, 1321 — 924 + x5, 427 — 324 + T5).

A representacao de T na base canonica B do R® é a matriz

100 0 =71

0 0 -1 0 O

Tle=]1 0 1 0 0 0

1330 0 -9 1

4 0 0 =31

O polinémio caracteristico de [T]p é
10—-X 0 O —7 1
0 -2 -1 0 0
det([T)g — N\I) = 0 1 =) 0 0
13 0 0 —-9-2A 1
4 0 0 -3 1—A

Expandindo esse determinante com relagao a segunda coluna, obtemos:

10—X 0 —7 1
—-A 0 0
det([T|p — A\I) = —Xdet
13 0 -9-2AX 1
4 0 -3 1—A
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0 —1 0 0
—det

13 0 —9-—\ 1

4 0 -3 1—A

10— A -7 1
+det 13 -9 - 1

= (AN H D[N —2\2 + )]

= AN+ 1)(A—1)%

Pelo teorema da decomposicao primaria,
R® = Nuc [T)p ® Nuc ([T)5 + 1) ® Nuc ([T)g — 1)*.

Aqui reside a tranquilidade para conseguir a representacao matricial em blocos que dese-
jamos. Pois, o espago foi decomposto em 3 (trés) subespagos T-invariantes acima exposto.
Agora resta-nos trabalhar para determinar a base B = {vy, va, v3, v4, U5} que torna a repre-
sentacao matricial deste operador nesta base numa matriz em blocos. E a técnica consiste
em encontrar a base de cada um dos subespacos T-invariantes, como ja foi feito no exem-
plo 4.1.

Para tal vamos encontrar o Nuc T resolvendo o sistema Tx = 0. Assim,

10 0 0 -7 1 10 0 0 =7 1
0 0 -1 0 O 010 0 0
01 0 0 0 |]— 0 01 0 O
130 0 =91 300 =20
4 0 0 =31 4 00 =31

35



Logo, 9 = x3 = 0,24 = 321/2,25 = —4x1 + 3x4 = —4x; + 921/2 = 21/2. Assim, a
solugao geral de Tx = 0 é x = (221,0,0,3x1,21) e 0 vetor vy € B = {vy, v, 03, 04,05} da
base procurada pode ser escolhido como v; = (2,0,0,3,1), isto é, 0 Nuc T tem dimensao
1. Como era esperado, pois o grau do monomio A no polinéomio caracteristico é 1.

Calculando T? + I e resolvendo o sistema (T? + I')z = 0, encontramos a solucao geral
(0, 22, x3,0,0).
De modo que os vetores, vy e v3 podem ser escolhidos como
vy =(0,1,0,0,0) e wv3=(0,0,1,0,0),

isto 6, o Nuc ([T]% + I) tem dimensao 2. Da mesma forma o sistema (7' — I)?z = 0, cuja
solucao geral é

(xb 07 07 Lyq, 31’1 - 23;4)

o que nos permite escolher os vetores
vy =(1,0,0,0,3) e wv5=1(0,0,0,1,-2),

isto ¢, Nuc ([T)g—1I)? tem dimensao 2. Desta forma, a base procurada B = {v1, v3, v3, V4, U5 }

é dada por

B ={v, =(2,0,0,3,1),v9 = (0,1,0,0,0),v3 = (0,0,1,0,0),vs = (1,0,0,0,3),v5 = (0,0,0,1,—2)}

Agora vamos representar a aplicagao linear T' nessa base. Temos:
T(2,0,0,3,1) = (0,0,0,0,0) = 0vy + Ovy + Ovs + Ovy + Ovs

T(0,1,0,0,0) = (0,0,1,0,0) = Ov; + Ovy + v + Ovy + Ovs
7(0,0,1,0,0) = (0,—1,0,0,0) = Ovy — vy + Ovs + Ovy + Ovs
T(1,0,0,0,3) = (13,0,0,16,7) = 0v, + Ovs + Ov + 13vy + 16v;

7(0,0,0,1,—2) = (—=9,0,0, —11, —5) = Ov; + Ovs + Ovs — 9uy — 11vs.

Assim, utilizando o Teorema 4.2 teremos a representacao de T na base B como uma
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matriz diagonal em blocos como se vé abaixo.

(0)

Tg 1 0
13 -9

16 —11

O bloco (0) corresponde a restrigao de T" ao subespago invariante Nuc T'. O bloco

0 -1
1 0

é produzido pela restrigao de T ao subespaco invariante Nuc(T? + I). O bloco

13 -9
16 —11

é gerada pela restricio de T ao subespago invariante Nuc(T — I)?%.

Vamos a uma outra aplicacao bastante util.

6.2 Aplicacao do Teorema da Decomposicao Primaria para

Operadores Diagonalizaveis

Existe uma afirmacao que é possivel se fazer ja de posse dos conhecimentos do capitulo 2

deste trabalho que faremos agora.

Teorema 6.1 Se um operador linear T : V. — V € diagonalizavel entao o polinomio

minimal de T se fatora como
m(z) = (x—c)(x —cg) oo (= cg),
sendo ¢y, Co, ..., ci escalares distintos em K.

A prova da afirmagao acima é simples e nao é necessario de nenhum resultado ex-
traordindrio como veremos agora.

Prova. Suponha que 7T é diagonalizavel e ¢y, ..., ¢ sao os autovalores distintos de 7.

37



Considere B = {v11, ..., Uty s --; Ukl ---; Uk, } Uma base de V' constituida de autovetores
de T onde T'(vj) = cju, 1 <j<kel<1<ny.

Considere f(z) = (x —c1)(z — ¢2) - ... - (x — ¢x) e vamos mostrar que f é o minimo de
T.

Ja temos que f(T)v = 0, para todo v € V. Para tal basta mostrar a agao sobre os

elementos da base. Veja,
fMvjy= T —al)(T—cd)-...- (T —cpl)vy
como (T — ¢;T) comuta com (1" — ¢;I), entao
fMwj=T —car)(T —col) ... - (T =i I)(T — c;1)vy

fTwjy=T—cl)(T—cod)-... - (T —¢,I)(0)=0

Agora observe que f é monico de menor grau logo f é o minimal de 7.
Ja a volta da afirmacao acima nao é trivial sem o resultado do Teorema da Decom-

posicao Primaria. Desta forma, iremos enunciar a volta e fazer a prova usando o T.D.P..

Teorema 6.2 Considere um operador linear T : V — V. Se o polinomio minimal de T

se fatora como
m(z) = (x—c)(x —c2) oo (x — cg),

sendo ¢y, Co, ..., c escalares distintos em K. Entao o operador T € diagonalizdvel.

Prova. Se m(z) = (x —c1)(x —¢3) - ... (x — ¢;) é o minimal de T', entao pelo Teorema

da Decomposicao Primaria, temos que
V=WeW,d..eW,

sendo

Wi = Nuc(T — ¢;1) = (T — ¢;])w; = 0 < Tw; = cw;.

Assim, cada w; é um autovetor de 1" associado a cada um dos ¢;, com 1 <17 < k.
Logo B = {wy,ws,...,wr} é uma base de autovetores de V. Portanto T é diago-

nalizavel. Pois, V =W, & W, @ ... ® W}, entado sendo B; = {v;} base de W;, entao
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Outra Aplicacao do Teorema da Decomposicao Primaria é:
Considere T : V. — V operador linear e suponhamos que o polindmio minimal
de T seja m(z) = (x — )™ - ... - (x — &)™ sendo ¢, ..., ¢, escalares distintos e W; =

Nuce(T — ¢;I)",1 <i < k. Entao,

V=WaoW,d ..o W
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7 Operadores Nilpotentes

Estd secao é apresentada aqui especialmente para dar-nos suporte a principal aplicacao

do Teorema da Decomposicao Primaria que é a Forma Canonica de Jordan.

Definicao 7.1 Um operador linear T' : V. — V € chamado nilpotente se T™ = 0 para
algum inteiro positivo n; chamamos k o indice de nilpoténcia de T se TF = 0, mais
T+=1 £ 0. Analogamente, uma matriz quadrada é chamada nilpotente se A™ = 0 para
algum inteiro positivo n e de indice k se A¥ = 0, mais A¥=' # 0. FEuvidentemente, o
polinémio minimo de um operador (matriz) nilpotente de indice k é m(t) = t*; portanto,

seu unico autovalor € zero.
O resultado fundamental de operadores nilpotentes segue.

Teorema 7.1 Considere T : V. — V um operador nilpotente de indice k. Entdo, T tem

uma representacao matricial diagonal em blocos, cujos elementos diagonais sao da forma

0 1 0 0 O

0 0 1 0 O
N =

o o0 0 ... 0 1

o 0 0 ... 0 O

(isto €, todos os elementos de N sao 0, exceto aqueles logo acima da diagonal principal
que sao 1). Euxiste, pelo menos, um N de ordem k e todos os outros N! sio de ordem < k.
O nimero de N de cada ordem possivel é determinados de maneira unica por T. Além

disso, o numero total de N! de todas as ordens é igual a nulidade de T

Na prova do teorema acima é possivel mostrar que o niimero de tais matrizes N de ordem

i é 2m; — my.1 — my_1, sendo m; é a nulidade de T°.
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Prova. Suponhamos que dim V = n. Considerem W; = NucT, Wy = NucT?,..., W}, =
Nuc T*. Faca m; = dim W;, parai = 1,....,k. Como T é de indice k , segue-se que
W=V eW,_1#V;logo, mi_1 < my =n.

Além disso W, C W,y C ... C W1 C W,.

Assim, por indugao, podemos escolher uma base {uy, ..., u,} de V tal que {uy, ..., Uy, }
¢ a base de W,.

Agora, escolhamos uma nova base para V' em relagao a qual 7' tem a forma desejada. Para
tal sera conveniente rotular os membros dessa nova base, por pares de indices. Comecemos
pondo

V(1k) = Ump_14+1, V(2,k) = Ump_142) -+ Vimp—mp_1,k) = Umy

De forma, que

Bi = {v,k) = Umy_1+1, V2,k) = Unmy_ 1125 -+ Vmp—mp_1.k) = Umy }»
seja um conjunto maximal com essa propriedade linearmente independente de Wy, tal que
Br(\Wi_1 ={0} e
V1 k—1) = 10 k) V2 k—1) = TU@ k)5 s Vimp—mp_1.k—1) = L V(my—my,_1 k)
Dali,
S1 = VA k-1)» > V(mp—mp_1.k—1) }

¢ um subespaco linearmente independente de Wj,_;. Estendemos S; a um subconjunto de

Wi_1, acrescentando novos elementos (se necessario) que denotamos por

kalv(mk—mk,l—i-l,k—l)a /U(mk—mk,l—i-Z,k—l); ey U(mk,l—mk,g,k—l)

tal que, < By_1 > NWy_o = {0}, além disso By_; é maximal com essa propriedade.
Agora, fazemos
V,k-2) = TU(kal), V(2,k—2) = TU(2,k71)7 ooy
V(o1 —my—a.k—2) = TV(my_y—my_p,k—1)
Segue,
So = {U1, oy Uy, V(1,k—2)s s Va1 —mpe_o,k—2) }

¢ um subconjunto linearmente independente de Wj._5 que podemos estender a um sub-

conjunto By_o de Wj_5 ajustando elementos

v(mk_l—mk_g-i-l,k‘—Q)? U(mk_l—mk_g—l—Z,k:—Z)a AE3) U(mk_g—mk_3+3,k—2) .

41



Continuando desta maneira, obtemos uma nova base para V', que, por conveniéncia de
referéncia, expomos como segue
U(l,k’)) (RS} U(mk—mk_hk‘)

V(1,k=1)5 -+ Vlmpg—my 1 k—1)5 -+ Uy —my o, k—1)

U(L?)? caey U(mk_mk—172)7 ceey U(mk—l_mk—272)7 ceey /U(mQ_ml’Q)

U(l,l)a ceey U(mk—mkful)’ ceey U(mk—l_mk—271)7 ceey U(mg—ml,l); ceey v(ml, 1)

A 1ltima linha forma base de Wi, as duas tultimas formam base de W5, etc. Mas o que é
importante para nds é que T transforma cada vetor imediatamente abaixo na tabela ou

em 0 se o vetor esta na tultima linha. Isto é,

Tvy - V-1 para g >1
,7) —
0 para 1= 1.

De posse do conhecimento dos operadores nilpontentes podemos abordar a principal

aplicagao do Teorema da Decomposicao Primaria que faremos na préxima secao.
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8 Forma Canonica de Jordan

Vejamos algumas palavras do Prof.° Elon Lages Lima,
“A Forma canénica de Jordan exibe a matriz mais simples que se pode
obter para o operador T. Ela se mostra util no estudo de questoes
que envolvem poténcias sucessivas do operador 7', como as equagoes
diferenciais lineares e as equagoes diferengas finitas lineares.(Lima, Elon

Lages, Algebra Linear, 5* Edi¢ao, pdgina 333)”.

Um operador T pode ser posto na forma canonica de Jordan se seus polinomios carac-
teristico e minimo se fatoram em polindémios lineares. Isto é sempre verdadeiro se K for
o corpo complexo C'. Em qualquer caso, podemos sempre estender o corpo bésico K a
um corpo em que os polindomios minimos e caracteristico fatoram-se em fatores lineares;
assim, em sentido amplo, todo operador tem uma forma canonica de Jordan. Analoga-

mente, toda matriz é semelhante a uma matriz na forma canonica de Jordan.

Teorema 8.1 Considere T : V. — V um operador linear, cujos polinomio minimo e

caracteristico sao respectivamente,

P(t) = (t = A)™ .t — A",

m(t)

(t =A™ (t = A)™

sendo os N\; escalares distintos. Entao, T tem uma representacao matricial diagonal em

blocos J, cujos elementos diagonais sao da forma

No1o0 0 0
0 N 1 0 0
Jyj =
0 0 0 Aol
0 0 0 0 N
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para cada A;, os blocos correspondentes J;; tem as sequintes propriedades:
(i) Eziste, ao menos, um J;; de ordem m;: todos os outros J;; sio de ordem < m,.
(ii) A soma das ordens dos J;; € n,.
(iii) O numero dos J;; € igual a multiplicidade geométrica dos ;.
(iv) O nidmero dos J;; de cada ordem possivel é determinado de maneira inica por T

Definicao 8.1 A matriz J, que aparece no teorema anterior, € chamada a forma canonica
de Jordan do operador T'. Um bloco diagonal J;j é chamado um bloco de Jordan perten-

cente ao autovalor ;. Observe que

A 10 ... 0 O A0 ... 0 0
O X 1 ... 0 O 0O X\ ... 0 O
= +

0 0 0 A1 0 0 Ao 0
0O 0 0 0 N 0 0 0 N

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

+
0 0 0 0 1
0O 0 0 0 0
Isto é,
Jij = Nl + N,

onde N € o bloco nilpotente que aparece no teorema 7.1.

Antes de fazermos a prova do teorema acima iremos fazer algumas aplicacbes que
chamaremos de aplicacoes praticas para melhor entendermos as afirmacoes, isto é, hipdteses

e tese do teorema. Em seguida faremos a refederida prova.
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8.1 Aplicacao

Uma maneira de aplicar o teorema da forma canonica de Jordan é encontrar as possiveis
formas canodnicas tendo apenas o polinomio caracteristico na forma fatorada. Observe que
serda bem mais trabalhoso que encontrar as possiveis formas canonicas de Jordan que se
tivessemos o caracteristico e o minimo, como veremos.

Suponhamos que o polinomio caracteristico de um operador linear T" é

P(t) = (t — 5)*(t — 6)°.

Como t — 5 tem expoente 3 no polinomio caracteristico, entao o autovalor 5 deve apare-
cer trés vezes na diagonal principal. Semelhantemente, o autovalor 6 deve aparecer duas
vezes na diagonal principal. Ainda atendendo as hipéteses do teorema observamos que o
bloco relacionado ao autovalor 5 pode aparecer no maximo de ordem 3. O mesmo para
o autovalor 6 o maior bloco pode ter ordem 2. Assim, as possiveis formas canonicas de

Jordan sao:

510 5 1
05 1 05
005 : (5) :
6 1 6 1
0 6 0 6
(5) 510
(5) 05 1
(5) : 005 :
6 1 (6)
0 6 (6)
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8.2 Aplicacao

Agora veremos como aplicar o teorema da forma canonica de Jordan para encontrar
as possiveis formas canonicas dado o polinomio caracteristico e o minimo do operador
em fatores lineares. E interessante notar que reduz-se muito o trabalho, ou melhor, as
possibilidades que na aplicacao anterior. Suponhamos que os polinomios, caracteristico e

minimo de um operador 1" sao respectivamente,

Pt) = (t+4)*t—5)°* e m(t) = (t +4)*(t — 5)*

De acordo com o teorema da forma canonica de Jordan deve existir ao menos um bloco de
ordem 2 e todos os outros blocos relacionado ao autovalor —4 deverao ter ordem menor ou
igual a 2, pois o grau do fator ¢t +4 é 2 no polindmio minimo. Outro detalhe importante
¢ que a soma das ordens dos blocos relacionados ao autovalor —4 deve ser igual a 4,
pois o grau do fator £ + 4 é 4 no polinomio caracteristico. Pelas observagoes feitas até o
presente momento nos restam duas possibilidades ainda olhando o autovalor —4 que seria
uma matriz com dois blocos de ordem 2 e autovalor —4 ou uma matriz com um bloco de
ordem 2 e dois bloco de ordem 1 e autovalor —4. Analisando o fator (t —5)? do polinomio
minimo e atendendo o teorema em tela concluimos que em ambas as possibilidades devera
aparecer dois blocos relacionado ao autovalor 5 um de ordem 2, pois o grau do fator t — 5
do minimo é 2 e o outro bloco relacionado ao autovalor 5 de ordem 1. Sendo assim, as

possiveis formas de Jordan, isto é, as matrizes sao,
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()
Neste caso ¢ importante frisar que existem dois autovetores relacionados ao autovalor

—4 e dois autovetores relacionados ao autovalor 5.

(5)
J& nesta forma existem trés autovetores relacionados ao autovalor —4 e dois autovetores

relacionados ao autovalor 5.

8.3 Aplicacao

Vamos determinar todas as possiveis formas canonicas de Jordan, para uma matriz de
ordem 5, cujo polindmio minimo é m(t) = (t — 8)2. Pelo teorema da forma canonica de
Jordan a matriz deve ter um bloco de Jordan de ordem 2, pois o grau do fator (¢ —8) é
2 no polinébmio minimo e os outros devem ser de ordem 2 ou 1. Entao , sé existem duas

possibilidades sao elas,
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8 1 ou (8)
0 8 (8)
(8) (8)

Note que todos os elementos diagonais devem ser 8, pois o Uinico autovalor é 8.

Em fim vamos a prova do teorema central desta secao.

Prova. Dadas as hipoteses do referido teorema temos que pelo teorema da decom-
posicao primaria, 7' é decomponivel em operadores 171, ..., T, isto é, T =T, & ... & T},

sendo (t — A\;)™ é o polinébmio minimo de 7;. Assim, em particular,
(Ty —\D)™ =0,.., (T, = \1)" =0
Fazendo N; = T; — \;I. Entao, parai=1,...,r,
Ti = Ny + N,

sendo

N™ =0

(]

Isto é, T; é a soma do operador escalar \;/ com um operador nilpotente N;, que é de
indice de nilponténcia m;, pois (t — A;)™ é polinomio minimo de T;.

Agora, pelo T'eorema 7.1 sobre operadores nilpotentes, podemos escolher um base tal que
N; esteja na forma canonica. Nessa base, T; = N; + \;I é representado por uma matriz
diagonal de blocos M;, cujos elementos diagonais sao as matrizes J;;. A soma direta J
das matrizes M; esta na forma canonica e, pelo Teorema 4.2, é representagao matricial
de T

Por ultimo devemos mostrar que os blocos J;; satisfazem as propriedades requeridas. A
propriedade (i) segue do fato que N; é de indice m;. A propriedade (ii) é verdadeira,
pois T' e J tem o mesmo polinémio caracteristico. A propriedade (iii) é verdadeira, pois
a nulidade de N; = T; — \;I que € igual a multiplicidade geométrica do autovalor \;. A
propriedade (iv) segue do fato que os 7T} e, portanto, os N; sdo determinados de maneira

Unica por 7.

48



9 Conclusao

A presente monografia chega aos seus paragrafos finais com a certeza de deixarmos como
contribui¢ao mais uma op¢ao de um material sobre o Teorema da Decomposicao Primaria e
algumas de suas consequéncias mais imediatas. Nada de novo foi acrescentado, no sentido
ser inédito. Mas com certeza tentamos reunir aquilo que ja existe em um tnico material de
forma bem objetiva e em nossa visao um material agradavel. Para tal resolveu-se apresen-
tar esta monografia em oito capitulos. Das quais no capitulo 1, introducao, enfatizamos
uma informacao histérica importante o fato de que a prova do teorema da decomposi¢ao
priméria nao é sé mérito de Jordan e sim de Claude Chevalley também, tanto que este
teorema também é conhecido historicamente como teorema de Jordan-Chevalley. Em
seguida resolvemos abordar no capitulo 2, o tépico operadores diagonalizaveis, no intuito
de construir um material harmonico e didatico. Pois, como ficou constatado na impos-
sibilidade de conseguirmos a representagao matricial mais elementar de todas para um
operador que é a matriz diagonal, somos motivados a procurarmos outros caminhos, isto
é, outras formas matriciais para representar um operador. E é claro que sejam simples.
Trilhando esta busca somos levados a construir um terceiro capitulo comentando sobre
instrumentos necessarios para se compreender no futuro a linguagem que usaremos para
tratar do teorema central da monografia, que sao os, polindmios minimal e caracteristicos,
e seus resultados mais importantes que envolvem esse ferramentario. Inclusive um destes
resultados por exemplo que envolvem o polinémio caracteristico, ¢ um dos teoremas mais
importantes da algebra linear, no sentido de sua grande utilidade, que é o teorema de
Cayley-Hamilton. E aqui enfatizamos mais uma vez como pode-se constatar ha um cunho
de originalidade ao menos na linguagem como foi provado tal teorema. Outra afirmagao
fundamental que poderia ter sido inserida neste capitulo seria, o Teorema 6.1 que tem
o seguinte conteudo: “Se um operador linear T' : V —— V ¢é diagonalizdvel entao o

polindbmio minimal de T se fatora como
m<x> = (x - Cl)($ — Cz) SR (:1: - Ck),

sendo ¢y, ¢, ..., ¢}, escalares distintos em K.”Que tem sua prova totalmente acessivel para
este capitulo. Mas resolvemos nao colocar ele aqui estrategicamente para mostrar que
sua volta é possivel devido ao teorema da decomposicao primaria, isto €, ele foi colocado

no capitulo seis como aplicagao do teorema de Jordan-Chevalley. O capitulo quatro que
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trata de invariancia como foi visto esta totalmente ligado a idéia de representacao ma-
tricial em blocos e por esta razao essencial, uma matriz em blocos é com certeza mais
simples do que uma matriz nao diagonal. Inclusive é necessario como se nota para ler o
teorema da decomposicao primdria. Apds a introducao dos assuntos sobre invariancia a
nocao de decomposicao em somas diretas surge naturalmente como foi constatado. Pelo
fato de estarmos preocupados em querer tornar o operador o mais simples possivel, isto é,
queremos “esmiuga-lo, desmonta-lo de forma a visualisar tudo sobre ele”. E isso se torna
possivel quando estamos de posse desses conhecimentos invariancia e decomposicao em
somas diretas, como vimos nos capitulos 3 e 4. Ressalto aqui a importancia do Teorema
4.1 do capitulo 4. Em fim estamos prontos para entender e provar o teorema da decom-
posicao primaria que é provado na forma “Tradicional” como citado no texto. Escolhemos
a técnica adotada pela referéncia [24]. Resolvemos enunciar dois lemas para sé entao at-
acar a prova central, pois achamos mais didatico e elegante. Até este presente momento
conseguimos concluir toda teoria como proposto no resumo para tratar com seguranca e
habilidade o teorema central. Agora no capitulo seis tratamos de duas aplicagoes. Uma
de cunho mais pratico, a aplicagao 6.1, e a outra de cunho mais tedrico 6.2. Ressalto que
ficou como um ganho a compreensao do ocorre na esséncia sobre a aplicagao 6.1, pois é
ali que usando o teorema da decomposicao primaria encontra-se a matriz de um operador
em blocos. Entao surge uma indagacao serd que se trabalharmos a base ali encontrada
conseguimos tornar esses blocos o mais trivial possivel? A resposta é sim. Mas, nao é
o foco dessa monografia trabalhar a base de Jordan. Desta forma somos compelidos a
tratar por necessidade um capitulo, o sétimo, sobre operadores nilpotentes. Isto para po-
dermos finalizar este trabalho mostrando o potencial do teorema titulo deste trabalho com
a principal aplicacao do teorema da decomposicao primaria que é a busca de condigoes
para a forma canonica de Jordan. Pois, é necessario para lermos o teorema da forma de
Jordan. Por fim tratamos de definir a forma de Jordan, seus blocos e enunciar o teorema
de Jordan. Em seguida optamos antes de fazer a prova do teorema introduzir algumas
aplicagoes para melhor compreender e tornar o trabalho agradavel de se ler e s6 entao
é que atacamos a prova do teorema. Desta forma, acreditamos que cumprimos com o
proposto no resumo. Além do fato de vivermos um imenso prazer na construcao deste
trabalho, pois foi criado um ambiente de pesquisa ao longo de sintetizarmos os diversos

topicos de diversos livros, artigos e revistas num tunico trabalho aqui exposto.
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