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RESUMO

Neste Trabalho de Conclusdo de Curso (TCC) desenvolvem-se os Métodos de
Contagem e algumas de suas aplicagdes. Diferente a muitos livros didaticos que
enfatizam os métodos de contagem como sendo permutagdes, arranjos ou combinacdes,
esse trabalho é baseado em dois principios basicos: o Principio Aditivo e o Principio
Multiplicativo. Procurar a solugdo de problemas de contagem como uma permutagéo,
arranjo ou combinac&o utilizando formulas pré-definidas € uma abordagem insuficiente,
pois a maior parte dos problemas de contagem néo sdo permutagdes ou combinacdes.
As combinagBes e permutacdes sdo um caso particular dos principios aditivo e
multiplicativo, sendo que a maioria dos problemas de contagem podem ser resolvidos
por esses dois principios. Com base nos principio aditivo e multiplicativo desenvolvem-
se as permutacOes, arranjos, combinagdes, permutacdes com repeticdo, combinacGes
com repeticdo, permutacdes circulares, anagramas, equacdes e inequacdes lineares com
coeficientes unitérios, probabilidades e distribuicdo binomial. Também sdo
apresentados os enunciados e solugdes de diversos problemas de contagem vindos de
vestibulares e concursos publicos, onde se evidencia a importancia de abordar a solugdo

desses problemas usando o principio multiplicativo e aditivo

Palavras-chave. Métodos de Contagem, Principio aditivo, Principio multiplicativo



RESUMEN

En este trabajo de Conclusién de curso (TCC) se desenvuelven Métodos de
Contaje Yy algunas de sus aplicaciones. Diferentemente a la mayoria de libros textos que
enfatizan los métodos de contaje como siendo permutaciones, combinaciones o
arreglos, este trabajo es basado en dois principios basicos: el principio aditivo y el
principio multiplicativo. Tentar encontrar la solucién de los problemas de contaje como
una permutacion, arreglo o combinacién, usando formulas predefinidas es una
abordaje insuficiente, porque la mayoria de los problemas de contaje no son
Unicamente permutaciones y combinaciones. Las combinaciones y permutaciones son
un caso especial de los principios aditivo y multiplicativo, siendo que la mayoria de
problemas se pueden resolver por estos dos principios. Tomando como base el principio
aditivo y multiplicativo se desarrollan las permutaciones, arreglos, combinaciones,
permutaciones con repeticion, combinaciones con repeticién, permutaciones circulares,
anagramas, ecuaciones lineales y desigualdades con coeficientes iguales a la unidad,
probabilidades y la distribucion binomial. Se presentan también los enunciados y las
soluciones de varios problemas de contaje originarios de concursos de admision a las
universidades e institutos, asi como de concursos publicos, lo que muestra la relevancia
de abordar la solucién de estos problemas utilizando los principios aditivo y

multiplicativo.

Palabras clave. Métodos de contaje, Principio aditivo, Principio multiplicativo



INTRODUCAO

Considere o seguinte problema:

Um grupo de danca folcldrica, formado por sete meninos e quatro meninas, foi
convidado a realizar apresentactes de danca no exterior. Contudo, o grupo dispGe de
recursos para custear as passagens de apenas seis dessas criangas. Sabendo-se que,
nas apresentacdes do programa de dangas, devem participar pelo menos duas meninas,
0 numero de diferentes maneiras que as seis criancas podem ser escolhidas é igual a?

Uma das formas de resolver esse problema seria descrever todas as
possibilidades de formar um grupo com seis criangas, em que pelo menos dois
componentes fossem meninas. Assim, com sete meninos ( a, b, ¢, d, e, f, g) e quatro

meninas ( 1, 2, 3, 4), os grupos sao formados da seguinte maneira:

a-b-c—-d-1-2
a-b-c-d-2-3
a-b-c-d-3-4

a—b-1-2-3-4

No entanto, tal método somente seria apropriado no caso de um problema simples com
poucos elementos. Para acelerar a resolugdo de problemas como esse existe uma parte
da Matematica chamada Combinatoria, que analisa estruturas e relagdes discretas com o
objetivo de demonstrar a existéncia de subconjuntos de um conjunto finito dado,
satisfazendo certas condigdes, classificando esses subconjuntos sem que seja necessario
enumerar os seus elementos.

Estudos realizados em pergaminhos antigos caminham para confirmar que a
Analise combinatéria tem sua origem nos tempos de Arquimedes (287 a.C. — 212 a.C),
tornando-o pioneiro nessa area da Matematica. Tais pergaminhos passaram por varios

povos da idade média, sendo que nos ultimos anos foram encontrados e analisados por



estudiosos. Com o auxilio de raios ultravioleta e programas de computador foi possivel
obter a escrita original do trabalho de Arquimedes, designado por Stomachion, que é um
auténtico tratado sobre Andlise Combinatéria. O Stomachion (ver Figura 01) é
aparentemente, um jogo, semelhante ao Tangran (jogo Chinés de 7 pegas), mas
constituido por 14 pecas que devem ser encaixadas de maneira a formarem um
quadrado. Arquimedes pretendia determinar de quantas maneiras as pecas podiam
encaixar-se, de forma a construir um quadrado. Estudos recentes mostraram que existem
17152 solugbes (consideradas as solugBes simétricas) ou 268 solugdes (descartadas as

solugdes simétricas).

Figura 01- Stomachion

Outro fato que contribuiu para o desenvolvimento da Anélise Combinatoria
foram os problemas originados nos chamados jogos de azar (dados, a roleta, cartas,...).
As mais antigas ligacOes desses jogos com a matemaética reduzem-se a enumeracao das
possibilidades de se obter um dado resultado no jogo, sem referéncia ao céalculo da
probabilidade de se obter esse resultado. Era comum nos séculos XVI e XVII o
interesse dos nobres e ricos em jogos de azar. Entretanto, esses jogos envolviam um alto
grau de risco, levando os jogadores a buscar formas seguras para ganhar. E nesse
contexto que surgem as primeiras obras sobre jogos de azar.

Nesse periodo, os matematicos italianos Luca Paccioli (1445-1518), Girolano
Cardano (1501-1576) e Niccolé Tartaglia (1499-1557) apresentam as primeiras

consideragfes matematicas sobre jogos de azar, onde a principal obra € atribuida a



Cardano, “Liber de ludo Aleae” (livro do jogo de dados) publicado em 1663. Nessa
obra ele analisa os jogos de azar em geral e o jogo de dados em particular. Tal anélise
permitiu que ele chegasse bem proximo ao conceito de probabilidade, da nocdo de
eventos eqiliiprovaveis e da esséncia do calculo permutacional. Ele cita os axiomas do
condicionamento (regra da adi¢do) e independéncia (regra da Multiplicagdo).

Antes disso, Luca Paccioli em sua obra “Summa de arithemetica, geometria,
proportioni et proportionalita”(Pontos de aritmética, geometria, propor¢oes e
proporcionalidades) propoe o problema das divisdes das moedas: “ A4 eB jogam balla
(jogo semelhante ao de moedas) e concordam em continuar até que um deles ganhe seis
partidas; se o jogo tiver que ser interrompido quando A tiver ganhado 5 partidas e
B apenas 3, como devera repartir o valor apostado?

Em 1556, Tartaglia publica seu “General Trattato” (Tratado geral), obra em
que apresenta uma teoria de contagem para jogos de dados e o esquema posteriormente
denominado tridngulo de Pascal. Nessa obra ele, também, detecta o erro de Paccioli
(divisdo do montante apostado na propor¢do 5:3) e propde outra solucdo para o
problema (divisao da propor¢ao 2:1).

No entanto, as principais contribuicdes para o inicio da Teoria das
Probabilidades sdo através da correspondéncia entre os matematicos franceses Blaise
Pascal e Pierre Fermat acerca de problemas surgidos nos jogos de azar, propostos pelo

conde De Méré, nobre francés e assiduo jogador. Um dos problemas propostos era:

“Eu e um amigo meu estavamos a jogar quando recebemos uma mensagem e tivemos
de interromper o jogo. Tinhamos colocado em jogo 32 pistolas (Moeda de ouro
utilizada em varios paises europeus até ao século XIX) cada um. Ganharia as 64
pistolas o que primeiro obtivesse 3 pontos, isto é, 3 vezes o numero que escolheu no
langcamento de um dado. Eu tinha escolhido o 6 e quando o jogo foi interrompido eu ja
tinha obtido o 6 duas vezes. O meu amigo escolheu o 1 e, quando interrompemos o

jogo, tinha obtido o 1 uma vez. Como dividir as 64 pistolas?”

Uma resolugao possivel:
No proximo langamento valido, ou sai o 6 e ganha o Conde, sendo a
probabilidade de isso acontecer 1/2, ou sai o 1 (também com probabilidade 1/2) e o

jogo tem de continuar. No langcamento seguinte, se sair o 6, ganha o Conde, neste caso



com probabilidade , se sair o 1 ganha o amigo, tambéem com probabilidade

N | —
N | —

1
4
de 1/4.

Assim, a probabilidade de o Conde ganhar o jogo ¢ de % = % + %, logo deve receber %

das 64 pistolas, ou seja, 48 pistolas. Esquematizando: ( VIEIRA, 2007).

Ganha o conde

saio6 Ganha ¢ conde

salo 1 Ganha o amigo

Figura 02-Resolucéo do problema proposto pelo conde De Méré

Outro problema historico foi o proposto, por volta de 1620, pelo Grao-duque da
toscana a Galileu para fazer consideracdes sobre o jogo dos dados ou sobre as
descobertas dos dados: “Nove se parte aditivamente em seis condi¢oes do mesmo modo
que dez; no entanto, se jogar com trés dados, a pessoa obtém dez mais freqgiientemente
que nove. Por qué?” Em sintese, ele queria saber por que, no langamento de trés dados,

a soma dez sai mais vezes que a nove.

Soma igual a 9 Soma igual a 10
1+2+6 1+3+6
1+3+5 1+4+5
1+4+4 2+2+6
2+2+5 2+3+5
2+3+4 2+4+4
3+343 3+3+4




Galileu concluiu haver 25 casos de soma 9 e 27 casos de soma 10.

Além dos matematicos ja mencionados, vale destacar também os trabalhos
realizados nessa area por Leibniz (1646-1716), Jacques Bernoulli (1654-1705), Moivre
(1667-1754), Newton (1646-1727), Euler (1707-1783).

Leibniz escreveu, em 1660, “Dissertatio de Arte Combinatoria” (De arte
combinatoria), que trata da analise combinatéria, um dos aspectos de capital
importancia do céalculo das probabilidades e sobre aplicagdes do calculo das
probabilidades as questdes financeiras.

Jacques Bernoulli escreveu o primeiro tratado importante sobre a teoria das
probabilidades, num livro de edigdo postuma, chamado “Ars Conjectandi”(A arte da
conjectura) em 1713. Essa obra contém varios problemas relacionados a contagens e
probabilidades, onde enuncia um teorema cuja generalizacdo ¢ hoje conhecida como a
“Lei dos grandes nimeros” e apresenta a teoria geral das permutagdes e combinagoes.
Nessa obra ele também introduz a distribuicdo binomial e prova o primeiro teorema
limite das teorias das probabilidades, depois chamados de Bernoulli e lei fraca dos
grandes nimeros.

Abraham de Moivre, na sua obra “Doctrine of Changes, dedicou-se ao estudo
das leis do acaso. Foi o primeiro a usar as fungdes geradoras para resolver a relagdo de
recorréncia X, = X, + X,, relacionada com a sucessdo de Fibonacci (problema da
multiplicacdo dos coelhos de Leonardo de Pisa).

Isaac Newton mostrou como calcular diretamente (1 + x)" sem antes calcular
(1+x)"', e dai o desenvolvimento do conhecido Bindmio de Newton.

Leonard Euler destaca-se por importantes contribui¢des. Sendo o fundador da
teoria das partigdoes de um numero ¢ do enunciado e solucdo do problema das Sete
Pontes de Konigsberg (teoria dos Grafos).

Existem também referenciais anteriores ao século XVI sobre a utilizacdo de
métodos de combinatéria com outros ramos da matematica, ¢ o caso da formacdo dos
chamados quadrados magicos, que datam provavelmente do século 1 d.C.

Ha também textos antigos, aparentemente simples, onde € verificado o emprego
de técnicas de contagens, por exemplo, o Problema 79 do Papiro Egipcio de Rhind
(cerca de 1650 a.C.): “Ha sete casas, cada uma com sete gatos, cada gato mata sete
ratos, cada rato teria comido sete safras de trigo, cada qual teria produzido sete hekat
(unidade de medida de grdos utilizada no Egito Antigo que equivale a 4,8 litros) de

grdos, quantos itens tém ao todo?”



Atualmente o estudo de Combinatéria é dividido, para fins didaticos, em trés
espécies: arranjos, permutacGes e combinagbes. O presente trabalho, além de fazer o
estudo de arranjos, permutacdes e combinacgdes, propde o estudo da base dessa teoria,
que sdo o principio aditivo e o principio multiplicativo.

O primeiro Capitulo trata-se da introducdo com comentarios historicos da
evolucdo dos métodos de contagem e das probabilidades. No capitulo 2 apresentam-se o
principio aditivo e principio multiplicativo e desenvolvem-se as permutacdes simples,
circulares, com repeticbes e anagramas. Em seguida sdo desenvolvidos os arranjos
simples (amostragem sem repeticdo), arranjos com repeticdo (amostragem com
reposicdo), além de combinagdes simples e com repeticdo. O capitulo 3 aborda
equac0es e inequagdes lineares com coeficientes unitarios, probabilidade e distribuicdo
binomial como aplica¢des dos métodos de contagem. E, por fim, no quarto capitulo sdo
propostos alguns problemas sobre o tema trabalhado, além de apresentar a resolugéo,
buscando evidenciar a importancia do principio aditivo e do principio multiplicativo.

O objetivo principal dessa obra é abordar os métodos de contagens a partir do
principio aditivo e principio multiplicativo, mostrando o quanto tais principios sdo

essenciais para a resolucdo de problemas envolvendo métodos de contagens.



CAPITULO 2

METODOS DE CONTAGENS

Métodos de contagem sdo métodos que permitem determinar o numero de
decisdes que podem ser tomadas para executar certo procedimento ou tarefa. O grau de
dificuldade para determinar o nimero de decisdes dependerd das caracteristicas do
problema, o que determinara a estratégia mais adequada a seguir.

E usual assumir que métodos de contagem s&o faceis, entretanto até problemas
considerados simples podem gerar dividas quanto a sua solucdo. Ser& que a solugédo
esta certa? E um problema de combinacdo? E um problema de permutacio? E um
problema de arranjo? E se ndo for combinacdo, nem permutacdo, nem arranjo? Como
posso ter certeza que a estratégia usada é a correta?

As davidas surgem porque diferente ao calculo de &reas ou o célculo de raizes
quadraticas, onde existem uma férmula pré-determinada, nos métodos de contagem néo
existe uma formula geral para determinar o nimero de possibilidades de determinado
problema.

As estratégias de solugdo analisadas neste trabalho sdo:

a) Dividir o problema de contagem em partes menores, de modo que as partes
sejam disjuntas. Essa € a base do Principio da Adicéo.

b) Para cada elemento, analisar quantas decisdes pode ser tomadas. Essa é a base
do Principio da Multiplicacdo.

¢) Somar adequadamente os resultados de (a) e (b).

A seguir sera apresentado o principio da adi¢do e multiplicacéo.

2.1.  PRINCIPIO ADITIVO

Suponha que:
a) Um procedimento designado por L, possa ser realizado de n, modos;

b) Um segundo procedimento, designado por L,, possa ser realizado de n, modos;



c) Naio seja possivel que ambos os procedimentos sejam realizados em conjunto,
isto €, os procedimentos sao disjuntos;
Entdo, o numero de modos pelo qual o procedimento pode ser realizado

formado por L, ou L, sera de n; + n,. A figura 03 ilustra o principio aditivo.

n1 n2

Figura 03- Principio da adi¢do

Exemplo: Suponha que tenham entrado em cartaz 3 filmes e 2 pecas de teatro e
qgue Carlos tenha dinheiro para assistir a apenas 1 evento. Quantos S&0 0s
programas que Carlos pode fazer no sdbado?

Solugdo. No exemplo observe que:
- Carlos pode assistir a um filme, para o qual tem 3 opgdes;
- Carlos pode assistir ao teatro, para o qual tem 2 opgdes;
- Devido nao ter dinheiro suficiente ele pode assistir a apenas 1 evento, logo ele ndo
pode assistir a um filme e a uma peca de teatro no sabado.
Das condigdes acima, verifica-se o principio aditivo. Logo, os programas

que Carlos pode fazer no sabado sdo 3+2 =5.

2.2 EXTENSAO DO PRINCIPIO ADITIVO

Generalizando o principio aditivo. Suponha que:

a) Existem k procedimentos;
b) O i-ésimo procedimento pode ser realizado de n; modos (i= 1,2, ... ,k);
c) Nao seja possivel que dois quaisquer desses procedimentos possam ser

realizados simultaneamente. Isto é, os procedimentos sdo disjuntos dois a dois.



Entdo, o numero de modos pelo qual o procedimento pode ser realizado formado
por L; ou L, ou...ou Ly, é de:

n1+n2+...+nk

Exemplo: Suponha que tenham entrado em cartaz 3 filmes, 2 pecas de teatro e 4
musicais, e que Carlos tenha dinheiro para assistir a apenas 1 evento. Quantos sdo 0s
programas que Carlos pode fazer no sdbado?
Solucéo. No exemplo, observe que:

- Carlos pode assistir a um filme, para o qual tem 3 opcdes;

- Carlos pode assistir ao teatro, para o qual tem 2 opcdes;

- Carlos pode assistir a um musical, para o qual tem 4 op¢oes;

- Devido a ndo ter dinheiro suficiente ele pode assistir a apenas 1 evento no sabado.

Das condicGes acima, verifica-se o principio aditivo. Logo, os programas que

Carlos pode fazer no sabado sdo 3+2+4 = 9. Isto é, Carlos pode fazer nove programas

no sabado.

2.3. PRINCIPIO MULTIPLICATIVO

Suponha que:

a) Um procedimento designado por L; possa ser realizado de n; modos;

b) Um segundo procedimento, designado por L, possa ser realizado de n;
modos;

c) Cada maneira de executar o procedimento L, pode ser seguida por qualquer
daquelas para executar o procedimento L,.

Entdo, o nimero de modos pelo qual pode ser realizado o procedimento L,

seguido do procedimento L, é de n;- n,. A figura 04 ilustra o principio

multiplicativo.



L, L,

Figura 04- Principio multiplicativo
Exemplo: Suponha que tenham entrado em cartaz 3 filmes e 2 pecas de teatro e que
Carlos possa assistir a um filme e a uma peca de teatro. Quantos sdo 0s programas que
Carlos pode fazer no sdbado?
Solucéo. No exemplo, observe que:

- Carlos pode assistir a um filme, para o qual tem 3 opgoes;

- Carlos pode assistir a uma peca de teatro, para o qual tem duas op¢oes;

- Nesse caso a opcéao assistir a um filme e assistir a uma peca de teatro ndo séo
opcOes disjuntas. Logo, o principio da adicdo ndo se aplica. Entretanto, para cada
filme que assiste, Carlos tem a op¢do de assistir qualquer um das pecas de teatro.
Verificam-se assim as condi¢des do principio multiplicativo.

Do principio multiplicativo, Carlos pode fazer 3-2 = 6 programas no sabado.

2.4. EXTENSAO DO PRINCIPIO MULTIPLICATIVO

Generalizando o principio multiplicativo. Suponha que:
a) Existam k procedimentos;
b) O i-ésimo procedimento pode ser realizado de n; modos (i = 1,2, ... ,K);
c) O i-ésimo procedimento pode ser seguido por qualquer dos ni; modos do
(i+1)-ésimo procedimento (parai=2,3,..,n).
Entdo, o nimero de modos pelo qual pode ser realizado o procedimento formado
por L, seguido pelo procedimento L,, seguido pelo procedimento Lg, ..., seguido pelo
procedimento Ly é de:

Ny XNy X-oe XNy



Exemplo: Suponha que tenham entrado em cartaz 3 filmes, 2 pegas de teatro e quatro
musicais. E que Carlos possa assistir a um filme, a uma pega de teatro e a um musical.
Quantos séo os programas que Carlos pode fazer no sdbado?

Solu¢do. No exemplo, observe que:

- Carlos pode assistir a um filme, para o qual tem 3 opgdes;

- Carlos pode assistir a uma peca de teatro, para o qual tem duas opgdes;

- Carlos pode assistir a um musical, para o qual tem 4 opgdes;

- Nesse caso a opg¢do assistir a um filme, teatro ou musical ndo sdo opgdes
disjuntas, logo o principio da adi¢@o ndo se aplica. Entretanto, para cada filme que
assiste, Carlos tem a opgdo de assistir qualquer um das pecas de teatro. E para
cada uma das opgdes de filme e teatro, ele pode assistir a qualquer um dos
musicais. Verificam-se assim as condi¢gdes do principio multiplicativo.

Do principio multiplicativo, Carlos pode fazer 3-2-4 = 24 programas no sabado.

2.5. PERMUTACOES SIMPLES

Uma permutagdo simples (ou simplesmente permutagdo) de n objetos ¢
qualquer agrupamento ordenado desses objetos.
Assim, havendo n objetos, pergunta-se:
“Deve-se considerar a ordem dos n objetos na técnica de contagem?”
Se a resposta for afirmativa, trata-se de um caso de permutagao.
Por exemplo, as permutacdes de a, b e ¢ sdo os elementos ordenados:
(a,b,c); (a,c,b); (b,a,c); (b,c,a); (c,a,b); (c,b,a).
Cada uma das ternas acima consideradas contém os mesmos objetos, entretanto diferem
na ordem, o que faz que eles sejam agrupamentos diferentes.
Denominando P, o numero de permutagdes simples, o modo de calcular esse
numero € usando o principio multiplicativo:
a. Sejam n objetos ay, ay, ... , an;
b. Para escolher o primeiro elemento da n-tipla existem n possibilidades: a;, ay, ...,
an:
c. Para qualquer um dos elementos escolhidos, por exemplo, a;, hd n-1
possibilidades de escolher o segundo elemento: a, as, ... , a,. Pelo principio
multiplicativo, para escolher os dois primeiros elementos existem n x (n-1)

possibilidades;



d. Para qualquer par ordenado j& escolhido, por exemplo, (a;,a), hd n-2

€.

possibilidades de escolher o terceiro elemento: a;, a4, ... , a. Pelo principio
multiplicativo, ha n x (n-1) x (n-2) possibilidades de escolher os trés
primeiros elementos;

Continuando esse procedimento, existem nx (n-1)x (n-2)x --- x 3x 2 x 1 = nl
possibilidades de escolher as n-Uplas.

Logo, o numero de permutacdes de n objetos é:

P = n><(n-1)><---><3><2><1= n!

Exemplo. Considerando os digitos 1, 2, 3, 4 e 5, quantos numeros de dois algarismos

distintos podem ser formados?

Solugdo. Os numeros de 2 algarismos tém duas casas a serem preenchidas, a casa das

unidades e a casa das dezenas. E indistinta qual casa é preenchida primeira, pois néo

existe nenhuma restri¢do a ser considerada. Logo:

A casa das dezenas pode ser ocupada por qualquer um dos 5 algarismos.
Como os numeros sdo distintos, para cada uma das casas das dezenas ja
preenchidas, restam quatro algarismos para ocupar a casa das unidades.
Entdo, pelo principio multiplicativo hd 5 - 4 = 20 nimeros de dois algarismos

distintos que podem ser formados com os cinco digitos disponiveis.

Exemplo. Quantos nimeros de dois algarismos distintos podem ser formados?

Solugdo. Os numeros de 2 algarismos tém duas casas a serem preenchidas, a casa das

unidades e a casa das dezenas, com a restrigdo que a casa das dezenas ndo pode ser zero.

Inicia-se a contagem pela restrigdo, isto é, preenche-se primeiro a casa das dezenas:

Como o zero ndo pode ocupar a casa das dezenas, restam 9 algarismos que
podem ser usados: 1, 2, ..., 9. Portanto, h4 9 possibilidades de preencher a casa
das dezenas.

Como os numeros sdo distintos, para cada uma das casas das dezenas ja
preenchidas, restam 9 algarismos para ocupar a casa das unidades ja que nesse
caso sera considerado o algarismo zero. Assim, ha 9 possibilidades para
preencher a casa das unidades.

Entdo, pelo principio multiplicativo hd 9 - 9 = 81 numeros de dois algarismos
distintos que podem ser formados.



2.6. PERMUTACOES CIRCULARES (PC,)

Problemas de Permutagdes Circulares com n elementos, denotado por PC,, sdo
problemas do tipo: “De quantos modos se podem colocar n objetos em circulos

considerando-se iguais as disposi¢des que coincidam por rotagdo? ”.

0, B C _-_3
- -, - i ., _.-'"'---.-_"“w T T,

Vi “‘*x__ r K"'\-. s Mﬂ-. F "\
I Vo ST \& 31-" L .n".+' \C
|I I|+ |I I|1 II ] I|. |

i Y i N r,

x‘k. k o -

H"'\-\. ] "'fr H . G "'f K\H“-\ __.-"'.-. \H\"'\.__ __.--"f
W S A -\._1"'__. __'_:_

Figura 05- Exemplo de permutacéo circular

As quatro disposi¢des acima sao consideradas iguais em PC,, elas coincidem por
rotacdo. Considerando um elemento, por exemplo, A, ele pode ocupar as 4 posi¢des por
rotacdo, logo se pode considerar como ocupando uma unica posi¢do. Fixando ele, o
problema se reduz a permutar 3 elementos, assim ha 3! = 6 modos de colocar n objetos
em circulos considerando-se iguais as disposi¢des por rotagao.

No caso geral, em PC, fixa-se um elemento e considera-se as permutacdes
simples de (n-1) elementos. Portanto:

PC, =(n-1)!

Exemplo. De quantos modos 4 criangas podem formar uma roda?

Solugdo. Uma disposi¢do da roda com as quatro criancas seguida por rotagdes sobre o
conjunto continua com a mesma configuracdo. Logo, trata-se de um caso de
permutagdes circulares com 4 elementos. Portanto, o nimero de modos de que 4

criangas formam uma roda é:

PC, =(4-1)!=3!=6

Exemplo. Se Pedro e Ana sdo duas de 8 criancas, de quantas maneiras elas podem

brincar ficando Ana e Pedro sempre lado a lado?



Solugdo. Primeiro, considera-se Pedro e Ana como uma unica pessoa. Ha, portanto, 7
“criangas” que podem brincar de (7-1)! = 6! maneiras diferentes. Como Ana e Pedro
podem estar lado a lado de duas maneiras diferentes, multiplica-se esse niamero por 2.
Portanto, a resposta € igual a:

2xPC, =2%(7-1)!=2x6!=1.440

2.7. PERMUTAGOES COM REPETIGAO (P, »™ 27" » 1o

Permutacdes com repetigdo sdo permutacdes de n objetos nem todos distintos,
em que um deles aparece n; vezes, outro n, vezes, ¢ assim por diante até que o ultimo
apareca ni vezes. Com a condigdo:

nl —|—n2 +...—|—nk =n

, n,,n,- ,n o .
Para contar o numero de modos de P, '°"* ’“ utiliza-se o seguinte

procedimento:
- em n objetos existem:
P, =n!modos
- como n; elementos se repetem ha n;! modos a mais, corrigindo:

n!

n!
- como n, elementos se repetem ha n,! modos a mais, corrigindo:

n!

n!n,!
- seguindo o procedimento, obtém-se:

|

Pn]9n2.'.jnk — n-
n nn.!--n.!
12 k*

Exemplo. De quantos modos podemos colocar em fila sete letras, sendo trés letras A,
duas letras B e duas letras C.

Solugdo. Sao listadas a seguir algumas possibilidades: aaabbcc, aabbacc, acbbaac,
cbbaaac, cabbacac. Esse ¢ um problema de permutagdes com repetigdo, onde n= 7, n; =
3, m=2en;=2, logo o numero de modos de colocar em fila 7 letras, sendo trés letras

A, duas letras B e duas letras C é:



P31212 —_ 7' —_
7 ==
312121

Exemplo. Se um time de futebol jogou 13 partidas em um campeonato, tendo perdido 5
jogos, empatado 2 e vencido 6 jogos, de quantos modos pode isto ter ocorrido?
Solugdo. Esse é um problema de permutag¢Ges com repeti¢do, onde n = 13, =5, n, = 2

e n; = 6, logo 0 numero de modos que isto pode ter ocorrido é:

£5:26 - 13! _13x12x11x10 x9x 8% x7x B!

137 T5i2i6T  mxaxgxzxzxs 00

2.8. ANAGRAMAS

Denomina-se Anagrama a um agrupamento (ndo necessariamente fazendo
sentido na linguagem comum) formado com as letras de uma palavra, mas numa ordem
qualquer. O numero de anagramas € uma permutagdo com repeticdo do nimero de letras

da palavra considerando as repeti¢cdes de cada uma das letras.

Exemplo. Para contar o nimero de anagramas que se podem formar com a palavra
MATEMATICA determina-se o numero de letras da palavra MATEMATICA e as
vezes que se repetem cada letra: existem 10 letras, a letra M se repete 2 vezes, a letra A
se repete 3 vezes, a letra T se repete 2 vezes e as outras letras (E, | e C) néo se repetem.

Logo, o numero de anagramas é:

5322111 _ 322 10-9-8-7-6-5-4-3! 10.9-8-7-6-5-4- 3

10 R TETRPY 3R -

=151.200

2.9. ARRANJOS SIMPLES () OU AMOSTRAGEM SEM REPOSICAO

Um arranjo simples ou simplesmente arranjo ou amostragem sem reposicéo, de

n objetos diferentes tomados p a p, é qualquer agrupamento ordenado de p elementos




dos n objetos. Isso é equivalente a ter n objetos diferentes com os quais se quer

preencher p lugares.

Denominando 0 nimero de arranjos de n objetos tomados de p em p, 0 modo

de calcular esse nimero é usando o principio multiplicativo:

a.
b.

C.

Sejam n objetos diferentes ay, a,, ... , an;

Para escolher o primeiro elemento da n-Upla hé n possibilidades: a;, a;, ***, an:
Para qualquer um dos elementos escolhidos, por exemplo, a;, ha n-1
possibilidades de escolher o segundo elemento: a,, as;, ... ,a,. Pelo principio
multiplicativo, na escolha dos dois primeiros elementos existem n x (n-1)
possibilidades.

Para qualquer par ordenado ja escolhido, por exemplo, (a;,a;) hd n-2
possibilidades de escolher o terceiro elemento: as, a, ... , a, Pelo principio
multiplicativo, ha n x (n-1) x (n-2) possibilidades de escolher os trés
primeiros elementos.

Continuando esse procedimento, resulta que o numero de possibilidades de
escolher os p elementos é:

n!

Ap: x(n-1)x(n-2)x---x(n- 1) =
R=nx(-Dx(n-2xexn-pry = o

Exemplo. Quantos anagramas de duas letras diferentes se podem formar com um

alfabeto de 23 letras?

Solugdo. H& 23 letras e deseja-se calcular quantos grupos ordenados de duas letras

diferentes se podem formar. Ou seja, trata-se de um problema de arranjo de 23

elementos tomados de dois em dois:

|
A2 =2 o300 =506
23 211

Portanto, formar-se 506 anagramas de duas letras.

Exemplo. Quantos nimeros de 4 ou 5 algarismos distintos, e maiores do que 2.000,

podem ser formados com os algarismos 0, 1, 3,5 e 7?

Solugdo. Usa-se o principio aditivo para separar os numeros com 4 ou 5 nimeros

distintos. Assim, contam-se quantos nimeros podem ser formados com 4 algarismos

distintos e soma-se esse resultado com a contagem dos numeros com 5 algarismos

distintos.



2)

b)

a.
b.

Numeros de 4 algarismos distintos: ha 4 posicdes para serem preenchidas. Como
0 numero deve ser maior do que 2.000, a primeira posi¢do pode ser preenchida
ou com o0 3 ou com 5 ou com7, isto é, de 3 maneiras diferentes. As outras 3
posi¢es podem ser preenchidas com qualquer um dos 4 digitos restantes, isto &,

1
de Al maneiras. Portanto, pelo principio multiplicativo ha 3x Ai = Sx% =72

nameros de 4 algarismos distintos e maiores que 2.000 formados com o0s
algarismos 0,1, 3,5e7.

Numeros de 5 algarismos distintos: hd 5 posi¢fes para serem preenchidas. A
posi¢édo da dezena de milhar pode ser preenchida ou com o 1 ou com 0 3 ou com
5 ou com 7, isto é, de 4 maneiras diferentes. As outras 4 posi¢des podem ser
preenchidas com qualquer um dos 4 digitos restantes, isto é, de 4!=24 maneiras.
Portanto, pelo principio multiplicativo hd 4-4!'=96 numeros de 5 algarismos
distintos e maiores do que 2.000 formados com os digitos 0, 1, 3,5e 7.
Conseqlientemente, aplicando o principio aditivo, somam-se os resultados de a)

e b). H& 72 + 96 = 168 numeros que verificam a condicdo do problema.

2.10. ARRANJOS COM REPETICAO ( ) OU AMOSTRAGEM COM REPOSICAO

Um Arranjo com repeticio ou Amostragem com reposicdo, de n objetos

diferentes tomados p a p, é qualquer agrupamento ordenado de p elementos dos n
objetos, onde qualquer elemento tem n possibilidades de ser escolhido, sendo permitida
a reposi¢cdo de cada elemento escolhido. Isto €, se um elemento é escolhido, ele é

resposto formando parte das préximas escolhas.

Denominando 0 ndmero de arranjos com reposi¢do de n objetos tomados de

p em p, 0 modo de calcular esse nimero é usando o principio multiplicativo:

Sejam n objetos diferentes ay, a;, *-+, an;

Para escolher o primeiro elemento da n-Gpla existem n possibilidades: a;, az, -,
an;

Para qualquer um dos elementos escolhidos, por exemplo, a;, como ele é reposto
existem n possibilidades de escolher o segundo elemento: &, a, as, -+, a,. Pelo
principio multiplicativo, ha na escolha dos dois primeiros elementos n x n = n

possibilidades;



d. Para qualquer par ordenado ja escolhido, por exemplo (a;,a;), como eles foram
repostos existem n possibilidades de escolher o terceiro elemento: a;, a,, -, a,.
Pelo principio multiplicativo, ha n x n x n=n’ possibilidades de escolher os trés
primeiros elementos;

e. Continuando esse procedimento, resulta que o numero de possibilidades de

escolher os p elementos ¢:

ARE =nxnxnx--xn=nP

Exemplo. Qual o total de placas de carro que podem ser construidas constando de 7
simbolos, sendo os 3 primeiros constituidos por letras e os 4 Gltimos por digitos?

Solucdo. Considerando o alfabeto com 26 letras e considerando a reposi¢do, as 3 letras

podem ser escolhidas de AR}, maneiras diferentes.
Considerando os 10 digitos (0, 1, 2, ... , 9), os 4 digitos podem ser escolhidos, com

reposigio, de AR}, formas. Logo, pelo principio multiplicativo, o total de placas é:

3 4 _ 53104 =
AR26><AR10 =26 x10" =175.760.000

2.11. COMBINACOES SIMPLES ()

As combinagdes simples de n elementos tomados de k em k, podem ser
caracterizadas pelo seguinte problema:

“Se , quantos subconjuntos distintos de k elementos podem ser formados
de um conjunto S de n elementos?”

Para responder esse problema, sejam A;, Aj,.., A; os r subconjuntos de k
elementos. Esses subconjuntos sdo distintos, mas nio necessariamente disjuntos.

Seja B; a colecdo das k-uplas ordenadas que se podem formar escolhendo as
componentes entre os elementos de A; sem reposi¢ao.

Logo, , onde indica o numero de k-
uplas ordenadas de Bi. Pode-se contar o numero de elementos de
de duas formas diferentes:

a) Como pois B; difere de B; em pelo menos um elemento,

pelo principio aditivo:



v(t) =V(Blu82 u--.uBr) = V(B,) +-+V(B,) = k!4 + Kl = KIxr

b) De outro lado, T consta das k-uplas que se podem formar escolhendo as

componentes em S sem reposicao:

v(T)=Af =

(n-k)!
Igualando em a) e b):

k

klxr = n! :>r:n!:[n]:C
(n-K)! Kn-K)! k) "

Denota-se as combinac6es simples de n elementos tomados de k em k por ou

. Logo:

ok ny,_ n!
”_[k} kix(n-k)!

Exemplo. Quantos anagramas de duas letras diferentes se podem formar com um
alfabeto de 23 letras?
Solugdo. Esse é um problema resolvido na se¢do 2.9 usando arranjos. A seguir a

resolucdo do problema usando combinagdes e a defini¢do de anagrama.

1
— Havendo duas letras diferentes, por exemplo, AB, pode-se formarlﬁlzm

anagramas.
— De outro lado, as palavras de duas letras (sem importar a ordem) de um total de
23 letras somam um total de

. . - 23!
— Logo, pelo principio da multiplicacdo: C2 x2!=
g p principi ultiplicac 2% 21121

x21=23%22=506

anagramas formados por duas letras diferentes.

Exemplo. Quantos sdo os anagramas formados por 2 vogais e 3 consoantes escolhidas
dentre 18 consoantes e 5 vogais?
Solugéo. Seguindo o procedimento do exemplo anterior, contam-se quantos anagramas

podem ser formados com 5 elementos diferentes, quantas palavras diferentes néo



importando a ordem podem ser formados com duas de 5 vogais e com 3 de 18
consonantes e finalmente usa-se o principio da multiplicag@o.

— Havendo uma palavra de 5 letras formada por duas vogais e trés consonantes

diferentes, por exemplo, AEBCD, podem-se formar = 5! anagramas;

— As palavras de duas vogais (sem importar a ordem) de um total de 5 vogais
somam um total de ;
— As palavras de trés consonantes (sem importar a ordem) de um total de 18

consonantes somam um total de

! !
—  Logo, pelo principio da multiplicagdo: C:xC; x5!= >! X 18!

= x51=979.200
3121 15!3!

anagramas formados de duas vogais e trés consonantes diferentes.

Exemplo. Quantos anagramas da palavra UNIFORMES comegam por consoante e
terminam em vogal?

Solugdo. A palavra “UNIFORMES” possui 4 vogais ¢ 5 consoantes. Deve-se escolher
uma consoante para comegar a palavra e uma vogal para terminé-la.

- Escolhendo uma consoante das 5 disponiveis, C, ;
- Selecionando uma vogal das 4 disponiveis, C,;

- As outras 7 letras podem ocupar qualquer uma das sete posicoes, logo ha 7!
maneiras de seleciona-las;
- Aplicando o principio multiplicativo, o numero de anagramas da palavra

UNIFORMES que comega, com consoante e terminam por vogal é igual a:

Cl x Cl,x71=5x4x71=100.800

2.12. COMBINACOES COM REPETICAO ()

Suponha que num parque de diversdes existam quatro tipos de brinquedos: a,
b, ¢ d. E que uma pessoa quer comprar dois bilhetes. E claro que ela podera comprar
dois bilhetes do mesmo tipo (pode ser que ela queira ir duas vezes na roda gigante).

Descrevendo todas as possibilidades, obtém-se dez: aa, bb, cc, dd, ab, ac, ad, bc, bd, cd.



Observe que esse nimero é maior do que C; =6, pois quando sio consideradas

as combinagfes simples de 4 tomados 2 a 2, ndo pode ser tomado um mesmo objeto
mais de uma vez. Esse é um tipo de problema conhecido como das combinag¢Ges com
repeticdo de 4 tomados 2 a 2. Descrevendo a solugdo desse problema, conta-se da
seguinte forma:
— Se os bilhetes sdo para brinquedos diferentes tem-se = 6 escolhas. Eles sdo:
ab, ac, ad, bc, bd e cd;
— Se o0s bilhetes sdo para 0 mesmo brinquedo, o primeiro bilhete pode ser
escolhido de , 0 segundo bilhete s6 tem uma possibilidade de escolha,
pois tem que ser igual ao primeiro bilhete. Logo, ha escolhas;

— Usando o principio aditivo, o nimero total de escolhas é:

2,011 -
C4+C4><1—6+4—10

Retornando ao parque de diversGes. Uma pessoa, caso tenha dinheiro suficiente,
podera comprar mais do que 4 bilhetes. Nesse caso ela, necessariamente, deverd
comprar pelo menos 2 bilhetes de um mesmo brinquedo. Supondo que ela resolva
comprar 5 bilhetes para estes 4 brinquedos. Algumas possibilidades seriam: aaaaa,
abbbc, aacbb, bbccd, etc.

Para contar o total de elementos do tipo acima basta dividir o problema e usar
em seguida o principio da adi¢éo:

— Se a pessoa compra dois bilhetes para 0 mesmo brinquedo e compra um bilhete
para os outros brinquedos, existem escolhas.

— Se a pessoa compra dois bilhetes para um brinquedo, dois bilhetes para outro
brinquedo e um bilhete para um terceiro brinquedo, existem

escolhas.

— Se a pessoa compra dois bilhetes para um brinquedo e trés bilhetes para outro
brinquedo, existem escolhas.

— Se a pessoa compra trés bilhetes para um brinquedo, um bilhete para outro
brinquedo e um bilhete para um terceiro brinquedo, existem

escolhas.

— Se a pessoa compra quatro bilhetes para um brinquedo e um bilhete para outro

brinquedo, existem escolhas.



— Se a pessoa compra 0s cinco bilhetes para um Unico brinquedo, existem
escolhas.
— Usando o principio da adigdo para contar todos 0s casos:
CixCi+C;xCi+C.xC,+C,xC:+C;xC, +C, =56
Outra forma de resolver esse problema é representar os brinquedos como barras
|. Para dividir a reta em 4 partes € necessario somente 3 barras.
espaco 1l | espago2 | espago3 | espacgo 4
Desejando preencher esses espacos com os 5 bilhetes representados por bolas, por

exemplo:

a O o O QO
o © |0 O] C©
©c O O O O

Figura 06- Exemplo de combinacao com repeticdo

Esse problema equivale a combinar 8 elementos tomados de 5 em 5. Logo, o

. L 8 . .
nimero de escolhas é igual aC; = 3151 =56, o qual coincide com o resultado anterior.

Nesse caso: CR; =C:.
No caso geral de combinagdes com repeticdo de n elementos tomados de p em p

CR?, hd um total de (n+p-1) objetos que correspondem a(n-l) barras e p bolas, logo:

P — P
CRn - Cn+p-1

Quando sdo consideradas combinac@es simples de n elementos tomados de p a

p, p deve ser menor do que ou igual a n (p<n). No caso de combinacGes com

repeticdo, essa restri¢cdo ndo € necessaria, como foi visto no caso da compra de bilhetes.

Exemplo. De quantos modos podemos comprar 4 refrigerantes em um bar que vende 2
tipos de refrigerante?
Solucdo. Esse € um problema de combinagdes com repeticdo, logo:
CR!=C!,, =C!=5.
Denotando os refrigerantes por a e b, estas 5 possibilidades seriam as seguintes:
aaaa, aaab, aabb, abbb, bbbb.






CAPITULO 3

APLICACOES

Esse capitulo trata de algumas das aplicaces dos métodos de contagem.
Inicialmente é apresentado o procedimento para contar o numero de solugbes das
equac0es lineares com coeficientes unitarios. Em seguida, tal procedimento é estendido
para as inequagOes lineares com coeficientes unitarios. Logo ap6s, sdo apresentados
alguns aspectos sobre probabilidades, em que sdo empregadas as técnicas de contagem.

Por fim, é trabalhada a distribui¢do binomial.
3.1. EQUACOES LINEARES COM COEFICIENTES UNITARIOS

O objetivo é contar o nimero de solucGes de equacdes do tipo:

xi€ (2" v {o}) (1)

ou

{X1+ X,+eo X, =m

(2)

A diferenca entre (1) e (2), é que em (1) é permitido as variaveis x,

{xl+ X,+--+X, =M

XieZJr

assumirem o valor zero, enquanto que em (2) isso ndo é permitido. Em (2) todos os

coeficientes devem ser inteiros positivos.

As equagdes do tipo (1) e (2) tém todos os coeficientes unitarios. Equacdes do
tipo (1) e (2) séo problemas da Programacéo Inteira, na qual se procura solucdes
inteiras para essas equacdes. Nessa se¢do ndo sera procurada as solucdes de (1) e (2) , e

sim, contar o numero de solugdes dessas equagdes.

Como exemplo, considere a equagao do tipo (1).



=5
{Xl % X, X, €Z (3)

X 20, x,20,

Nesse caso, é simples achar as soluces de (3) Bastar considerar as

possibilidades de ocorréncia como mostra a seguinte tabela:

Ou seja, as solugdes séo: {(0,5),(1,4),(2,3),(3,2),(4,1),(5,0)} . Logo, o numero de
solugdes de (3) € seis.
De outro lado, a equagéo (3) pode ser vista como um problema de combinagéo

com repeticédo (secdo 2.12), pois ela pode ser formulada da seguinte forma: Distribuir 5

bolas de gude entre 2 meninos, supondo que 0s meninos possam receber mais de uma

bola. Por exemplo, 0 menino x, recebe as 5 e 0 menino x, nenhuma bola; 0 menino x,
recebe 3 bolas e 0 menino x, duas, e assim consecutivamente até esgotar todas as
possibilidades. Logo, o nimero de solugdes da equagéo (3) é:

| |
CR?:C5 :CZ:L:&:G

2+5-1

Isto é, ha 6 solugdes, como ja tinha sido determinada. Em geral, € estabelecida a

seguinte propriedade:

Propriedade 3.1: O nimero de solucgdes da equagéo:
Xq¥ Xtk Xp=m
xi >0, xi e”Z, i=1,2,3,...,n

m

€ determinada pelo nimero: CRH] =Ch4m-1

Agora, considere o problema do tipo (2):

X, +XHr=5
{x1>02x >0, X,,X, €2 (4)
177 727 712

Da tabela 3.1 excluem-se os pares (0,5)e (5, 0), logo as solugdes de (4) sio:



{(1,4), (2,3), (3,2), (4,1)}
Tem-se, entdo, 4 solugdes. Para simplificar a contagem das solugdes de (4), €
conveniente transformar essa equagdo numa do tipo (1) Para isso, faz-se a

transformacgao

X,=1+y,

{Y1=X1'1
Y, =X, 1

Como x, 21 — x,-120 -y, 20,istoé, y, 20, y,>0 (6)

T

Logo:

Substituindo (5) e (6) em (4):

(1+y4) + (1+y,)=5
y120,y,20 y,y,€ez
Logo:

+y,=3
{y1 Yo )

¥420,¥5,20 y,y,€z

A equagdo (7) ¢édo tipo (1) e o niimero de suas solugdes pode ser obtido pela

Propriedade 3.1. Logo, o nimero de solugdes de (7) ¢ determinado pelo niimero:

|
cr3=c3 . =c3=%4

2500434564 = 574

Como tinha sido determinado previamente. Em geral, para resolver a equacao

(2), faz-se a substituigio: x;=l+y, i=12,...n
Como x121—>xi-120—>yi20 i=1,2,...,n

Logo, (2) transforma-se na equagao:

(14y4) + {14y )+ =+ (14yp)=m
inO,yieZ, i=1,2,...,n

Portanto, obtém-se o sistema equivalente a equacao (2) :



+y,+-+y. =m-n
{yl Y, A ®)

y;20,y,€Z,1=1,2,...,n

Pela Propriedade 3.1, o numero de solugdes de (8) ¢é:

m-n_ ~m-n _ ~m-n_ ~n-1
CRn = Chtmon-1= Cme1 = Cme
A seguinte propriedade tem sido estabelecida:
Propriedade 3.2: O numero de solug¢des da equagdo
{Xl +x2 t..+tx, =m

X, >0, X, € Z,1=1,2,...,n

E determinado pelo nimero:

m-1 _ ~m-n _ ~n-1
CRy —Cm_1 = Cm—l
3.2. INEQUAQOES LINEARES COM COEFICIENTES UNITARIOS

Nessa se¢do o objetivo é contar o numero de solugdes da inequacao:
X, #X,+ - +Xx <m (9)
X, >20,x,¢Z,i=1,2,...,n
Para resolver essa inequacdo, ¢ necessario transforma-la numa equagdo do tipo

(1 ) . Para isso, sera adicionada uma variavel, x . 0 due vai absorver a diferenga entre

mex1+x2+~~+xn:
= Mm-X,+X~+.. +
Xqoq= M-Xg+Xp+.. +Xp (10)
Obviamente:
x 120 (1)

De (9), (10) e (11) tem-se a equagdo:

1 2 n+l
X >0, X, € Z, i=1,2,...,n

(12)

{x + X+ X T X =m



Por construgdo, o nimero de solugdes da equacdo de (12) é a mesma do nimero
de solugBes da inequagdo (9). Pela Propriedade 3.1 o nimero de solucdes de (12) é
m , - , ~
CR |41 +due éigual ao nimero de solugdes de (9).

A seguinte propriedade tem sido estabelecida:
Propriedade 3.3: 0 niumero de solucGes da equacao:
X+ X+ 4X =m
{xi >0,x€Z,i=1.2,...,n
E determinado pelo ndmero:
Exemplo: Determinar o nimero de solugdes inteiras e ndo negativas da desigualdade:
X+y+2<6

Solucéo. A desigualdade:

X+y+z<6
x>20,y>0,2>20;%x,y,zeZ

E do tipo (9) Pela Propriedade 3.3, o nimero de solucdes dessa inequacao é

determinado pelo nimero:
9! 9.8-7

=CR5=CR!,,=Ci=_"_. ="' =84

6 _
CR brit 6131 3.2

3+1

3.3. PROBABILIDADES

Uma aplicacdo das técnicas de contagens é na avaliacdo das probabilidades ditas
tedricas ou a priori, na qual contamos o nimero de casos favordveis e o nimero de
casos possiveis.

A seguir alguns conceitos importantes sobre probabilidades.

Experimento Aleatdrio: é aquele experimento que podera ser repetido sob as mesmas
condicdes indefinidamente, ndo sendo possivel especificar a priori o resultado de cada
experimento. Entretanto, sdo conhecidos todos os resultados possiveis do experimento.
Por exemplo, no langcamento de uma moeda sabe-se que os resultados podem ser cara ou

coroa, mas ndo se tem certeza do resultado do préximo langamento da moeda.



Espago Amostral (Q): ¢ o conjunto de todos os possiveis resultados de um

experimento aleatdrio, e sera denotado por Q. No exemplo do langamento de uma
moeda:
Q = {c,k}, onde ¢ = cara e k = coroa.
Evento: ¢ qualquer subconjunto do espago amostral (2. No exemplo do langamento de
uma moeda:
Q= {C,k} ,{C},{k},@ sdo eventos de Q.

Evento Simples: é aquele evento formado por um Unico elemento do espago amostral.
Se o evento ¢ formado por dois ou mais elementos serd chamado de evento composto.

No exemplo do lancamento de uma moeda, os eventos {C} e {k} sdo eventos simples.

Variavel Aleatoria: seja E um experimento aleatorio e Q o espago amostral associado a
Uma fungdo: X :Q —»> R ¢é denominada variavel aleatoria. Isto é, se ® é um
elemento de 2, entdo x(

Espaco amostral Equiprovavel: o espago amostral finito Q:{al,a2,...,an} ¢ dito

equiprovavel se todos os eventos simples tém a mesma probabilidade de ocorrer, isto é:

1
P(al)=g
Se Q ={al,a2,...,an} ¢ um espago amostral equiprovavel e Az{al,az,...,ar},

comr ¢ um evento de Q, entdo:

pay=L++Lly 1o
n n n n
r parcelas

Assim:

P(A) = numeros de casos favoraveis ao evento ( A) _n(A)

numero total de casos n(Q)

Exemplo. No langamento de um dado, qual é a probabilidade de obter um nimero par?

Solugdo. Nesse caso, Q ={1, 2,3, 4, 5, 6}
A= {2, 4, 6} (obter um numero par)

Logo:



Considere o dado honesto, assim todas as faces t€m a mesma probabilidade de

serem obtidas.

A probabilidade pode ser definida axiomaticamente sobre o espaco amostral Q.

Se P(Q)={A:Aéeventode Q} ¢ o conjunto das partes de Q, define-se

probabilidade:
P:P(Q) > R
A > P(A)
Verificam-se as propriedades:
1) P(Q)=1
2) P(AUB)=P(A)+P(B),se AnNB=0, A,BcQ
3) P(A)>20, VAcCQ
Como conseqiiéncia direta dessas propriedades, tem-se que:
a) P(D)=0
b) P(A®)=1- P(A),onde A€ é0 complemento de A
c) P(AUB)=P(A) + P(B) - P(ANB)

Prova de (a). Q=QuUJ,comQNI=J
De 2):
P(QuU@)=P(Q)
P(Q)+P(2)=P(Q)
1+P(Q)=1
P(2)=0
Prova de (b). AUA=Qe ANnA =07
De 2):

P(A)+P(A°)-P(Q)
P(A)+P(A)=1
P(A°)=1-P(A)

Exemplo. Havendo dois baralhos, uma carta é extraida de cada um, qual é a
probabilidade de que pelo menos uma seja as de ouro?

Solucdo. Considere:

Q= {(x1, X2): X1 € Xz sdo as cartas obtidas do 1° e 2° baralho, respectivamente}



A = {(x1, X2): X1 € X» s80 ases de ouro}

A= {(x1, X2): X; € X ndo sdo as de ouro}
Nesse caso € mais simples calcular P( AC).

_n(A%) _ 51x51

C
P(A%) n(Q) 52x52

Logo:
P(A)ZI_P(AC):I_SIXSI:52X52'51X51:
52x52 52x52
522 xs512 _ (52+51)(52-51) _ 103
522 502 592

Exemplo: Qual é a probabilidade de obter 6 ou menos de 6 com trés dados?
Solugéo.

Q = {( xy, Xz, X3): X; resultado do i-ésimo dado, 1 x; 6,i=1,2,3}
n(Q)=6:6-6=26"=216

A= {(X,%,,X; )13 <X, + X, + x; <6}

Considere o evento A como a unido disjunta dos eventos:
A= {(XI’XZ’X?,) Xyt X, Xy = 3ju {(xl,xz,x3) Xy tx, txg = 4} U
u{(xl,xz,x3) X T Xy T Xy = 5 u{(xl,xz,x3) Xyt Xyt Xy = 6}

Caso 1: considere a equagio:

X, +Xx, +x;, =3
x,21, x, €eZ
O ntimero de solugdes dessa equagao ¢ dado pela Propriedade 3.2:
33 _ ~p0 _ 0 _
CR3 = CR3+0—1 =C, =1

Caso 2: Considere a equagao:

XX, +Xg =4
X. 21, X. €eZ
1 i

O numero de solugdes dessa equagdo €:



CR;®=CRy=CR;,,, =C; =3
Caso 3: Considere a equacao:

17273

X, XA +X5=h
xizl, xieZ

O namero de solugdes dessa equagao é:

53 _ ~p2 _ ~p2 _~2_ A
CR3 "= CR3 = OR300 =C4 =55 =

Caso 4: Considere a equacao:
X, X, +X,=6
X =1 x el

O ndmero de solugdes dessa equagéo é:

CRY3=CR3=CR3,,, =CE = % =10
Logo:
n(A)=1+3+6+10= 20
Portanto,

3.4. DISTRIBUICAO BINOMIAL

Antes de definir e exemplificar distribuicdo binomial, é necessario apresentar
algumas ferramentas que serdo de vital importancia para o entendimento do tépico.
Provas de Bernoulli.

Um processo de provas de Bernoulli é uma sequéncia de n experimentos, tal que:
i) Cada experimento tem dois possiveis resultados, chamados sucessos ou
fracassos;
i) A probabilidade p de sucessos é a mesma para cada experimento;
iii) A probabilidade ndo é afetada pelo conhecimento de resultado prévio (as

provas sdo independentes).



Exemplo: Uma moeda é lancada 8 vezes. Cada langamento pode ser cara ou coroa, € a

probabilidade de obter caraé p = % para cada langamento.

Probabilidade Binomial:
Denotando b (n, p, k) a probabilidade que em n provas de Bernoulli se obtenha
exatamente k sucessos.
Exemplo: Calcular b(3, p, k)
Solucéo: n=3, k=2
Obter a probabilidade de 2 sucessos em 3 provas de Bernoulli.
110- pxpxq=p’q
101->pxgxp=p°q
011->qgxpxp=qp’
b(3,p.2) = p(x = (1.1,0)) +p(x = (1,0,2)) +p(x =(0,0,1))
b(3,p,2) = p°q+p’g+qp’ +qp* =3p’y

Exemplo: Calcular b(3,p,0)

Solugao:
qqq=¢g°
b(3,p,0)=¢°

Exemplo: Calcular b(3, p,1)

Solugdo:
10 0— pxgxg=pg’
010->gxpxq=pgq’
001-gxqxp=pq’
b(3,p,1) = pg’ +pg” +pg* = 3pg’

Exemplo: Calcular b(3,p,3)

Solucao:
ppp =p’
b(3,p,3) = p’



Nota: A soma das probabilidades b(3,p,k), k=0,1,2,3 resulta em:
b(3,p,0) + b(3,p,1) + b(3,p,2) + b(3,p,3)
=q°+3q°p+3p’g+p’
:(p+q>3 :]_3 =1

Propriedade 3.4. Sejam n provas de Bernoulli com probabilidade p de sucesso sobre

cada experimento. A probabilidade de obter k sucessos é:

b(n,p,k) = (EJ p“gq™* onde q=1-p.

Distribuicdo Binomial.
Sejam:n  Z',p ) e a variavel aleatoria X:

X: nimero de sucessos em provas de Bernoulli com parametro ne p.
A distribuicéo b(n, p,k) é chamada distribuigdo binomial.

n

Nota: Zb(n, p,k) = Z(Ejpkan :( 0 +q)n 1.1
k=0

k=0
Exemplo: A probabilidade de um menino ser daltnico é 8% . Qual é a probabilidade
de serem dalténicos todos 0s 4 meninos que se apresentaram, em um determinado dia,
para um exame oftalmoldgico?

Solucéo:

p=0,08

g=0,92

b(4,p,4) = [2] p'g® = %x p*=(0,08)" = 0,00004096 = 0,004096%
Exemplo: O resultado do crescimento de ervilhas amarelas homozigotas (AA) com
ervilhas verdes homozigotas (aa) séo ervilhas amarelas heterozigotas (Aa). Se estas
ervilhas forem cruzadas entre si ocorrem ervilhas amarelas e verdes, na proporgédo de
3 para 1. Logo, num cruzamento deste tipo, a probabilidade de ocorrer ervilhas
amarelasép=-everdeéq=-

Seja a variavel aleatoria:

X: numero de ervilhas amarelas em um conjunto de ervilhas

a qual segue uma distribuig&o binomial b(n, p,k).



Se forem selecionadas ao acaso, 4 ervilhas resultantes do cruzamento de ervilhas
heterozigotas. Qual é a probabilidade de 2 dessas 4 ervilhas sejam da cor amarelas?
Solucdo. Nesse caso:
3 1
n=4,k=2,p=—eq=—
P 4 q 4

4 | 2 2
b(4, p,2) = p2q4'2 = ix E X 1 = ﬂ =0,2109 = 21,09%
2 2121 \ 4 4 128



CAPITULO 4

PROBLEMAS DE METODOS DE CONTAGENS

Além dos aspectos tedricos praticos apresentados no Capitulo 2, das aplicacbes
do capitulo 3 e das vérias areas das ciéncias que usam as técnicas aqui apresentadas,
neste capitulo apresentam-se problemas provenientes de vestibulares de diversas
universidades, institutos técnicos e de provas de concursos publicos. Essa breve
apresentacdo mostra a relevancia, cada vez maior, com que esse tema é considerado nos

varios tipos de concursos e vestibulares.

PROBLEMA 01 (ESAF 2008). Marcam-se 5 pontos sobre uma reta r e 8 pontos sobre

uma reta r’ paralela a r. O nimero de n tridngulos com vértices em 3 desses 13 pontos

é dado por?
Solucéo.
¥ O r
% A
J N, J
I Y §
! ! by I
I
/ 1 l‘"‘-._l I
| !
\ '\ |
I_-'II ! kY !
! kY !
/! L}
¥ 5 L r
— » B & -I" o . ]
B & F

(2) (b)

Figura 07. Tipos de tridngulos (a) e (b) formados com vérticesem r e r’

Para formar um tridngulo com vértices em r e r’> é necessario que dois vértices
estejam numa das retas e 0 outro vértice esteja na outra reta. Sendo assim, ha dois tipos

de tridngulos (a) e b) (ver Figura 07). Como eles sdo diferentes, 0 nimero total de



possibilidades é a soma das possibilidades do tipo (a) e do tipo (b) (Principio Aditivo).
Resta agora contar o numero de possibilidades de cada tipo.

Contagem de triAngulos do tipo (a): Esses sdo tridngulos com dois vértices em r’ e
um vértice em r. Para contar essas possibilidades utiliza-se o seguinte procedimento:
Dos oito pontos da reta r’ devem-se escolher dois, sendo que nesse caso escolher os

veértices A e B € 0 mesmo que escolher B e A, ou seja, a ordem ¢ irrelevante. Logo, hé

C: possibilidades de escolher dois pontos em r’.

Para cada dois pontos de r’, deve-se escolher um ponto de r entre 5 pontos. Nesse caso
ha C; possibilidades.

Pelo principio multiplicativo, existem CZ-C; possibilidades:

8! 51
21(8—=2)! 11(5-1)!

CZ.Cl= =28.5=140

Contagem de tridngulos do tipo (b): Esses sdo tridngulos com dois vértices em r e um
vértice em r’. Para contar essas possibilidades utiliza-se 0 seguinte procedimento:
Dos cinco pontos da reta r devem-se escolher dois, sendo que nesse caso escolher os

veértices D e E € 0 mesmo que escolher E e D, ou seja, a ordem ¢ irrelevante. Logo, ha
CZ possibilidades de escolher dois pontos em r.

Para cada dois pontos de r, deve-se escolher um ponto de r’ entre 8 pontos. Nesse caso
existem C, possibilidades.

Pelo principio multiplicativo, hd C; -CZ possibilidades:

8! 51
1(8-1)! 21(5-2)!

Cl.C= =8-10=80

Principio Aditivo: Como 0s conjuntos dos tridngulos formados pelas combinagGes dos

pontos das retas r e r’ sdo disjuntos, aplica-se entdo o Principio Aditivo. Finalmente:

C2-Cl+ CL-C2 =140+80=220

Portanto, sdo formados 220 triangulos com vértices em trés desses 13 pontos.

PROBLEMA 02 (ESAF 2008). Um grupo de danca folclorica, formado por sete

meninos e quatro meninas, foi convidado a realizar apresentacGes de danga no



exterior. Contudo, o grupo dispfe de recursos para custear as passagens de apenas seis
dessas criancas. Sabendo-se que, nas apresentacGes do programa de dancas, devem
participar pelo menos duas meninas, 0 numero de diferentes maneiras que as seis
criancas podem ser escolhidas é igual a?

Solucéo. Existem 7 meninos e 4 meninas para formar um grupo com 6 criangas,
composto por pelo menos duas meninas. Tém-se 0s seguintes casos excludentes:

1° caso: um grupo formado por duas meninas e, conseqientemente, 4 meninos;

2° caso: um grupo formado por 3 meninas e 3 meninos;

3 %caso: um grupo formado por 4 meninas e 2 meninos

Verificando cada caso.

1° caso:
Para cada possibilidade de escolha do nimero de meninas ha uma possibilidade de

escolha para o nimero de meninos, logo pelo principio multiplicativo:

— X ——
meninas  meninos

Para escolher o nimero de meninas tomam-se duas do total de 4. Como a ordem néo é
relevante, por exemplo, um grupo formado por Ana e Paula é igual ao formado por
Paula e Ana, hd C2 possibilidades.
Para escolher o nimero de meninos toma-se 4 do total de 7. Como a ordem ndo é
relevante, por exemplo, um grupo formado por Zico e Janior é igual ao formado por
Janior e Zico, ha C; possibilidades.
Logo:

C’ X (o a

; - = =6-35=210
meninas  meninos 2!(4—2)! 4!(7—4)!

2° caso:
Para cada possibilidade de escolha do nimero de meninas ha uma possibilidade de

escolha para o namero de meninos, logo pelo principio multiplicativo:

— X ——
meninas  meninos



Para escolher o nimero de meninas toma-se 3 do total de 4 meninas. Como a ordem nao

é relevante, por exemplo, um grupo formando por Ana, Paula e Dani, é igual ao
formado por Dani, Paula e Ana, h& Ci possibilidades.
Para escolher o nimero de meninos toma-se 3 do total de 7. Como a ordem ndo é
relevante, por exemplo, um grupo formado por Zico, Janior e Adilio é igual ao formado
por Adilio, Junior e Zico, ha C: possibilidades.
Logo:

c’ X c’ a7

: (R =4.35=140
meninas  meninos 3!(4—3)! 3!(7—3)!

3° caso:
Para cada possibilidade de escolha do nimero de meninas h4 uma possibilidade de

escolha para o namero de meninos, logo pelo principio multiplicativo:

— X ——
meninas  meninos

Para escolher o nimero de meninas toma-se 4 do total de 4 meninas. Como a ordem nao

é relevante, por exemplo, um grupo formando por Thais, Ana, Paula e Dani, é igual ao
formado por Dani, Paula, Ana e Thais ha C; possibilidades.
Para escolher o nimero de meninos toma-se 2 do total de 7. Como a ordem ndo é
relevante, por exemplo, um grupo formado por Zico, Janior, Adilio e Andrade é igual
ao formado por Andrade, Adilio, Junior e Zico, ha C? possibilidades.
Logo:

c, « C? a

; - = =1.21=21
meninas  meninos 4!(4—4)! 2!(7—2)!

Principio Aditivo: Como os trés casos sao excludentes, pelo principio aditivo o nimero
total de possibilidades é a soma dos trés casos considerados:

210+140+21=371
Portanto, existem 371 possibilidades de formar um grupo de seis, com pelo menos

duas meninas.



PROBLEMA 03 (ESAF 2005). Um grupo de estudantes encontra-se reunido em uma
sala para escolher, aleatoriamente, por sorteio, quem entre eles ird ao Simpdsio de
Matematica do préximo ano. O grupo é composto de 15 rapazes e de certo nimero de
mocas. Os rapazes cumprimentam-se, todos e apenas entre si, uma Unica vez; as mogas
cumprimentam-se, todas e apenas entre si, uma Unica vez. H& um total de 150
cumprimentos. O nimero de mogas &, portanto, igual a:

Solucdo. Os rapazes cumprimentam-se somente uma vez e apenas entre si, da mesma
forma as mocas. Trata-se de casos excludentes, ou seja, a intersec¢do dos cumprimentos
dos rapazes e das mocas é vazia. Essa informacdo, de imediato, remete ao principio
aditivo. Sendo assim:

150
+
N ©de cumprimentos N °de cumprimentos Total de Cumprimentos

entre rapazes entre mocas

Para haver um cumprimento sdo necessarios, logicamente, duas pessoas. Logo, para
calcular o nimero de cumprimentos entre os 15 rapazes toma-se 2 dos 15. A ordem ¢é
irrelevante, por exemplo, X cumprimentar B é o0 mesmo que B cumprimentar X. H4,
portanto, possibilidades.

O procedimento para calcular o nimero de cumprimentos entre mocgas é semelhante ao
usado para calcular os dos rapazes. Chamando de n o total de mogas, ha

possibilidades de cumprimentos entre elas. Logo:

Cl . C! 3 150
N ©de cumprimentos N °de cumprimentos Total de Cumprimentos
entre rapazes entre mocas

Calculando o valor de n:

_ 15t nt
C21(15-2) 24(n-2)
15! +n-(n—1)(n—2)!=

2 2
Ci+ C,

21131 21(n-2)!
:15-14+ n-(n-1) _
2 2
_ 210+n2-(n—1) _ 150

210+n-(n-1) =300
(n-1)-n=90



Na equacdo anterior ocorre a multiplicacdo de dois nimeros consecutivos e o produto é

igual a 90. Esses numeros s6 podem ser 9 e 10, respectivamente. Portanto, n = 10.

PROBLEMA 04 (CESGRANRIO 2006). Uma pessoa joga seis partidas, vencendo
trés e perdendo trés. Em quantas ordens diferentes podem ocorrer suas vitorias e
derrotas?

Solucdo. Trata-se aparentemente de um problema que envolve permutagdo com
repeticdo. Contudo, dependendo da forma como séo selecionados 0s elementos outras
estratégias poderdo ser empregadas para a resolucdo. E o que ocorre a seguir:

S4o seis partidas jogadas. Sendo trés vitdrias (V) e trés derrotas (D).

12 partida 22 partida 32 partida 42 partida 52 partida 62 partida

Como ndo ha restricdo, as trés vitorias podem ocorrer em qualquer das seis partidas.
Toma-se, portanto, 3 de 6. A ordem em que ocorrem as vitorias é irrelevante. Sendo

assim, existem possibilidades.

Vv \Y \Y
12 partida 22 partida 32 partida 42 partida 52 partida 62 partida

A Unica restricdo imposta as derrotas é que ndo podem ocorrer nas partidas em que
ocorrem vitdrias. Restam, portanto, trés partidas para as trés derrotas. A ordem em que

ocorrem as derrotas é irrelevante. Sendo assim, existem Cj* possibilidades.
Como o evento das vitorias pode ocorrer de m=C; maneiras e o das derrotas de
n :C§’ formas, para determinar as diferentes ordens de acontecer vitérias e derrotas,

usa-se 0 principio multiplicativo. Logo, o nimero de ordens diferentes que podem

ocorrer vitorias e derrotas é:

6/ 31 6l 31 654
31(6-3)! 3!(3-3)! 3131 310! 3.2

m-n=C-Ci= 1=5-4=20



PROBLEMA 05 (NCE/UFRJ 2005). A quantidade de nimeros impares entre 100 e
999, com todos os algarismos distintos é?

Solugdo. O problema sera resolvido de duas maneiras.

12 maneira: para determinar a quantidade de nameros impares, com algarismos
distintos, entre 100 e 999, devem-se calcular as possibilidades entre 0s nimeros com

trés algarismos.

Centena Dezena Unidade
Inicialmente devem-se analisar as possiveis restrices. Como sdo procurados numeros
impares, o algarismo das unidades deveré ser necessariamente impar. Sendo assim, dos

dez algarismos (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) possiveis h& apenas cinco disponiveis
(L 3,5, 7,9).

5Possibilidades
Centena Dezena Unidade

Outra restricdo diz respeito ao algarismo das centenas, para que 0s niUmeros procurados
sejam compostos por trés algarismos deve-se excluir o zero na contagem das
possibilidades. Assim, h4 nove possibilidades, contudo ja foi utilizado um ndmero no
algarismo das unidades. Logo, ha oito possibilidades para o algarismo das centenas.

8Possibi|idades>< ><5Possibi|idades
Centena Dezena Unidade

Por fim, a Unica restricdo imposta ao algarismo das dezenas é que ndo podem ser
utilizados os numeros empregados nas unidades e centenas. E como, nesse caso, 0 zero

pode ser utilizado, h& 8 possibilidades.

8 Possibilidades N 8 Possibilidades 5 5Possibilidades
Centena Dezena Unidade

Como o acontecimento das centenas pode ocorrer de oito modos, o das dezenas de oito
e o0 das unidades de cinco, usa-se o principio multiplicativo.
Logo:

8x8x5=320



Portanto, a quantidade de nimeros impares entre 100 e 999, com todos os algarismos

distintos € igual a 320.

2% maneira. Para determinar a quantidade de nimeros impares, com algarismos

distintos, entre 100 e 999, devem-se calcular as possibilidades entre 0s nimeros com

trés algarismos distintos.

Centena Dezena Unidade

Inicialmente é necessario analisar as possiveis restricdes. Existem duas situacfes para o
algarismo das centenas: ele pode ser par ou impar.

a) Algarismo das centenas PAR: Se o algarismo das centenas for par, ha cinco
possibilidades para ele (0, 2, 4, 6, 8), no entanto, o zero deve ser descartado na
contagem, pois sdo procurados algarismos com trés digitos. Logo, restam quatro

possibilidades para a casa das centenas.

4 Possibilidades y N
Centena Dezena Unidade

Outra restri¢do diz respeito a casa das unidades, como sdo procurados nimeros

impares o algarismo das unidades necessariamente serd impar. Sendo assim, ha cinco

possibilidades para o algarismo da unidade (1, 3,5, 7, 9).

4 Possibilidades 8 y 5Possibilidades
Centena Dezena Unidade

Por fim, a Unica restricdo imposta ao algarismo das dezenas é que ndo podem ser
utilizados os numeros empregados nas unidades e centenas. Logo, ha oito

possibilidades, ja que o zero pode ser usado.

4 Possibilidades 8Possibilibades 5Possibilidades
Centena Dezena Unidade




Como para as quatro possibilidades existentes para o algarismo das centenas, existem
oito possibilidades para o algarismo das dezenas e cinco para o algarismo das unidades,

usa-se o principio multiplicativo.

4 Possibilidades N 8 Possibilibades y 5Possibilidades
Centena Dezena Unidade

Logo:
4%x8x5=160

b) Algarismo das centenas IMPAR: Se o algarismo das centenas for impar, h& cinco
possibilidades para preencher a casa das centenas (1, 3, 5, 7, 9) e somente quatro para a

casa das unidades, que necessariamente devera ser impar.

5 Possibilidades 4Possibilidades
Centena Dezena Unidade

Por fim, a Unica restricdo imposta ao algarismo das dezenas é que ndo podem ser
utilizados os numeros empregados nas unidades e centenas. Logo, ha oito
possibilidades, ja que o zero pode ser usado.

5Possibilidades 8 Possibilidades 4Possibilidades
Centena Dezena Unidade

Como o acontecimento das centenas pode ocorrer de cinco modos, o das dezenas de oito

e o0 das unidades de quatro, usa-se o principio multiplicativo.

5Possibilidades N 8 Possibilidades 5 4Possibilidades
Centena Dezena Unidade

Logo:
5x8x4 =160

Como as situacdes a) e b) sdo excludentes, aplica-se o principio aditivo.

4x8x5+5x8x4=160 + 160 = 320
Portanto, a quantidade de nimeros impares entre 100 e 999, com todos os algarismos

distintos é igual a 320.



PROBLEMA 06 (UFMG 2001). Um aposentado realiza diariamente, de segunda a
sexta-feira, estas cinco atividades:

A. Leva seu neto Pedrinho, as 13 horas, para a escola.

B. Pedala 20 minutos na bicicleta ergométrica.

C. Passeia com o cachorro da familia.

D. Pega seu neto Pedrinho, as 17 horas, na escola.

E. Rega as plantas do jardim de sua casa.

Cansado, porém, de fazer essas atividades sempre na mesma ordem, ele resolveu que, a
cada dia, vai realizd-las em uma ordem diferente. Nesse caso, qual o nimero de

maneiras possiveis dele realizar essas cinco atividades em ordem diferente?

Solucéo. O aposentado deseja realizar essas atividades em ordens diferentes. Entretanto,
a atividade D sera realizada necessariamente sempre depois da A (ndo faz sentido,
durante 0 mesmo dia, pegar o0 neto na escola as 17 horas e depois levéa-lo a escola as 13
horas). Sendo assim, basta fixar a atividade A ao longo dos dias e permutar as outras.

Para isso, usa-se o principio multiplicativo:

Segunda — feira:

12atividade 22atividade 32atividade 42atividade 52atividade

Terca — feira — — — — —
12atividade 22atividade 32atividade 42atividade 52atividade

Quarta — feira :

12atividade 22atividade 32atividade 42atividade 52atividade

Quinta — feira : — — — — —
12atividade 22atividade 32atividade 42atividade 52atividade

Sexta — feira

‘12 atividade 22atividade 32atividade 42atividade 52atividade

SEGUNDA- FEIRA: Fixando A como 12 atividade, ha quatro possibilidades para a 22

atividade, trés para a 32 atividade, duas para a 42 atividade e uma para a 52 atividade.

A y 4 Possibilidades y 3 Possibilidades 8 2 Possibilidades y 1Possibilidade
12 atividade 22 atividade 32 atividade 43 atividade 52 atividade




Veja que ndo ha qualquer restrigdo, pois a atividade D estd depois da A.
Logo:

Ix4x3x2x1=24
TERCA — FEIRA: Fixando A como a 2? atividade, ha trés possibilidades para a 1*
atividade, uma vez que D ndo pode ocupé-la (D sempre depois de A) e A ja esta fixo,
trés possibilidades para 3% atividade, duas possibilidades para a 4* atividade e uma para

a 5% atividade.

3Possibi|idades>< A ><_?»Possibilidades ><2Possibi|idades ><1Possibi|idade
12 atividade 22 atividade 3aatividade 42 atividade 52 atividade
Logo:

IxIx3x2x1=18

QUARTA - FEIRA: Fixando A como a 3* atividade, ha trés possibilidades para a 1*
atividade (D ndo pode vir antes do A e A esta fixado), duas possibilidades para a 2°
atividade ( ndo pode ser A, D e nem a possibilidade considerada na 1* atividade), duas

possibilidades para a 4 atividade e uma para a 5% atividade.

3 Possibilidades N 2 Possibilidades 5 A N 2 Possibilidades y 1Possibilidade
12 atividade 22 atividade 3aatividade 42 atividade 52 atividade
Logo:

Ix2x1x2x1=12

QUINTA-FEIRA: Considerando A como a 4? atividade, ha trés possibilidades para a 1*
atividade (D ndo pode vir antes do A e A esta fixado), duas possibilidades para a 2°
atividade (ndo pode ser A, D e nem a possibilidade considerada na 1* atividade), uma

possibilidade para a 3* atividade e uma para a 5" atividade, que ¢é o proprio D.

3 Possibilidades N 2 Possibilidades y 1 Possibilidade y A y D
12 atividade 22 atividade 3aatividade 42 atividade 52atividade

Logo:
3x2x1x1x1 = 6



Note que todas as possibilidades foram esgotadas. Como as possibilidades de
atividades durante cada dia da semana sao excludentes, aplica-se o principio aditivo.
Logo:

24+18+12+6=70
Portanto, sdo 70 maneiras possiveis dele realizar essas cinco atividades em ordem

diferente.

PROBLEMA 08 (UFPE 2000). Um casal planeja ter 4 filhos. Supondo igual, a chance
de um filho nascer do sexo masculino ou do sexo feminino, qual a probabilidade de o
casal vir a ter, no minimo, dois filhos do sexo masculino?

Solugdo. Partindo da defini¢ao de probabilidade.

P(E) = %

Em que:

E : ter, no minimo, dois filhos do sexo masculino;
P(E) : Probabilidade do evento E;

n(E) : Numero de eventos Favoraveis;

n(€2) : Numero do espago amostral ou casos Possiveis.

n(Q) ¢ o namero total de casos. Como o casal deseja ter 4 filhos, ha 4 possibilidades de
ser menino e 4 de ser menina, uma que vez o problema supoe igual a chance de nascer
do sexo masculino ou feminino. Usando o principio multiplicativo.

4x4=16
n(E) é o numero de possibilidades do casal ter, no minimo, dois filhos do sexo
masculino. Note que como sdo no minimo 2 filhos do sexo masculino, deverao ser
considerados também os casos em que o casal tenha 3 filhos e 4 filhos do sexo

masculino.

1° caso: dois filhos do sexo masculino e dois do sexo feminino.

Para que dois dos quatro filhos sejam do sexo masculino, toma-se 2 de 4. Como a
ordem ¢ irrelevante, hd C; possibilidades. O procedimento para determinar as
possibilidades de dois filhos serem do sexo feminino é semelhante, contudo, toma-se 2

de 2, pois dois filhos sdo do sexo masculino. Ha, portanto, Ci possibilidades. Como



para cada possibilidade do sexo masculino hd uma para o sexo feminino, usa-se o
principio multiplicativo.
Logo:
C;-Ci=6
2° caso: trés filhos do sexo masculino e um do sexo feminino.
Para que trés dos quatro filhos sejam do sexo masculino, toma-se 3 de 4. Como a ordem
é irrelevante, hd C; possibilidades. O procedimento para determinar as possibilidades
de um filho ser do sexo feminino ¢ semelhante, contudo, toma-se 1 de 1, pois trés filhos
sdo do sexo masculino. Ha, portanto, Ci possibilidades. Como para cada possibilidade
do sexo masculino ha uma para o sexo feminino, usa-se o principio multiplicativo.
Logo:
C, C =4
3° caso: quatro filhos do sexo masculino.
Para que os quatro filhos sejam do sexo masculino, toma-se 4 de 4. Como a
ordem é€ irrelevante, ha Ci possibilidades.
Como os trés sdo excludentes, aplica-se o principio aditivo.
Logo:
C;-Ci+C,-C +C;=6+4+1=11

Agora basta substituir os valores encontrados, logo:

n(E) C2-C:+C-C +cC! 11
P(E)znég)): To.d e
4 4

Portanto, 11/16 ¢ a probabilidade do casal ter, no minimo, dois filhos do sexo

masculino.

PROBLEMA 09 (CESGRANRIO). Sete lampadas de ne6nio dispostas formando um
"0ito" como no mostrador de uma calculadora (figura 1) podem ser acesas
independentes uma das outras. Estando todas as 7 apagadas, acendem-se 4 delas ao
mesmo tempo, ao acaso. A probabilidade de ser formado o algarismo 4, como aparece

na figura Il, é de?



(1) ()
Solucdo. Partindo da defini¢do de probabilidade.
_n(E)

P(E) o)

Em que:
E : ser formado o algarismo 4;

P(E) : Probabilidade do evento E;
n(E) : Numero de eventos Favoraveis;

n(€2) : Numero do espago amostral ou casos Possiveis.

n(Q) ¢ o nimero total de possibilidades para acender 4 das 7 lampadas. Como a ordem
ndo ¢ relevante, por exemplo, acender as lampadas A, B, C, D ¢ o mesmo que acender
as lampadas D, C, B, A, ha C} possibilidades. Logo:

! .6-5-4! .6-
cio T _7:6:541_76:5_
41(7-4)1 413! 3.2

n(E) é o numero de possibilidades de ser formado um 4 quando 4 lampadas forem

acesas. Analisando a figura I e II do Problema, conclui-se que héa apenas uma

possibilidade.

Substituindo os valores encontrados:

nE) 1 1 1

PE: _ —

® 0 e 765 3
413!

Portanto, a probabilidade de ser formado o algarismo 4 ¢ 1/35.

PROBLEMA 10 (ESPCEX 2007). A probabilidade de ocorrer um evento A é a razao

entre o numero de resultados favoraveis e o niumero de resultados possiveis:



numero de resultados favoraveis
namero de resultados possiveis

P(A) =

De uma urna com bolas numeradas de 1 a 30 serdo sorteadas 3 bolas, sem reposigao.
Um apostador marcou um bilhete com 5 nimeros distintos (de 1 a 30). A probabilidade
de ele acertar os 3 nimeros é?

Solugdo. Como o problema ja fornece a definicdo de probabilidade, resta apenas
determinar o nimero de resultados possiveis, que é o nimero de possibilidades de
acertar 3 bolas do total de 30 e 0 numero de resultados favoréaveis, que é o nimero de
possibilidades de acertar 3 bolas marcando 5 nimeros distintos do total de 30 bolas.

Serdo sorteadas trés bolas.

12bola 22%bola 32bola

Como o apostador marcou cinco numeros distintos e sdo trinta bolas no total, a
possibilidade dele acertar o nimero da 12 bola é 5/30.
5
30
12bola 22bola 32bola

Como trata- se de um sorteio sem reposic¢do e ja foi retirada uma bola da urna, restam 29
e como ja foi utilizada uma possibilidade dos cinco nimeros marcados, para a 22 bola ha
4/29 possibilidades.
5 A4
30 29
1¢hola 22bola 3%bola

Para a 32 bola restam apenas 28 bolas e trés possibilidades dos cinco nimeros marcados.

Portanto, ha 3/28 possibilidades.

S 4 3
30 29 28
12bola 2%bola 32bola

A probabilidade do apostador acertar o 1° nimero é 5/30, a de acertar 0 2° € 4/29 e a de
acertar o 3° é 3/28. Para determinar a probabilidade dele acertar os trés nimeros usa-se
o0 principio multiplicativo.

P(A)= Sx4x3 _ 1x4x3 2x2x3 1
30%x29x28 6x29x28 2x3x29x2x14 406




Portanto, a probabilidade do apostador acertar os trés numeros € 1/406.

PROBLEMA 11 (FCC 2009). Em uma prateleira ha 16 pastas que contém processos
a serem arquivados e cada pasta tem uma etiqueta na qual estd marcado um unico
numero, de 1 al6. Se as pastas ndo estdo dispostas ordenadamente na prateleira e um
Técnico Judiciario pegar aleatoriamente duas delas, a probabilidade de que nessa
retirada os numeros marcados em suas respectivas etiquetas somem 13 unidades é de?

Solucéo. Partindo da defini¢do de probabilidade.

p Casos favoraveis
casos possiveis

Os casos possiveis sdo o total de possibilidades de pegar duas pastas. Como as pastas
estdo numeradas de 1 a 16, h& 16 possibilidades para a 12 e 15 para a 22, pois foi retirada
uma. Entdo, para determinar as possibilidades de retirar duas pastas usa-se o principio
multiplicativo.

16x15=240
Os casos favoraveis € o numero de possibilidades de retirar duas pastas cuja soma seja

13 unidades. Veja o quadro de possibilidades:

12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13

Observe que estando disposta ordenadamente ou ndo, ha apenas 12 possibilidades de
retirar duas pastas cuja soma seja 13 unidades.

Substituindo os valores encontrados.

_ hamero de resultados favoraveis 12 341 1 _ 0,05 = 5%

P(A = = =
(A numero de resultados possiveis 16-15 4-4.3-5 20

Portanto, a probabilidade de retirar duas pastas cuja soma € igual a 13 é de 5%.




PROBLEMA 12 (UNIFAP 2010). Considere A ={A,B,C,,Z} como sendo o

conjunto formado por todas as letras do nosso alfabeto ndo esquecendo que agora

K,Y e W também fazem parte, portanto devem ser consideradas. Determine:

a) O numero de subconjuntos deA, com 5 elementos, nos quais a letra K aparece;
b) O nimero de subconjuntos de A, com 7 elementos, nos quais a letra Y n&o aparece;
c) O numero de subconjuntos de A, com 11 elementos, nos quais pelo menos uma das

letras Y , W aparece.

Solucéo.
Resolvendo o item (a): Para a letra k aparecer no subconjunto com 5 elementos, basta

fixar K e permutar os demais elementos. Assim, restam 25 possibilidades, por exemplo,
para o segundo elemento, 24 para o terceiro, uma vez que para haver 5 elementos no
subconjunto necessariamente eles terdo que ser distintos. H& 23 possibilidades para o
quarto e 22 para o quinto. Aplicando o principio multiplicativo:

1.25.24.23-22
Contudo, o principio multiplicativo leva em conta a ordem dos elementos enquanto que
na formacdo dos subconjuntos a ordem ndo importa. Logo, no item (a) existem
elementos repetidos. Por exemplo, os subconjuntos {k, a, b, ¢, d}, {k, b, c, d, a}, {k, c,
a, b, d}, {a, b, c, d, k} séo iguais. Para retirar o nimero de elementos repetidos basta
dividir o valor encontrado acima pelo fatorial do nimero de elementos do subconjunto.
Contudo, o k esta fixo, restam, portanto, 4 elementos.
Logo:

41=4x3x2x1
Dai:

1.25-24.23.22 _ 25-6-4.23.22
4.3.2:1 4.3-2:1

=25-23-22=12650

Portanto, existem 2530 subconjuntos formados por cinco elementos em que a letra K

aparece.

Resolvendo o item (b): No item (b), a Unica restricdo é que o Y ndo pode aparecer.
Retirando o Y do alfabeto restam 25 letras para formar subconjuntos com 7 elementos.

Logo, h& C), possibilidades. Logo:



251 251
71(25-7)1 71181

 25.24.23-22.21-20-19-18!
- 7118! -
25.24.23.22.21-20-19 _
-~ 7-6-5-4.3.2:1
=5.23.22-10-11 = 278300

7 p—
C25 -

Resolvendo o item (c): No item (c), a Unica restricdo é que pelo menos Y ou W devem
aparecer. Com isso, existirdo duas situagdes:

12 situagdo: Formando subconjuntos de 11 elementos com as 26 letras do alfabeto, Y ou
W podem ou ndo estarem incluidos. Portanto, ha possibilidades.

2% situacdo: Para atender a restricdo do problema, retiram-se da 12 situacdo 0s casos em
que Y ou W ndo aparecem. Retirando Y e W do alfabeto, ficam 24 letras para a

formacéo de subconjuntos com 11 elementos. Portanto, h& C;, possibilidades.

Para determinar o numero de subconjuntos com 11 elementos em que Y ou W

aparecem, basta subtrair as possibilidades da 12 situacdo e da 22 situacéo. Logo:

261 241
11 1 _ _ _
Cao = Cas T 111150 111131
| 26-25-24-23-22-21-20-19-18-17-16 24-23-22-21.20-19-18-17-1615-14
11.10-9-8-7-6-5-4-3.2-1 11.10-9-8-7-6-5-4.3.2-1

=7726160-2496144 =5230016

Portanto, O numero de subconjuntos de A, com 11 elementos, nos quais pelo menos

uma das letras Y , W aparece é 5 230 016.

PROBLEMA 13 (FUVEST 2010). Maria deve criar uma senha de 4 digitos para sua
conta bancéria. Nessa senha, somente os algarismos 1, 2, 3, 4,5 podem ser usados e
um mesmo algarismo pode aparecer mais de uma vez. Contudo, supersticiosa, Maria
ndo quer que sua senha contenha o numero 13, isto é, o algarismo 1 seguido
imediatamente pelo algarismo 3. De quantas maneiras distintas Maria pode escolher
sua senha?

Solugdo. Calculando, primeiramente, o numero total de possibilidades para criar uma
senha de 4 digitos, ndo levando, ainda, em consideracao a restricdo do problema (a de o

nUmero 13 aparecer).



Existem 5 algarismos distintos para formar uma senha com 4 digitos e 0 mesmo
algarismo pode ser usado mais de uma vez. H4, portanto, 5 possibilidades para o 1°
digito, 5 possibilidades para o segundo, 5 para o terceiro e 5 para o quarto. Aplicando o
principio multiplicativo:

5-5-5-5 =625 possibilidade de Mariaescolher sua senha.

Levando em conta a restricdo do problema existem trés situacOes a ser consideradas.

12 situacd@o: Quando o nimero 1 e 3 estdo ocupando o primeiro e o segundo digitos da
senha, respectivamente. Dessa forma, basta encontrar as possibilidades dos dois ultimos
digitos.

13xx

Como o mesmo digito pode ser usado mais de vez, ha 5-5 possibilidades para o

terceiro e quarto digitos.

22 situacdo: Quando o nimero 1 e 3 estdo ocupando o segundo e terceiro digitos,
respectivamente. Dessa forma, basta calcular as possibilidades do primeiro e do ultimo.
x13x

Como o mesmo digito pode ser utilizado mais de uma vez, hd 5-5 possibilidades para o

primeiro e o quarto digitos.
3% situacdo: Quando o numero 1 e 3 estdo ocupando, respectivamente, o terceiro e
quarto digitos. Dessa forma, basta determinar as possibilidades do primeiro e segundo
digitos.
xx13

Como o mesmo digito pode ser empregado mais de uma vez, hd 5-5 possibilidades para
0 primeiro e segundo digitos.
Vale ressaltar que a senha”1313" aparece tanto na 12 situacdo como na 3?2, de modo que
foi contada duas vezes. Portanto, deve-se exclui-la uma vez. Logo, o total de senhas
onde a seqliéncia "13"aparece a0 menos uma unica vez é dado por:

3-25-1=T74senhas

Subtraindo do total de senhas a seqiiéncia em "13" aparece:
625 — 74 = 551senhas.
Portanto, 0 nimero de senhas que Maria pode criar sem aparecer o 1 seguido do 3 é
551.



PROBLEMA 14 (IME 2009). Uma urna contém cinco bolas numeradas de 1 a 5.
Retiram-se, com reposi¢do 3 bolas desta urna, sendo a o numero da primeira bola, p o
da segunda e * o da terceira. Dada a equacdo quadrdtica ax’+Bx+2=0, g
probabilidade das raizes desta equagdo serem reais €?

Solucdo. Partindo da defini¢dao de probabilidade.

__casos favoraveis

P
casos pOSSiVClS

Os casos possiveis € o numero total de possibilidades de retirar trés bolas de uma urna
que contém cinco. Para a 1% bola ha 5 possibilidades, 5 possibilidades para a 2* bola,
uma vez que as bolas sdo repostas. Para a 3% bola ha 5 possibilidades também.
Aplicando o principio multiplicativo.

5.5.5=125
Os casos favoraveis ¢ o nimero de possibilidades de retirar trés bolas de forma que as
raizes da equagdo quadratica sejam reais. Para que as raizes sejam reais o discriminante
deve ser ndo negativo, ou seja, A >0. Logo, -4 a A > 0. Dai:

B> 4dal
Onde P={1, 2, 3, 4, 5}, pois as bolas da urna estio numeradas de 1 a 5. Fazendo B

assumir esses valores, acham-se as possibilidades de a, B e A serem reais. Veja a tabela

a seguir:

Bl p?>4ar (a, 1) N° de
possibilidades

1| 1>4a ¢ 0

2| 4>4an (LD 1

31 9>24al (1,1)5(1,2); (2,1) 3

41 16=4ad | (1,1);(1,2);(1,3);(1,4)5(2,1):(2,2);(3,1)5(4,1) 8

51 25z4ah | (1,1):(1,2);(1,3);(1,4):(1,5)5(2,1):(252)3(2,3)5(3,1):(3,2)5(4,1)5(5,1) 12

Logo, o niimero de possibilidades para os casos favoraveis é 0+1+3+8+12=24

Portanto, a probabilidade das raizes da equag@o quadratica serem reais € de 24/125.

PROBLEMA 15 (UERJ 2010).




O MENINO MALUQUINHO Ziraldo

MENINOS, QUANDO FICAM JUNTOS, QUANDO A5 MENINAS S8 JUNTAM BOM MESMO SA0 OS MENINOS E
; 8 ", EUM o AS MENINAS JUNTINHOS,
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0 Globo,
18/03/2009

Considere como um unico conjunto as &8 criancas — 4 meninos e 4 meninas —
personagens da tirinha. A partir desse conjunto, podem-se formar n grupos, ndo vazios,
que apresentam um numero igual de meninos e de meninas. O maior valor de n é
equivalente a?

Solugdo. Para que seja atendida a restricdo do problema (formar grupos com ndmero
igual de meninos e de meninas) é necessario que o0 numero de criangas nos grupos
formados seja sempre par. Sendo assim, havera quatro situagoes.

12 situacdo: grupo com 8 criangas (quatro meninos e quatro meninas);

22 situacdo: grupo com 6 criangas (trés meninos e trés meninas);

32 situagdo: grupo com 4 criancgas (dois meninos e duas meninas);

42 situacdo: grupo com duas criangas (Um menino e uma menina).

Grupo com 8 criangas. Como hd somente 8 criangas, é imediato que poderd ser

formado apenas um grupo.

Grupo com 6 criancas. Dos 4 meninos deve-se escolher 3, sendo que nesse caso,

escolher Leandro, Mozer e Marinho é o mesmo que escolher Marinho, Mozer e

Leandro. Logo, ha C; possibilidades. Usando o mesmo raciocinio para escolher as
meninas, existem Ci possibilidades. Para determinar o nimero de maneiras de formar

grupo com seis criancas, aplica-se o principio multiplicativo:

| |
Ci-Ci= A A 416
311! 3!



Grupo com 4 criancas. Dos 4 meninos deve-se escolher 2, sendo que nesse caso,

escolher Mozer e Marinho é o mesmo que escolher Marinho e Mozer. Logo, hd C?

possibilidades. Usando o mesmo raciocinio para escolher as meninas, existem C3

possibilidades. Para determinar o nimero de maneiras de formar grupo com quatro
criangas, aplica-se o principio multiplicativo:
c:.c: zi.ﬂzﬁ.ﬁze.ezge
2121 2121 2 2
Grupo com duas criancas. Dos 4 meninos deve-se escolher 1, ha, portanto, 4
possibilidades. Das 4 meninas deve-se escolher uma. Logo, hd 4 possibilidades. Para
determinar o nimero de maneiras de formar grupo com duas criancgas, aplica-se o0
principio multiplicativo:
4x4=16

Como as quatro situagOes sdo excludentes, aplica-se o principio aditivo.
1+16+36+16=69

Portanto, o0 maior valor de n é equivalente a 69.

PROBLEMA 16 (AFA 2002). Numa demonstracéo de paraquedismo, durante a queda
livre, participam 10 paraquedistas. Em certo momento, 7 deles devem dar as méos e
formar um circulo. De quantas formas distintas eles poderdo ser escolhidos e dispostos
no circulo?

Solucéo. O problema divide-se em duas partes:

12 parte: Escolher 7 paraguedistas entre 10.

22 parte: Dispor 7 paraquedistas em um circulo.

Dos 10 paraquedistas deve-se escolher 7. A ordem ndo é relevante. Por exemplo,
escolher ABCDEFG é o mesmo que escolher GFEDCBA. Logo, ha C/, possibilidades.

;10! 10-3-3-4.2
W5z 3.2

=10-3-4=120

Dispor pessoas em circulo é problema classico de permutagdo circular. Permutando os 7
paraquedistas no circulo:

PC7 =(7-1)!= 61=6x5x4x3x2x1=720



Para determinar o numero de maneiras de escolher e dispor 7 paraquedistas num circulo
usa-se o principio multiplicativo.
120x720 =86 400

Portanto, ha 86 400 formas distintas de escolhé-los e disp6-los num circulo.

PROBLEMA 17 (AFA 2004). Se vocé vai comprar algo que custa cinglienta e cinco
centavos, em uma maquina automatica, e dispde de oito moedas de cinco centavos do
mesmo modelo, e cinco de dez centavos também do mesmo modelo, entdo, existem n
sequéncias possiveis de introduzir as moedas, totalizando cinglienta e cinco centavos. O
valor de n é?

Solucéo. Trata-se aparentemente de um problema que envolve permutagcdo com
repeticdo. Contudo, dependendo da forma como séo selecionados os elementos outras
estratégias poderdo ser empregadas na resolucio. E o que ocorre a seguir:

Para determinar o valor das n sequéncias possiveis de introduzir as moedas, totalizando
cinglienta e cinco centavos, deve-se levar em consideracdo as possibilidades de

utilizacdo das cinco moedas de R$0,10 e das oito de R$0,05. Veja:

Quantidade de Quantidade de Total
moedas de R$ 0,10 | moedas de R$ 0,05
5 1 R$ 0,55
4 3 R$ 0,55
3 5 R$ 0,55
2 7 R$ 0,55

Observe que havera somente quatro casos.

1° caso: (6 moedas, 5 de R$ 0,10 e uma de R$ 0,05).

12 moeda 22 moeda 3% moeda 42 moeda 5% moeda 62 moeda

A Unica moeda de R$ 0,05 pode ocupar qualquer uma das seis posi¢es na seqiiéncia,

h&, portanto, possibilidades. Restam cinco posi¢cdes para as cinco moedas de R$



0,10. Logo, existem possibilidades. Para determinar o numero de seqliéncias de
introduzir as moedas de R$ 0,10 e R$ 0,05 aplica-se o principio multiplicativo.

| |
6t 5 g
115! 510!

Cy-Co =
2° caso: (7 moedas, 4 de R$ 0,10 e 3 de R$ 0,05).
Nesse caso, serdo introduzidas sete moedas na maquina. As 4 moedas de R$ 0,10
podem ocupar qualquer uma das 7 posi¢des da sequéncia. Logo, hd  possibilidades.
Restam 3 posi¢des para as 3 moedas de R$ 0,05. Portanto, existem  possibilidades.
Para determinar o nimero de seqliéncias de introduzir as moedas de R$ 0,10 e R$ 0,05
aplica-se o principio multiplicativo.

I I
c;-C3 ZL.i=35.1=35
4131 310!

3° caso: (8 moedas, 3 de R$ 0,10 e 5 de R$ 0,05).

Agora serdo introduzidas na maquina oito moedas. As 3 moedas de R$ 0,10 podem
ocupar qualquer uma das 8 posi¢Oes da seqliéncia. Logo, hd  possibilidades. Restam 5
posicdes para as 5 moedas de R$ 0,05. Portanto, existem possibilidades. Para
determinar o numero de sequéncias de introduzir as moedas de R$ 0,10 e R$ 0,05
aplica-se o principio multiplicativo.

I I
Cs-C = i.i=56.1=56
315! 510!

4° caso: (9 moedas, duas de R$ 0,10 e 7 de R$ 0,05).

Por fim, serdo introduzidas nove moedas na maquina. As duas moedas de R$ 0,10
podem ocupar qualquer uma das 9 posicdes da seqiiéncia. Logo, ha  possibilidades.
Restam 7 posi¢des para as 7 moedas de R$ 0,05. Portanto, existem  possibilidades.
Para determinar o nimero de seqliéncias de introduzir as moedas de R$ 0,10 e R$ 0,05
aplica-se o principio multiplicativo.

I I
C:.Cl = i.Lz%.l:ge
217! 710!

Como os quatro casos sdo excludentes, aplica-se o principio aditivo.

6+35+56+36 = 133



Portanto, existem 133 seqiiéncias possiveis de introduzir as moedas na maquina.

PROBLEMA 18 (AFA 2005). Uma prova consta de 3 partes, cada uma com 5
questoes. Cada questdo, independente da parte a que pertenga, vale lponto, sendo o
criterio de corre¢do “certo ou errado”. O numero de maneiras diferentes de se
alcangar 10 pontos nessa prova, se devem ser resolvidas pelo menos 3 questoes de
cada parte e 10questdes no total, é igual a?

Solucdo. A prova ¢ constituida de trés partes, sendo cinco questdes em cada parte.

Devendo ser resolvidas pelo menos trés questdes em cada parte.

12 parte 2% parte 3? parte
! ! !

5 questOes 5 questOes 5 questoes
! ! !

3 questoes 3 questdes 3 questdes

Como devem ser resolvidas 10 questdes no total, necessariamente as trés questdes de
cada parte devem estar corretas. Contudo, para somar 10 pontos (cada questdo vale 1

ponto) considere 3 questdes em duas das partes e 4 questoes na parte restante.

1? parte 2? parte 3% parte Total
Das 5 Das 5 Das 5
questoes questoes questoes
1° caso 4 sdo 3 sdo 3 sdo 10 pontos
resolvidas resolvidas resolvidas
2° caso 3 sdo 4 sdo 3 sdo 10 pontos
resolvidas resolvidas resolvidas
3° caso 3 sdo 3 sdo 4 sdo 10 pontos
resolvidas resolvidas resolvidas

No 1° caso, devem ser selecionadas 4 questdes das cinco da 1* parte. A ordem ¢

irrelevante, por exemplo, selecionar as questdes ABCD é o mesmo que selecionar



DCBA. Logo, ha Cj; possibilidades. Resta selecionar 3 questdes da 22 parte e 3 da 3?

parte. A ordem continua sendo irrelevante, por exemplo, escolher as questdes ABC € o

mesmo que escolher CBA. Portanto, ha C? possibilidades para a 22 parte e C?

possibilidades para 32 parte. Para determinar o nimero de possibilidades de se obter 10
pontos usa-se o principio multiplicativo:
C:-Ci.ci

Para determinar o nimero de possibilidades do 2° e 3° casos serd empregado 0 mesmo
procedimento usado no 1° caso.
Como os trés casos sdo excludentes, aplica-se o principio aditivo.

Cce-ci.ci+ci.ci.cl+ciclci=

5/ 5! b5l 5! 51 5l 5! 51 b5l

a1 3203121 3120 4 3121 3121 3121 4111

=5-10-10+10-5-10+10-10-5=

=500+ 500+ 500 =1500

Portanto, é 1500 o nimero de maneiras diferentes de obter 10 pontos nessa prova.

PROBLEMA 19 (MACKENZIE 2010).

Eu vou ser aprovado no vestibular do Mackenzie

Cada palavra da frase acima é colocada em uma urna. Sorteando-se,
sucessivamente, sem reposi¢do, duas palavras, a probabilidade de pelo menos uma das
palavras sorteadas ter mais do que 4 letras €?

Solucéo. Partindo da defini¢do de Probabilidade (P):

_ casos favoraveis
casos possiveis

P

Casos favoraveis. S&o os casos em que pelo menos uma das palavras sorteadas tem
mais de 4 letras. Existem duas situagoes:

12 situacdo: as duas palavras sorteadas possuem mais de 4 letras.

2% situagdo: apenas uma das palavras sorteadas possui mais de 4 letras.

Analisando cada situagéo:



12 situagdo. Das trés palavras com mais de quatro letras deve-se sortear duas. A ordem

das palavras sorteadas ¢ irrelevante, por exemplo, sortear as palavras “aprovado” e
“vestibular” ¢ o mesmo que sortear “vestibular” e “aprovado”. Ha, portanto, Ci

possibilidades.

|
2 izg,
211!

o
Il

22 situacdo. Das trés palavras com mais de quatro letras deve-se sortear uma. Logo, ha

3 possibilidades ou C} possibilidades. Das cinco palavras com menos de quatro letras
deve-se sortear uma. Logo, ha 5 possibilidades ou C} possibilidades. Para determinar o

numero de possibilidades de uma das palavras possuir mais de quatro letras e a outra

menos de quatro, aplica-se o principio multiplicativo.

31 5!
C,-Ci=————

L= 2 2 —3.5=15
2111 41!

Como se trata de situagdes excludentes aplica-se o principio aditivo:
3+15=18
Casos Possiveis: E o total de possibilidades de sortear duas palavras. Como ha 8

palavras e devem-se sortear duas, existem C; possibilidades, uma vez que a ordem néo
¢ relevante no sorteio.
, 8 87

Cl=—" =""=28
6121 2

p— casos favoraveis

Logo. —
casos possiveis

b 189
28 14
Portanto, a probabilidade de pelo menos uma das palavras sorteadas ter mais que 4

letras € igual a 9/14.

PROBLEMA 20 (EsPCEX 2005). Um gerente de um hotel, apds fazer alguns
célculos, chegou a conclusao de que, para atingir a meta de economia elétrica, bastava

apagar 2 lampadas de um corredor com 8 lampadas alinhadas. Para manter um



minimo de claridade ao longo do corredor, o gerente determinou que 2 lampadas
adjacentes ndo poderiam ficar apagadas ao mesmo tempo, e as 2 lampadas das
extremidades deveriam permanecer acesas. Sendo assim, 0 nimero de maneiras que
esse gerente pode apagar 2 lampadas é?

Solugdo. O problema sera resolvido de duas formas:

12 FORMA: Disp0de-se de 8 lampadas (L) alinhadas, sendo que a 12 e a 8 permanecem

sempre acesas.

Acesa Acesa
1L 23L 3*L 43L 5L 6%L 73L 8iL

Apagando duas lampadas a partir da 2?2, respeitando sempre a imposicdo que duas
lampadas adjacentes ndo podem ser apagadas ao mesmo tempo, tém-se as seguintes
situacdes:
12 situacéo.

Acesa Apagada L 1 1 Acesa

1B 28L 3L 4L 5°L 6%L 7L 8L

Apagando a 22 lampada ha 4 opges (42, 52, 62, 72 [ampadas) para a ocorréncia de duas

lampadas apagadas. A 32 lampada foi descartada da contagem por adjacente a 22.

2% situacéo.

Acesa Apagada ¢l Acesa
'L 22L 32L 43 538 6L T7qL 8&L

Apagando a 32 lampada ha 3 opgdes (52 62, 72 lampadas) para a ocorréncia de duas

lampadas apagadas. A 42 lampada foi descartada da contagem por ser adjacente da 32.

32 situagao:

Acesa Apagada ¥ 1 Acesa
1B 28L 3#L 43 5aL 6qL 73L 82L




Apagando a 4% lampada h& duas opcdes (62, 72 lampadas) para a ocorréncia de duas

lampadas apagadas. A 52 lampada foi descartada da contagem por ser adjacente da 42.

42 situacéo:

Acesa Apagada I Acesa
2L 28L 3#L 48L 53L 6L 7L 8L

Apagando a 52 lampada ha uma opcédo (72 lampada) para a ocorréncia de duas lampadas

apagadas. A 62 lampada foi descartada da contagem por ser adjacente da 52.

Observe que foram esgotados todos 0s casos possiveis. Como as situagfes sdo

excludentes, aplica-se o principio aditivo.

12 situacgdo + 22 situacdo + 32 situacdo + 42 situacéo
4 + 3 + 2 + 1 =10

Portanto, 0 nUmero de maneiras que o gerente pode apagar essas duas lampadas é 10.

22 FORMA: Visualizando o problema:

Acesa Acesa
1L 23L 3*L 43L 5L 6L 73L 8iL

Observe que hé apenas 6 lampadas disponiveis (12 e 82 sempre acesas) para apagar duas.
Repare que apagar a 22 e a 5% lampadas, por exemplo, é 0 mesmo que apagar a 5% e 28,

Logo, existem C: possibilidades.

2_ 61 _65_
“TomT 2 P

Contudo, note que até 0 momento a restricdo do problema (duas lampadas adjacentes
ndo podem ser apagadas ao mesmo tempo) néo foi levada em consideracdo. Analisando
as 6 lampadas disponiveis (na ordem de posicdo crescente), nota-se que todas terdo
lampadas adjacentes subseqlientes, menos a que estd na 72 posic¢ao. Logo, deve-se retirar

do total que foi encontrado 5 possibilidades, que s&o os casos de lampadas adjacentes.



15-5=10

Portanto, ¢ 10 o nimero de maneiras que o gerente pode apagar essas duas lampadas.

PROBLEMA 21 (IME 2010). Trés dados iguais, honestos e com seis faces numeradas
de um a seis sdo lancados simultaneamente. Determine a probabilidade de que a soma

dos resultados de dois quaisquer deles ser igual ao resultado do terceiro dado.

Solugdo. Partindo da defini¢do de probabilidade.

_casos favoraveis

casos possiveis

Casos Favoraveis sdo os casos em que um dado ¢ resultado da soma dos outros dois. O
leitor menos atento poderia entender a expressao “terceiro dado” do final do texto, como
sendo realmente o 3° dado, contudo, tal expressdo refere-se ao dado que sobra quando
sdo considerados dois dados quaisquer. Sendo assim, ocorrerdo trés situacoes:

12 situagéo: o 1° dado sendo o resultado da soma dos outros dois.

22 situago: o 2° dado sendo o resultado da soma dos outros dois.

32 situacdo: o 3° dado sendo o resultado da soma dos outros dois
Listando as possibilidades de cada situagao.

1? situacgdo:

1°dado | 2°dado | 3°dado | Possibilidades

2 1 1 Uma
2 1

3 1 2 Duas
1 3

4 2 2 Trés
3 1
1 4

5 2 3
3 2 Quatro
4 1
1 5
2 4




6 3 3 Cinco

Note que, logicamente, a soma jamais serd igual a 1. Uma vez esgotadas as
possibilidades do 1° dado ser o resultado da soma dos outros dois, usa-se 0 principio
aditivo nas possibilidades.
1+2+3+4+5=15
Como sdo trés dados iguais e honestos na 22 situa¢do também haverd 15 possibilidades
e na 32 situacdo da mesma forma. Entdo, o numero de casos favoraveis é:
3x15 = 45

Casos Possiveis é o total de possibilidades ao ser lancado trés dados. Como sdo trés
dados e para cada dado ha 6 possibilidades, pelo Principio Multiplicativo h4 6. 6. 6 =
216 possibilidades. Logo:

_ casos favoraveis
casos possiveis

P

_4 5
216 24
Portanto, a probabilidade de que a soma dos resultados de dois quaisquer dados seja

igual ao resultado do outro dado é 5/24.



CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo do Trabalho procuramos enfatizar os principios basilares da contagem:
aditivo e multiplicativo. Entendemos que isso seja uma forma de facilitar a resolugdo de
problemas envolvendo métodos de contagem. Isso foi evidente no capitulo 4, com a
resolucdo de vérios problemas de concursos publicos e vestibulares. Tentamos seguir
um padréo para a resolucdo da maioria das questdes.

Inicialmente foi necesséria uma leitura apurada do enunciado, para
familiarizacdo e compreensdo do problema proposto. Em seguida, os problemas foram
divididos em vérias etapas excludentes, isto é, foi usado o principio Aditivo. E a partir
dai passou-se a analise minuciosa de cada uma dessas etapas, aqui, na maioria das
vezes, recorreu-se ao principio multiplicativo.

Tentar identificar se um problema ou uma etapa do problema de contagem €
uma permutagdo, arranjo ou combinacdo € uma abordagem correta desde que o
problema seja realmente um desses tipos de contagem. Acontece que muitos problemas
de contagem ndo se encaixam exclusivamente em algum desses tipos mencionados,
assim um esforco adicional é necesséario para procurar o resultado correto usando o
principio aditivo e/ou principio multiplicativo.

No caso em que o problema ou uma das etapas em que foi dividido o problema ¢é
um dos métodos de contagem classicos pode surgir a duvida: o problema é de
combinagdo, permutacdo ou arranjo? Uma maneira pratica de diferencid-los é
perguntar-se: a ordem dos elementos é importante? No caso afirmativo, estamos diante
de uma permutacgéo ou arranjo, e em caso negativo, trata-se de uma combinagéo.

A abordagem desse trabalho é recorrer as férmulas somente quando a estrutura
da resolucdo ja tenha sido montada. Eis a dificuldade de muitos, que usam a estratégia
inversa, ou seja, possuem como prioridade o uso direto de formulas. Vale ressaltar
também, que as solu¢Bes dos problemas no capitulo 4 e no restante do trabalho séo
resultados matematicos que estdo baseados no principio aditivo e multiplicativo.
Sempre que possivel foi justificado o porqué de sua utilizagdo na resolucdo dos
problemas.

E importante esclarecer que ndo temos como pretens&o estabelecer uma férmula

geral de como resolver problemas de contagem, mesmo porque ndo é conhecido que



exista tal formula geral. Cabe ao leitor utilizar sua criatividade e os meios que lhe forem
mais conveniente e adequado ao seu nivel de conhecimento. Os proprios autores deste
Trabalho de Conclusdo de Curso tém experimentado ao tentar resolver novamente um
problema (ap6s um periodo de tempo), seguir uma estratégia totalmente diferente para
achar a solucdo.

Além do mais cada problema vai apresentar peculiaridades e restricdes proprias.
Contudo, o conhecimento teérico e pratico do Principio Aditivo e Multiplicativo é

indispenséavel em qualquer situag&o.
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