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Resumo

Neste Trabalho de Conclusao de Curso, foram analisados métodos numéricos diretos e
iterativos para a solugao de sistemas lineares algébricos, os quais sao de uso frequente
para resolver sistemas de equagoes diferenciais. E definido o conceito de norma no espago
das matrizes, com os quais analisamos a convergéncia dos métodos diretos e iterativos.
Apresentamos os métodos de Eliminagao de Gauss, da Decomposi¢ao LU e Cholesky como
métodos diretos, e os métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e SOR como métodos iterativos.
Para cada um destes métodos sao descritos algoritmos numéricos para gerar a solucao, e
implementados no MATLAB. Os resultados mostram a eficiéncia dos algoritmos numéricos
implementados neste Trabalho. Uma comparagao entre os métodos iterativos mostram a
alta performance do método de Gauss-Seidel e SOR. Métodos diretos sao preferidos em
matrizes de pequeno porte por ter menos restricoes ao seu uso que os métodos iterativos.
Para matrizes de grandes dimensoes os métodos iterativos sao preferidos por ter menos
erros de arredondamento, precisar de menor memoria RAM e armazenar menos dados no

computador.

Palavras-Chave: Sistemas Lineares, Métodos Diretos, Métodos Iterativos, Normas de

Matrizes.



Resumen

En este Trabajo de Fin de curso, se analizan métodos numéricos directos y itera-
tivos para la solucion de sistemas lineales algebraicos, los cuales son de uso frecuente
en métodos numéricos para resolver sistemas de equaciones diferenciales. Es definido el
concepto de norma en el espacio de las matrices, lo que permite realizar el analisis de la
convergencia de los métodos diretos y iterativos. Son estudiados los métodos de Elimina-
cion de Gauss, Descomposicion LU y Cholesky como métodos diretos, y los métodos de
Jacobi, Gauss-Seidel e SOR como métodos iterativos. Para cada un de estos métodos se
decriben algoritmos numéricos para generar la solucao, y implementados en el software
numérico MATLAB. Los resultados muestran que los algoritmos numéricos implementa-
dos en este trabajo son eficientes. Una comparacion entre los métodos iterativos muestran
mejor desempeno de los métodos de Gauss-Seidel e SOR. Métodos diretos son usados en
matrizes de pequeno porte devido a tener menos restricciones que los métodos iterativos.
Para matrizes de grandes dimensiones los métodos iterativos tienen preferencia por pre-
sentar un menor error de arredondamiento, precisar de menos memoria RAM y almacenar

menos informaciones en el computador.

Palabras clave: Sistemas Lineales, Métodos Diretos, Métodos Iterativos, Normas de

Matrices.
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Capitulo 1

Introducao

A necessidade de resolver sistemas de equagoes lineares aparece numa grande quantidade
de problemas cientificos. Estima-se que em 75% dos problemas cientificos a solu¢ao de
um sistema linear de equagoes aparece em algum estagio da solugao|5].

A titulo de exemplo, uma fonte substancial de sistema de equacoes, lineares ou nao-
lineares, conforme o caso, é a solugao de equacoes diferenciais por via dos métodos de
discretizacao, como diferencas finitas ou elementos finitos. Em geral, os sistemas que resul-
tam da discretizacao das equacgoes diferencias sao muitos grandes e tém caracteristicas de
esparsidade (muitos elementos nulos nas matrizes) que auxiliam em sua solu¢ao numérica.
Outras fontes de sistemas sao problemas de ajuste de dados, de minimizacao de fungoes
e problemas diversos.

Um sistema de equacoes Ax = b pode-se resolver como x = A~'b desde que a in-
versa A™! exista, entretanto o cdlculo direto da inversa é dispendioso e sujeito a erros
de arredondamento. Por isto, métodos mais eficientes sao necessérios para resolver um
sistema de equacgoes lineares.

Respeitando a distingao dos métodos, é comum cataloga-los em dois grupos. Os
M¢étodos Diretos sao aqueles que conduzem a solucao exata a menos de erros de arredonda-
mento produzidos pela maquina, apés um nimero finito de passos. Os Métodos Iterativos
sao aqueles que se baseiam na construcao de sequéncias de aproximagoes. Em um método
iterativo, cada passo, os valores calculados anteriormente sao usados para melhorar a
aproximacao. E claro que o método interativo serd ttil se a sequéncia das aproximacoes
construidas pelo o método convergir para a solugao do sistemal4].

No capitulo 2 apresentamos o conceito de matrizes, operagoes com matrizes, inversas de



matrizes e o conceito de solucao de sistema de equagoes lineares. No capitulo 3 definimos
as normas de vetores e matrizes, assim como o conceito de convergéncia em norma de uma
sequéncia de vetores e matrizes. No capitulo 4 apresentamos métodos diretos (Eliminagao
de Gauss, LU e Cholesky) e iterativos (Jacobi, Gauss-Seidel e SOR) na solugao de sistemas

de equacoes lineares, assim como algoritmos e simulagoes numéricas no MATLAB.



Capitulo 2

Teoria de Matrizes

Neste capitulo se apresentam os conceitos basicos da teoria de matrizes necessarios para

desenvolver métodos numéricos para resolver sistemas de equagoes lineares.

2.1 Matrizes

Definicao 2.1. Dados dois nimeros m e n naturais e nao nulos, chama-se matriz m por
n (indica-se mxn) toda tabela A formada por nimeros reais distribuidos em m linhas e n
colunas. Em uma matriz qualquer A, cada elemento ¢ indicado por a;;. O indice ¢ indica
a linha e o indice j indica a coluna a quais os elementos pertence. Com a convencao de
que as linhas sejam numeradas de cima para baixo (de 1 até m) e as colunas, da esquerda

para a direita (de 1 até n) uma matriz mxn é representada por[6]:

11 Q12 @13 - Q1p

Q21 Q22 Q23 -+ A2p
A=

Am1 Am2 Am3 - Amn

ou,

A:(azj>m><n:{a,w‘ Z:l,’m7 ]:1,,n}

Indicaremos por M,,«,(R) o conjunto das matrizes reais do tipo mxn. Se m = n, ao
invés de M,,x,(R) , usaremos a notacao M, (R). Cada matriz de M, (R) chama-se matriz
quadrada de ordem n. Em contraposicao, quando m # n, uma matriz do tipo mxn se diz

retangular. Uma matriz 1x1 se identifica com o nimero real a;; [2].



Definicao 2.2. Chama-se diagonal principal de uma matriz quadrada de ordem n o

conjunto dos elementos que tém os dois indices iguais, isto é:

{aij| i = j} = {a11, a2, a33, . .., Ann }.

Chama-se diagonal secunddria de uma matriz quadrada de ordem n o conjunto dos ele-

mentos que tém soma dos indices igual a n + 1, isto é:

{aij| i+j=n+1}={an, a2 pn—1,03n—-2; - - - ;1 }-

Exemplo 2.1. A matriz

1 3 =2
M=14 6 1
9 5 -8

é quadrada de ordem 3. Sua diagonal principal é {1,6, —8} e sua diagonal secundaria é

{9,6,—2}.

Definimos a seguir matrizes que sao comuns na teoria:

1. Matriz Linha. E toda matriz do tipo 1xn, isto é, € uma matriz que que tem uma

Unica linha:

a1x aig aiz -+ Qip

2. Matriz Coluna. E toda matriz do tipo m x 1, isto é, é uma matriz que que tem

uma unica coluna.

Am1

3. Matriz Nula. E toda matriz que tem todos os elementos iguais a zero.

4. Matriz Diagonal. E toda matriz quadrada em que os elementos que nao pertencem

a diagonal principal sao iguais a zero.

5. Matriz Identidade. Denotada por [,, ¢ uma matriz quadrada de ordem n em que

os elementos da diagonal principal sao iguais a 1, e os demais elementos sao iguais



a Zero.

100 - 0
010 0
Li=10 01 0
000 0 1

2.1.1 Operagoes com Matrizes

A seguir definimos operagoes com matrizes, as quais permitem formular equacoes algébricas

em termos de matrizes.

Defini¢ao 2.3. [6] (Igualdade de Matrizes). Duas matrizes A = (a;j)mxn € B =
(bij)mxn sa0 iguais quando

aij:bij, VZ:L,m, ijl,,n

Isto significa que para serem iguais duas matrizes devem ser do mesmo tipo e apresentar

todos os elementos correspondentes (elementos com indices iguais) iguais.

Exemplo 2.2. Se

entao A = B pOiS ajl = bll; 19 = b12, 91 =— b21 € 99 = b22 e A 7é C pOiS 929 7é C22

Definigao 2.4. [6] (Adicao de Matrizes) Dadas duas matrizes A = (a;j)mxn € B =
(bij)mxn, chama-se soma A+ B a matriz C' = (¢;j)mxn tal que ¢;; = a;; + b;j, para todo
i e todo 7. Isto significa que a soma de duas matrizes A e B do tipo mxn é uma matriz

C do mesmo tipo em que cada elemento é a soma dos elementos correspondentes em A e B.

2 3 0 4 240 3+14 2 7
Exemplo 2.3. + = =

6 —6 17 6+1 —6+7 71



Propriedade 2.1. [6] Se A, B,C € M,,«»(R), entao:
1. Associatividade: (A+ B)+C =A+ (B+C)
2. Comutatividade: A+ B=B+ A
3. Elemento Neutro: Existe M tal que, A+ M =M+ A=A
4. Elemento Simétrico: Para toda matriz A 3 A’ tal queA + A'= A"+ A= M.

Demonstracao.

1. Fazendo (A+ B)+C =X e A+ (B+C) =Y, temos:
Xij= (aij + bij) + cij = a;j + (bij + ¢ij) =Yi5, VieVj.
Portanto, (A+ B)+ C=A+ (B+C)

2. Fazendo A+ B=X e B+ A=Y, temos:

Xi;= Qi + bij = bjj + a;; =v;;, VieVy.
Portanto, A+ B=B+ A

3. Impondo A + M = A, resulta:
ai; +my; =a;; = mij=0 = M=0
isto é, o elemento neutro é a matriz nula do tipo m xn.

4. Impondo A+ A" = M = 0, resulta:
ai; + a;j =0 = a;j = —a;; Vi, Vj

. 7 . s . . o~ ’ . !’ .
isto é, a simétrica da matriz A para a adi¢ao é a matiz A de mesmo tipo que A, na

qual cada elemento é simétrico do correspondente em A.
O

Definicao 2.5. [6] (Multiplicagdo por escalar.) Dado um nimero « e uma matriz
A = (a;j)mxn chama-se produto de a.A a matriz B = (b;j)mxn tal que b;; = o.a;;, para
todo i e todo j. Isto significa que multiplicar uma matriz A por um nimero « é construir

uma matriz B formados pelos os elementos de A todos multiplicados por .

10



3 =5 7 9 —-15 21
Exemplo 2.4. 3. =

4 6 -1 12 18 -3

Propriedade 2.2. Se A, B € M,,x»(R) e a, § € R, verifica-se que:
1. a.(B.A) = (a.f).A
2. a.(A+B)=a.A+a.B
3. (a+p)A=aA+[.A
4. 1LA=A

Definicao 2.6. [6] (Produto de Matrizes). Dadas duas matrizes A = (a;j)mxn €
B = (bjk)nxp, chama-se produto de AB a matriz C' = (cik)mxp tal que

n

Cik = apnbig + aigbay + -+ + aiibj = Z ijbik, Vi=1,---.m, k=1---,p.
j=1

Exemplo 2.5. Dadas as matrizes

7
1 2 3
A= e B=1]18 calcular AB.
4 5 6
9

Sendo A do tipo 2x3 e B do tipo 3x1, decorre que existe AB e é do tipo 2x1.

Fazendo AB = (', devemos calcular ¢, e c,,:

C, ( 1° linha de A x 12 coluna de B )
C: =

C,, ( 2° linha de A x 12 coluna de B )
1x7

2x8

3x9 (7+16+27> 50
Ax7 (28 + 40 + 54) 122
2x8

6x9

11



Teorema 2.1. [6] Se A = (aij)mxn, entio A1, = A eI, A= A.

Demonstracao.

I) Sendo I,, = (0ij)nxn € B = Al, = (bij)nxn, temos:
bij = and1j + @izda; + a;3dz; + -+ + @ii0ii + - + Ainln;
= a;1-04+an-0+a;3-04+---4+ay;-1+---4+a;,-0
= Q4 VZ,j

Logo, A-I,=A .
IT) Analogamente.

Propriedade 2.3. [6]

A multiplicagdo de matrizes goza das seguintes propriedades:

1. Associatividade
(AB)C = A(BC) ,

para quaisquer que sejam as matrizes A = (a;j)mxn, B = (bjk)nxp € C = (cri)pxr

2. Distributividade a direita em relacao a adicao:

(A+ B)C = AC + BC

para quaisquer que sejam as matrizes A = (a;;)mxn, B = (bij)mxn € C = (¢ji)nxyp
3. Distributividade a esquerda em relacao a adicao:

C(A+B)=CA+CB,

para quaisquer que sejam as matrizes A = (a;j)mxn, B = (bij)mxn € C = (Cki)pxm
4. (¢ A)B = A(aB) = a(AB)

para quaisquer que sejam as matrizes A = (a;;j)mxn, B = (bjr)nxp € @ € R

Demonstragao. 1. Fazendo D = AB = (dig)mxp, £ = (AB)C = (ej)mxr € F' = BC =

(fit)nxr, temos:

P p n
€l = E dig-Cri = E E aij-bjk -Ckl
k=1

k=1 \j=1

12



p n n p
= Z (Z aij.bjk.ckl> = Q5. (Z bjk.ckl>
k=1 1

j=1 j= k=1
= Z aij-fii

j=1
entdo, (AB)C = A(BC).

2. Fazendo D = (A + B)C = (di)mxp, temos:

n n

dix = Z(aij + bij).cji = Z(aij-cjk + bij-Cjk)

j=1 j=1
= Z aij.cjk + Z bij'cjk
j=1 j=1
entao, (A+ B)C = AC' + BC.
3. Anédloga a 2.
4. Fazendo C = a.A = (¢ij)mxn, D = a.B = (dji)nxp € E = AB = (€ik)mxp, temos:

n n

(OéA)B == CB = Z Cij-bjk = Z(a.aij).bjk = . Zaij.bjk =oa.F = Oé(AB)

J=1 J=1 J=1

j=1 j=1 j=1

entao, («.A)B = A(a.B) = a.(AB)

Observacgoes

1. E importante notar que a multiplicagao de matrizes nao é comutativa, isto é, para

duas matrizes quaisquer A e B ¢é falso que AB = BA necessariamente.

2. Quando A e B sao tais que AB = BA, dizemos que A e B comutam. Notemos que
uma condicao necessaria para A e B comutarem é que sejam quadradas e de mesma

ordem.

3. E importante observa também que a implicagao:
AB=0 = A=0 ou B=0

nao ¢ valida para as matrizes, isto é, é possivel encontrar duas matrizes nao nulas

cujo produto ¢é igual a matriz nula [6].

13



Exemplo 2.6.
10 0 0 0 0

00 01 00

Defini¢ao 2.7. [6] (Matriz Transposta). Dada uma matriz A = (aij)mxn, chama-

. !/ / .
se transposta de A a matriz AT = (@ij)nxm tal que a;; = a;;, para todo i e todo
. . . ! ! ! ! ~ . . .
j. Isto significa que, por exemplo, aqy,ds9,asq,--.,a,; SA0 respectivamente iguais a
ai1, 21,031, - - ., an1; Vale dizer que a 1° coluna de AT é igual a 1° linha de A. Repetindo

o raciocinio, chegarfamos a conclusao de que as colunas de A” sdo ordenadamente iguais

as linhas de A.

Exemplo 2.7.
1 =2
1 3 8
A= — AT =3 9
-2 9 =5
8 =5

Propriedade 2.4. [6] A matriz transposta apresenta as seguintes propriedades:
1. (AT)T = A para toda matriz A = (@) mxn;
2. Se A = (aij)mxn € B = (bij)mxn, entao (A+ B)T = AT + BT
3. Se A = (aij)mxn € @ € R, entao (a.A)T = a. AT
4. Se A = (aij)mxn © B = (bjt)nxp, entao (AB)T = BT AT
Demonstracao.

1. Fazendo (A”)" = (a;;)mxn, resulta:

1" / . .
a;; = aj = aj; Vi, J.

2. Fazendo A+ B = C = (¢ij)mxn ¢ (A+ B)" = CT = (¢};)nxm, temos:
(A-FB)T:CT:C;Z:CZ] :aij—i—bij :a;l—l—b;l:AT—l—BT VZ, j
Portanto, (A + B)T = AT + BT

"

Jt

Vi, j.

3. Fazendo (a.A)T = (a;;)nxm, resulta:

" ’

14



4. Fazendo AB = C = (Cik)mXp e (AB)T = OT — (c;qi)pxma resulta:
(AB)T = CT = C;ﬂ- = Cik — Zaij.bjk = Z bjk.aij = Zb;f]a;l = BTAT'
j=1 j=1 j=1
Portanto, (AB)" = BT AT,
O

Definigao 2.8. [6](Matriz Simétrica) Chama-se matriz simétrica toda matriz quadrada
A, de ordem n, tal que AT = A.

Decorre da definigao que, se A = (a;;) é uma matriz simétrica, temos:

a;; = aj; paratodo i,j € {1,2,3,...,n}

isto é, os elementos simetricamente dispostos em relacao a diagonal principal sao iguais.

Exemplo 2.8. Sao simétricas as matrizes:

a b c d
; a b c ; ;
a e g
b od ) b d e ) f no
c 1
c e f
d g 1 J

Definicao 2.9. [6] (Matriz Anti-Simétrica). Chama-se matriz anti-simétrica a

toda matriz quadrada A de ordem n, tal que A7 = —A.

Decorre da definicao que, se A = (a;;) é uma matriz anti-simétrica, temos:
a;; = —aj; paratodoi,j € {1,2,3,...,n},

isto é, os elementos simetricamente dispostos em relagao a diagonal principal sao opostos.

Exemplo 2.9. Sao anti-simétrica as matrizes:

0 a b ¢
0 a b
0 a —a 0 d e
) —(I O C )
—a 0 —b —d 0 f
-b —c 0
—c —e —f 0

15



Definicao 2.10. [6] (Matriz inversivel). Uma matriz quadrada A é chamada de in-
vertivel ou nao singular se existe uma matriz B tal que AB = BA =1, onde [ ¢é a
matriz identidade. Se A nao é inversivel, dizemos que A é uma matriz singular. Chamare-

mos a tal matriz B de inversa de A e a denotamos por A~

Teorema 2.2. [6] Se A é inversivel, entdo é iinica a matriz A~ tal que AA™ = A7TA =1

Demonstrac¢ao. Suponha que exista as matrizes Al_l e A;l tais que:
AAT = AT'A=1
AA = ATA =T
entao,
AN = AT = AT AAYY) = (AT A) A = TA) = Ay

Portanto, a inversa de uma matriz é unica.

1 2 7 1 31 —19
Exemplo 2.10. A matriz A= | 0 3 1 | éinversivele At = | 0 2 —1 | pois:

05 2 0 -5 3
1 2 7 1 31 —19 100
AA =10 3 1 0 2 —1|=1010]|=I
05 2 0 -5 3 00 1
1 31 —19 1 2 7 100
ATTA=10 2 -1 03 1|=]010]=I
0 -5 3 05 2 00 1

Uma classe importante de matrizes em sistemas de equacoes sao as matrizes diagonal-
mente dominantes, as quais permitem por exemplo realizar a eliminagao gaussiana sem

necessidade de pivotamento. Estas matrizes se definem a seguir.

Definicao 2.11. [7] Uma matriz A é diagonalmente dominante se seus elementos
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verificam:

‘CLM|ZZ‘CLU| ) i:1727"'7n (21)
j=1
J#i

e estritamente diagonalmente dominante se

n
|CL2‘Z" > E |aij| , i:1,2,...,n, (22)
j=1
J#i
isto é, em cada linha, o elemento da diagonal ¢ maior em mddulo que a soma dos modulos

dos outros elementos.

Um outro tipo importante de matrizes que aparecem frequentemente nas aplicacoes

sao as simétrica e positiva definida.

Definicao 2.12. [7] Uma matriz é simétrica e positiva definida se

A=AT ¢ x7Ax > 0, para todo vetor x # 0

2 1 x
Exemplo 2.11. Consideremos a matriz A = é o vetor x = ' # 0. Logo,
1 2 T2
2 1 T
mTAx = [ r1 X9 ]
2 )
Ty
= [ 201 + 9 21 + 229 ]
T

= fo +x,x, +x,7, + ng >0
2 2 2 2., .2 2
= 2x] +2x,x, + 22, = x] + 2,0, + 2, +x] + 2] >0

= (2, 4+z,)+2°+22>0.

Portanto, A é positiva definida

2.2 Sistemas Lineares

A Resolucao de sistemas lineares surge em diversas areas do conhecimento. O caso geral

em que o sistema linear envolve m equagoes com n incégnitas, o sistema pode apresentar
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uma unica solugao, infinitas solucoes ou nao admitir solucao. Este tipo de problema
é tratado na Algebra Linear usando o processo de escalonamento[3]. Vamos analisar
esquemas numeéricos para solucoes de sistemas lineares de n equagoes com n incognitas,

isto é

ari +  aipry + ai3rz + 0 4+ AT, = b
a91T1 -+ 99T —+ a93T3 + -+ Aonly — b2
az1xq + a3zox9 + a33xs + - 4+ a3y — bg
A1 T1 + AmaTz + 3Tz + 0 ATy = by

\

onde a;; sao os coeficientes, x; sao as incégnitas e os b; sao as constantes. Este sistema
pode ser escrito na forma matricial Ax = b com A € M,,(R) e x,b € M, x;R. Analisare-

mos duas classes de esquemas numéricos: Métodos Diretos e Métodos Iterativos.

Definicao 2.13. [6] (Equagao Linear) Chamamos de equagao linear, nas desconhecidas

X1, L9, -+ , Ty, toda equacao do tipo
a11r1 + a2y + aizrs + - + apr, = b.
Os numeros a1, a2, @13, - - , a1y, todos reais, sao chamados coeficientes e b, também real,

¢ o termo independente da equagao.

Exemplo 2.12.

]_O) 31’1 +4JI2 - 5[E3 — T4 = 5
20) 21‘1—.2?2—333:0
3°) 0x1 + 0zy — Oxg + Oxy =0

Observamos que nao sao lineares as equagoes:

10) 2%% —|—4l’2 + T3 = 0
20) 25(]11‘2 + T3+ x4 = 3
30) 1+ /T2 — XT3 = 4
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Definicao 2.14. [6] (Solugao de uma Equacgao Linear) Dizemos que a sequéncia ou

n-upla ordenada de numeros reais (o, a9, ag,. .., q,) é uma solugdo da equagao linear
ary + aip®y + aizrz + - + T, = b, se
a1 + apas + aizaz + - + apa, = b for uma sentenca verdadeira.

Exemplo 2.13.

1. Seja a equagao linear

2$1+3ZL‘2—I‘3+5L‘4:3

a sequéncia (1,2, 3, —2) é solugao, pois 2.(1) +3.(2) — (3) + (—2) = 3 é sentenga ver-
dadeira, porém a sequéncia (1,1, 2, 1) nao ¢é solugdo, pois 2.(1)+3.(1) — (2)+(1) =3

é sentenca falsa.

2. Seja a equacao linear

O0xr+0y+0z=0

é facil observar que qualquer tripla ordenada (aq, ag, ag) é solugao da equagao.

3. Seja a equacao linear

0z 4+ 0y +0z+0t =2

é facil observar que qualquer quddrupla ordenada (i, s, as,a4) nao satisfaz a

equacao, pois

Ocaq 4+ Oag + Ocvs + Oy = 2

é sentenca falsa Vaq, ao, as, ay.

Definicao 2.15. [6] (Sistema Linear.) Sistema linear ¢ um conjunto de m(m > 1)

equagoes lineares, nas incognitas =1, T2, T3, ..., T,. Assim, o sistema
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a111 + 129 + a13T3 + R 1Ty — b1
A21T1 + G20T2 + Q23T3 + +  agx, = by
S as31T1 + a32T9 + 3373 + - 4+ a3nTy = bg
[ Am1T1 + AmaT2 + 3Tz + o ApnTn = by

¢é linear.

Lembrando a definigao de produto de matrizes, notemos que o sistema linear S pode

ser escrito na forma matricial .

11 Q12 @13 - QAip | by
Q21 Q22 A23 -+ Q2 D) by
a3z1 A3z AaAz3 - A3y T3 = b3
Am1 Am2 Qm3 - Amn Ty, bn
Exemplo 2.14.
1. O sistema linear
2¢+3y = 4
1
r—y = 2

pode ser escrito na forma matricial
2 3 T 4
1 -1 Y 2

2. O sistema linear
r+y—2z = 4
2 +5y+7z = 0

pode ser escrito na forma matricial

x
3 1 -1 4
y:
25 7 0
z

20



2.2.1 Solucao de um Sistema Linear

Dizemos que a sequéncia ou n-upla ordenada de nimeros reais (ag, ag, as, ..., q,) é uma

solucao de um sistema linear 5, se for solucao de todas as equagoes de 5, isto ¢,

ajjoq +  apas + aizas + -+ appa, = by (sentenga verdadeira)
asgiovy + Gy +  assaz + - 4+ agpa, = by (sentencga verdadeira)
asioy +  agoe +  aszaz + -+ 4+ aspa, =bs  (sentenga verdadeira)
U101+ Qmas + apzaz + 0+ apua, = b, (sentenca verdadeira)

Exemplo 2.15.

r+y+z = 6
1. O sistema S¢ 20 +y—2 = 1

r—y+z = 4

admite como solucdo a tripla ordenada (1,2, 3) pois

1 + 2 + 3 = 6 (sentenga verdadeira)
2.(1) + (2) — (3) = 1 (sentenca verdadeira)
3.(1) — (2) + (3) = 4 (sentenca verdadeira)

+ 6 (sentenca verdadeira)
2.(=5) + (11) — (0) = 1 (sentenca verdadeira)
4 (sentenca falsa)
2. O sistema linear
rT+2y+3z2 = 5
S z—y+4z =1
Oz —0y+0z = 6
nao admite solucao, pois a iltima equacao nao ¢é satisfeita por nenhuma tripla

ordenada (a, as, 0ag).

Definicao 2.16. [6)(Sistema possivel) Se um sistema linear S tiver pelo menos uma
solucao, diremos que ele é possivel; caso nao tenha nenhuma solucao, diremos que S é

impossivel.
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Definicao 2.17. (Sistema impossivel) Os sistemas que tém soluc@o tinica sdo chamados
possiveis e determinados. Ja Os sistemas que tém infinitas solugoes sao chamados possiveis

e indeterminados.

2.2.2 Sistema Linear Homogéneo

Definicao 2.18. [6] Chamamos de sistema linear homogéneo todo aquele em que o termo

independente de todas as equagoes ¢ igual a zero,isto é:

;

a11T1 + a12T9 + a13T3 + R alnxn:O
92121 + a929T9 + 9373 + R agnxn:O
S amr + azry + azrs + o0 4+ a4z, =0
A1y + Qa2 + A3z + 0+ AppTy, =0

Exemplo 2.16.

x+4y+3z2 = 0
r+y+z = 0
S1 ;S r—y+4z = 0
20 —y+2z = 0
or—Ty+9z = 0
Observe que um sistema linear homogéneo admite sempre como solucao a sequéncia
(o, 0,3, .., y) em que «; =0, Vi=1,2,... ,nchamada de solugio nula, trivial, ou
impropria. Portanto um sistema linear homogéneo é sempre possivel. Se o sistema linear
homogéneo for determinado apresentara apenas uma solucao (a nula), e se for indeter-

minado apresentara além da solugao nula, outras solucoes nao nulas também chamadas

solugoes proprias.
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Definicao 2.19. [6](Matrizes de um Sistema) Dado um sistema linear S de m equagoes

e n incognitas, consideremos as matrizes:

a1 a2 a3 - Qi

Q21 Q22 A23 -+ Q2

A=1 an ap az -+ as

Am1 Am2 Qm3z - Amn

e

aix Qa2 @13 - Qip by
a1 Q22 Ag3 -+  Q2p by
B = aszp az2 Az -+ A3 b3
Am1 Qm2 Am3  ° Amn bm

A é chamada matriz incompleta do sistema e¢ B, matriz completa

Notemos que B foi obtida a partir de A, acrescentando-se a esta a coluna formada

pelos termos independentes das equacoes do sistema.

Exemplo 2.17.

2v+y = 3 2 1 2 13
S Y A= e B=
r—y = 4 1 -1 1 -1 4
dJr—y+z = 1 3 -1 1 3 -1 1 1
de+y = 7 4 10 4 1 07

2.2.3 Sistemas Equivalentes

Definigao 2.20. [6] Dizemos que dois sistemas lineares Ax = be Ax = b sdo equivalentes,
se toda solucao de Ax = b for solucdo de Ax = b e toda solucao de Ax = b for solucdo de

Ax =10
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Exemplo 2.18.

r+2y = 3
s Y
2r+y = 1
r+2y = 3
S, Y
-3y = =5
S1 e Sy sdo equivalentes, pois ambos sao determinados (D # 0, nos dois) e admitem
15
como solugao (—=; = )
33
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Capitulo 3

Normas

Na teoria de vetores ¢ definida a norma do vetor v = (v1,v2) como \/v? + vZ, como uma
medida do médulo do vetor. O conceito de norma se extende para vetores em R” como
||U]] = v/v? +---+v2. O conceito de norma pode ser aplicado para analise de erros na
teoria da aproximagao, no sentido de analisar o erro entre o valor aproximado v, € o valor
exato Vey : ||Vap — Vezl|-

A norma apresentada é a norma euclidiana, no sentido de ser calculada com base no teo-
rema de Pitagoras. Entretanto este conceito pode ser generalizado para qualquer espaco
vetorial desde que verifique um conjunto de propriedades. Como as matrizes da mesma
ordem com as operagoes de adigdo e multiplica¢do por um escalar (definidas no capitulo
2) formam um espago vetorial, pode-se aplicar a norma de matrizes para avaliar o erro na

teoria da aproximacao.

Definicao 3.1. [7] Se V' é um espago vetorial, uma norma ¢ uma funcao |.||: V — R

que verifica as seguintes propriedades:
i) [jz|| > 0, se x#0, zeV
ii) || Azx|| = |\ - [|z]], se NeR, ze€V

iii) ||z +y| < |lz| + [y, se x,y € V (desigualdade triangular)
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3.1 Normas em R"

De especial interesse, quando V' = R" , sao as normas [, definidas por:
n 1/p
b = (Sbl) e
i=1

7l = v {fos]}

Propriedade 3.1. A fungédo ||.|; : R"™ — R definida por:
|zl = Jwa| + | + -+ Jaa = D |,
i=1
¢ uma norma em R", denominada Norma [; ou Norma da Soma.
Demonstracao. Considere z,y € R" e A € R.
i) Se x = (z1,x2,...,2,) # 0 ,entdo I xp # 0 = |x| > 0. Logo,
lzlle = lwl > fa] >0
i=1
i) [ Az||y = [[A(z1, 22, .. x0)||1 = [(Az1, Aze, .. Axy) |1
=D Pl = ALzl = AL Y fal = [A]llz])
i=1 i=1 i=1
i) [l +yll = [[(@r, 22, 2n) + (1,92, v

= ||(‘T1 +y17x2+y2a"'7$n+yn)||l

=D eyl <D (ol + D) < ) lwl + ) 1yl
i=1 i=1 i=1 i=1
Dai, [l +ylly < [lzfl + [yl

De i), ii) e iii) e da Definicao 3.1 temos que |.||; ¢ uma norma em R".

Propriedade 3.2. A fungao ||.||z: R™ — R definida por:

lalle = /a3 + a3+ + a2 =

¢ uma norma em R", denominada Norma [, ou Norma Euclideana.
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Demonstracao. Considere x,y € R" e A € R.

i) Se x = (z1,x9,...,2,) #0 , entdo, i€ {1,...,n} tal que z; # 0. Logo,

r|xn2:\/w%+x3+...+ 2t tat > 2= || >0
#0

i) Azlle = [Mar, 2, an)lla = [[(Az, Az, -, Azn) |2

=/ (Az1)? + (A\z2)2 + ...+ (A2

=@t +ai+ ... +22)

= VA2 ol o+ a2 = ||z
Portanto, ||[Az||s = |A| - [|z]]2
e 2
i) o +ull, = @y ) = @)+ @) + o)+ (5,y)

2 2 2 2
= [lzlly +2Cz, ) + Mlylly < llzlly + 20z [lllyll + [yl

(Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

2 2
Iz +yll, < (zllz+ |yll2)

Sl +ylle < el + lyll

De i), ii) e iii) e da Defini¢ao 3.1 temos que [|.||2 é uma norma em R"

Propriedade 3.3. A funcao ||.||oo : R" — R definida por:

oo = max {]s},

¢ uma norma em R", denominada Norma /., ou Norma do Maximo.

Demonstracao. Considere x,y € R" e A € R.

i) Se x = (x1,29,...,2,) # 0, entdao Iz # 0 = |zx| > 0. Logo,

2]l o = max {|x1| + |xo| + ... 4+ |z| +... + |z0a|} > |2k > 0.
0<i<n A
#0
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i) ||IAz]|co= [[A (1,22, ., Zn)]|oo = [(AZ1, AT, ..o, A2y || 0o
= max {|Azil} = max {|Al|z:}

— Al max {ll} = XlJoll

S I oo = M loo

iii) |7+ ylloo = |(z1, 22, - -+, 20) + (Y1, Y2, -+ Yn) oo
= ||(I1 +y1,l’2 +y27 <y Ty +yn)||oo

_ ) ) < ) )
max { +yil} < max {Jz| + [yil}

(Pela desigualdade triangular em R)

< max |z} + max {[y]}
< lllloo + 1[9lloo

Logo, |7 4 Yllec <[]l + [[¥lloo

De i), ii) e iii) e da Defini¢ao 3.1 temos que |.||s ¢ uma norma em R™.

Exemplo 3.1. Para o vetor x = (4,4, —4,4) temos

i) lzlle = /42 + 42 + (—4)2 + 42 = /64 = 8
if) |2l = max{ fwi } = max{ 4], [4],| — 4] [4] } =4

4
iii) el = Y Jail = |4/ 4 4] + | — 4] + |4 = 16.

i=1

3.2 Normas Matriciais

Similar as normas em R", poderia-se procurar fungoes que verifiquem as condigoes i) ii) e

iii) da Definigao 3.1 de modo a gerar normas para matrizes. Entretanto, se prefere definir

a norma de uma matriz quadrada de ordem n associada a norma de um vetor em R",

como segue na seguinte definicao.
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Definicao 3.2. [7] Seja ||.|| uma norma em R”, e A uma matriz de ordem n. Definimos

a norma de uma matriz A, denotada por ||A|| como

[A]l = sup{ |Au] - weR", [juf| =1} (3.1)

A seguinte propriedade verifica que || A|| definida por (3.1) é uma norma no espaco das

matrizes.

Propriedade 3.4. Seja ||.|| uma norma em R"™, entao:
[A]l = sup{ |Au] - weR", [juf| =1}
define uma norma no espaco vetorial da matrizes quadradas de ordem n, isto é:
i) ||A| >0, se A#0, Ae M,(R)
ii) ||[aA| =|al-||A]ll, se a€eR, Ae M,(R)
i) [[A+ B[ < [[Al+Bll, se A, Be My(R)
Demonstracao. Sejam A, B € M,(R) e o € R.

i) Se A # 0, entdo A tem pelo menos uma coluna distinta de zero. Digamos que
AU) £ 0. Considere um vetor em que 1 esteja na j-ésima componente, isto é,
x=(0,...,0,1,0,...,0)T. E obvio que z # 0 e que o vetor v = x/ || x || tem norma

igual a 1. Além mais Ax = A7 e ||Ax| = ||A?|| # 0. Segue, pela definigao de || A |,

Ax AW)
JAL=supl dull s we R, ful =13 2 avf= {2 = L2 0
i) Al = sup{(@A] = flull = 1} = sup{la(du)] : [ul = 1}
— supfla - [ Au] + [u] =1} = la] -sup{Au] : [ju]| = 1} =]a - |A]

i) [|A+ Bl = sup{[[(A+ B)ul[ = |lull = 1}
= sup{[|Au+ Bul| : " [[u]| = 1} < sup{[|Aul[ + | Bu] = Jul| =1}
< sup{[|Aul| : [Jull = 1} +sup{|[Bul| : [[ull =1} < [[A] +[|B]
De i), ii) e iii) e da Defini¢ao 3.1 temos que ||A|| é uma norma em M, (R). O
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Como consequéncia da definicao de norma matricial 3.1, as seguintes propriedades se

verificam:

Propriedade 3.5. [7]

i) [[Ax] < Al lIx]l, VA€ Mn(R), VxeR"
ii) ||I]| =1, onde I é a matriz identidade em M,,(R)
i) |AB| < [[All-[[Bl, VA, B e My(R)
Demonstracgao.

i) Se x =0 entdo ||x|]| =0 e ||[Ax| =0, e portanto ||Ax|| = ||A] - [|x]]-
A
Se x # 0 entao ||x|| # 0 e ||[Ax]|| # 0. Fazendo v = Ax]] temos que ||v|| = 1. Logo,
b'e

1
Al = su Aull : ull =1t > Av > A- > — . ||Ax]].

Multiplicando por ||z|| resulta que |[Ax] < ||A]| - ||x]|.
ii) 1] = sup{ [[Tul = [lufl =1} = sup{ [Jull : [jul| =1} =sup{1} =1

iii) [ AB = sup{ |(AB)ul: [lu]l = 1} = sup{ [|A(Bu)] : [lul] = 1}

< sup{ [[A[l - [[Bull = lull =1} <[[A[l-sup{ [[Bul = |lul =1} < [[A] - |[B]

0 que completa a prova. [

Os seguintes teoremas determinam uma forma pratica de calcular as normas matriciais

associadas as normas vetoriais I, e [;.

Teorema 3.1. Se a norma vetorial ||.|| € definida por ||z]|w = IIEEL<X{|(L’1|} , entdo a

norma matricial associada € calculada por:

[Alloe = max Z |as;]

1<i<n

Demonstracdao. Sabemos que a norma de A é definida como:

[A[l = sup{ [[Aull:  uweR", |lu] =1}

Vamos supor que N representa o valor maximo. Entao temos que ||Au|| < N, para

todo vetor unitario u.
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Vamos mostrar que ||Aul| < N e determinar um vetor unitario especifico para o qual a

igualdade seja valida.

Para as A;, onde i = 1 : n, linhas da matriz, temos N = max {|A;|}, o valor méximo
1<i<n

dentre as somas dos valores absolutos nas linhas e ||u||. = 1.

Pela definicao de norma vetorial do maximo, temos:

||U’||OO = fg%};{|ul|7 |u2|7 |u|37 sy |un|} =1

Seja a matriz A, x, e o vetor u:

air Q2 o Qip a1 U1 + Aty + -+ - + A1l

Qo1 G2 -+ Qap T Ao1U1 + AUy + -+ - + A2 Uy
A’U, = . Up  Ug Up, =

an1 Ap2 - Ann An1U1 + An2U2 + -+ Ay Unp,

Tomando a norma do maximo, temos:
|Alle = EE%{’“HW + a12Us + - -+ AU |, [anur + agouo + - - -+ 2nUy,

o laniug + apgus + - -+ + appuy,|} Usando a Desigualdade Triangular:

< gﬂﬁ{’anul\ + |argug| + - -+ |aiptal, [a21ur| 4 |agug| + - - - + |agn s,
o aniug| + |apsus| + -+ 4 apnun|}
< max {lan[[ur| +[asl[uz] + - - + |arn||unl, [agi|[ur] + |ags||uz| + - - 4 [asn||unl,
SR ’aanul‘ + ‘an2|’u2| +-+ |ann|‘un‘}
= max {|Ail[u] + [Asllul + -+ [Adl[ul} = max {|Ai] + [As] + -+ |A,]} = N
1<i<n 1<i<n
Se o valor maximo ocorre na linha k, entao u = e, onde e; é um vetor unitario do

R™. Logo,

[Aeklloo = [[Arklloc = N

Portanto,

1<i<,n £

Al = sup{ [[Au| :  weR", |ul =1} = ||l = max Y |ay|
7j=1

o que completa a prova [8]. ]
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n

Teorema 3.2. Se a norma vetorial ||.||1 se define por ||z||, = Z |x;| , entdo a norma
i=1
matricial associada € definida por:

[Ally = max Z ||

Demonstra¢ao. Sabendo que a norma de A é definida como:

[Al} = sup{ [Aul] - w € R, jul| =1}

Vamos supor que M representa o valor maximo. Entao temos que |Ax|; < M, para
qualquer vetor unitério ||x||. Achar x, usando a norma da soma para validar a igualdade.

M = max{||A;||1} o valor maximo da soma absoluta das colunas e ||x|| = 1.

1171 + G12T2 + - + ATy
Ay — A21T1 + G229 + -+ - + A2, Ty,

Ap1T1 + Ap2To + - + Qpn Ty

|AX ||y = |a1121 + a1222 + - - - + 1,20, |a2121 + asexs + - - + a2pTy|,
a1y + ansxe + - -+ appy|
Utilizando a propriedade de médulo, temos:
[Axly < (Jan| + a1 + -+ + am) s + -+ (Jaan| + [azn| + -+ + |ann )| 2n]

[Ax][y < [Au]lza] + [Azflza] + - 4 [An]|2n]
|Ax ||y < M|zq| + M|za| + -+ - + M|z,
[Axl < M(Jaa] + |2o| + - - + |an]) = M|x[}y = M
Se na coluna , ocorrer que seja o valor maximo dentre a soma dos valores absolutos

das colunas, conclui-se que, para x = e, obtemos:

[Ax[[y = [[Aex[ly = [|Axll, = M

Portanto, .
41 =21 = e (14,1} = s 3 o)
o que completa a prova [9]. ]
4 -3 2
Exemplo 3.2. Paraamatriz A= | —1 (0 6 | temos que,
2 6 2
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i) Soma dos mdédulos dos elementos da matriz em cada linha:

Linha 1: | 4 |+]=3|+|2|=9
Linha 2: —1|+]|0]|+]|6] =7
Linha 3: | 2 |+]6]+]|2] =10.

Logo, ||Al|cc = max{9,7,10} = 10.

ii) Soma dos mddulos dos elementos da matriz em cada coluna:

Coluna 1: | 4 |+|-1]|+]|2]|=7
Coluna 2: |=3|+]0| +]6] =9
Coluna 3: | 2 |+]|6]+]—2]=10.

Logo, ||All; = max{7,9,10} = 10.

3.3 Convergéncia em Norma

Um espago vetorial normado (V,]|.||) é um espago vetorial V' com norma ||.||. O conceito

de norma nos permite definir o conceito de convergéncia sobre espagos vetoriais [7].

Definicao 3.3. A seqiiencia (), 2 ... em (V,]|.||) converge ao vetor x € (V,|.|),
escrevemos ) — 1z, se

Jim | z®) — 2 ||=0. (3.2)

A convergéncia 3.2 coincide com a idéia intuitiva que a distancia entre os vetores z*)

e o vetor limite x se aproxima de zero quando k aumenta.

Em espagos de dimensao finita, como é o caso de R™ e M,,(R), se uma seqiiencia converge
em uma norma converge em qualquer outra norma. Entretanto, esta afirmacao nao se

verifica em espacgos de dimensao infinita.

2 — k1 2 —kt
Exemplo 3.3. Se 2% = | _54 k2 ex=| -5 |, entdo z®W—g=| f2
3+e* 3 ok

Em R3,

lim ||z — 2|l = lim k7' = 0.
k—o0 k—o0
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Como R? é um espaco de dimensao finita, verifica-se imediatamente que
lim [|z® —z|, =0 e lim |[2® — 2|, = 0.
k—o0 k—oo

Em espacos vetoriais normados de dimensdo finita toda sequéncia {z®), k=1,2,---}

que verifica o Critério de Cauchy:

lim sup |z —2W| =0, (3.3)

k=00 g j>1

é convergente, isto é, existe z € V tal que ) — z em normal7].

Se z®) ¢ a k-ésima aproximacao num método iterativo que resolve a equacdo Azr = b,
entao pode-se definir um critério de parada de acordo com uma tolerancia ¢ > 0 pre-

definida. Os critérios de parada mais usais sao:

i) Erro Absoluto: ||x*™ —x*|| < ¢

||Xk+1 _ Xk“

ii) Erro Relativo: ———— < ¢
[l

iii) Residual: [|b — Ax¥|| < e
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Capitulo 4

Métodos Numeéricos

Os métodos numéricos para a resolucao de um sistema linear da forma Ax = b podem ser
divididos em dois grupos: Métodos Diretos e Métodos Iterativos.

M¢étodos Diretos sao aqueles que, a menos de erros de arredondamento,fornecem a
solucao exata do sistema linear, caso ela exista, apés um numero finito de operagoes.

Os Métodos Iterativos geram uma sequéncia de vetores {x*)}, a partir de uma aprox-
imagcao inicial {X(O)}. Sob certas condicgoes esta sequéncia converge para a solugao x, caso

ela exista.

4.1 Meétodos Diretos

Os Métodos Diretos sao aqueles que apdés um nimero finito de operacoes fornecem a
solucao exata do sistema, a menos dos erros de arredondamentos. Estes métodos sao
baseados no processo de escalonamento estudado em Algebra Linear. Sao eficientes para
sistemas de pequeno porte (ndo mais que 50 equagbes ) e para sistemas de bandas, como
por exemplo sistemas tridiagonais . Primeiramente vamos considerar os sistemas lineares

triangulares.

4.1.1 Sistema Triangular Superior

Um sistema triangular inferior é um sistema de equacoes lineares da forma Ux = b, com
U = (uij), b= (b;)" e x = (x;)", onde U é uma matriz triangular superior quadrada de

ordem n, isto é, com seus elementos u;; = 0 para todo ¢ > j, e com wu;; # 0.

35



Podemos entao escrever o sistema triangular inferior como:

(

U111 + U129 + U13T3 + UgnTn +--- + Uiy = b1

U99Toy -+ Uo3X3 + ULy —+ R UonTn = b2

(%) U33T3 + U3qT4 + +  uspw, = b3
k

Uy + 0+ U@y = by

L UmnTn = bn

O sistema (%) obtém sua solugdo por Retro-Substituicdo, isto é, iniciando da ultima

equacao obtemos x,,, da penultima x,,_; e assim consecutivamente.

Exemplo 4.1. Dado o sistema triangular

(

r4+2y—2+3t = 6 (1)
y+3z—t = =5 (1)
5247t = 21 (1)

2t = 6 (1v)

Temos:
em (1rv) 2t=6 = t=3
em (rr1) 5z24+73=21 = 5z2=0 = 2=0
em (r1) y+30—-3=-5 = y=-2
em (1) z+2(-2)—0+33=6 = z=1

Portanto a solugao do sistema é (1, —2,0, 3)

4.1.2 Método de Eliminacao de Gauss

Propriedade 4.1. A solugao do sistema Ax = b nao se altera se sao realizadas operagoes

elementares do tipo:
i) Troca de ordem duas equagoes

i1) Multiplicagdo de uma equagao por uma constante nao nula
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i1i) Adicionar um miltiplo de uma equagao a uma outra equagao.

Isto é, ao realizar operagoes elementares no sistema Ax = b obtemos um novo sistema

equivalente Ax = b.

O Método de Eliminacao de Gauss consiste em eliminar varaveis do sistema sucessiva-
mente, até obter um sistema modificado em que a matriz dos coeficientes seja triangular

superior. Em termos gerais esquema de eliminagao consiste em:

1) Transformar o sistema Ax = b no sistema Ux = C, onde U é uma matriz triangular

superior.
2) Resolver o sistema triangular Ux = C' por substitui¢ao retroativa.

Para descrever o Método de Eliminacao de Gauss vamos considerar o sistema linear

;

a111 + a12T9 + a13T3 + -+ ALy — b1
211 + ATy + ATz + - 4+ ATy = by
a31T1 + Qa32%9 + a33T3 + - + a3nly — bg
Ap1T1 + Ap2%2 + Gp3T3 + 0+ Gy = bn

onde det(A) # 0, isto é, o sistema admite uma tnica solu¢ao. Um sistema linear pode

ser representado na forma de matriz estendida(A0|b0) = A|b, ou seja

i 0 0 0 0 0 |
o ) [0
0 0 0 0 0
@ o [
0 0 0 0 0
A [
8 Al o |

onde o indice superior indica a etapa do processo.

A eliminacao é feita por colunas, chamaremos de etapa k do processo a fase em que
(k)

se elimina a varidvel z; das equagoes k + 1,k + 2,--- ,n. Usaremos a notagao a,;’ para
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denotar o coeficiente da linha ¢ e coluna j no final da k-ésima etapa, bem como bz(.k) sera
o i-ésimo elemento do vetor constante no final da etapa k.

Considerando que det(A) # 0, é sempre possivel reescrever o sistema linear de forma
que o elemento da posigao ay; seja diferente de zero, usando a operacao elementar i) na

Propriedade 4.1. O procedimento da Eliminacao de Gauss segue o seguintes passos:

1. Eliminar a incégnita x; das equacoes k = 2,3,...,n. Sendo ag(i) # (), usaremos a

operagao elementar 7ii) e subtraimos da linha £ a 1° linha multiplicada por

(0)

s — kL
k1 — (0)
a1y

Os elementos my; sao chamados de multiplicadores e o elemento ag?

pivo da Etapa 1. Indicando a linha k& da matriz entendida por L,(CO) esta etapa se

¢ chamado de

resume em

Lgl) _ Lgo)
LY = L9~ k=23, .n

Ao final desta etapa teremos a matriz

[ 1 1 1 1 ]
o o) ) |
1 1 1 1
0 a§2) aé3) aén) b;)
1 1 1 1
0 ay ay - ag) | By
0 ayy aby - ali) | bl

que representa um sistema linear equivalente ao sistema original, onde a incognita

x foi eliminada das equagoes k = 2,3,...,n.

2. Eliminar a incégnita xy das equagoes k = 3,4, ...,n. Sendo aélz) # 0, vamos tomar

este elemento como pivo desta etapa e desta forma os multiplicadores sao dados por

(1)

)
agQ)

My2 =
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A eliminacao se procede da seguinte forma:

[ — [
L2 = [
L? = L —muL® | k=34, n
obtendo ao final da etapa a matriz

[ 2 2 2 2) |

i o o d |

2 2 2 2

0 ) e |

0 0 af al) | b

0 0 da¥ aly) | b

3. Com procedimentos analogos ao das etapas 1 e 2 podemos eliminar as incégnitas xy

das equagoes k+ 1,k +2,...,n e ao final de n — 1 etapas teremos a matriz
i n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 i
g g ag |
N S T
0 0 ay "V T
0 0 0 SO O

Esta matriz representa um sistema triangular superior equivalente ao sistema origi-
nal. Logo a solugao deste sistema, obtido pela Retro-Solucao, é solucao do sistema

original[3].

O algoritmo computacional para o Método de Eliminacao de Gauss ¢é descrito a seguir.
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Algoritmo 4.1. [3] Método de Eliminagao de Gauss

Input: Matriz A e vetor b € R™
Eliminacao:
Para k=1,2,...,n— 1, faga:

Parai=k+1,2,...,n, faca:
aij

m <«
Ak k
Paraj =k+1,2,...,n, faca:
Q5 < Qi — M * Ak
fim para

b; <— b; — m = by,

fim para
fim para
Retro-Solugao:
Ty < by /ann

Parak=n—1,n—2,...,1, faca:

n

1

T < (L_ bk — E A 5T 5
kk j=k+1

fim para

Output: z € R" : solucao do sistema

Exemplo 4.2. Consideremos o sistema linear

31‘1+2.CE2—373 =
75131—33'2—1'3 =

Ty +x3 =

Escrevendo na forma de matriz estendida teremos

3 2 -1 1
7 -1 -1 | =2
1 0 1 1
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Seguindo os passos do Método de Eliminacao de Gauss temos,

1. Eliminar z; das linhas 2 e 3.

1 0
v = Lo

(
7
Lgl) = Léo) — mgngo) , onde Mg = a% ==
a( ) 3
11
(1) (0) (0) ay) 1
L3 = L3 —mglLl N onde ms1 :T:—
a9 3
11
e com isto obtemos a matriz
3 2 -1 1
0 —17/3 4/3 —13/3
0 —2/3 4/3 12/3
2. Eliminar x5 da linha 3.
ng) _ Lgn
ng) _ Lg)
(1)
2 1 1 a 2
Ly = L —mply? onde myp =t =

obtendo assim a matriz

3 2 -1 1
0 —17/3  4/3 | —13/3
0 0 20/17 | 20/17

3. Retro-Solugao. Encontrar a solugao do sistema triangular superior.

b
Ty = 3 =1
a33
1
Ty = —(b2 — a23$3) =1
A22
1
xry = _(bl — Q12T — 6113$3) =0
an

Logo a solugao do sistema é dada por z = (0,1,1)T
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A solucao encontrada é a solucao exata, pois mantivemos os nimeros resultantes na
forma de fragao. Porém maquinas digitais representam estes niimeros na forma de ponto
flutuante finita e erros de arredondamento podem ocorrer. Em sistemas lineares de grande

porte estes erros vao se acumulando e prejudicando a solugao do sistema[3].

4.1.3 Fatoracao LU

Seja o sistema linear Ax = b. O processo de Fatoracdao LU para a resolugao deste sistema
consiste em decompor a matriz A dos coeficientes em um produto de dois ou mais fatores
e, em seguida, resolver uma seqiiencia de sistemas lineares que nos conduzird a solucao
do sistema linear original.

Por exemplo, se pudermos realizar a fatoracao: A = LU, o sistema linear Ax = b
pode ser escrito como, (LU)x = b. Seja y = Ux, entao resolver o sistema linear Ax = b
¢ equivalente a resolver o sistema linear Ly = b e, em sequida, o sistema linear Ux = y.

A vantagem dos processos de fatoragao é que podemos resolver qualquer sistema linear
que tenha A como matriz dos coeficientes. Se o vetor b for alterado, a resolucao do novo
sistema linear sera quase que imediata.

A fatoracao LU de Doolite é um dos processos de fatoracao mais empregados. Nesta
fatoracao a matriz L ¢é triangular inferior com elementos da diagonal igual a 1, e a matriz

U é triangular superior.

Teorema 4.1. [10] Dada uma matriz A quadrada de ordem n, seja Ay, a matriz constituida
das primeiras k linhas e colunas de A. Suponha que det(Ay) # 0 parak =1,2,...,(n—1).
Entao, existe uma tnica matriz triangular inferior L = (1;;), com l; =1, 1 <i<n e
uma unica matriz triangular superior U = (u;5) tais que A = LU. Ainda mais, det(A) =

U1 U22U33 - - - Upp,-

Exemplo 4.3. Seja a matriz

1 -1 0
A= -1 2 -1
0 -1 2

vamos obter a fatoracao LU de Doolite:
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1 0 0 Uyl U2 U3 1 -1 0

by 1 0 0 gy wgg | = | -1 2 —1

ls1 I3 1 0 0 |uss 0 -1 2
Uiy U1 U13 1 -1 0
loyurr  lorugg + uge lo1urzugs =|-1 2 -1
l31urr  lz1uae + lspuge  lz1uns + lspuag + uss 0 -1 2

Célculo da 1% linha de U: w1, 12, u13
U1 = ]_,Ulg == —1,’LL13 =0

Calculo da 1% coluna de L: lo1, 131

-1
lun =-1 = Iy =—=-1
U1l

lsiun =0 = g3 =—=0
U1

Calculo da 2% linha de U: ugs, ua3

Lz + U =2 = up =2—lup=2—(—-1)(-1)=1

liturg +uss = —1 = ugz = —1 —lyui3 =2—(—1)(0) = -1
Calculo da 2% coluna de L: I3

Ltgg + lagtiny = —1 = I3y = —1 — l31u12 _ —1- (0)<1) — 1

U22
Calculo da 3% linha de U: uss

ls1urs + lgotes + uss = 2 = ugz = 2 — lg1u1g — lsouog = 2 — (0)(0) — (—1)(—1) =1

1 00 1 -1 0
Portanto, L= | —1 10 U={0 0 -1
0 -1 1 0o 0 1

Algoritmo 4.2. [4] Fatoragdo LU

Dados: Matriz A = [a;]
Para i =1 : n, faca:
Para j =i : n, faga:
i1
Ui = a;; — Z Liur;
k=1

Para j =1+ 1: n, faca:

i—1
Lii = <aji - Z ljk“kz‘) [ i
k=1
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Algoritmo 4.3. Fatoragao LU no MATLAB

function [1,u]=doolite(A);
da=size(A)
n=da(1)
hEsta parte verifica se o sistema é quadrado
if n~=da(2);
disp(’??7?7 A matriz deve ser quadrada’);
return;
end
for m=1:n
for j=m:n
soma=A(m,j);
for k=1:m-1
soma=soma-1(m,k)*u(k, j);
end
u(m, j)=soma;
end
for i=m+1:n
soma=A(i,m);
for k=1:m-1
soma=soma-1(i,k)*u(k,m);
end;
1(i,m)=soma/u(m,m) ;
1(m,m)=1;
end
end
for m=n:n
soma=A(n,n) ;

for k=1:n-1
soma=soma-1(n,k)*u(k,n);
end

u(n,n)=soma;

1(n,n)=1;
end

4.1.4 Fatoracao de Cholesky

H& uma fatoracao de matrizes que é muito 1itil em algumas situacoes. A esta fatoracao se é

dado o nome do matematico André Louis Cholesky, que demonstrou o seguinte resultado:

Teorema 4.2. [7] Se A é uma matriz real simétrica positiva definida, entdo admite uma

fatoragdo tinica A=LL", onde L é uma matriz triangular inferior com diagonal positiva.
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Demonstracao.

i) A é uma matriz nao singular. Pois, se A for singular existe x # 0 tal que Ax = 0.
Logo, 27 Az = x - (AT2) = 2 - 0 = 0, o qual contradiz a hipotese que A é definida

positiva.
ii) Seja x = (x1 @2 --- x 0 ... 0), definimos z = (x; x2 --- ). Logo,
2T Ax = 2T Ay > 0.

Portanto, todos os menores principais Ay da matriz A sao definidas positivas. Pelo
Teorema 4.1 da decomposicao LU, a matriz A admite uma decomposicao LU, isto

6, A=LU.
iii) Como A é simétrica, temos

LU= A= AT = (LU)T

LU= UTLT
U= L'\UTL?
U(LT)_l — L—lUT
——— S——

matriz triangular superior matriz triangular inferior

logo existe uma matriz diagonal tal que:

ULy '= L'UT =D
U= DL".

Logo, A= LU = L(DLY) = LDL", conhecida como decomposicio LDLT.
Afirmacgao: D é positiva definida

Prova: Como A é positiva definida, entao

xTAx > 0 Vx #0
xT(LDLT)x > 0 ,Vx#0
(xTL)D(xTL)T > 0 ,Vx #0
Fazendo, z = (xTL)T = 277 = xTL. Segue que:
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zTAz > 0 \Vz#0

Portanto, D ¢ positiva definida

iv) Como xTAx > 0, Vx # 0, temos

Dy 0 o --- 0
T
0 Dy 0 -+ 0
Ho)
(xl Ty ... a:n> 0 0 D33 --- 0 )
Xy

X1

T2
= ( Dyizi Doz ... Dppay, >

X

logo D;; > 0, Vi=1,2,....n

V) Definimos .Dllj/2 = (5@'\ / Dij

D, O 0 --- 0

0 Dy 0 - 0
D'V/? = 0 0 Dz -+ 0

0 0 0 0 D,

Como D = DY2D'2 temos que
A= LDLY = LD'?D'V2[T = LDY?)(DY2L") = LL”, onde L = LD'/2.

Por tanto, A = LL".
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Algoritmo 4.4. [4] Fatoragdo de Cholesky

Dados: Matriz A = [a;}], simétrica e positiva definida

Para i =1 : n, faca:

dj = aj;— > dily,

Para ¢ =j+1:n, faca:

7j—1
lij = (aij - de Lik ljk) /dj
k=1

Algoritmo 4.5. Fatoracao de Cholesky no MATLAB

function [1,d]=cholesky(A)
clc
d = 0;
n=length(A) ;
1 = eye(n);
for m=1:n
1(m,1) = A(m,1);
end
for j=1:n
soma=A(j,j);
for k=1:(j-1)
soma=soma - d(k)*1(j,k)*1(j,k);
end
d(j)=soma;
for i=(j+1):n
soma=A(i,j);
for k=1:j-1
soma=soma-d (k)*1(i,k)*1(j,k);

end
1(i,j)=soma/d(j);
end
end
d=diag(d);

Exemplo 4.4. Utilizando o MATLAB vamos encontrar uma fatoracao de Cholesky da

matriz A abaixo

>> A=[1 2 2;27 7;2 7 9]
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>> [1,d]=cholesky(A)

1 =
0
1
d =
3

4.2 Métodos Iterativos

Os métodos iterativos sao aqueles que se baseiam na construcao de sequéncias de aproxi-
macoes. Em um método iterativo, a cada passo, os valores calculados anteriormente sao
usados para melhorar a aproximacao. O método iterativo sera tutil se a sequéncia das
aproximacoes construidas pelo método convergir para a solucao do sistema.

Métodos iterativos requerem um chute inicial x(¥, um vetor inicial que aproxima a
solugdo exata x (se ndo hd nenhuma informagao disponivel sobre a solugao exata, de
modo que ndo temos como construir o chute inicial de forma inteligente, x(© pode ser
uma aproximagao muito ruim de x). Uma vez que x(© ¢ dado, o método iterativo gera a
partir de x(® uma nova aproximacao x"), que esperamos deve aproximar melhor a solucio
exata. Em seguida, x(") é usada para gerar uma nova melhor aproximacao x® e assim por
diante. Desta forma, gera-se uma sequéncia de vetores x(¥) que espera-se convergir para
x. Como na pratica nao podemos iterar para sempre, algum critério de parada deve ser
estabelecido a priori. Uma vez que x*) esteja suficientemente préximo da solucdo exata
quanto se precise, de acordo com uma margem de tolerancia aceita, para-se o processo
de iteracdo e aceita-se x*) como a solucao aproximada adequada para o problema. Por
exemplo, o critério de parada pode ser estabelecido através de uma cota de tolerancia € :

quando

16— Ax®)|| < ¢

ou quando

k1)

||X( X(k)H <e
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as iteragoes sao interrompidas e o tltimo valor aproximado obtido é aceito como a melhor
aproximacao da solugao dentro das circunstancias.

Os métodos discutidos aqui nao necessitam de um bom chute inicial (embora, é claro,
quanto melhor o chute inicial, menor o niimero de iteragoes necessarias para se chegar a
solucao aproximada com a precisao especificada).

Para a resolucao de um sistema da forma Ax =b, comecando com uma aproximagcao
T T

inicial x(© = [xgo) xgo) xgo) coo g0 para Xx= |z, xy 3 --- 1w, | ,onde:

(0)
Iy
m(o) é a aproximacao para

2 p Gao p 2

0) . : .
a:g )6 a aproximacao para s

¢é a aproximacao para

0) . . ~
ZE%) € a aproximacao para Ty

obtém-se sucessivas aproximacoes x(M) = | xgl) xgl) xgl) g 17,
K0 = [ 2 D e DT (D D D D
Para x =[xz @9 x3 -+ @, |7

4.2.1 Obtencao dos Métodos Iterativos

Dado o sistema linear Ax = b, decompoem-se a matriz A na forma: A = M + N, onde

M ¢é uma matriz nao-singular. Logo temos:

Ax = b
(M+N)x = b
Mx+Nx = b
Mx = b—Nx
M™7'Mx = M 'b— M 'Nx
Ix = M7'b— M 'Nx

x = M'b— M 'Nx (4.1)

O método iterativo é entao definido por:

xEHD) = M~ — MINX® com k=0,1,2,--- (4.2)
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onde, x( é um vetor dado.

O sistema linear pode ser escrito na forma
x*H) = ox®) 4 g, (4.3)

onde, g € M,x1(R) e C € M,(R), isto é, os métodos iterativos seguem um esquema
semelhante aos métodos para o célculo de zeros de funcoes. C= —M !N ¢ chamada de
matriz de iteracdo. E importante que a matriz M seja muito mais simples do que A,
porque senao nao estariamos a simplificar o problema. Note-se que esta iteracao pode ser
feita de outra forma, nao havendo necessidade de se proceder verdadeiramente ao calculo
da inversa de M.

Dentre os métodos iterativos, iremos abordar os seguintes métodos:
e Método de Jacobi

e Método de Gauss-Seidel.

e Métodos SOR

Os métodos iterativos sao definidos aqui, por uma escolha particular da matriz M. A
matriz M é geralmente diagonal, triangular ou tridiagonal.

Seja o sistema Ax =b

ailz a2 a3 - Qip X1 by
a1 Q22 A23 -+ A2p X2 by
a31 Q32 a3z -+ A3p xs3 = b3
anp1 Qp2 Ap3z - Ann Tp bn

Consideremos a matriz A do sistema, decomposta na soma de trés matrizes

A=L+D+U
0 00 0 0] fan 0 0 - 0| [0 an ay 010
as O o --- 0 0 ayp 0 -+ 0 0 0 ass Aoy,
A=l asy agp, 0 -~ 0|+ 0 0 as --- 0 |+]0 0 O a3n
| Gn1 Gn2 On3 0 0 0 0 A i 0 0 0 0
Y ~ S ¥ ~ ¥

20




Onde L é uma matriz triangular estritamente inferior, U uma matriz triangular estri-
tamente superior e D a matriz diagonal.

Notamos que a matriz D nao devera ter zeros na diagonal principal, isto é, seus
elementos a; # 0. Caso aconteca de a; = 0, deve-se efetuar uma troca de linhas ou

colunas na matriz A, para obtermos uma matriz D com elementos a; # 0.

4.2.2 Critério de Convergéncia dos Métodos Iterativos

Vamos estabelecer critérios que nos permitam determinar quando existe convergéncia para

estes métodos iterativos. Pretendem-se métodos que satisfacam:

klim x®=x ou klirn | x® —x =0

De (4.1) — (4.2) temos:

x —x®D — _MTINx 4+ MNP
x —x® = _MIN(x — xW)
Fazendo C' = —M !N, onde a matriz C é denominada matriz de iteracdo, e x — x*+1)

é o erro cometido na k-ésima iteracao, tem-se:

x — xFD) = O(x — x®) (4.4)

Atribuindo valores para k > 0 temos:

x —xW =CO(x — x)
x—x% =C(x—-xW)=C.C(x — x9) = C%*x — x)
x —x® =C(x —x?)=C.C%*x — x) = C3(x — xO)

x—xW=C(x —x¥) = 0.03%(x — x0) = C*(x — x)

Em geral tem-se

X — X(k+1) — C«(k+1)(X . X(O))
Aplicando ||.|| a norma da matriz associada temos
0 < fx = x™ V| = O™ (x — x| < JIOF V] flx — x|
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Por outro lado temos que

ICEED < Jloj| ¢+

Dai segue que

0 < flx — x"FV <O 1x — x )

Vemos que se |C]| < 1 entao

lim lc|*H =0 = Jim | z®) — 2 |=0

Portanto o método iterativo converge se ||C|| < 1, para qualquer que seja a iteragao inicial

x©), Logo temos provado o seguinte teorema:

Teorema 4.3. Se ||C|| < 1 para alguma norma matricial, entio o método iterativo

(k+1

definido por x*t1) = Cz® + ¢ converge qualquer que seja o vetor 9 dado.

4.2.3 Estimativa de Erro na Iteracao x(*+!

De (4.4) temos que

x — x) = C(x — x®)

x — x) = O(x — x (1) o x (1) (b))
Aplicando norma || . || resulta,

= x50 =] Ol = x4 x50 ) |

IN

I € (= x50 00— ) |
= x50 <O (= x| D x0))

IO x = x® D | Ol x &+ = x @

= xE0 <O — x| O x50 = x|
=B = O x = x| <O 2 - x|
[ x=x® D A= Cl) < JO i xt+D =@ .

Logo, a estimativa de erro na iteracao k+ 1 dos métodos iterativos ¢ dada pela expressao:

[Kell

Ix —x®D ) <
1=

| X0 — x|
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4.2.4 Método de Jacobi

Seja o sistema linear Ax = b e considerando A = L + D + U, podemos entao escrever o

sistema na forma

Ax = b
(L+D+U)x =10
(L+U)x+Dx = b
Dx = b—(L+U)x
D'Dx = D '%—DYL+U)x
Ix = D%W—DYL+U)x

x = DD YL+U)x

O método iterativo definido por:

X = Dy = DL+ U)x® com k=0,1,2,...

onde x(© é um vetor dado, é chamado de Método de Jacobi.

Este método é do tipo iterativo definido por x*+9 = M~1p — M~ Nx® com:
M=DeN=L+U
da equagio x**V = D7 — DL + U)x™® temos:
xEH) = D=1(b — (L + U)xR)

Desta forma podemos escrever o método iterativo de Jacobi como:

(k)

LD L[ by — ( (k) (k) + aypxry’ + a15xgk)

k
1 = Q11 12T + 1374 + ...+ alnx% ))]

xékH) = %22[ by — (a21$§k) + a23$:(3k) + a24l‘z(1k) + a25a:§f“) + ...+ Gansbk))]

(k) (k) (k)

xékﬂ) = QL%[ by — (aglxgk) + asowy’ + asgxy + agsrs ...+ agnx%k))]
x%kﬂ) = a%m[ b, — (anlxgk) + anga:gk) + angxék) + an4xflk) 4+ ..+ ann,lx,(lk_)l)]
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Em geral xEkH) pode ser obtido pela férmula:

n

xgk“):alii bi— Y agel? | L i=1,23,...n
s

O algoritmo de Jacobi implementado no Matlab é descrito no Algoritmo 4.6 abaixo.

Algoritmo 4.6. Método de Jacobi no MATLAB
function [X,delta,Z] = jacobi(A,b,X0,tol,max)

% Implementa o método iterativo de Jacobi para determinar
Jhuma solugdo aproximada de Ax=b

Tl ToTototo o o ToToTototo o o foTo e Ex@cutar %hshsatoototo o oo totootots o o oo o oo o o oo toools
% [X,delta] = jacobi(A,B,P,delta,max1)

% [X,delta,Z] = jacobi(A,B,P,delta,maxl)

ToloToto oo ToToto oo ToTo o o JoToto oo Etrada %7esotosersio oot oo ool oot rs oo odh oo to oo e
% A a matriz A do sistema

% b o vetor dos termos independentes

% X0 a solugdo inicial

% eps se abs(X(k)-X(k-1))< eps FIM !!!

% max nimero maximo de iteragdes

Tl ToloTo o ToTo o oo To o To o foTo o TotoTo - G A Yoo oo oo o o o oo To e To o o o o Toro oo o oo To e o o o To o o
% X o vetor com a solug3o

% delta a norma do vetor abs(X(k)-X(k-1))

% Z Matrix com todas as iteragdes (uma por linha)
S
n = length(b);

Xant = XO0; % inicializa Xant

X=X0; % inicializa X

Z = X0’; % inicializa Z

for k=1:max, % iterar até max vezes

for j = 1:n, % para cada equagéo

Sum = b(j) - A(j,[1:j-1,j+1:n])*Xant([1:j-1,j+1:n]);

X(j) = Sum/A(j,7);

end

Z = [Z;X’]; % armazena a histéria

delta = norm(abs(X-Xant),1);

if (delta<tol) break, end

Xant = X;

end
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Exemplo 4.5. Seja o sistema linear

10 2 1 1 7
1 5 1 || ay |=]|-8 cuja solucao exata é: xr1 =1, 29 = —2ex3=1
2 3 10 T3 6
Aplicando o método de Jacobi a:gkﬂ) = a%i b; — Zaijxyc) ao sistema acima,
ot
temos:
Y = b — (@l +ansel)] = 15[ 7— 2 +27)] = 0,7 0,228 —0, 12
o5 = T~ (e +anal?)] = £ [ -8 — (2" +2{)] = —1,6 -0, 228" —0, 22"
Y = L[y (gl +amal”)]) = g5 [6- (221" +3287)) = 0,6 —0, 201" —0, 324"

Tomando x(© =[0,7 —1,6 0,6 ]

Para k = 0, vamos calcular xV = [ z{" z{” 2{V |7

V=07 —0,2¢” —0,12” =0,7 —0,2x(-1,6) —0,1x(0,6) = 0, 9600
eV =-1,6 —0,2¢\” —0,22” =—1,6 —0,2x(0,7) —0,2x(0,6) = —1, 8600

25 =0,6 —0,221” —0,325" = 0,6 —0,2x(0,7) —0,3x(~1,6) = 0,9400

Portanto, x() = [0,96 —1,86 0,94 ]7

Para k = 1, vamos calcular x® = [ 2{? z{? 2P |7

22 =07 —0,228" —0,12" =0,7 —0,2x(—1,86) — 0,1x(0,94) = 0,9780

2P =-1,6 —0,2¢" — 0,228 =—1,6 —0,2x(0,96) —0,2x(—1,86) = —1, 98300

22 =0,6 —0,221Y —0,32" =0,6 —0,2x(0,96) —0,3x(—1,86) = 0, 9660

Portanto, x® =[0,9780 — 1,9800 0, 9660 |*
Para k = 2, vamos calcular x(® = | xf’) 2 mgg) )7

29 =07 —0,22% —0,12 =0,7 —0,2.(~1,9800) — 0,1.(0,9660) = 0,9994
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2P =16 —0,2¢? —0,22) =—1,6 —0,2.(0,9780) — 0,2.(0,9660) = —1, 9388

2P =0,6 —0,2¢1Y —0,32” =0,6 —0,2.(0,9780) — 0,3.(—1,9800) = 0, 9984
Portanto, x® =[0,9994 — 1,9888 0,9984 |”
As iteragoes do algoritmo de Jacobi se descrevem na Tabela 4.1. Os resultados mostram

que a solucao numérica converge para ry = 1, x5 = —2 e x3 = 1, coincidindo com a

solugao exata do sistema.

k :L‘gk) $(2k) xék)
0 | 0,7000 | -1,6000 | 0,6000
1 10,9600 | -1, 8600 | 0,9400
2 10,9780 | -1,9800 | 0,9660
3 10,9994 | -1,9888 | 0,9984
4 109979 | -1.9996 | 0.9968
5 | 1.0002 | -1.9989 | 1.0003
6 | 0.9998 | -2.0001 | 0.9996
7 | 1.0001 | -1.9999 | 1.0001
8 | 1.0000 | -2.0000 | 1.0000
9 | 1.0000 | -2.0000 | 1.0000
10 | 1.0000 | -2.0000 | 1.0000

Tabela 4.1: Jacobi

Teorema 4.4. Se A € uma matriz de diagonal estritamente dominante por linhas ou
por colunas entdo o método de Jacobi converge para a solug¢ao do sistema linear Ax =0

qualquer que seja o vetor inicial x©).

Demonstracao. :

Como a matriz de iteragio é C = —M N = DY (L +U)

0 se 1=y
Cij =
Aij . .
— s i#]
Qii



e relembrando que

1<i<n £

n
I1Cloe = max Y ey
7j=1

ao exigirmos que a norma do mdzrimo seja inferior a 1, para convergir, isto significa

n
aij
Qg

max
1<i<n

Jj=1

Logo, uma condicdo suficiente que nos garante isso, €

n
E |6Lij| < |au| s 7= ]_,2,...,71
j=1
i
isto €, que a matriz A tem diagonal estritamente dominante por linhas.
De forma andloga (usando uma norma semelhante a das colunas), podemos concluir
que se
n
Z’ai]" < ’a]'j’ o J=12,....n
i=1

i
isto €, se a matriz A tem diagonal estritamente dominante por colunas, entdao

o método de Jacobi converge. O]

Teorema 4.5. Se A é uma matriz simétrica e positiva definida entdo o método de Jacobi

aplicado ao sistema linear Ax = b converge para a solu¢ao do mesmo.

4.2.5 Método de Gauss-Seidel

Um método iterativo que converge cerca de duas vezes mais rapido que o método de
Jacobi (pelo menos em varias aplicagdes) é o método de Gauss-Seidel, onde os valores de

x sao atualizados dentro de cada iteracao, sem esperar pela proxima. Em outras palavras,

(k+1) k)

obtido o valor de x; no calculo seguinte.

este é usado no lugar de X;-

Seja o sistema de equagoes lineares Ax = b, com A =L+ D + U, dai temos que:

Ax = b
(L+D+U)x =10
(L+D)x+Ux = b
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(L+D)x
(L+ D) *(L+ D)x

Ix

b—Ux
(L+D) "%~ (L+D)'Ux
(L+D) "% —(L+D)'Ux

O método iterativo definido por:

(L+D)"%—(L+D)'Ux

x"D = (L 4+ D)% — (L + D) 'Ux®

com k=0,1,2,...

onde x© é um vetor dado, é chamado de Método de Gauss-Seidel.

Este método é do tipo iterativo definido por x**tD = M~16 — M~ Nx® com:

Temos que:

kD)

(L + D)x*+) =
Lx®+D) 4 px+)  —
Dxk+1)

D 'Dx* - =

LD

M=L+DeN=U

(L+ D) 'b— (L+ D) 'Ux®

(L+ D)L+ D) — (L+ D)L+ D) Ux®
Ib — TUx®

b— Lx*t) — gx®

Db — Lx®D — U x®)

Db — Lx®HD — x®)

podemos escrever o método iterativo de Gauss-Seidel como:

l‘gkﬂ) - CLLU[ by — (a12$gk) + a13$:(3k) + a14$4(1k) +...F Glnx%k)> ]
xékJrl) _ a%z[ by — (a21x§k+1) + a23x§k) + a24x51k) +...+ a2n:c7(1k)> ]
xg,kﬂ) - CLng[ bz — (a31l‘g +h) + a321’gk+1) + a34x4(1k) +...+ a3n$7(zk)) ]
7(1k+1) = aLnn[ bn - (anlvfgk—i_l) + anZ:BgH_l) + an3x{(3k+1) + o + ann—ll‘;kj_ll)) ]
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+

De uma forma geral xgk 2 pode ser obtido pela férmula:

i—1 n
k1) 1 (k+1) (k) o
xz; _CL_” (bi_zaijxj - Z @ijxj > ) Z_172737"'7n

j=1 j=i+1

O algoritmo de Gauss-Seidel implementado no MATLAB é descrito bo Algoritmo 4.7.

Algoritmo 4.7. Método de Gauss-Seidel no MATLAB
function [X,delta,Z] = gseidel(A,b,X0,tol,max)

% Implementa o método iterativo de Gauss-Seidel para determinar

Juma solugdo aproximada de Ax=b

Tolotolo o foTo o oo foTo o To o foToto Joto o Totofoto - Ex@CUL AT YoTa7a oo oo oo o To o oo o oo oo o ToTo oo o To o oo o Jo o o
% [X,delta] = gseidel(A,B,P,delta,maxl)

% [X,delta,Z] = gseidel(A,B,P,delta,maxl)

Toto oo oo oo oo oo oo oo toto oo tototototote EntITada %ihlethlotslotslotalotalotsloalosloslorslors oo oo tors oo ol
% A a matriz A do sistema

% b o vetor dos termos independentes

% X0 a solugdo inicial

% eps se abs(X(k)-X(k-1))< eps FIM !!!

% max nimero maximo de iteragdes

ToloToTo oo ToTo oo o Toto To o o ToTo JoTo oo To foTotoTo - GeI@ ToTao oo oo o oo oo o oo oo ta o o oo o Jo o oo o oo oo o oo o o
% X o vetor com a solug3o

% delta a norma do vetor abs(X(k)-X(k-1))

% Z Matrix com todas as solugdes (uma por linha)
N —
n = length(b);

Xant = X0; % inicializa Xant

X=X0; % inicializa X

Z = X0’; % inicializa Z

for k=1:max, % iterar até max vezes

for j = 1:n, % para cada equagio

if ==

Sum = b(1) - A(1,2:n)*Xant(2:n);

elseif j==

Sum = b(n) - A(n,1:n-1)*X(1:n-1);

else

Sum = b(j)-A(j,1:j-1)*X(1:j-1)-A(j,j+1:n)*Xant (j+1:n);
end

X(j) = Sum/A(j,j);

end

Z = [Z;X’]; % armazena a histéria
delta = norm(abs(X-Xant),1);

if (delta<tol) break, end

Xant = X;

end
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Exemplo 4.6. Seja o sistema linear

5 1 1 1 5
34 1 ||z |=]| 6 cuja solucao exata é: xr1 =1, 29 =1e x3=—1
3 3 6 x3 0
i—1 n
: . : (k1) _ L (k+1) (k)
Aplicando o método de Gauss-seidel =z, = a_u‘ b; — Zaijxj — Z Qi
7=1 Jj=i+1
ao sistema acima, temos:
k+1 1 k k 1 k k
A = Gl b~ (@ond? +angel?) | = £ 5~ (o + o)

2P =1 —0,220P — 0,2z

k+1 1 k+1 k 1 k k
I§+):@[52—(a21$5+)+a2313§))]=1~[6 — (32" + 2{))
2 =15 — 0,752 — 0,250

mgk+1) = QL&%[ by — (a31$gk+l) + a32$(2k+1)) | = % 00— (3:E§k+1) + 3:Egk+1))]

2D = o 5D g 5l

Tomando x® =[000]"
(1) (1) )

Para k = 0, vamos calcular x) = [ 2} a:gl) Ty
2V =1 -0,2: 0,20 =1 —0,2.(0) —0,2.(0)=1
2V =15 —0,752" —0,252 =1,5 —0,75.(1) —0,25.(00) =0,75

2 = —0,52" —0,52Y = —0,5.(1) —0,5.(0,75) = —0,875

Portanto, x() =[1 0,75 —0,875]"

Para k = 1, vamos calcular x(?) = | $§2) $(22) x:(f) Jr

22 =1 -022" —0,22{" =1 —0,2.(0,75) —0,2.(—0,875) = 1,025

2 =15 —0,752% —0,252" =1,5 —0,75.(1,025) —0,25.(—0,875) = 0,95
2P =—0,50 — 0,52 = —0,5.(1,025) —0,5.(0,95) = —0, 9875

Portanto, x® =[1,025 0,95 —0,9875 |7
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3) (3) x(23) (3) ]T

Para k = 2, vamos calcular x® = [ z} T

2P =1 -0,22% —0,22Y =1 —0,2.(0,95) —0,2.(—0,9875) = 1,0075

2 =15 —0,752Y —0,252” = 1,5 —0,75.(1,0075) —0,25.(—0,9875) = 0,99125

2 = 0,52 — 0,528 = —0,5.(1,0075) —0,5.(0,99125) = —0, 999375

Portanto, x®) = [ 1,0075 0,99125 — 0,999375 |*
As iteragoes do algoritmo de Gauss-Seidel se descrevem na Tabela 4.3. Os resultados
mostram que a proximacao numérica converge para a solucao exata x1 = 1, 29 = 1 e

T3 = —1.

k mgk) :ng) xék)
0 0 0 0

1 | 1.0000 | 0.7500 | -0.8750
2 | 1.0250 | 0.9500 | -0.9875
3 | 1.0075 | 0.9913 | -0.9994
4 | 1.0016 | 0.9986 | -1.0001
5 | 1.0003 | 0.9998 | -1.0001
6 | 1.0000 | 1.0000 | -1.0000
7 | 1.0000 | 1.0000 | -1.0000
8 | 1.0000 | 1.0000 | -1.0000
9 | 1.0000 | 1.0000 | -1.0000
10 | 1.0000 | 1.0000 | -1.0000

Tabela 4.2: Gauss-Seidel

Se a matriz é diagonal dominante ou simétrica positiva definida , entao o método de

Gauss-Seidel converge, como se enuncia nos seguintes teoremas. A prova ¢ descrita em [7].

Teorema 4.6. Se A ¢ uma matriz de diagonal estritamente dominante por linhas ou por
colunas entao o método de Gauss-Seidel converge para a solucao do sistema linear Ax=1">

qualquer que seja o vetor inicial x©
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Teorema 4.7. Se A € uma matriz ssimétrica e positiva definida entao o método de Gauss-

Seidel aplicado ao sistema linear Ax = b converge para a solu¢ao do mesmo.

4.2.6 Métodos SOR

Apresentamos agora uma variante do método de Gauss-Seidel, denominado métodos SOR
(ou também conhecida com o nome de relaxacdo sucessiva) que consiste em considerar

um parametro real w nao nulo. No método SOR se escolhem as matrizes M e N como:

M=L+% ¢ N=(-Lptvu

A utilizagao deste parametro permite obter uma convergéncia mais rapida, havendo
um valor w que é o parametro optimal, no sentido em que minimiza o raio espectral da
matriz C = M !N .

Portanto o método SOR é definido por:

xEHD) = (1 —w)x® +wD b — Lx**D —Ux®)  com k=0,1,2,...

onde x© & um vetor dado.

O método SOR pode ser expresso pela formula,

i—1 n
# = 1w+ (bi =D g = 3 m-;vé’“) =123, n
j=1

j=i+1
Notando que no caso em que w = 1 temos o método de Gauss-Seidel. A escolha
1 < w < 2 caracteriza os métodos de sobre-relaxacao, ao passo que os métodos de sub-

relaxacao sao obtidos por valores 0 < w < 1. A pratica mostra que melhores resultados

sao obtidos na sobre-relaxacaol4].

O algoritmo do Método SOR implementado no MATLAB ¢ descrito no Algoritmo 4.8.

Algoritmo 4.8. Métodos SOR no MATLAB

function [X,delta,Z] = sor(A,b,X0,tol,max,w)

% Implementa o método iterativo de SOR para determinar

Juma solucdo aproximada de Ax=b
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Toto oo oo oo oo oo oo oo toto oo tototototote Executar %lihlotolotslotolotslotslotslotslotsloslosloslos oo losto
% [X,delta] = sor(A,b,X0,tol,max,w)

TolotoTo o foTo o oo fo oo Joo o To o Joto o Toto oo o EEnLE @@ YoTa7o b o oo oo o ToTo oo oo o Tata oo oo ta oo o oo o e
% A a matriz A do sistema

% b o vetor coluna dos termos independentes

% X0 a solugdo inicial

% eps se abs(X(k)-X(k-1))< eps FIM !!!

% max nimero maximo de iteragdes

oo To oo o Toto oo oo To Joto o Toto Jo o oo To oo toots GETA Tt oo oo o oo oo o oo oo o o o oo o o o oo o o o oo o o e
% X o vetor com a solugdo

% delta a norma do vetor abs(X(k)-X(k-1))

% Z Matrix com todas as solugdes (uma por linha)
N —
= length(b);

(o]

Xant = X0; % inicializa Xant

X=X0; % inicializa X

Z = X0’; % inicializa Z

for k=1:max, % iterar até max vezes
for j = 1:n, % para cada equagéo

if j==

Sum = b(1) - A(1,2:n)*Xant(2:n);
elseif j==n

Sum = b(n) - A(n,1:n-1)*X(1:n-1);
else

Sum = b(j)-A(j,1:j-1)*X(1:j-1)-A(j,j+1:n)*Xant (j+1:n);
end

X(j) =(1-w)*X(j)+(w/A(j,j))*Sum;

% X(j) = Sum/A(j,j);

end

Z = [Z;X’]; % armazena a histéria
delta = norm(abs(X-Xant),1);

if (delta<eps) break, end

Xant = X; % iteragdo anterior

end
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Exemplo 4.7. Trabalhando com o sistema linear do exemplo (4.6)

5 1 1 Ty 5
34 1 ||z |=]| 6 cuja solucao exata é: xr1 =1, 29 =1e x3=—1
3 3 6 T3 0

Aplicando o métodos SOR xEkH) = (1—w)x§k)+a%i (bi — Zaijx§k+1) — Z awx(k)>
j=1 j=it+1
ao sistema acima com w = 0.9, temos:
2 = 0,12 +0,9 — 0,182 — 0,18z

0,9

(k—i—l) = (1- w)xé )+a22[b (aﬂxg +1 )+a2 xgk))] — 0, 11, +_4_ (6 —(3x§k)+x(k))]

2 = 0,128 + 1,35 — 0,675z — 0,225z

2§ = (1 - w)al? + +agl s — (a2 + agay ™) |
o = 0,128 + &) 10— 328V 4 328 = 0,128 — 0,450 — 0, 452
Tomando x(® = [000]”

(D L0 07

Para k = 0, vamos calcular x") = [ 2}’ 25’ x3

2’ = 0,12 +0,9 - 0,182 —0,1825” = 0,1.(0) +0,9 —0,18.(0) — 0,18.(0)

2V =012 41,35 —0,6752!" —0,2252 = 0,1.(0)+1,35 —0,675.(0,9) —0,225.(0)

Y =0, 7425

2V =012 —0,452" —0,4528"” =0,1.(0) — 0,45.(0,9) — 0,45.(0, 7425)
2 = —0,7391

Portanto, x() =[0,9 0,7425 —0,7391]7

Para k = 1, vamos calcular x(2) = | 9652) xf) 37z()>2) I

2P =0,12" 40,9 —0,18z3) — 0,182 =
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=0,1.(0,9) + 0,9 —0,18.(0,7425) —0,18.(—0,7391) = 0, 9894
2 = 0,984
2P =0,128" 41,35 — 0,675z — 0,225
—0,1.(0,7425) + 1,35 — 0,675.(0,9894) — 0,225.(—0,7391) = 0, 9227
2 = 0,9227
2P =0,128" — 0,452 — 0,45z

=0,1.(—0,7391) — 0,45.(0,9894) — 0,45.(0,9227) = —0, 9344

2P = —0,9344

Portanto, x(?) = [ 0,9894 0,9227 —0,9344 |”

As iteragoes do métodos SOR sao apresentados na Tabela 4.3. Os resultados mostram

que a aproximacao numérica se aproxima da solucao exata xr1 =1, xo =1 e x3 = —1.
SOR com w=0,9

k xgk) xgk) xék)

0 0 0 0

1 10.9000 | 0.7425 | -0.7391
2 1 0.9894 | 0.9227 | -0.9344
3 | 1.0010 | 0.9768 | -0.9835
4 |1 1.0013 | 0.9931 | -0.9958
5 | 1.0006 | 0.9979 | -0.9989
6 | 1.0002 | 0.9994 | -0.9997
7 | 1.0001 | 0.9998 | -0.9999
8 | 1.0000 | 0.9999 | -1.0000
9 | 1.0000 | 1.0000 | -1.0000
10 | 1.0000 | 1.0000 | -1.0000

Tabela 4.3: Métodos SOR com w=0,9
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Dentre os resultados de convergéncia dos métodos SOR tem-se:

Teorema 4.8. (Condi¢ao Necessaria) Para que haja convergéncia do método SOR, qual-

quer que seja a iterada inicial, € necessdrio que 0 < w < 2

Demonstracao. [1] A matriz de iteragdo do método SOR é

C=-M'N
1 - 1 -
C = (—D = L> <—‘”D +U) = [—D (1 - leL)} (—“"D + U>
w w w w
_ 1-—
= (I-wD'L) 'wD (—“’D + U)
w
ou,
C=(I-wD L) [(1-w)I+wD U]
se A1, Ao, A3, ..., A, s@o os autovalores de C, entao
det R = /\1.)\2.)\3 ..... )\n
Mas,

detR = det{(I—wD L)' [(1-w) [ +wD U]}
= det (I —wD™'L) " det [(1 —w) I +wD™'U]
S —
pois I —wD~!'L é uma matriz triangular inferior com elementos iguais a 1 na diagonal

e (1 —w) I +wD7'U é uma matriz triangular superior com elementos iguais a 1 — w na

diagonal principal. Logo:

Em particular, pelo menos um dos autovalores A; de R deve satisfazer | \; [>] 1 — w |
Mas, se o método SOR converge, devemos ter também A < 1 para todo autovalor A

de R. Logo
|1-—wl|< 1,

donde

O<w=<?2
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Teorema 4.9. (Condicdo Suficiente) Se A € simétrica e positiva definida, entdo o método
converge para qualquer 0 < w < 2; em particular como vimos anteriormente, neste caso

o Método de Gauss-Seidel é convergente[4].

4.3 Comparacao entre Jacobi,Gauss-Seidel e SOR

Nesta secao apresentamos alguns exemplos de sistemas lineares onde utilizaremos o MAT-

LAB para fazer simulacao dos resultados calculados usando os métodos iterativos.

Exemplo 4.8. Trabalhando com o sistema do exemplo 4.5,

10 2 1 1 7
1 5 1 || ax |=]|-8, cuja solucao exata é: r1 =1, 1o =—-2ex3=1
2 3 10 T3 6

Neste exemplo note que a matriz do sistema ¢é diagonalmente dominante, o que
nos assegura a convergéncia do sistema para qualquer que seja x(®). Consideremos
X0 =10,7 -1,6 0,6]"

As iteragoes dos algoritmos de Jacobi, Gauss-Seidel e SOR com w = 1,5 sao apresentados
na Tabela 4.4. Os resultados mostram o melhor desempenho do Método de Gauss-Seidel
que na quarta iteragao chega a solucao exata, enquanto o método de Jacobi chega a solugao
exata na 8* iteracao. O método SOR com w = 1,5 teve o pior desempenho atingindo a
solucao exata apds a 10? iteracao.

Na Tabela 4.5 se apresenta o método SOR para a sub-relaxacao com w = 0,5 e sobre-
relaxacao com w = 1,9. Os resultados mostram diferentes graus de convergéncia, entre-
tanto para este exemplo o valor 6timo ocorre para w = 1,0 coincidindo com o método de
Gauss-Seidel. Para sistemas de grande porte verifica-se que o método SOR é preferivel ao
de Gauss-Seidel por acelerar a convergéncia. podemos verificar que o método de Gauss-
Seidel converge mais rapidamente que o método de Jacobi e no caso do métodos SOR

dependendo do valor de w verificamos que podemos obter uma convergéncia mais rapida.
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Jacobi

Gauss-Seidel

SOR comw=1.5

(k)

(k)

(k)

(k)

(k)

(k)

(k)

k| x jacobi | L2 jacobi | T3 jacobi | *1 68 | Y268 | ¥3as | ¥1 SOR xgk)SOR xék?S‘OR
0 | 0,7000 | -1,6000 | 0,6000 | 0.7000 | -1.6000 | 0.6000 | 0.7000 | -1.6000 | 0.6000
1| 0,9600 | -1, 8600 | 0,9400 | 0.9600 | -1.9120 | 0.9816 | 1.0900 | -2.1070 | 1.2211
2 10,9780 | -1,9800 | 0,9660 | 0.9842 | -1.9932 | 1.0011 | 0.9539 | -1.9990 | 0.9028
3 10,9994 | -1,9888 | 0,9984 | 0.9985 | -1.9999 | 1.0003 | 1.0373 | -1.9825 | 1.0295
4 109979 | -1.9996 | 0.9968 | 1.0000 | -2.0000 | 1.0000 | 0.9717 | -2.0091 | 0.9978
5 | 1.0002 | -1.9989 | 1.0003 | 1.0000 | -2.0000 | 1.0000 | 1.0172 | -2.0000 | 0.9959
6 | 0.9998 | -2.0001 | 0.9996 | 1.0000 | -2.0000 | 1.0000 | 0.9920 | -1.9964 | 1.0028
7 | 1.0001 | -1.9999 | 1.0001 | 1.0000 | -2.0000 | 1.0000 | 1.0025 | -2.0034 | 0.9994
8 | 1.0000 | -2.0000 | 1.0000 | 1.0000 | -2.0000 | 1.0000 | 0.9999 | -1.9981 | 0.9995
9 | 1.0000 | -2.0000 | 1.0000 | 1.0000 | -2.0000 | 1.0000 | 0.9996 | -2.0007 | 1.0007
10 | 1.0000 | -2.0000 | 1.0000 | 1.0000 | -2.0000 | 1.0000 | 1.0003 | -2.0000 | 0.9995
Tabela 4.4: Jacobi X Gauss-Seidel X SOR
SOR com w=0.5 SOR com w=1.9

k :1:§k) xék) :Eék) k xgk) :L‘gk) xgk)

0.7000 | -1.6000 | 0.6000 0.7000 | -1.6000 | 0.6000

1 ] 0.8300 | -1.7430 | 0.7784 1 | 1.1940 | -2.2817 | 1.4469

2 10.9004 | -1.8394 | 0.8751 2 10.8476 | -1.8583 | 0.5750

3 10.9404 | -1.9012 | 0.9287 3 | 1.1641 | -2.0284 | 1.3363

4 10.9639 | -1.9399 | 0.9589 || 4 | 0.7992 | -2.0259 | 0.7884

5 10.9780 | -1.9636 | 0.9762 || 5 | 1.2308 | -1.9840 | 1.0936

6 | 0.9865 | -1.9781 | 0.9862 || 6 | 0.7684 | -1.9620 | 0.9821

17 1 0.9999 | -1.9999 | 1.0000 || 103 | 1.0000 | -2.0001 | 1.0000

18 | 1.0000 | -2.0000 | 1.0000 || 104 | 1.0000 | -2.0000 | 1.0000

Tabela 4.5: Métodos SOR com w=0,5ew =1,9
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Exemplo 4.9. Seja o sistema linear

[ o 1 2 3 4 1 [ 1 ] i 12 ]
1 9 -1 2 -3 X 27
2 -1 7 3 -5 x3 | = 14 1,
3 2 3 12 -1 x4 —17
4 -3 =5 -1 15 T5 | 12
cuja solucao exata é: ¥y =1, 19 = -2, 23 =3, x4 = —2 e x5 = 1.

A matriz do sistema é simétrica definida positiva, o que assegura a convergéncia dos
métodos iterativos. Na Tabela 4.6 se mostras as iteracoes de Jacobi e Gauss-Seidel e na
Tabela 4.7 as iteracoes do método SOR com w = 1,3. Em todos os casos, o chute inicial
usado foi x@ =] -1 4 0 1 —2]".

Neste exemplo o a dimensao da matriz do sistema aumentou para n = 5. Os resultados
mostram que o método de Gauss-Seidel foi superior que o método de Jacobi. O método de
Gauss-Seidel chega a solucao exata em 31 iteragoes, enquanto o método de Jacobi precisa
de 52 iteragoes para chegar a solugao exata. A convergéncia é acelerada usando o método
SOR com w = 1,2, na qual a solucao exata é atingida em 19 iteracoes. Como comentado
no exemplo anterior, esta aceleracao da convergéncia do método SOR é ainda mais evi-

dente para sistemas de grande porte, em este método supera amplamente ao método de

Jacobi.
Jacobi Gauss-Seidel
k ‘ x(lk;'u.cobi xék])'acobi g;lcobi é(lk;acobi wék])'acobi k ‘ xgkz’;s xg%s xék)cs ‘ Iglk)GS ‘ xékg;s
0 -1.0000 4.0000 0.0000 1.0000 -2.0000 0 -1.0000 | 4.0000 0.0000 1.0000 | -2.0000
1 1.3000 -3.7778 1.0000 -2.0000 1.9333 1 1.3000 | -4.0333 | -0.8048 | -1.0349 | -0.6906
2 1.2044 -1.9444 3.3270 -1.2009 -0.1022 2 2.3510 -3.3509 0.7999 -1.7035 | -0.3440
3 1.1302 -2.5314 1.8198 -2.2340 1.1189 3 2.0238 | -2.8721 1.4958 | -1.8465 0.0614
4 1.3118 -2.0540 3.0721 -1.6390 0.4500 4 1.7175 | -2.5938 1.9740 | -1.9021 0.3544
5 1.1027 -2.2902 2.3556 -2.1328 0.9541 5 1.4934 | -2.4058 | 2.2980 | -1.9340 | 0.5576
6 1.2161 -2.0688 2.9534 -1.8200 0.6909 6 1.3381 -2.2777 | 2.5195 | -1.9550 | 0.6971
7 1.0858 -2.1722 2.6305 -2.0567 0.9251 7 1.2315 -2.1901 2.6711 -1.9692 0.7927
8 1.1381 -2.0630 2.9216 -1.9066 0.8157 8 1.1585 | -2.1301 2.7748 | -1.9789 | 0.8581
9 1.0677 -2.1062 2.7799 -2.0198 0.9307 9 1.1085 | -2.0891 2.8459 | -1.9856 | 0.9028
50 1.0000 -2.0000 2.9999 -2.0000 1.0000 29 1.0001 -2.0000 | 2.9999 | -2.0000 1.0000
51 1.0000 -2.0000 2.9999 -2.0000 1.0000 30 1.0000 | -2.0000 | 2.9999 | -2.0000 1.0000
52 1.0000 -2.0000 3.0000 -2.0000 1.0000 31 1.0000 | -2.0000 | 3.0000 | -2.0000 1.0000

Tabela 4.6: Exemplo 4.9 comparagao Jacobi X Gauss-seidel
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SOR com w=1.2
k| o gk?SOR xék?s*ozz @gkzqoz% xz(xk)SOR mék)SOR
0 | -1.0000 | 4.0000 | 0.0000 | 1.0000 | -2.0000
1 | 1.7600 | -5.7013 | -1.4094 | -1.0649 | -1.2205
2 | 3.0796 | -3.2625 | 0.5683 | -2.0509 | -0.5011
3 | 2.0581 | -2.7997 | 1.7260 |-1.9152 | 0.2669
4 | 1.5115 | -2.3940 | 2.3399 | -1.9669 | 0.6270
5 | 1.2705 | -2.2033 | 2.6677 | -1.9847 | 0.8075
6 | 1.1369 | -2.1030 | 2.8290 |-1.9915 | 0.9023
7 | 1.0699 | -2.0529 | 2.9130 | -1.9958 | 0.9501
8 | 1.0357 | -2.0269 | 2.9556 |-1.9978 | 0.9745
9 | 1.0182 | -2.0137 | 2.9773 | -1.9989 | 0.9870
10 | 1.0093 | -2.0070 | 2.9884 | -1.9994 | 0.9934
17 | 1.0001 | -2.0001 | 2.9999 | -2.0000 | 0.9999
18 | 1.0000 | -2.0000 | 2.9999 | -2.0000 | 1.0000
19 | 1.0000 | -2.0000 | 3.0000 | -2.0000 | 1.0000

Tabela 4.7: Exemplo 4.9 SOR com w =1, 2
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, foram apresentados Métodos Diretos e Iterativos para resolucao de sis-
temas lineares. Estes métodos sao amplamente usados em Modelagem Matemaética como
o estagio final na aproximagao da solugao do modelo em estudo. Muitos problemas sao
formulados em termos de equagoes diferenciais ordinarias ou parciais, ou ainda sistemas de
equacoes diferenciais, os quais nao tem solucao analitica conhecida. Estes problemas sao
entao discretizados por métodos como diferencas finitas, elementos finitos, volumes finitos,
técnicas espectrais e outros. A resultante desta discretizacao sao um sistema algébrico a
ser resolvido, os quais podem ter milhares de equagoes. Um passo crucial entao é resolver
elas usando técnicas que otimizem o tempo de computo, minimizem o armazenamento
das componentes da matriz e que controlem os erros de arredondamento. Verificamos que
a escolha do método a ser utilizado depende das peculiaridades do problema.

Os métodos diretos sao processos finitos e, portanto, teoricamente obtém a solucao
de qualquer sistema nao-singular de equagoes. Ja os métodos iterativos tém convergéencia
assegurada apenas sob determinadas condigoes, podem ser mais rapidos e necessitar de
menos memoria do computador. Nos sistemas esparsos, isto é, naqueles em que é grande
a porcentagem de coeficientes nulos, diminui o nimero de calculos em métodos iterativos
por iteracao. Entretanto, nos métodos diretos, sao realizados calculos desnecessarios,
provocam o preenchimento da matriz e no processo de Eliminagao (escalonamento) geram
elementos nao-nulos, onde originalmente tinhamos elementos nulos. Métodos iterativos
nao alteram a estrutura da matriz dos coeficientes, o método iterativo tem ai vantagem
sobre os métodos diretos .

Quanto aos erros de arredondamento os métodos diretos apresentam sérios proble-
mas, os quais para serem contornadas precisam de técnicas especiais ou de pivotamento
nas linhas da matriz aumentada. Ja os métodos iterativos apresentam menos erros de

arredondamento, ja que assegurada a convergéncia, ela independe da aproximacao inicial.
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Assim, somente o erros de arredondamento cometidos na ultima iteracao é que irao afe-
tar a solugao encontrada, pois os erros de arredondamento nao levarao a divergéncia do
processo, ou a convergencia para outro vetor que nao seja a solucao do sistema.

Os algoritmos e as simulagoes numéricas usadas neste trabalho foram elaborado no
software MATLAB R2009b. Esse software apresenta uma grande versatilidade podendo
ser utilizado inclusive por usuarios que tenham pouco conhecimento em linguagens de
programacao. Isso se deve, porque as versoes recentes do produto melhoram significati-
vamente o ambiente interativo, incluindo facilidades graficas de visualizacao e impressao,
e principalmente pela facilidade de trabalhar com vetores e matrizes.

Para sistemas de ordem muito elevada deve-se preferir os métodos iterativos desde
que sejam convergentes, principalmente o Método SOR que acelera a convergéncia. En-
tretanto, para sistemas de baixa ordem, pode ser preferivel um método direto, pois tem

menos restri¢oes e nao precisam de fornecer um chute inicial.
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