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Primeiramente à Deus, pois ele nos proporcionou esta etapa de tamanha
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formação acadêmica. Principalmente aos professores Guzmán Eulálio Isla
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Calheiros de Araújo que para nós são mais do que professores, são sinceros
amigos. Muito obrigado por todos os ensinamentos e principalmente por ter
nos dado a oportunidade de participar do projeto CSTM(Ciclo de Seminários
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Resumo

Neste trabalho estudamos a demonstração, apresentada por F. Silva em
[13], de um lema devido à Ladyzhenskaya e Solonnikov [10]. Este lema tem
grande relevância na resolução de problemas de escoamento estacionário de
fluidos em canais. Ele trata do crescimento de uma função f(t) (quando
t→∞) controlada por uma função de sua derivada.

Buscamos fazer as contas, omissas, das demonstrações presentes no paper
[13] e apresentar versões diferentes das demonstrações, bem como corrigir al-
guns erros nas demonstrações do paper.

Palavras-chave: Análise Real, Lema de Ladyzhenskaya e Solonnikov, Cres-
cimento de Funções.

vi



Abstract

We study the demonstration, presented by F. Silva [13], of a lemma due
Ladyzhenskaya and Solonnikov [10]. This lemma has great relevance to re-
solution of steady fluid flow problem in channels. It treat of the growth of a
function f(t) (where t→∞) controlled by a function of its derivative.

We investigate the demonstrations in the paper [13] and we present dif-
ferent versions of the demonstrations, and to correct some errors in the de-
monstrations of the paper.

Keywords: Real Analysis, Ladyzhenskaya and Solonnikov’s Lemma, Growth
of Functions.
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INTRODUÇÃO

O estudo da monotonicidade de uma função real é muito empolgante,
haja vista como nos surpreendemos com os poderosos teoremas de Análise
Real concernetes à relação entre derivada e monotonicidade. Este Trabalho
de Conclusão de Curso aborda um pouco sobre o crescimento de uma função
real à partir de informações sobre sua derivada.

Pretendemos caminhar com resultados um pouco mais avançados do que
os clássicos presentes nos livros de Análise, lembrados acima.

Começamos pensando numa função real derivável; veremos no Caṕıtulo
3 que as hipóteses f ′ > 0 e f ′ ≥ c > 0 para alguma constante c, carregam
em si diferenças, referentes ao crescimento de f , que tanto podem levar f à
explodir no infinito (isto é, lim

t→∞
f(t) = ∞), quanto à permitir que f seja

limitada.
O estudo central deste trabalho localiza-se numa generalização das hipóteses

acima, onde em vez de comparar f ′ com uma constante c, compara-se com
uma função suave, não negativa e estritamente crescente aplicada em (f(t), t),
ou seja, f ′(t) ≥ g (f(t), t), para g suave, não negativa e estritamente cres-
cente.

Este trabalho, de forma suscinta, se propõe a estudar a prova, apresentada
por F. Silva em [13], de um engenhoso resultado devido à O. Ladyzhenskaya e
V. Solonnikov, que aqui será denominado Lema de Ladyzhenskay-Solonnikov
(LLS). Este lema é um tipo de generalização do caso descrito acima; ele
trata essencialmente do crescimento de uma função e, como comentado em
[13], ele é de certa forma um Lema de Gronwall do tipo reverso (O professor
Gilberlandio pretende orientar ainda mais um trabalho sobre o LLS, onde
pretende estudar esta situação e fazer uma aplicação do LLS).

O LLS é uma generalização de uma idéia utilizada no estudo dos efeitos
de entrada e sáıda no escoamento estacionário de um fluido incompresśıvel
num canal ciĺındrico finito, sob uma vazão pequena (ver [5]). O argumento
dessa idéia aparentemente surgiu no contexto da teoria de elasticidade linear,
na prova do prinćıpio de Saint-Venant (veja [6] e [16]) e, posteriormente, foi
também aplicado por vários autores ao estudo de problemas lineares de tipo
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eĺıptico e hiperbólico (veja p. 735 de [10]).
A aplicação do LLS constitui um método de obtenção de solução, para

problemas em canais, via tomada do limite de soluções aproximadas em
domı́nios limitados, o ponto crucial do método é a obtenção de estimativas
para as soluções de forma que se permite tomar o limite das soluções para
domı́nios fixos e só então tomar o limite dos domı́nios. O lema também tem
aplicação na obtenção de unicidade e comportamento assintótico de soluções.

O LLS tem sido usado amplamente pelo Professor Gilberlandio no es-
tudo de escoamentos estacionários incompresśıveis obedecendo a uma lei de
potência. Em [2], o professor usou o lema para estudar o escoamento em
canais com seções transversais limitadas; também já está sendo escrito um
paper similar para seções transversais ilimitadas.

O ponto relevante deste lema, para a Graduação, é que as ferramentas
utilizadas para a sua prova consiste, quase que em sua totalidade, de teoria
de Análise Real. Assim fica estampada e escancarada a grande importância
dos fundamentos desta disciplina para a formação do Matemático.

Este trabalho se propós a estudar a demonstração do LLS apresentada
pelo professor Fábio em seu paper [13]. Tivemos grande sucesso neste intúito,
pois tanto o autor do paper quanto os revisores deixaram passar alguns er-
ros e interpretações duvidosas de entes matemáticos clássicos, que tornaram
posśıvel escrever este texto impondo-lhe não somente a importância informa-
tiva como também, e principalmente, importância matemática. O principal
legado deste trabalho para os alunos de graduação é que eles sempre devem
aferir os resultados e demonstrações que lhe sejam apresentados, seja qual for
a origem; esta é uma virtude do orientador deste trabalho, haja visto que em
sua Dissertação de Mestrado ele detectou um erro (veja [1] p. 57) na prova
de um grande teorema da teoria de Regularidade de Equações Diferenciais
Parciais Não Lineares, devido à R. DiPerna e P. Lions [3], trabalho este que
contribuiu para o P. Lions ganhar a medalha Field.

Sobre a organização estrutural deste trabalho, em primeiro lugar opta-
mos por produzir um texto forte, onde omitimos a apresentação das demons-
trações dos resultados clássicos presentes nos cursos de graduação; pode-
se notar ao ler este trabalho que as demonstrações, em sua grande parte,
são genúınas (ou nossa ou do orientador), salvo as demonstrações originais
do LLS. Quanto à distribuição dos caṕıtulos: No Primeiro Caṕıtulo apre-
sentamos alguns resultados básicos para o desenvolvimento do trabalho; no
Segundo Caṕıtulo trazemos alguns casos particulares do LLS utilizados em
alguns artigos recentes; no Terceiro Caṕıtulo apresentamos o LLS e verifica-
mos que os resultados do caṕıtulo anterior são casos particulares; por fim, no
Quarto e último caṕıtulo estudamos a demonstração presente em [13].
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Caṕıtulo 1

RESULTADOS AUXILIARES

Neste caṕıtulo iremos apresentar os principais resultados de Análise e
de Equações Diferenciais de forma sucinta. Apresentaremos somente os re-
sultados que serão de uso necessário neste trabalho. Também exibiremos
definições que julgamos não serem muito relevadas em um curso de Análise
de graduação. O restante é desnecessário ser apresentado neste caṕıtulo,
pois acreditamos que o leitor já deve ter um certo estudo básico de Análise
na Reta como definições de sequências, limites, aberto, fechado, compacto,
ponto de acumulação, derivadas, funcões de classe C1, continuidade, funções
Lipschitzianas e integral. Bem como suas principais propriedades. Para mai-
ores informações indicamos [11] e [12]. Porém, todo livro de Análise Real
contém o conteúdo necessário para a leitura deste trabalho.

1.1 Supremo e Ínfimo

Nesta seção iremos apresentar as definições de supremo e ı́nfimo, que serão
de fundamental importância no caṕıtulo 4. Estas definições serão apresen-
tadas de uma forma geral, porém o único corpo ordenado que será tratado
neste trabalho será o corpo R dos números reais.

Definição 1 . (i) Um subconjunto X de um corpo ordenado K chama-se
limitado superiormente quando existe b ∈ K tal que x ≤ b, para todo x ∈ X.
Em outras palavras, tem-se X ⊂ (−∞, b]. Cada b ∈ K com esta propriedade
chama-se uma cota superior de X.

(ii) Um subconjunto X de um corpo ordenado K chama-se limitado inferi-
ormente quando existe a ∈ K tal que x ∈ X implica a ≤ x. Um elemento
a ∈ K com esta propriedade chama-se uma cota inferior de X. Tem-se então
X ⊂ [a,∞).

(iii) Um subconjunto X de um corpo ordenado K chama-se limitado quando
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é limitado superiormente e inferiormente, isto é, quando existem a, b ∈ K
tais que X ⊂ [a, b].

Definição 2 . Sejam K um corpo ordenado e X ⊂ K um subconjunto limi-
tado superiormente. Um elemento b ∈ K chama-se supremo do subconjunto
X quando b é a menor das cotas superiores de X em K. Escreve-se b = supX.

Assim, para que b ∈ K seja supremo de um conjunto X ⊂ K, é necessário
e suficiente que sejam satisfeitas as duas condições abaixo:

1. Para todo x ∈ X, tem-se x ≤ b;
2. Se c ∈ K é tal que x ≤ c para todo x ∈ X, então b ≤ c.

A condição 1 diz que b é cota superior de X, enquanto 2 afirma que
qualquer outra cota superior de X deve ser maior do que ou igual a b.

Observações: 1. A condição 2 pode ser reformulada assim: “Dado c < b em
K, existe x ∈ X tal que c < x”. Com efeito, isto diz que nenhum elemento
de K, menor do que b, pode ser cota superior de X.

2. O supremo de um conjunto, quando existe é único. Com efeito, se dois
elementos b e b′ em K cumprem as condições 1 e 2 acima, deve-se ter b ≤ b′

e b′ ≤ b, ou seja b = b′.

Definição 3 . Sejam K um corpo ordenado e X ⊂ K um subconjunto limi-
tado inferiormente. Um elemento a ∈ K chama-se ı́nfimo do subconjunto X
quando b é a maior das cotas inferiores de X em K. Escreve-se a = inf X.

Assim, para que a ∈ K seja o ı́nfimo de Y ⊂ K, é necessário e suficiente
que as condições abaixo sejam satisfeitas:

1. Para todo y ∈ Y tem-se a ≤ y;
2. Se c ∈ K é tal que c ≤ y para todo y ∈ Y , então c ≤ a.

A condição 1 diz que a é cota inferior de X, enquanto 2 afirma que
qualquer outra cota inferior de X deve ser menor do que ou igual a a.

Observações: 1. A condição 2 pode ser reformulada assim: “Dado c ∈ K
com a < c, existe y ∈ Y tal que y < c”. Com efeito, isto diz que nenhum
elemento de K, maior do que a, pode ser cota inferior de X.

2. Como no caso do supremo, o ı́nfimo de um conjunto, quando existe, é
único.

3. Se X ⊂ K possuir um elemento máximo, este será o seu supremo, se X
possuir um elemento mı́nimo ele será seu ı́nfimo.

4. Dada uma função limitada f : X → R, definimos

sup f = sup {f(x);x ∈ X} e inf f = inf {f(x);x ∈ X} .
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O teorema abaixo é ainda válido para o caso de limite superior e limite
inferior de sequências, que trataremos logo a seguir. Será usado no caṕıtulo
4 e sua demonstração pode ser encontrada no caṕıtulo 10 de [11].

Teorema 1 . Sejam f, g : X → R funções limitadas. Para todo c ∈ R são
limitadas as funções f + g, c.f : X → R. Além disso,

sup(f + g) ≤ sup f + sup g; inf(f + g) ≥ inf f + inf g.

Quando c ≥ 0 tem-se sup(c · f) = c · sup f e inf(c · f) = c · inf f . Caso c < 0,
tem-se sup(c · f) = c · inf f e inf(c · f) = c · sup f .

Observação: Pode-se ter efetivamente sup(f + g) < sup f + sup g basta
tomar f, g : [0, 1] → R, f(x) = x e g(x) = −x. Neste caso, também temos
inf(f + g) > inf f + inf g.

1.2 Valores de Aderência de Uma Sequência

Nesta seção apresentaremos a definição de valores de aderência de uma
sequência e alguns dos seus principais resutados. Veremos que essa definição
é uma generalização do limite para uma sequência limitada que não converge.

Definição 4 . Um número real a é dito valor de aderência de uma sequência
(xn) quando a é limite de alguma subsequência de (xn).

Para um melhor entendimento da definição acima vejamos o seguinte
teorema. Ele nos dá uma condição necessária e suficiente para que um número
real seja valor de aderência de uma sequência. Sua demonstração pode ser
encontrada no caṕıtulo 4 de [12].

Teorema 2 . A fim de que a ∈ R seja limite de uma subsequência de (xn) é
necessário e suficiente que, para todo ε > 0, exista uma infinidade de ı́ndices
n tais que xn ∈ (a− ε, a+ ε).

Observação: Como um subconjunto de N é infinito se, e somente se, é ili-
mitado, então o Teorema 2 nos diz que a ∈ R é valor de aderência de (xn) se,
e somente se, para todo ε > 0 e todo n0 ∈ N existir n ∈ N tal que n > n0 e
xn ∈ (a− ε, a+ ε). Isto é, a ∈ R é valor de aderência de (xn) se, e somente se,
todo intervalo de centro no ponto a contém termos xn com ı́ndices arbitrari-
amente grandes. Por outro lado, limxn = a significa que qualquer intervalo
de centro a contém todos os termos xn com ı́ndices suficientemente grandes.
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Exemplos: 1. É claro que se lim xn = a então a é um valor de aderência da
sequência (xn). Além disso, a é o único valor de aderência de (xn).

2. A sequência (0, 1, 0, 1, 0, 1, ...) tem 0 e 1 como seus valores de aderência.

3. A sequência (1, 2, 3, 4, 5, ...) não possui valores de aderência.

Seja (xn) uma sequência de números reais limitada e α, β ∈ R tais que
α ≤ xn ≤ β, para todo n ∈ N. Considere o conjunto

Xn = {xn, xn+1, xn+2, ...} .

Temos [α, β] ⊃ X1 ⊃ X2 ⊃ ... ⊃ Xn ⊃ ..., pela definição de Xn. Com isso,
pondo an = inf Xn e bn = supXn, pela inclusão temos

α ≤ inf X1 ≤ ... ≤ inf Xn ≤ ... ≤ supXn ≤ ... ≤ supX1 ≤ β.

Isto é,

α ≤ a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an ≤ ... ≤ bn ≤ ... ≤ b2 ≤ b1 ≤ β.

Isto prova que as sequências (an) e (bn) são monótonas e limitadas. Logo
existem os seguintes limites:

a = lim an = sup an = sup
n

inf Xn.

b = lim bn = inf bn = inf
n

supXn.

Definição 5 . O número real a acima é chamado de limite inferior da
sequência limitada (xn) e denotado por lim inf xn. Analogamente, chamamos
o número real b acima de limite superior da sequência (xn) e o denotamos
por lim supxn.

Observações: 1. Evidentemente temos lim inf xn ≤ lim supxn.

2. A construção feita acima nos permite afirmar que o conjunto dos valores
de aderência de uma sequência limitada é não-vazio.

3. Os principais resultados sobre valores de aderência e suas demonstrações
estão no caṕıtulo 4 de [12]. Com eles é posśıvel afirmar que entre os valores
de aderência de uma sequência limitada existe um que é o menor de todos e
outro que é o maior de todos, e que a sequência é convergente se, e somente
se, possui um único valor de aderência.

4. O maior e o menor valor de aderência são generalizações do limite para o
caso de sequências limitadas que podem não ser convergentes.
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O próximo teorema será útil para o entendimento do caṕıtulo 4. A de-
monstração dele e de seu corolário podem ser encontradas no caṕıtulo 4 de
[12].

Teorema 3 . Se c < lim inf xn então existe n1 ∈ N tal que n > n1 ⇒ c < xn.
Analogamente, se lim supxn < d então existe n2 ∈ N tal que xn < d para
todo n > n2.

Corolário 1 . Dada uma sequência limitada (xn), sejam a e b números reais
com as seguintes propriedades:
(i) se c < a então existe n1 ∈ N tal que n > n1 ⇒ c < xn;
(ii) se b < d então existe n2 ∈ N tal que n > n2 ⇒ xn < d.
Nestas condições, a ≤ lim inf xn e b ≤ lim supxn.

1.3 Valores de Aderência de Uma Função

Nesta seção temos a definição de valores de aderência de uma função e
alguns resultados principais. Esta definição será muito usada no caṕıtulo
4. Neste item sempre consideraremos um subconjunto X ⊂ R, uma função
f : X −→ R e um ponto de acumulação a de X.

Definição 6 . Considere o conjunto

Vδ = {x ∈ X; 0 < |x− a| < δ} = (X − {a}) ∩ (a− δ, a+ δ).

Diremos que f é limitada numa vizinhança de a quando existir algum δ > 0,
tal que f |Vδ é limitada, isto é, tem-se |f(x)| ≤ k, para todo x ∈ Vδ com
k ∈ R.

Definição 7 . Um número real c chama-se um valor de aderência de f
no ponto a quando existe uma sequência de pontos xn ∈ X − {a} tal que
lim
n→∞

xn = a e lim
n→∞

f(xn) = c. Indicamos por V A(f ; a) o conjunto dos valores

de aderência de f no ponto a.

Exemplo: Para a função f : R −→ R, definida por f(x) = 1 se é racional e
f(x) = 1/x se x é irracional, temos V A(f ; 0) = {1}.

O corolário do teorema seguinte serve para justificar a definição de limite
superior e limite inferior que veremos a seguir. As demonstrações podem ser
encontradas no caṕıtulo 6 de [12].
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Teorema 4 . Um número real c é valor de aderência de f no ponto a se, e
somente se, para todo δ > 0 tem-se c ∈ f(Vδ).

Corolário 2 . O conjunto dos valores de aderência de f no ponto a é fe-
chado. Se f é limitada numa vizinhança de a então esse conjunto é compacto
e não-vazio.

Definição 8 . Seja f limitada numa vizinhança do ponto a.
(i) Chamaremos de limite superior de f no ponto a ao maior valor de
aderência de f no ponto a. Escrevemos

lim sup
x→a

f(x) = L

para exprimir que L é o limite superior de f no ponto a.
(ii) Chamaremos de limite inferior de f no ponto a ao menor valor de
aderência de f no ponto a. Escrevemos

lim inf
x→a

f(x) = l

para exprimir que l é o limite inferior de f no ponto a.

Observações: 1. Essa definição tem sentido pois se f é limitada numa vi-
zinhança de a, pelo Corolário 2 temos V A(f ; a) compacto e não-vazio. Logo
possui um maior e um menor valor de aderência.

2. As definições de limite superior e limite inferior podem se extendidas,
com modificações adequadas, para o caso em que x→ +∞ e x→ −∞. Por
exemplo, c ∈ V A(f,+∞) significa que c = lim f(xn), com limxn = +∞.
Todas as proposições acima ainda são válidas para estes casos. Vale obser-
var ainda que f é “limitada numa vizinhança de +∞(−∞)”quando existem
A > 0 e k > 0 tais que x ∈ X, x > A(x < −A)⇒ |f(x)| ≤ k.

Como no caso de sequências, o teorema a seguir ilustra as principais
propriedades de limite inferior e superior. Este teorema será bastante usado
no caṕıtulo 4. Sua demosntração é feita usando a versão para sequências.

Teorema 5 . Sejam f, g : X → R. se f, g são limitadas numa vizinhança
do ponto a, então

lim sup
x→a

(f + g)(x) ≤ lim sup
x→a

f(x) + lim sup
x→a

g(x),

lim inf
x→a

(f + g)(x) ≥ lim inf
x→a

f(x) + lim inf
x→a

g(x).
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Temos ainda

lim sup
x→a

[−f(x)] = − lim inf
x→a

f(x) e lim inf
x→a

[−f(x)] = − lim sup
x→a

f(x).

Além disso, se f, g ≥ 0 então

lim sup
x→a

(f · g)(x) ≤
(

lim sup
x→a

f(x)

)
·
(

lim sup
x→a

g(x)

)
,

lim inf
x→a

(f · g)(x) ≥
(

lim inf
x→a

f(x)
)
·
(

lim inf
x→a

g(x)
)
.

Observação: É útil e óbvio que se X é um conjunto limitado então existe
uma sequência de pontos em X que coverge para o supremo e outra que
converge para o ı́nfimo deste conjunto. Em particular, se X é compacto
então esses valores pertencem ao conjunto X.

1.4 Teoremas Clássicos do Cálculo

Começaremos apresentando alguns resultados de limites de função que
serão usados em alguns pontos deste trabalho. São propriedades importantes
de limites. Suas demonstrações podem ser encontradas no caṕıtulo 6 de [11].

Teorema 6 . Sejam X ⊂ R, f, g : X → R, e a ponto de acumulação de
X. Se lim

x→a
f(x) = L e lim

x→a
g(x) = M onde L < M então existe δ > 0 tal que

x ∈ X, 0 < |x− a| < δ ⇒ f (x) < g (x).

Corolário 3 . Se f (x) ≤ g (x) para todo x ∈ X, com x 6= a então L ≤ M ,
onde lim

x→a
f (x) = L, lim

x→a
g (x) = M .

Teorema 7 . Sejam X ⊂ R, f : X → R, e a ponto de acumulação de X.
Para que lim

x→a
f (x) = L, é necessário e suficiente que se tenha lim

n→∞
f (xn) = L

para toda sequência de pontos xn ∈ X − {a}, com lim
n→∞

xn = a.

Teorema 8 . Sejam X ⊂ R, f : X → R uma função monótona limitada, a
ponto de acumulação à direita de X e b ponto de acumulação à esquerda de
X. Existem os limites laterais

L = lim
x→a+

f (x) M = lim
x→b−

f (x)
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A seguir temos o Teorema do Valor Intermediário, um importante teorema
de Análise real. Muito utilizado na matemática. Este será o único resultado
sobre continuidade apresentado nesta seção pois será usado no caṕıtulo 4.
Sua demonstração pode ser encontrada no caṕıtulo 7 de [11].

Teorema 9 .(Teorema do Valor Intermediário). Seja f : [a, b] → R
cont́ınua. Se f(a) < d < f(b) então existe c ∈ (a, b) tal que f(c) = d.

2

Agora veremos a definição de derivada, visto que tal definição será utili-
zada no caṕıtulo 4.

Sejam f : X → R e a ∈ X. O quociente

q(x) =
f(x)− f(a)

x− a

tem sentido para x 6= a, logo define uma função q : X −{a} → R, cujo valor
q(x) é a inclinação da secante (reta que liga os pontos (a, f(a)) e (x, f(x))
no gráfico de f) em relação ao eixo x.

Se imaginarmos x como o tempo e f(x) como a abcissa, no instante x,
de um ponto móvel que se desloca sobre o eixo x, então q(x) é a velocidade
média desse ponto no intervalo de tempo decorrido entre os instantes a e x.

De um modo geral, o quociente q(x) é a relação entre a variação de f(x)
e a variação de x a partir do ponto x = a.

No caso em que a é um ponto de acumulação de X é natural considerar
lim
x→a

q(x). As interpretações deste limite, nos contextos acima, são respec-

tivamente a inclinação da tangente ao gráfico de f no ponto (a, f(a)), a
velocidade instantânea do móvel no instante x = a ou, em geral, a “taxa
de variação” da função f no ponto a. Esse limite é um dos elementos mais
importantes da Matemática e suas aplicações.

Definição 9 : (i) Sejam f : X → R e a um ponto de acumulação de X, com
a ∈ X. A derivada da função f no ponto a é, quando existe, o limite

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= lim

h→0

f(a+ h)− f(a)

h
.
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(ii) Uma função f será dita suave quando f ∈ C1(R), isto é, quando f ′ é
cont́ınua em R.

Abaixo temos um dos principais resultados de análise na reta, sendo fun-
damental para muitas aplicações da matemática. Este teorema é muito uti-
lizado neste trabalho. Sua demonstração pode ser encontrada no caṕıtulo 8
de [11].

Teorema 10 .(Teorema do Valor Médio). Seja f : [a, b] → R cont́ınua.
Se f é derivável em (a, b), então existe c ∈ (a, b) tal que

f ′(c) =
f(b)− f(a)

(b− a)
.

Os corolários abaixo são aplicações imediatas do teorema do valor médio.
Também serão usados neste trabalho, principalmente no caṕıtulo 4.

Corolário 4 . A fim de que a função derivável f : I → R seja monótona
não-decrescente no intervalo I é necessário e suficiente que f ′(x) ≥ 0 para
todo x ∈ I. Se f ′(x) > 0 para todo x ∈ I então f é uma bijeção crescente
de I sobre um intervalo J e sua inversa g = f−1 : J → I é derivável, com

g′(y) =
1

f ′(x)
, para todo y = f(x) ∈ J .

Corolário 5 . Seja f : X ⊂ R → R derivável em X, com f ′ cont́ınua no
ponto a. Se (xn) e (yn) são sequências em X com xn 6= yn, para todo n ∈ N
tais que limxn = lim yn = a . Então

f ′(a) = lim
n→∞

f(yn)− f(xn)

yn − xn
.

Observação: Com isso, é claro que se f : X ⊂ R→ R é de classe C1, com

X ilimitado superiormente, então

lim
t→∞

f ′(t) = lim
n→∞

f(yn)− f(xn)

yn − xn
,

onde xn 6= yn e xn, yn → ∞ (vale resultado análogo para −∞). Isto será

usado no caṕıtulo 3.
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Abaixo temos o Teorema Fundamental do Cálculo e o Teorema de Mu-
dança de Variável, dois fundamentais teoremas para cálculos com integrais.
Serão bastante usados no caṕıtulo 4. Suas demonstrações podem ser encon-
tradas no caṕıtulo 11 de [11].

Teorema 11 .(Teorema Fundamental do Cálculo). Seja f : I → R
cont́ınua no intervalo I. As seguintes afirmações a respeito de uma função
F : I → R são equivalentes:

1. F é uma integral indefinida de f , isto é, existe a ∈ I tal que

F (x) = F (a) +

∫ x

a

f(t)dt, para todo x ∈ I.

2. F é uma primitiva de f , isto é, F ′(x) = f(x) para todo x ∈ I.

Observações: 1. O Teorema acima nos diz que toda função cont́ınua possui
uma primitiva. Mais precisamente: se f : [a, b] → R é integravel então

F : [a, b] → R, definida por F (x) =

∫ x

a

f(t)dt, é derivável em todo ponto

x0 ∈ [a, b] no qual f seja cont́ınua, e tem-se F ′(x0) = f(x0). Nesse ponto

também é derivável a função G : [a, b] → R, dada por G(x) =

∫ b

x

f(t)dt.

Tem-se G′(x0) = −f(x0). Com efeito, F (x) + G(x) =

∫ b

a

f(t)dt = c ∈ R,

logo F ′(x0) +G′(x0) = 0.

2. O Teorema nos diz ainda que se F : [a, b] → R é de classe C1 (isto é,

tem derivada cont́ınua) então F (x) = F (a) +

∫ x

a

F ′(t)dt. Em particular,

F (b) = F (a) +

∫ b

a

F ′(t)dt, para todo x ∈ [a, b]. Isto reduz o cálculo da

integral

∫ b

a

f(x)dx à procura de uma primitiva de f . Se F ′ = f então∫ b

a

f(t)dt = F (b)− F (a).

Teorema 12 .(Mudança de variável). Sejam f : [a, b] → R cont́ınua,
g : [c, d]→ R com derivada cont́ınua e g([c, d]) ⊂ f([a, b]). Então∫ g(b)

g(c)

f(x)dx =

∫ d

c

f(g(t)) · g′(t)dt.
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1.5 Equações Diferenciais

Por fim, nesta seção apresentaremos a definição de solução de uma equação
diferencial e a definição de uma equação diferencial. Também apresentare-
mos um resultado cuja demonstração pode ser encontrada em [15]. Esses
conceitos e esse resultado serão usados no caṕıtulo 3.

Definição: Uma função diferenciável ϕ : I −→ Rn chama-se solução da
equação

dx

dt
= f(t, x) (1.1)

no intervalo, não-degenerado, I se:

(i) o gráfico de ϕ em I, isto é, {(t, ϕ(t)); t ∈ I} está contido em um subcon-
junto Ω de R× Rn e

(ii)
dϕ

dt
(t) = f(t, ϕ(t)), para todo t ∈ I. Se t é um ponto extremo do

intervalo, a derivada é a derivada lateral respectiva.

A equação (1.1) chama-se equação diferencial ordinária de primeira ordem
e é denotada, muitas vezes, por

x′ = f(t, x) .

Proposição 1 (Proposição 4, p.15, [15]). Seja f cont́ınua e Lipschitziana
em Ω = [a, b] × Rn. Então, para todo (t0, x0) ∈ Ω existe uma única solução
de (1.1) em I = [a, b].
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Caṕıtulo 2

ALGUNS RESULTADOS
PRELIMINARES

Começaremos com algumas proposições que tratam da limitação ou do
comportamento no infinito de uma função quando ela é “controlada” pela
sua derivada.

Proposição 2 (Lema VI.2.1, [4]). Seja y ∈ C1(R+) uma função não nega-
tiva satisfazendo a inequação, para todo t > 0,

ay(t) ≤ b+ y′(t) , (2.1)

onde a > 0 e b ≥ 0. Então, se

lim inf
t→∞

y(t)e−at = 0 , (2.2)

temos y(t) uniformemente limitada e

sup
t≥0

y(t) ≤ b

a
. (2.3)

Prova: Observe que

− d

dt
(y(t)e−at) = −(y′(t)e−at − ay(t)e−at) = e−at(ay(t)− y′(t)).

Dáı, de (2.1) temos

− d

dt
(y(t)e−at) = e−at(ay(t)− y′(t)) ≤ be−at. (2.4)

Integrando (2.4) em [t, t1] vem

−
∫ t1

t

d

dt
(y(t)e−at) ≤ b

∫ t1

t

e−at ⇒ −[y(t1)e
−at1−y(t)e−at] ≤ − b

a
[e−at1−e−at]

14



⇒ y(t)e−at − y(t1)e
−at1 ≤ b

a
[e−at − e−at1 ].

Tomando limite inferior de t1 →∞ nesta última inequação obtemos

⇒ y(t)e−at − lim inf
t1→∞

y(t1)e
−at1 ≤ b

a
[e−at − lim inf

t1→∞
e−at1 ] =

b

a
e−at,

e devido à (2.2) vem

y(t)e−at ≤ b

a
e−at.

Isto é,

y(t) ≤ b

a
.

Logo y é uniformemente limitada e,

sup
t≥0

y(t) ≤ sup
t≥0

b

a
=
b

a

O que prova (2.3)

2

Observação: Note que a hipótese b ≥ 0 é necessária para a veracidade de
(2.2).

O próximo resultado é um tipo de rećıproca. No sentido de que na pro-
posição anterior tinhamos y controlada por y′, agora teremos o contrário, de
um certo modo y′ controlada por y.

Proposição 3 (Lema VI.2.2, [4]). Seja β ≤ ∞ e seja y uma função real não
negativa, cont́ınua em [0, β) tal que

y ∈ C1(0, β)
lim
t→β

y(t) = 0 .

Então, se y satisfaz a inequação diferencial-integral

y′(t) + a

∫ β

t

y(s) ds ≤ by(t) , (2.5)

para todo t ∈ (0, β), com a > 0 e b ∈ R, então

y(t) ≤ ky(0)e−σt , (2.6)
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para todo t ∈ (0, β), onde

k =

√
b2 + 4a

σ
, σ =

1

2

(√
b2 + 4a− b

)
.

Prova: Façamos a mudança

ψ(t) = y(t)e−bt,∀t ∈ (0, β)

Dáı,
ψ′(t) = y′(t)e−bt − by(t)e−bt = (y′(t)− by(t))e−bt. (2.7)

De (2.7) e (2.5) obtemos

ψ′(t) +

(
a

∫ β

t

y(s)ds

)
e−bt =

(
(y′(t)− by(t)) + a

∫ β

t

y(s)ds

)
e−bt ≤ 0.

Isto é,

ψ′(t) + a

∫ β

t

ψ(s)ebse−btds ≤ 0

⇒ G(t) = ψ′(t) + a

∫ β

t

e−b(t−s)ψ(s)ds ≤ 0,∀t ∈ (0, β). (2.8)

Façamos agora, para algum δ > 0(a ser determindo),

F (t) = ψ(t) + δ

∫ β

t

e−b(t−s)ψ(s)ds, δ > 0, ∀t ∈ (0, β).

Derivando F com relação a t, pelo Teorema Fundamenta do Cálculo, temos

F ′(t) = ψ′(t)− bδ
∫ β

t

e−b(t−s)ψ(s)ds− δe−btebtψ(t)

= ψ′(t)− bδ
∫ β

t

e−b(t−s)ψ(s)ds− δψ(t).

Logo,

F ′(t) + δF (t) = ψ′(t)− bδ
∫ β

t

e−b(t−s)ψ(s)ds+ δ2
∫ β

t

e−b(t−s)ψ(s)ds =

ψ′(t) + (δ2 − bδ)
∫ β

t

e−b(t−s)ψ(s)ds =

ψ′(t) + a

∫ β

t

e−b(t−s)ψ(s)ds+ (δ2 − bδ − a)

∫ β

t

e−b(t−s)ψ(s)ds.
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Isto é,

F ′(t) + δF (t) = G(t) + (δ2 − bδ − a)

∫ β

t

e−b(t−s)ψ(s)ds. (2.9)

De (2.8) e (2.9) vem

F ′(t) + δF (t) ≤ 0,∀t ∈ (0, β), (2.10)

desde que δ seja a única ráız positiva da equação δ2 − bδ − a = 0, ou seja,
2δ = b+

√
b2 + 4a. Integrando (2.10) de 0 a t < β vem∫ t

0

F ′(t)

F (t)
dt ≤

∫ t

0

(−δ)dt⇒ ln(F (t))− ln(F (0)) ≤ −δt

⇒ ln

(
F (t)

F (0)

)
≤ −δt⇒ F (t) ≤ F (0)e−δt,

logo pela definição de F e de ψ temos

y(t)e−bt + δ

∫ β

t

e−b(t−s)ψ(s)ds ≤ F (0)e−δt

⇒ y(t) + δ

∫ β

t

y(s)ds ≤ F (0)e−(δ−b)t, ∀t ∈ (0, β). (2.11)

Agora vamos estimar F (0) em termos de y(0). Primeiro tomemos σ1 = 2δ−b.
Dáı,

− d

dt

(
e−δt

∫ β

t

y(s)ds

)
= e−δt

(
y(t) + δ

∫ β

t

y(s)ds

)
≤ e−δtF (0)e−(δ−b)t

⇒ − d

dt

(
e−δt

∫ β

t

y(s)ds

)
≤ F (0)e−σ1t, ∀t ∈ (0, β). (2.12)

Integrando (2.12) de 0 a β temos

−
∫ β

0

d

dt

(
e−δt

∫ β

t

y(s)ds

)
dt ≤

∫ β

0

F (0)e−σ1tdt

⇒ −e−δβ
∫ β

β

y(s)ds+ e−δ·0
∫ β

0

y(s)ds ≤ F (0)
−e−σ1β + e−σ1·0

σ1

⇒
∫ β

0

y(s)ds ≤ F (0)
1− e−σ1β

σ1
. (2.13)
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Como F (0) = y(0) + δ

∫ β

0

y(s)ds, de (2.13) temos

∫ β

0

y(s)ds ≤
(
y(0) + δ

∫ β

0

y(s)ds

)(
1− e−σ1β

σ1

)

⇒
∫ β

0

y(s)ds

(
1− δ(1− e−σ1β)

σ1

)
≤ y(0)

(
1− e−σ1β

σ1

)
⇒
∫ β

0

y(s)ds

(
σ1 − δ(1− e−σ1β)

σ1

)
≤ y(0)

(
1− e−σ1β

σ1

)
⇒
∫ β

0

y(s)ds ≤ y(0)
1− e−σ1β

σ1 − δ(1− e−σ1β)
. (2.14)

Assim, (2.14) nos dá

F (0) = y(0) + δ

∫ β

0

y(s)ds ≤ y(0) + δy(0)
1− e−σ1β

σ1 − δ(1− e−σ1β)

⇒ F (0) ≤ y(0)

(
σ1 − δ(1− e−σ1β) + δ(1− e−σ1β)

σ1 − δ(1− e−σ1β)

)
⇒ F (0) ≤ y(0)

(
σ1

σ1 − δ(1− e−σ1β)

)
. (2.15)

Observemos ainda que

σ1− δ(1− e−σ1β) = σ1− δ+ δe−σ1β = 2δ− b− δ+ δe−σ1β ≥ 2δ− b− δ = δ− b.

Logo em (2.15) temos

F (0) ≤ y(0)

(
σ1

σ1 − δ(1− e−σ1β)

)
≤ y(0) · σ1

δ − b
.

Fazendo ainda

σ = δ − b =
1

2

(
b+
√
b2 + 4a

)
− b =

1

2

(√
b2 + 4a− b

)
,

obtemos

F (0) ≤ y(0)
σ1
σ
, onde σ =

1

2

(√
b2 + 4a− b

)
.

O que nos dá um estimativa de F (0) em termos de y(0), como desevajámos.
Substituindo essa estimativa em (2.11) temos

y(t) ≤ y(t) + δ

∫ β

0

y(s)ds ≤ F (0)e−(δ−b)t ≤ y(0)σ1
σ

e−(δ−b)t.
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Isto é,

y(t) ≤ y(0)σ1
σ

e−σt, ∀t ∈ (0, β).

Fazendo k =
σ1
σ

=

√
b2 + 4a

σ
, temos

y(t) ≤ ky(0)e−σt, ∀t ∈ (0, β),

onde k =

√
b2 + 4a

σ
e σ = 1

2

(√
b2 + 4a− b

)
. Isto prova (2.6).

2

Observação:

1. Note que se b < 0, (2.5) implica, imediatamente, (2.6) com k = 1 e
σ = −b.

2. Esta proposição foi provado por Horgan e Wheeler em 1978 (veja [5]).

Antes da próxima proposição, vejamos uma importante inequação, cha-
mada Inequação de Young. Esta equação será apresentada da forma mais
simples e neste trabalho servirá de lema para a proposição seguinte. Sua
demonstração pode ser encontrada no caṕıtulo 2 de [4].

Lema 1 . Sejam a, b > 0 e 1 < p, p′ <∞, com
1

p
+

1

p′
. Então

a · b ≤ ap

p
+
bp
′

p′
.

Proposição 4 (Lema XI.4.2, [4]). Seja y ∈ C1(R+) uma função não ne-
gativa com primeira derivada também não negativa. Suponhamos que para
todo t > 0

ay(t) ≤ a1y
′(t) + a2 [y′(t)]

3/2
+ b , (2.16)

onde a é uma constante positiva, enquanto a1 , a2 , e b são constantes não
negativas. Então, se

lim inf
t→∞

t−3y(t) = 0 ,

temos

y(t) ≤ 2
b+ 1

a
, para todo t > 0 . (2.17)
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Prova: Vamos separar a demonstração em dois casos.
1o caso: Se a1 = a2 = 0.
Esse caso é trivial pois de (2.16) teremos que ay(t) ≤ b < 2(b+ 1), para todo
t > 0, que nos dá o resultado desejado.
2o caso: Se a1 6= 0 ou a2 6= 0.

Usando a Inequação de Young em a1y
′(t) e 1, com p =

3

2
e p′ = 3 temos

1 · a1y′(t) ≤
2

3
a

3
2
1 (y′(t))

3
2 +

1

3
≤ c(a1)(y

′(t))
3
2 + 1,

com c = c(a1) =
2

3
a

3
2
1 . Dáı,

a1y
′(t) ≤ c(y′(t))

3
2 + 1, ∀t > 0. (2.18)

Usando (2.18) em (2.16) temos

ay(t) ≤ a1y
′(t) + a2(y

′(t))
3
2 + b ≤ (c+ a2)(y

′(t))
3
2 + (b+ 1).

Fazendo d = c + a2 =
2

3
a

3
2
1 + a2 > 0 (pois a1 6= 0 ou a2 6= 0) e b + 1 = b1

obtemos
ay(t) ≤ d(y′(t))

3
2 + b1, ∀t > 0. (2.19)

Supondo (2.17) não válida, podemos obter t0 > 0 tal que

y(t0) > 2
b+ 1

a
= 2

b1
a
.

Desde que y′ ≥ 0 (isto é, y é não-decrescente), temos

y(t) > 2
b1
a
> 0, ∀t ≥ t0. (2.20)

Com isso, de (2.20) e (2.19) temos

ay(t) ≤ d(y′(t))
3
2 + b1 < d(y′(t))

3
2 +

ay(t)

2

⇒ ay(t) < 2d(y′(t))
3
2 ⇒ a

2
3 (y(t))

2
3 < (2d)

2
3y′(t).

Como d > 0 e y(t) > 0 para todo t ≥ t0, então

y′(t)

(y(t))
2
3

>
( a

2d

) 2
3
, ∀t ≥ t0. (2.21)
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Integrando (2.21) de t a t1 com t1 > t ≥ t0 > 0 temos∫ t1

t

y′(s)

(y(s))
2
3

ds >

∫ t1

t

( a
2d

) 2
3
dt. (2.22)

Fazendo a mudança de variável u = y(s) e escrevendo A =
( a

2d

) 2
3
> 0 em

(2.22), temos ∫ y(t1)

y(t)

du

u
2
3

>

∫ t1

t

Adt = A(t1 − t)

⇒ 3(y(t1))
1
3 − 3(y(t))

1
3 > A(t1 − t)⇒

(y(t1))
1
3 − (y(t))

1
3

t1
>
A

3

(
1− t

t1

)
.

Logo (
y(t1)

t31

) 1
3

−
(
y(t)

t31

) 1
3

>
A

3

(
1− t

t1

)
. (2.23)

Como t é fixo, tomando limite inferior de t1 →∞ em (2.23) temos

lim inf
t1→∞

(
y(t1)

t31

) 1
3

≥ A

3
> 0.

Isto é,

lim inf
t1→∞

y(t1)

t31
> 0.

O que contraria nossa hipótese de lim inf
t→∞

t−3y(t) = 0. Assim,

y(t) ≤ 2
b+ 1

a
, ∀t > 0.

O que prova (2.17).

2

Observação: Esta proposição foi provado por Horgan e Wheeler em 1978
(veja [5]).
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Caṕıtulo 3

SOBRE O LEMA DE
LADYZHENSKAYA-
SOLONNIKOV

3.1 Um pouco Sobre Crescimento de Funções

Antes de apresentarmos o Lema de Ladyzhenskaya-Solonnikov, resultado
principal deste trabalho, analisaremos as diferença das seguintes hipóteses,
concernentes à positividade da derivada de uma função: (i) f ′(t) > 0, ∀t ≥
t0; (ii) f ′(t) ≥ α > 0, ∀t ≥ t0;
onde f : R→ R é de classe C1, com t0, α ∈ R.

Em ambos os casos, trata-se de uma função estritamente crescente. Porém
veremos no primeiro caso que se f for limitada então sua função derivada
tende a zero no infinito. No segundo caso, veremos que f explode no infinito.
Observe que o segundo caso é o primeiro com mais uma condição. Concer-
nentes às hipóteses (i) e (ii), como comentado acima.

Vejamos alguns resultados:

Teorema 13 . Seja f : R→ R uma função de classe C1, com f ′(t) > 0 para
todo t ∈ R. Se f ′(t) ≥ α > 0, para todo t ≥ t0 ∈ R, então

lim
t→∞

f(t) =∞.

Além disso,
f(t) ≥ f(t0) + α(t− t0),∀t ≥ t0, (3.1)
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em outros termos, f cresce para o infinito com velocidade no máximo linear.
Prova: Dado t > t0, pelo teorema do valor médio, existe c ∈ (t0, t) tal que

f ′(c) =
f(t)− f(t0)

t− t0
. (3.2)

Como f ′(t) ≥ α, para todo t > t0, então (3.2) nos dá

f(t)− f(t0)

t− t0
≥ α, ∀t > t0

⇒ f(t) ≥ f(t0) + α(t− t0), ∀t > t0. (3.3)

Observe ainda que (3.1) é óbvia para t = t0, pois

f(t0) = f(t0) + α(t0 − t0). (3.4)

Com isso, (3.3) e (3.4) provam (3.1). Isto é,

f(t) ≥ f(t0) + α(t− t0),∀t ≥ t0.

Como t0 é fixo, tomando limite de t→∞, temos

lim
t→∞

(f(t0) + α(t− t0)) =∞,

isto é,
lim
t→∞

f(t) =∞.

O que prova o teorema.

2

Observação: Antes do próximo teorema vejamos a validez do seguinte re-
sultado de análise real:
Se f : R→ R é de classe C1 então

lim
t→∞

f ′(t) = lim
f(yn)− f(xn)

yn − xn
,

onde xn < yn para todo n ∈ N, com limxn = lim yn =∞.
Com efeito, como f é de classe C1, pelo teorema do valor médio para todo
n ∈ N existe sn ∈ (xn, yn) tal que

f ′(sn) =
f(yn)− f(xn)

yn − xn
.
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Dáı, é fácil ver que lim sn =∞. Logo

lim f ′(sn) = lim
f(yn)− f(xn)

yn − xn
.

Isto é,

lim
t→∞

f ′(t) = lim
f(yn)− f(xn)

yn − xn
.

Pois f é de classe C1. Isto prova o resultado.

Teorema 14 . Seja f : R→ R uma função de classe C1 com f ′(t) > 0, para
todo t ∈ R. Se |f(t)| ≤ k, para todo t ≥ t0 ∈ R então

lim
t→∞

f ′(t) = 0.

Prova: Como f é monótona, pois f ′ > 0, e limitada então sabemos que
existe o limite lim

t→∞
f(t) = L ∈ R. Por outro lado, temos

lim
t→∞

f ′(t) = lim
n→∞

f(yn)− f(xn)

yn − xn
,

com xn < yn e limxn = lim yn =∞. Em particular, para xn = n e yn = n+1,
para todo n ∈ N, temos

lim
t→∞

f ′(t) = lim
n→∞

f(n+ 1)− f(n)

n+ 1− n
= lim

n→∞
[f(n+ 1)− f(n)]. (3.5)

É claro que lim f(n+ 1) = L e lim f(n) = L. Dáı, de (3.5) temos

lim
t→∞

f ′(t) = lim
n→∞

[f(n+ 1)− f(n)] = L− L = 0.

O que prova o teorema.

2

Observação: A rećıproca dos dois teoremas acima é falsa. Com efeito. Con-
sidere f : R∗+ → R onde f(t) = ln t, para todo t ∈ R∗+. Temos:

(i) f ′ > 0, lim
t→∞

f ′(t) = 0. Porém f é ilimitada superiormente.

(ii) lim
t→∞

f(t) = ∞, f ′(t) =
1

t
> 0. Porém, não existe c ∈ R tal que

f ′(t) ≥ c > 0, para todo t ≥ t0 ∈ R, pois lim
t→∞

f ′(t) = 0.
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Estes dois teoremas são motivações para o Lema de Ladyzhenskaya-
Solonnikov, que será apresentado na próxima seção. Pois a partir de in-
formações da função derivada, conseguimos obter informações da função, e
vice-versa. Porém o Lema de Ladyzhenskaya-Solonnikov é um caso bem mais
geral.

3.2 O Lema de Ladyzhenskaya-Solonnikov

Nesta seção apresentaremos o principal resultado deste trabalho que é o
Lema de Ladyzhenskaya-Solonnikov.

Lema de Ladyzhenskaya-Solonnikov (LLS)
Sejam z, ϕ : R −→ R funções suaves, não negativas, não decrescentes e não
identicamente nulas satisfazendo, no intervalo [0, T ], as inequações

z(t) ≤ Ψ(z′(t)) + (1− δ)ϕ(t),
ϕ(t) ≥ δ−1Ψ(ϕ′(t)),

(3.6)

para algum δ ∈ (0, 1), onde Ψ : R → R é uma função suave e estritamente
crescente, tal que Ψ(0) = 0 e Ψ(τ)→∞, quando τ →∞.

1. Se z(T ) ≤ ϕ(T ) temos

z(t) ≤ ϕ(t) , ∀ t ∈ [0, T ]. (3.7)

2. Suponha que as desigualdades de (3.6) sejam válidas para todo t ≥ 0.
Então, z(t) ≤ ϕ(t), ∀t ≥ 0 se
(i)

lim inf
t→∞

z(t)

ϕ(t)
< 1,

(ii) ou se z(t) tem crescimento de ordem inferior ao das soluções posi-

tivas da equação z̃(t) = δ−1Ψ(z̃′(t)).

3. As funções z(t), não identicamente nulas, satisfazendo à desigualdade

z(t) ≤ δ−1Ψ (z′(t)) ∀ t ≥ 0 (3.8)

crescem indefinidamente com t, isto é, lim
t→∞

z(t) = ∞. Além disso, se
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δ−1Ψ(τ) ≤ cτm, com m > 1 e τ ≥ τ1 (para algum τ1 > 0), então

lim inf
t→∞

t−
m

m−1 z(t) > 0 ;

se, contudo, δ−1Ψ(τ) ≤ cτ , para τ ≥ τ1, então

lim inf
t→∞

e−t/cz(t) > 0 .

A prova deste teorema será feita, compassadamente, no próximo caṕıtulo,
pois em alguns pontos discordamos da demonstração apresentada em [13], e
até mesmo detectamos alguns eqúıvocos nela, uma vez que a prova original
do paper [10] de Ladyzhenskaya-Solonnikov não é muito elucidativa ( em
alguns pontos, como veremos) faremos algumas observações e apresentaremos
demonstrações “alternativas”.

Quanto ao Item 1, tanto a demonstração original quanto à demonstração
do Fábio (essencialmente as mesmas) estão de fácil compreensão.

Quanto ao Item 2 temos muito o que tratar, e para isto sentimos a ne-
cessidade de transcrever ipscrit, do paper [10], o lema e sua demonstração:

“LEMMA 2.3. Assume that the nondecreasing, nonnegative smooth func-
tion z(t) and ϕ(t), not identically equal to zero, satisfy on the segement [0, T ]
the inequalities

z(t) ≤ Ψ(z′(t)) + (1− δ1)ϕ(t), δ1 ∈ (0, 1) (I)

and

ϕ(t) ≥ δ−11 Ψ(ϕ′(t)), (II)

where Ψ(τ) is a monotonically increasing function, equal to zero for τ = 0

and equal to infinity for τ =∞. In this case, if

z(T ) ≤ ϕ(T ), (III)

then

z(t) ≤ ϕ(t),∀t ∈ [0, T ]. (IV )

Assume that the iniqualities (I) and (II) are satisfied for ∀t ≥ 0. Then

26



(IV ) holds for ∀t ≥ 0 if

lim inf
t→∞

z(t)

ϕ(t)
< 1,

or if z(t) has anorder of growth for t→∞, less than the order of growth of

the positive solutions of the equation

z̃(t) = δ−11 ϕ(z̃′(t)). (V )

The nonidentically zero nennegative functions z(t), satisfying the homoge-

neous inequality

z(t) ≤ δ−11 Ψ(z′(t)), t ≥ 0, (V I)

increase unboudedly for t→∞; if δ−11 Ψ(τ) ≤ c0τ
m,m > 1, for τ > τ1, then

lim inf
t→∞

t−m/(m−1)z(t) > 0; (V II)

if, however, δ−11 Ψ(τ) ≤ c0τ for τ ≥ τ1, then

lim inf
t→∞

z(t) exp

(
− t

c0

)
> 0. (V III)

Proof: We assume that ∃t0 ∈ [0, T ] for which z(t0) > ϕ ≥ 0. Then, by

virtue of (I) and (II), we have

Ψ(z′(t0)) ≥ z(t0)− (1− δ1)ϕ(t0) > δ1ϕ(t0) ≥ Ψ(ϕ′(t0)),

and, therefore, z′(t0) > ϕ(t0). From which it is clear that z(t) > ϕ(t)
for ∀t ∈ [t0, T ]. But this contradicts (III). If, however, (I) and (II)
hold for ∀t ≥ 0, then the assumtion on the existence of such a t0 leads to
z(t) > ϕ(t) > 0 and z(t) ≤ δ−11 Ψ(z′(t)) for t ≥ t1 ≥ t0. But this contradicts
the conditions which we have imposed on the behavior of z(t) for t→∞. If
z(t) is subjected to the inequality (V I) and if for some t0 ≥ 0 , z(t0) ≡ z0 > 0,
then z′(t) ≥ Ψ−1(δ1z0) ≡ α0 > 0, and, therefore, z(t) ≥ z0 + α0(t − t0) for
∀t ≥ t0. Then, since z′(t) ≥ Ψ−1(δ1z(t)) ≥ Ψ−1(δ1z0+δ1α0(t−t0)) −→∞ for
t→∞, we have z′(t) ≥ τ1 starting with some t1 and, consequently, for t ≥ t1
we shall have the inequality z(t) ≤ c0(z

′(t))m. Integrating this iniquality, we
obtain the statements (V II) e (V III).”

No Item 2(ii) temos a hipótese:
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(∗) z(t) tem crescimento de ordem inferior ao das soluções positivas da
equação z̃(t) = δ−1Ψ(z̃′(t)).

A demonstração no paper [13] “parece” interpretar esta hipótese da seguinte
forma:

(∗∗) z(t) ≤ z̃(t) para t suficientemente grande.

Todavia, em se tratando de ordem de crescimento de funções, a interpretação
mais comum é:

(∗ ∗ ∗) z′(t) ≤ z̃′(t) para t suficientemente grande.

Com efeito, por exemplo a função f(x) = −1

x
é crescente em (0,∞), logo

tem crescimento positivo

(
f ′(x) =

1

x2

)
e é sempre menor que a função g ≡ 0

que tem crescimento zero. Entretanto a demonstração original, descrita
acima, não deixa expĺıcita o uso da condição z′(t) ≤ z̃′(t) para t suficiente-
mente grande, pois ela conclui o resultado imediatamente das desigualdades
z(t) > ϕ(t) > 0 e z(t) ≤ δ−11 Ψ (z′(t)) para t ≥ t1 ≥ t0. Apresentare-
mos, no Caṕıtulo 4, duas demonstrações, fazendo uso da contra-positiva do
lema que formularemos logo abaixo, entretanto, devido a complexidade da
segunda, presente no paper [13], somos induzidos a pensar que foi feito uso
da interpretação (∗∗). Após o lema temos uma discursão sobre uma posśıvel
equivalência entre (∗∗) e (∗ ∗ ∗).

Começamos observando que temos uma solução da EDO presente em (∗)
para cada condição inicial especificada, isto é, para todo (t0, z(t0)) ∈ R2, o
sistema {

z̃′(t) = Ψ−1 (δ z̃(t))
z̃(t0) = z(t0)

(3.9)

possui uma única solução definida em um certo interval I contendo t0. De
fato, como Ψ é estritamente crescente e suave ψ−1 é derivável em R, pois
d

dy
Ψ−1(y) =

1
d
dx

Ψ(x)
desde que Ψ′ > 0, dáı Ψ−1 é localmente Lipschitz e

portanto, pela Proposição 1, existe e é única a solução do problema acima.
Diante do exposto acima descrevemos a hipótese (∗) como, z̃′(t) ≥ z′(t),

para todo t ≥ t0, onde z̃ é a única solução de (3.9).
Agora formularemos o lema que terá sua contra-positiva usada nas de-

monstrações do item 2(ii), no Caṕıtulo IV (este lema pode ser encontrado
nos livros clássicos de Análise Real).
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Lema 2 . Seja f uma função real derivável em [t0,∞) com f(t0) = 0. Se
f ′(t) ≥ 0 para todo t ≥ t0, então f(t) ≥ 0 para todo t ≥ t0.

Prova: Suponhamos por absurdo que existe t1 > t0 tal que f(t1) < 0, dáı,
pelo Teorema do Valor Médio, existe t2 ∈ (t0, t1) tal que

0 > f(t1) = f(t1)− f(t0) = f ′(t2)(t1 − t0) ≥ 0 ,

contradição.

2

Observação: Como comentado anteriormente, a demonstração do item 2(ii)
em [13], parece usar a hipótese (∗) como z̃(t) ≥ z(t), para todo t ≥ t0,
onde z̃ é a única solução de (3.9). Note que se a rećıproca do Lema 2 fosse
verdadeira (é trivial que não) teŕıamos a equivalência entre (∗∗) e (∗ ∗ ∗).
Entretanto podeŕıamos pensar numa equivalência não para t suficientemente
grande, mas sim para uma vizinhança de t0, em outras palavras: Questão(Q):
Existe ε0 > 0 tal que se, para f como no lema anterior, f(t) ≥ 0 para todo
t ∈ (t0, t0 + ε0), então f ′(t) ≥ 0 para todo t ∈ (t0, t0 + ε0)? A resposta é
não, porém somos tentados pela percepção geométrica que talvez com mais
hipótese sobre a função f (por exemplo, z ∈ C∞, visto que z ∈ C∞ implica
z̃ ∈ C∞, pelo Teorema 1, p. 38 de [15], que não colocamos entre os resultados
auxiliares devido a necessidade de um compêndio de notações, definições e
resultados necessários para introduźı-lo. Porém, não temos esta hipótese no
nosso caso) tenhamos uma resposta positiva para (Q). É fácil ver que (Q)
é equivalente à f oscilar infinitamente “próximo”de t0, e como oscilação nos
leva a pensar em derivadas ilimitadas adicionamos à (Q) a hipótese de f ′

limitada próximo de t0, porém isto não basta, como contra-exemplo temos

f(t) = t3
(

sen
1

t

)2

, t0 = 0.

3.3 Casos Particulares do Lema de Ladyzhens-

kaya - Solonnikov

Nesta seção verificaremos que duas das proposições do caṕıtulo anterior,
são consequências diretas do LSS ou seja, apicaremos o LSS para provar tais
proposições.
Prova: (Proposição (3)). Temos dois casos:
(i) Se y = 0 então o resultado é trivial.

(ii) Se y 6= 0, sejam
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Ψ(t) =
t

a
e ϕ(t) = 2

b+ 1

a
, ∀t ≥ 0.

temos:

(a) ϕ é suave, não-decrescente, não identicamente nula e ϕ′ = 0.

(b) Ψ é estritamente crescente, suave e Ψ(0) = 0,Ψ(t)→∞, quandot→∞.

E mais de de (2.1) temos, para todo t ≥ 0 e δ = 1/2

y(t) ≤ y′(t)

a
+
b

a
≤ y′(t)

a
+
b+ 1

a

ϕ(t) > 0

Isto é, para todo t ≥ 0

y(t) ≤ Ψ(y′(t)) + (1− δ)ϕ(t)

ϕ(t) ≥ δ−1Ψ(ϕ′(t)) = 0

Assim temos as hipóteses (3.6) do LSS.

Agora suponhamos que (2.3) não vale, dáı existe t1 ≥ 0 tal que y(t1) >
b

a
.

Dáı para t ≥ t1 temos

δ−1Ψ(t) = δ−1
t

a
=

2t

a
.

Logo o item 3 do LLS nos dá

lim inf
t→∞

e−at/2y(t) > 0⇒ e1/2 lim inf
t→∞

e−aty(t) > 0

⇒ lim inf
t→∞

e−aty(t) > 0

O que contraria (2.2). Isto prova (2.3).

2

Prova: (Proposição (1)) Temos dois casos:
(i) Para y = 0 o caso é trivial
(ii) Para y 6= 0, sejam

Ψ(t) =
a1t

a
+
a2t

3/2

a
e ϕ(t) = 2

b+ 1

a
,∀t > 0.

Dáı, é óbvio que:
(a) ϕ é suave, não-decrescente, não identicamente nula e ϕ′ = 0.
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(b) Ψ é estritamente crescente, suave e Ψ(0) = 0,Ψ(t)→∞, t→∞.
Logo, de (2.16) temos, para todo t > 0 e δ = 1/2

y(t) ≤ a1y
′(t)

a
+
a2(y

′(t))3/2

a
+
b

a
≤ a1y

′(t)

a
+
a2(y

′(t))3/2

a
+
b+ 1

a

ϕ(t) > 0

Isto é, para todo t > 0

y(t) ≤ Ψ(y′(t)) + (1− δ)ϕ(t)

ϕ(t) > δ−1Ψ(ϕ′(t)) = 0,

E assim, como antes, temos (3.6) do LSS.

Suponhamos que (2.17) não vale, dáı existe t1 > 0 tal que y(t1) > 2
b+ 1

a
. E

assim para t ≥ 1 > 0 temos

δ−1Ψ(t) = 2

(
a1t

a
+
a2t

3/2

a

)
≤ 2

(
a1 + a2
a

)
t3/2.

Logo, para m = 3/2 > 1, o item 3 do LLS nos dá

lim inf
t→∞

t
−3/2
3/2−1y(t) > 0⇒ lim inf

t→∞
t−3y(t) > 0

O que contraria as hipóteses. Isto prova (2.17).

2
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Caṕıtulo 4

LEMA DE
LADYZHENSKAYA -
SOLONNIKOV: PROVA

4.1 Prova do item 1 do LLS

Provaremos por contradição. Suponhamos que (3.7) não vale, então existe
t0 ∈ [0, T ] tal que

ϕ(t0) < z(t0). (4.1)

Dáı, de (3.61) e (4.1) temos

ϕ(t0) < z(t0) ≤ Ψ(z′(t0)) + (1− δ)ϕ(t0).

e assim obtemos
δϕ(t0) < Ψ(z′(t0)). (4.2)

Logo de (3.62) e (4.2) vem

Ψ(ϕ′(t0)) ≤ δϕ(t0) < Ψ(z′(t0))

Como Ψ é estritamente crescente, temos

ϕ′(t0) < z′(t0). (4.3)

Afirmação 1:
ϕ(t) ≤ z(t), ∀t ∈ (t0, T ). (4.4)

Provemos também por contradição. Se (4.4) não vale, então existe t1 ∈ (t0, T )
com ϕ(t1) > z(t1). Logo o conjunto A = {s > t0;ϕ(s) > z(s)} é não-vazio
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e limitado inferiormente por t0. Dáı existe t2 := inf A. De imediato temos
t2 > t0, pois ϕ(t0) < z(t0). Agora para t ∈ (t0, t2) temos

ϕ(t) ≤ z(t), ∀t ∈ (t0, t2). (4.5)

Devido a definição de t2. Usando (4.5) e o fato de ϕ, z serem cont́ınuas temos

ϕ(t2) = lim
t→t−2

ϕ(t) ≤ lim
t→t−2

z(t) = z(t2). (4.6)

Por outro lado, sendo t2 = inf A então existe uma sequência (sn) em A com
lim sn = t2. Ora, desde que sn ∈ A,∀n ∈ N tem-se

ϕ(sn) > z(sn),∀n ∈ N,

que por continuidade implica

ϕ(t2) = limϕ(sn) ≥ lim z(sn) = z(t2). (4.7)

De (4.6) e (4.7) temos
ϕ(t2) = z(t2). (4.8)

Observe agora que de (3.61) e (4.5), para todo t ∈ (t0, t2), temos

ϕ(t) ≤ z(t) ≤ Ψ(z′(t)) + (1− δ)ϕ(t),

o que implica
δϕ(t) ≤ Ψ(z′(t)). (4.9)

Agora de (3.62) e (4.9) vem

Ψ(ϕ′(t)) ≤ δϕ(t) ≤ Ψ(z′(t)).

Como Ψ é estritamente crescente, temos

ϕ′(t) ≤ z′(t),∀t ∈ (t0, t2).

Isto é,
(z − ϕ)′(t) ≥ 0,∀t ∈ (t0, t2).

Assim z−ϕ é não-decrescente em (t0, t2), que por continuidade implica z−ϕ
não-decrescente em [t0, t2]. Logo, devido à (4.8),

0 < z(t0)− ϕ(t0) ≤ z(t2)− ϕ(t2) = 0.

Uma contradição, portanto provamos a afirmação 1. Logo por continuidade

ϕ(T ) = lim
t→T−

ϕ(t) ≤ lim
t→T−

z(t) = z(T ).
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Isto é,
ϕ(T ) ≤ z(T ). (4.10)

Afirmação 2: ϕ(T ) < z(T ).
Com efeito, observe que por (3.61) e (4.4) temos para todo t ∈ (t0, T )

ϕ(t) ≤ z(t) ≤ Ψ(z′(t)) + (1− δ)ϕ(t).

Isto é,
δϕ(t) ≤ Ψ(z′(t)). (4.11)

Logo de (3.62) e (4.11) vem

Ψ(ϕ′(t)) ≤ δϕ(t) ≤ Ψ(z′(t)).

Como Ψ é estritamente crescente então

ϕ′(t) ≤ z′(t), ∀t ∈ (t0, T ).

Isto é,
(z − ϕ)′(t) ≥ 0, ∀t ∈ (t0, T ).

Logo z − ϕ é não-decrescente em (t0, T ). O que por continuidade implica
z − ϕ não-decrescente em [t0, T ]. Assim, se ϕ(T ) = z(T ) então

0 < z(t0)− ϕ(t0) ≤ z(T )− ϕ(T ) = 0.

Uma contradição, que prova a afirmação 2.
A afirmação 2 contraria a hipótese de 1. Assim provamos a validade de (3.7).

2

4.2 Prova do item 2 do LLS

Prova do item (i)

Para a primeira parte deste item procederemos como no item anterior, ou
seja, suponhamos que existe t0 ≥ 0 tal que

z(t0) > ϕ(t0), (4.12)

disto obtemos
z(t) > ϕ(t), ∀t ≥ t0. (4.13)
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De fato, se existir T ≥ t0 tal que z(T ) ≤ ϕ(T ), temos pela primeira parte que
z(t) ≤ ϕ(t), ∀t ∈ [0, T ]. Em particular, para t0 ∈ [0, T ] tem-se z(t0) ≤ ϕ(t0),
o que contraria (4.12). Logo (4.13) é válida. Isto é, z(t) > ϕ(t), ∀t ≥ t0.
Logo

z(t)

ϕ(t)
> 1,∀t ≥ t0,

o que implica

lim inf
t→∞

z(t)

ϕ(t)
≥ 1.

Isto contraria a primeira hipótese de 2. Logo, temos z(t) ≤ ϕ(t),∀t ≥ 0.

Prova do item (ii)

Apresentaremos, em consequência do Lema 2, duas demonstrações distintas.

Prova devido à Ladyzhenskaya-Solonnikov (Versão do Professor
Gilberlandio J. Dias)

Se existir t0 ≥ 0 tal que z(t0) > ϕ(t0), então

z(t) > ϕ(t), ∀t ≥ t0. (4.14)

De fato, se existir T ≥ t0 tal que z(T ) ≤ ϕ(T ), temos pela primeira parte já
provada que z(t) ≤ ϕ(t), ∀t ∈ [0, T ]. Em particular, para t0 ∈ [0, T ] tem-se
z(t0) ≤ ϕ(t0), uma contradição. Logo (4.14) é válida. Dáı, por (4.14), (3.61)
e (3.62) temos

z(t) < δ−1Ψ(z′(t)), ∀t ≥ t0.

Agora tomando z̃(s) = δ−1Ψ(z̃′(s)) tal que z̃(t) = z(t), obtemos

δ−1Ψ(z̃′(t)) = z̃(t) = z(t) < δ−1Ψ(z′(t))

Como Ψ é estritamente crescente temos

z̃′(t) < z′(t), ∀t ≥ t0.

Uma contradição, pois se z(t) tem crescimento de ordem inferior ao das
soluções positivas da equação z̃(t) = δ−1ϕ(z̃′(t)) então z′(t) ≤ z̃′(t),∀t ≥ t0.
Esta contradição prova que z(t) ≥ ϕ(t), ∀t ≥ 0.

Prova devido ao Fábio
A prova apresentada pelo Fábio é muito mais trabalhosa e complexa.

Para começar introduzimos o seguinte lema.
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Lema 3 . Seja z̃ solução de (3.9). Se existir t1 ∈ [0,∞) ∩ D (z̃) tal que
z(t1) ≥ z̃(t1) e

z̃(t) < δ−1Ψ (z′(t))
z̃(t) = δ−1Ψ (z̃′(t)) ,

(4.15)

para todo t ∈ [0,∞)∩D (z̃). Então z(t) > z̃(t), para todo t ∈ (0,∞)∩D (z̃).

Prova: Suponhamos que a tese do lema não valha, isto é, existe t0 > t1 tal que
z(t0) ≤ z̃(t0). Tomemos a seguir, t2 = inf{t ∈ [t1,∞) ∩D (z̃) ; z(t) ≤ z̃(t)}.
Primeiro, notemos que t2 ∈ D (z̃), pois D(z̃) é um intervalo aberto de R e
t2 ∈ [t, t0] ⊂ D (z̃).

Notemos que z(t2) = z̃(t2), pois da definição de t2 e da continuidade de
z e z̃ temos z(t2) ≤ z̃(t2), dáı se t1 = t2, da hipótese temos z(t2) ≥ z̃(t2), e
assim segue z(t2) = z̃(t2); enquanto, se t2 > t1, temos z(t) > z̃(t), para todo
t ∈ (t1, t2) e por continuidade z(t2) ≥ z̃(t2), e como antes z(t2) = z̃(t2).

Agora, usando (4.15) obtemos

δ−1Ψ (z̃′(t2)) = z̃(t2) = z(t2) < δ−1Ψ (z′(t2)) .

Dáı, pela monotonicidade de Ψ obtemos z′(t2) > z̃′(t2), mas isto implica
(z − z̃)′ (t2) > 0, e assim, z − z̃ é estritamente crescente em t2, dáı existe
σ > 0 tal que z−z̃ é estritamente crescente em (t2, t2+σ), como z(t2) = z̃(t2),
temos z(t) > z̃(t), para todo t ∈ (t2, t2 + σ), mas pela definição de ı́nfimo
existe t3 ∈ (t2, t2 + σ) tal que z(t3) ≤ z̃(t3) e temos uma contradição. Assim
provamos o lema.

2

Observação: No Paper [13], o lema acima está como Claim 2 na p. 709, e
há um erro despreśıvel em sua demonstração, pois em vez de z′(t2) > z̃′(t2),
devido à monotonicidade de Ψ, ele traz z′(t2) < z̃′(t2), mas como vimos acima
o desenvolvimento da demonstração é trivial.

Prova do item

Consideremos o conjunto

A = {t ≥ 0 ; z(t) ≤ ϕ(t)} .

Temos duas situações a analizar

• Caso A = ∅: Neste caso temos z(t) > ϕ(t), para todo t ≥ 0. Usando
(3.6) obtemos

z(t) ≤ Ψ (z′(t)) + (1− δ)ϕ(t) < Ψ (z′(t)) + (1− δ)z(t) ,
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para todo t ≥ 0. Dáı

z(t) < δ−1Ψ (z′(t)) , ∀t ≥ 0 (4.16)

Tomando z̃0(t) dada por (3.9), temos{
z̃0(t) = δ−1Ψ (z̃′0(t))
z̃(0) = z(0) ,

(4.17)

z(0) ≥ z̃0(0) e (4.15) segue de (4.16) e (4.17), dáı o Lema 3 nos fornece

z(t) ≥ z̃0(t) , ∀t ∈ [0,∞) ∩D (z̃0) ,

o que contraria a hipótese segundo o lema (2) , ∀t ∈ [t0,∞) ∩D (z̃0),
para algum t0 ∈ [0,∞) ∩D (z̃0).

• Caso A 6= ∅: Tomemos

t∞ = sup {t ≥ 0; z(t) ≤ ϕ(t)} .

Mostraremos que t∞ =∞. Para isto observemos primeiro que t∞ > 0.
Caso contrário, teŕıamos z(t) > ϕ(t), para todo t > 0 e isto implicaria
(4.16) para t > 0; assim, dado s > 0, tomando z̃s solução de (3.9)
obtemos do Lema 3 z(t) > z̃s(t), para todo t ∈ [s,∞) ∩D (z̃s), o que é
uma contradição, como acima.

Suponhamos agora 0 < t∞ < ∞ e tomemos s > t∞, dáı z(s) > ϕ(s) e
assim

z(t) < δ−1Ψ (z′(t)) , ∀t > s .

Tomando, novamente, z̃s solução de (3.9), mais uma vez pelo Lema 3
obtemos z(t) > z̃s(t), para todo t ∈ [s,∞) ∩D (z̃s), nova contradição.

Assim temos t∞ =∞, isto é, z(t) ≤ ϕ(t), para todo t ≥ 0.

2

4.3 Prova do item 3 do LLS

(i) Para a primeira parte temos z não identicamente nula satisfazendo (3.8).
Como Ψ é estritamente crescente em [0,∞) temos Ψ injetiva nesse intervalo,
pois se x1, x2 ∈ [0,∞) com x1 6= x2, digamos x1 > x2, então f(x1) > f(x2),
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ou seja, f(x1) 6= f(x2). Por outro lado, o fato de Ψ(0) = 0, Ψ(t)→∞ quando
t → ∞ e o Teorema do Valor Intermediário implicam que Ψ é sobrejetiva
em [0,∞). Com isso, Ψ é uma bijeção de [0,∞) sobre [0,∞). Logo existe
Ψ−1 que também é estritamente crescente em [0,∞). Dáı, desde que (3.8) é
válida para todo t ≥ 0, temos

Ψ−1(δz(t)) ≤ z′(t),∀t ≥ 0. (4.18)

Observe agora que existe t0 ∈ [0,∞) tal que z(t0) > 0, pois z é não identica-
mente nula. Dáı usando (4.18) em t0 vem

z′(t0) ≥ Ψ−1(δz(t0)) > 0,

pois δ−1z(t0) > 0. Façamos α0 = Ψ−1(δz(t0)). Dáı,

z′(t0) ≥ α0 (4.19)

Com isso, afirmamos que

z(t) ≥ z(t0) + α0(t− t0),∀t ≥ t0. (4.20)

Vamos apresentar uma prova de (4.20), totalmente diferente da prova (um
tanto confusa) presente em [13], p. 709.

Como Ψ−1 é estritamente crescente e z é não decrescente, do Teorema do
Valor Médio segue para algum t1 ∈ (t0, t),

z(t)− z(t0) = z′(t1)(t− t0) ≥ Ψ−1 (δz(t1)) (t− t0) ≥ α0(t− t0) ,

assim temos (4.20), como queŕıamos demonstrar.

Como (4.20) é válida e

lim
t→∞

z(t0) + α0(t− t0) =∞,

pois t0 e α0 são fixos e α0 > 0. Temos,

lim
t→∞

z(t) =∞.

(ii) Para a segunda parte temos, além de (3.61) e (3.62), que

δ−1Ψ(τ) ≤ cτm, (4.21)

com m > 1, para τ ≥ τ1 (para algum τ1 > 0). Pela equação (4.20) e (3.8),
podemos obter r > t0 tal que

z′(t) ≥ Ψ−1(δz(t)) ≥ Ψ−1(δz(t0) + δα0(t− t0)),
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isto para todo t > r > t0, pois Ψ é estritamente crescente. Por outro lado,

δz(t0) + δα0(t− t0) > 0, ∀t > r > t0.

Dáı, para todo t > r > t0 vale

z′(t) ≥ Ψ−1(δz(t0) + δα0(t− t0)) ≥ τ1 (4.22)

para algum τ1 > 0. Logo para τ = z′(t) em (4.21) temos

δ−1Ψ(z′(t)) ≤ c(z′(t))m,∀t > r > t0. (4.23)

Assim, por (3.8) e (4.23) obtemos

z(t) ≤ δ−1Ψ(z′(t)) ≤ c(z′(t))m,∀t > r > t0.

Isto é, para todo t > r > t0

z(t) ≤ c(z′(t))m (4.24)

Provemos agora que em (4.24) temos estritamente positivo, isto é, c¿0.
De fato, se fosse c ≤ 0 então (4.23) nos daria

δ−1Ψ(z′(t)) ≤ c(z′(t))m ≤ 0,

pois z′(t) > 0, para t > t0. Logo Ψ(z′(t)) ≤ 0 = Ψ(0),∀t > r > t0.
O que por (4.22) contraria o fato de Ψ ser estritamente crescente. Logo c > 0.
Observe ainda que z(t) ≥ z(t0) > 0,∀t > t0. Assim, de (4.24) vem para todo
t > r > t0

z(t) ≤ c(z′(t))m ⇒ (z(t))1/m ≤ c1/mz′(t)⇒ c−1/m ≤ z′(t)

(z(t))1/m
.

Integrando esta última desigualdade no intervalo [r, t], temos∫ t

r

c−1/mds ≤
∫ t

r

z
′
(s)

(z(s))1/m
ds. (4.25)

Fazendo a mudança de variável u = z(s) no segundo membro de (4.25), vem∫ t

r

c−1/mds ≤
∫ z(t)

z(r)

u−1/mdu.

Integrando acima obtemos, para todo t > r > t0

c−1/m(t− r) ≤
(

m

m− 1

)(
(z(t))(m−1)/m − (z(r))(m−1)/m

)
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⇒
(
m− 1

m

)
c−1/m(t− r) + (z(r))(m−1)/m ≤ (z(t))(m−1)/m

⇒ t

[(
(m− 1)(c−1/m)

m

)(
1− r

t

)
+

1

t
(z(r))(m−1)/m

]
≤ (z(t))(m−1)/m.

Isto é,
tm/(m−1)K(t) ≤ z(t),∀t > r > t0,

onde

K(t) =

[(
(m− 1)(c−1/m)

m

)(
1− r

t

)
+

1

t
(z(r))(m−1)/m

]m/(m−1)
para todo t > r > t0. Dáı,

K(t) ≤ t−m/(m−1)z(t),∀t > r > t0

Logo tomando lim inf com t→∞ nesta última desigualdade, vem

lim inf
t→∞

K(t) ≤ lim inf
t→∞

[t−m/(m−1)z(t)].

Como r é um número real fixo, é fácil perceber que

lim inf
t→∞

K(t) =

(
(m− 1)(c−1/m)

m

)m/(m−1)
.

Com isso, temos(
m− 1

m
c−1/m

)m/(m−1)
≤ lim inf

t→∞
t−m/(m−1)z(t).

Isto é, (
m− 1

m

)m/(m−1)
c−1/(m−1) ≤ lim inf

t→∞
t−m/(m−1)z(t). (4.26)

Como c > 0 e m > 1 então

c−1/(m−1) > 0 e

(
m− 1

m

)m/(m−1)
> 0. (4.27)

Dáı, por (4.26) e (4.27) temos

lim inf
t→∞

t−m/(m−1)z(t) > 0.
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Para a parte final deste item, suponhamos que além de (3.8), temos

δ−1Ψ(τ) ≤ cτ, (4.28)

para τ ≥ τ1(para algum τ1 > 0). Pela equação (4.20) e (3.8), podemos obter
r > t0 tal que

z′(t) ≥ Ψ−1(δz(t)) ≥ Ψ−1(δz(t0) + δα0(t− t0)),

isto para todo t > r > t0, pois Ψ é estritamente crescente. Por outro lado,

δz(t0) + δα0(t− t0) > 0, ∀t > r > t0.

Dáı, para todo t > r > t0 vale

z′(t) ≥ Ψ−1(δz(t0) + δα0(t− t0)) ≥ τ1 (4.29)

para algum τ1 > 0. Logo para τ = z′(t) em (4.28) temos

δ−1Ψ(z′(t)) ≤ cz′(t),∀t > r > t0 (4.30)

Assim, por (3.8) e (4.30) obtemos

z(t) ≤ δ−1Ψ(z′(t)) ≤ cz′(t),∀t > r > t0.

Isto é, para todo t > r > t0
z(t) ≤ cz′(t) (4.31)

Como anteriormente temos c > 0 e z(t) > 0 para todo t > t0 Assim, de
(4.31), temos para todo t > r > t0

c−1 ≤ z′(t)

z(t)
, ∀t > r > t0.

Integrando esta última desigualdade no intervalo [r, t], temos∫ t

r

c−1ds ≤
∫ t

r

z
′
(s)

z(s)
ds. (4.32)

Fazendo a mudança u = z(s) no segundo membro de (4.32), temos∫ t

r

c−1dt ≤
∫ z(t)

z(r)

du

u
.
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Logo, c−1(t− r) ≤ ln(z(t))− ln(z(r));
e por propriedade de logaritmos obtemos

c−1(t− r) ≤ ln

(
z(t)

z(r)

)
.

Aplicando a sua inversa exp temos

exp(c−1(t− r)) ≤ exp

(
ln

(
z(t)

z(r)

))

⇒ exp

(
1

c
(t− r)

)
≤ z(t)

z(r)

⇒ exp

(
t

c
− r

c

)
≤ z(t)

z(r)
.

Por propriedades de exponencial

exp

(
t

c

)
· exp

(
−r
c

)
≤ z(t)

z(r)

⇒ z(r)exp

(
−r
c

)
≤ z(t)

1

exp

(
t

c

) .
Isto é,

z(r)e−r/c ≤ z(t)e−t/c.

Como o primeiro membro desta desigualdade é uma constante positiva. Então
tomando lim inf de t→∞ tem-se

0 < z(r)e−r/c ≤ lim inf
t→∞

z(t)e−t/c.

O que prova 3.

2
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