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Resumo

Neste trabalho estudamos a demonstracao, apresentada por F. Silva em
[13], de um lema devido a Ladyzhenskaya e Solonnikov [10]. Este lema tem
grande relevancia na resolucao de problemas de escoamento estaciondrio de
fluidos em canais. Ele trata do crescimento de uma funcao f(t) (quando
t — 00) controlada por uma funcao de sua derivada.

Buscamos fazer as contas, omissas, das demonstragoes presentes no paper
[13] e apresentar versoes diferentes das demonstragoes, bem como corrigir al-
guns erros nas demonstragoes do paper.

Palavras-chave: Analise Real, Lema de Ladyzhenskaya e Solonnikov, Cres-
cimento de Funcoes.
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Abstract

We study the demonstration, presented by F. Silva [13], of a lemma due
Ladyzhenskaya and Solonnikov [10]. This lemma has great relevance to re-
solution of steady fluid flow problem in channels. It treat of the growth of a
function f(t) (where ¢ — 0o0) controlled by a function of its derivative.

We investigate the demonstrations in the paper [13] and we present dif-
ferent versions of the demonstrations, and to correct some errors in the de-
monstrations of the paper.

Keywords: Real Analysis, Ladyzhenskaya and Solonnikov’s Lemma, Growth
of Functions.
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INTRODUCAO

O estudo da monotonicidade de uma funcgao real é muito empolgante,
haja vista como nos surpreendemos com os poderosos teoremas de Anélise
Real concernetes a relacao entre derivada e monotonicidade. Este Trabalho
de Conclusao de Curso aborda um pouco sobre o crescimento de uma funcao
real a partir de informagcoes sobre sua derivada.

Pretendemos caminhar com resultados um pouco mais avancados do que
os cléssicos presentes nos livros de Anélise, lembrados acima.

Comecamos pensando numa funcao real derivavel; veremos no Capitulo
3 que as hipdteses f/ > 0 e f' > ¢ > 0 para alguma constante ¢, carregam
em si diferencas, referentes ao crescimento de f, que tanto podem levar f a
explodir no infinito (isto é, tllglo f(t) = o0), quanto & permitir que f seja
limitada.

O estudo central deste trabalho localiza-se numa generalizagao das hipoteses
acima, onde em vez de comparar f’ com uma constante ¢, compara-se com
uma fungao suave, nao negativa e estritamente crescente aplicada em (f(¢), ),
ou seja, f'(t) > g(f(t),t), para g suave, ndo negativa e estritamente cres-
cente.

Este trabalho, de forma suscinta, se propoe a estudar a prova, apresentada
por F. Silva em [13], de um engenhoso resultado devido a O. Ladyzhenskaya e
V. Solonnikov, que aqui serda denominado Lema de Ladyzhenskay-Solonnikov
(LLS). Este lema é um tipo de generalizacdo do caso descrito acima; ele
trata essencialmente do crescimento de uma funcao e, como comentado em
[13], ele é de certa forma um Lema de Gronwall do tipo reverso (O professor
Gilberlandio pretende orientar ainda mais um trabalho sobre o LLS, onde
pretende estudar esta situacao e fazer uma aplicagao do LLS).

O LLS ¢ uma generalizagao de uma idéia utilizada no estudo dos efeitos
de entrada e saida no escoamento estacionario de um fluido incompressivel
num canal cilindrico finito, sob uma vazao pequena (ver [5]). O argumento
dessa idéia aparentemente surgiu no contexto da teoria de elasticidade linear,
na prova do principio de Saint-Venant (veja [6] e [16]) e, posteriormente, foi
também aplicado por varios autores ao estudo de problemas lineares de tipo



eliptico e hiperbdlico (veja p. 735 de [10]).

A aplicagao do LLS constitui um método de obtengao de solugao, para
problemas em canais, via tomada do limite de solugoes aproximadas em
dominios limitados, o ponto crucial do método é a obtencao de estimativas
para as solugoes de forma que se permite tomar o limite das solugoes para
dominios fixos e s6 entao tomar o limite dos dominios. O lema também tem
aplicagao na obtencao de unicidade e comportamento assintotico de solugoes.

O LLS tem sido usado amplamente pelo Professor Gilberlandio no es-
tudo de escoamentos estaciondrios incompressiveis obedecendo a uma lei de
poténcia. Em [2], o professor usou o lema para estudar o escoamento em
canais com segoes transversais limitadas; também ja estd sendo escrito um
paper similar para secoes transversais ilimitadas.

O ponto relevante deste lema, para a Graduacgao, é que as ferramentas
utilizadas para a sua prova consiste, quase que em sua totalidade, de teoria
de Anélise Real. Assim fica estampada e escancarada a grande importancia
dos fundamentos desta disciplina para a formacao do Matemaético.

Este trabalho se propods a estudar a demonstragao do LLS apresentada
pelo professor Fabio em seu paper [13]. Tivemos grande sucesso neste inttiito,
pois tanto o autor do paper quanto os revisores deixaram passar alguns er-
ros e interpretacoes duvidosas de entes matematicos classicos, que tornaram
possivel escrever este texto impondo-lhe nao somente a importancia informa-
tiva como também, e principalmente, importancia matematica. O principal
legado deste trabalho para os alunos de graduacao é que eles sempre devem
aferir os resultados e demonstracoes que lhe sejam apresentados, seja qual for
a origem; esta é uma virtude do orientador deste trabalho, haja visto que em
sua Dissertagao de Mestrado ele detectou um erro (veja [1] p. 57) na prova
de um grande teorema da teoria de Regularidade de Equacoes Diferenciais
Parciais Nao Lineares, devido a R. DiPerna e P. Lions [3], trabalho este que
contribuiu para o P. Lions ganhar a medalha Field.

Sobre a organizacao estrutural deste trabalho, em primeiro lugar opta-
mos por produzir um texto forte, onde omitimos a apresentacao das demons-
tragoes dos resultados cléssicos presentes nos cursos de graduagao; pode-
se notar ao ler este trabalho que as demonstracoes, em sua grande parte,
sao genuinas (ou nossa ou do orientador), salvo as demonstragoes originais
do LLS. Quanto a distribuicao dos capitulos: No Primeiro Capitulo apre-
sentamos alguns resultados basicos para o desenvolvimento do trabalho; no
Segundo Capitulo trazemos alguns casos particulares do LLS utilizados em
alguns artigos recentes; no Terceiro Capitulo apresentamos o LLS e verifica-
mos que os resultados do capitulo anterior sao casos particulares; por fim, no
Quarto e dltimo capitulo estudamos a demonstragao presente em [13].



Capitulo 1

RESULTADOS AUXILIARES

Neste capitulo iremos apresentar os principais resultados de Analise e
de Equacoes Diferenciais de forma sucinta. Apresentaremos somente os re-
sultados que serao de uso necessario neste trabalho. Também exibiremos
defini¢cdes que julgamos nao serem muito relevadas em um curso de Anélise
de graduacao. O restante é desnecessario ser apresentado neste capitulo,
pois acreditamos que o leitor ja deve ter um certo estudo basico de Analise
na Reta como definigoes de sequéncias, limites, aberto, fechado, compacto,
ponto de acumulacao, derivadas, funcoes de classe C!, continuidade, funcoes
Lipschitzianas e integral. Bem como suas principais propriedades. Para mai-
ores informacoes indicamos [11] e [12]. Porém, todo livro de Andlise Real
contém o conteiudo necessario para a leitura deste trabalho.

1.1 Supremo e Infimo

Nesta secao iremos apresentar as defini¢oes de supremo e infimo, que serao
de fundamental importancia no capitulo 4. Estas defini¢oes serao apresen-
tadas de uma forma geral, porém o tnico corpo ordenado que serd tratado
neste trabalho sera o corpo R dos niimeros reais.

Definicao 1 . (i) Um subconjunto X de um corpo ordenado K chama-se
limitado superiormente quando existe b € K tal que x < b, para todo = € X.
Em outras palavras, tem-se X C (—o00,b]. Cada b € K com esta propriedade
chama-se uma cota superior de X.

(ii) Um subconjunto X de um corpo ordenado K chama-se limitado inferi-
ormente quando existe a € K tal que x € X implica a < z. Um elemento
a € K com esta propriedade chama-se uma cota inferior de X. Tem-se entao
X C la,00).

(iii) Um subconjunto X de um corpo ordenado K chama-se limitado quando
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é limitado superiormente e inferiormente, isto é, quando existem a, b € K
tais que X C [a, b].

Definicao 2 . Sejam K um corpo ordenado e X C K um subconjunto limi-
tado superiormente. Um elemento b € K chama-se supremo do subconjunto
X quando b é a menor das cotas superiores de X em K. Escreve-se b = sup X.

Assim, para que b € K seja supremo de um conjunto X C K, é necessario
e suficiente que sejam satisfeitas as duas condigoes abaixo:
1. Para todo x € X, tem-se x < b;
2. Sec e K étal que x < ¢ para todo x € X, entao b < c.
A condicao 1 diz que b é cota superior de X, enquanto 2 afirma que
qualquer outra cota superior de X deve ser maior do que ou igual a b.

Observagoes: 1. A condicao 2 pode ser reformulada assim: “Dado ¢ < b em
K, existe z € X tal que ¢ < 2”7. Com efeito, isto diz que nenhum elemento
de K, menor do que b, pode ser cota superior de X.

2. O supremo de um conjunto, quando existe é tinico. Com efeito, se dois
elementos b e b’ em K cumprem as condicoes 1 e 2 acima, deve-se ter b <
eb <b ousejab="0.

Definicao 3 . Sejam K um corpo ordenado e X C K um subconjunto limi-
tado inferiormente. Um elemento a € K chama-se infimo do subconjunto X
quando b é a maior das cotas inferiores de X em K. Escreve-se a = inf X.

Assim, para que a € K seja o infimo de Y C K, é necessario e suficiente
que as condigoes abaixo sejam satisfeitas:
1. Para todo y € Y tem-se a < y;
2.5e c € K é tal que ¢ < y para todo y € Y, entao ¢ < a.
A condicao 1 diz que a é cota inferior de X, enquanto 2 afirma que
qualquer outra cota inferior de X deve ser menor do que ou igual a a.

Observacoes: 1. A condigao 2 pode ser reformulada assim: “Dado ¢ € K
com a < ¢, existe y € Y tal que y < ¢”. Com efeito, isto diz que nenhum
elemento de K, maior do que a, pode ser cota inferior de X.

2. Como no caso do supremo, o infimo de um conjunto, quando existe, é
unico.

3. Se X C K possuir um elemento maximo, este sera o seu supremo, se X
possuir um elemento minimo ele serd seu infimo.

4. Dada uma funcao limitada f : X — R, definimos

sup f =sup{f(z);z € X} e inf f =inf {f(z);2 € X}.

4



O teorema abaixo é ainda valido para o caso de limite superior e limite
inferior de sequéncias, que trataremos logo a seguir. Sera usado no capitulo
4 e sua demonstracao pode ser encontrada no capitulo 10 de [11].

Teorema 1 . Sejam f,g: X — R fungoes limitadas. Para todo ¢ € R sao
limitadas as funcées f + g,c.f : X — R. Além disso,

sup(f +g) <sup f +sup g;inf(f + g) > inf f + inf g.

Quando ¢ > 0 tem-se sup(c- f) = c¢-sup f einf(c- f) = ¢-inf f. Caso ¢ <0,
tem-se sup(c- f) = c-inf f einf(c- f) = c¢-sup f.

Observagao: Pode-se ter efetivamente sup(f + g) < sup f + sup g basta
tomar f,g:[0,1] = R, f(z) = x e g(x) = —z. Neste caso, também temos
inf(f + ¢g) > inf f 4+ inf g.

1.2 Valores de Aderéncia de Uma Sequéncia

Nesta se¢ao apresentaremos a definicao de valores de aderéncia de uma
sequéncia e alguns dos seus principais resutados. Veremos que essa definicao
é uma generalizacao do limite para uma sequéncia limitada que nao converge.

Definicao 4 . Um numero real a é dito valor de aderéncia de uma sequéncia
() quando a é limite de alguma subsequéncia de (x,,).

Para um melhor entendimento da definicao acima vejamos o seguinte
teorema. Ele nos da uma condigao necessaria e suficiente para que um ntmero
real seja valor de aderéncia de uma sequéncia. Sua demonstracao pode ser
encontrada no capitulo 4 de [12].

Teorema 2 . A fim de que a € R seja limite de uma subsequéncia de (z,,) é
necessario e suficiente que, para todo € > 0, exista uma infinidade de indices
n tais que z,, € (a —€,a + ¢).

Observacao: Como um subconjunto de N ¢ infinito se, e somente se, ¢é ili-
mitado, entdo o Teorema 2 nos diz que a € R é valor de aderéncia de () se,
e somente se, para todo € > 0 e todo ng € N existir n € N tal que n > ng e
Ty € (a—e€,a+e€). Isto é, a € R é valor de aderéncia de (x,,) se, e somente se,
todo intervalo de centro no ponto a contém termos x,, com indices arbitrari-
amente grandes. Por outro lado, lim x,, = a significa que qualquer intervalo
de centro a contém todos os termos x, com indices suficientemente grandes.



Exemplos: 1. E claro que se lim x,, = a entao a ¢ um valor de aderéncia da
sequéncia (x,). Além disso, a é o tnico valor de aderéncia de (z,,).

2. A sequéncia (0,1,0,1,0,1,...) tem 0 e 1 como seus valores de aderéncia.
3. A sequéncia (1,2,3,4,5,...) ndo possui valores de aderéncia.

Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais limitada e «, 8 € R tais que
a < x, < f, para todo n € N. Considere o conjunto

X ={Zn, Toi1, Tnaoy o}

Temos [a, f] D X7 D X3 D ... D X, D ..., pela definigao de X,,. Com isso,
pondo a, = inf X, e b, = sup X,,, pela inclusao temos

a<inf X; <. <infX,<..<supX, <..<supX; <p.

Isto é,

a<a<ay < ..<an < .. <by < ... <by < b <P

Isto prova que as sequéncias (a,) e (b,) sdo mondtonas e limitadas. Logo
existem os seguintes limites:

a = lima, = supa, = supinf X,,.
n

b =limb, = inf b, = inf sup X,,.

Definicao 5 . O numero real a acima é chamado de limite inferior da
sequéncia limitada (z,) e denotado por liminf z,,. Analogamente, chamamos
o nimero real b acima de limite superior da sequéncia (x,) e o denotamos
por lim sup x,,.

Observacoes: 1. Evidentemente temos liminf x,, < limsup z,,.

2. A construcao feita acima nos permite afirmar que o conjunto dos valores
de aderéncia de uma sequéncia limitada é nao-vazio.

3. Os principais resultados sobre valores de aderéncia e suas demonstragoes
estao no capitulo 4 de [12]. Com eles é possivel afirmar que entre os valores
de aderéncia de uma sequéncia limitada existe um que é o menor de todos e
outro que é o maior de todos, e que a sequéncia é convergente se, e somente
se, possui um tunico valor de aderéncia.

4. O maior e o menor valor de aderéncia sao generalizacoes do limite para o
caso de sequéncias limitadas que podem nao ser convergentes.



O proximo teorema sera util para o entendimento do capitulo 4. A de-
monstracao dele e de seu corolario podem ser encontradas no capitulo 4 de
[12].

Teorema 3 . Se ¢ < liminf z,, entao existe n; € Ntal quen > n; = ¢ < x,.
Analogamente, se limsupx, < d entao existe ny € N tal que x,, < d para
todo n > ne.

Corolario 1 . Dada uma sequéncia limitada (z,), sejam a e b nimeros reais
com as seguintes propriedades:

(i) se ¢ < a entdo existe n; € N tal que n > ny = ¢ < x,;

(ii) se b < d entao existe ny € N tal que n > ny = x,, < d.

Nestas condicoes, a < liminf x,, e b < limsup z,,.

1.3 Valores de Aderéncia de Uma Funcao

Nesta secao temos a definicao de valores de aderéncia de uma funcao e
alguns resultados principais. Esta definicao sera muito usada no capitulo
4. Neste item sempre consideraremos um subconjunto X C R, uma funcao
f: X — R e um ponto de acumulacao a de X.

Definicao 6 . Considere o conjunto
Vi={reX;0<|z—a|l <d}=(X—{a})N(a—0d,a+7F).

Diremos que f é limitada numa vizinhan¢a de a quando existir algum § > 0,
tal que f|Vs é limitada, isto é, tem-se |f(z)| < k, para todo x € Vs com
ke R.

Definicao 7 . Um ntumero real ¢ chama-se um wvalor de aderéncia de f
no ponto a quando existe uma sequéncia de pontos z,, € X — {a} tal que
hm Tp=ae hm f(z,,) = c. Indicamos por V A(f;a) o conjunto dos valores

de aderen(na de f no ponto a.

Exemplo: Para a fungdo f: R — R, definida por f(z) = 1 se é racional e
f(z) = 1/x se x é irracional, temos VA(f;0) = {1}.

O corolario do teorema seguinte serve para justificar a defini¢ao de limite
superior e limite inferior que veremos a seguir. As demonstracoes podem ser
encontradas no capitulo 6 de [12].



Teorema 4 . Um numero real ¢ é valor de aderéncia de f no ponto a se, e
somente se, para todo 0 > 0 tem-se ¢ € f(Vs).

Corolario 2 . O conjunto dos valores de aderéncia de f no ponto a é fe-
chado. Se f ¢ limitada numa vizinhanca de a entao esse conjunto é compacto
e nao-vazio.

Definicao 8 . Seja f limitada numa vizinhanga do ponto a.
(i) Chamaremos de limite superior de f no ponto a ao maior valor de
aderéncia de f no ponto a. Escrevemos

limsup f(z) = L
Tr—a
para exprimir que L ¢é o limite superior de f no ponto a.
(ii)) Chamaremos de limite inferior de f no ponto a ao menor valor de
aderéncia de f no ponto a. Escrevemos

liminf f(z) =1

Tr—a

para exprimir que [ é o limite inferior de f no ponto a.

Observacgoes: 1. Essa definicao tem sentido pois se f é limitada numa vi-
zinhanca de a, pelo Corolario 2 temos V A(f; a) compacto e nao-vazio. Logo
possui um maior e um menor valor de aderéncia.

2. As defini¢oes de limite superior e limite inferior podem se extendidas,
com modificagoes adequadas, para o caso em que r — +00 e x — —o0. Por
exemplo, ¢ € VA(f,+o0) significa que ¢ = lim f(z,), com limz, = +oc.
Todas as proposicoes acima ainda sao validas para estes casos. Vale obser-
var ainda que f é “limitada numa vizinhanca de +o0o(—00)”quando existem
A>0ek>0taisquer e X,z > Alx < —A) = |f(z)] < k.

Como no caso de sequéncias, o teorema a seguir ilustra as principais
propriedades de limite inferior e superior. Este teorema serd bastante usado
no capitulo 4. Sua demosntracao é feita usando a versao para sequéncias.

Teorema 5 . Sejam f,g : X — R. se f, g sao limitadas numa vizinhanga
do ponto a, entao

limsup(f + ¢)(x) < limsup f(x) + limsup g(z),

T—a T—ra Tr—a

liminf(f + g)(x) > lim_}nff(x) + lim inf g(x).

T—ra r—a
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Temos ainda

limsup[—f(z)] = —liminf f(z) e liminf[—f(x)] = —limsup f(x).

r—a T—a T—a T—a

Além disso, se f,g > 0 entao

r—a T—ra T—ra

limsup(f - g)(z) < (limsup f(x)> : (limsupg(fc)> ;

liminf(f - g)(z) > (lim inff(x)) : <liminfg(x)> .
Tr—a T—a T—ra

Observacao: E ttil e 6bvio que se X é um conjunto limitado entao existe

uma sequéncia de pontos em X que coverge para o supremo e outra que

converge para o infimo deste conjunto. Em particular, se X é compacto

entao esses valores pertencem ao conjunto X.

1.4 Teoremas Classicos do Calculo

Comecaremos apresentando alguns resultados de limites de funcao que
serao usados em alguns pontos deste trabalho. Sao propriedades importantes
de limites. Suas demonstracoes podem ser encontradas no capitulo 6 de [11].

Teorema 6 . Sejam X C R, f, g: X — R, e a ponto de acumulagao de
X. Se lim f(x) = L e lim g(z) = M onde L < M entao existe § > 0 tal que
r—a r—a

reX,0<|z—al<d= f(z) <g(x).

ra todo z € X, com x # a entdo L < M,

Corolario 3 . Se f(z) < g(x) pa
=M.

onde lim f (z) = L, lim g (2)
T—a

Tr—a

Teorema 7 . Sejam X C R, f: X — R, e a ponto de acumulagao de X.
Para que lim f (x) = L, é necessério e suficiente que se tenha lim f(x,) =L
T—a n—oo

para toda sequéncia de pontos z,, € X — {a}, com lim z, = a.
n—oo

Teorema 8 . Sejam X C R, f: X — R uma fungao monétona limitada, a
ponto de acumulacao a direita de X e b ponto de acumulacao a esquerda de
X. Existem os limites laterais

L= lim f(x) M= lim f(z)

z—a™t T—b~



A seguir temos o Teorema do Valor Intermediario, um importante teorema
de Analise real. Muito utilizado na matematica. Este sera o unico resultado
sobre continuidade apresentado nesta secao pois sera usado no capitulo 4.
Sua demonstragao pode ser encontrada no capitulo 7 de [11].

Teorema 9 .(Teorema do Valor Intermediario). Seja f : [a,b] — R
continua. Se f(a) < d < f(b) entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

O

Agora veremos a definigao de derivada, visto que tal definicao sera utili-
zada no capitulo 4.

Sejam f: X - Rea€ X. O quociente

tem sentido para x # a, logo define uma funcao ¢ : X — {a} — R, cujo valor
q(z) é a inclinagao da secante (reta que liga os pontos (a, f(a)) e (x, f(z))
no grafico de f) em relagao ao eixo x.

Se imaginarmos x como o tempo e f(z) como a abcissa, no instante x,
de um ponto movel que se desloca sobre o eixo x, entao g(x) é a velocidade
média desse ponto no intervalo de tempo decorrido entre os instantes a e x.

De um modo geral, o quociente ¢(x) é a relagao entre a variacao de f(x)
e a variagao de x a partir do ponto x = a.

No caso em que a é um ponto de acumulacao de X é natural considerar
lim g(x). As interpretacoes deste limite, nos contextos acima, sdo respec-
Tr—a

tivamente a inclinagdo da tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)), a
velocidade instantanea do mével no instante x = a ou, em geral, a “taxa
de variacao” da funcao f no ponto a. Esse limite é um dos elementos mais
importantes da Matematica e suas aplicacoes.

Definigao 9 : (i) Sejam f : X — R e a um ponto de acumulacao de X, com
a € X. A derivada da funcao f no ponto a é, quando existe, o limite

: . J) = fla) . flath)—fla)
f'(a) = lim ————~ = lim - :

r—a Tr— a h—0
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(ii) Uma fungao f serd dita suave quando f € C'(R), isto é, quando f’ é
continua em R.

Abaixo temos um dos principais resultados de analise na reta, sendo fun-
damental para muitas aplicacoes da matematica. Este teorema é muito uti-
lizado neste trabalho. Sua demonstracao pode ser encontrada no capitulo 8
de [11].

Teorema 10 .(Teorema do Valor Médio). Seja f : [a,b] — R continua.
Se f é derivavel em (a,b), entao existe ¢ € (a,b) tal que

Os corolérios abaixo sao aplicagoes imediatas do teorema do valor médio.
Também serao usados neste trabalho, principalmente no capitulo 4.

Corolario 4 . A fim de que a funcao derivavel f : I — R seja mondtona
nao-decrescente no intervalo I é necesséario e suficiente que f'(x) > 0 para
todo z € I. Se f'(x) > 0 para todo = € I entdo f é uma bije¢ao crescente
de I sobre um intervalo J e sua inversa g = f~!: J — I é derivdvel, com

) = — _
g'(y) = Fa)’ para todo y = f(x) € J.

Corolério 5 . Seja f : X C R — R derivavel em X, com f’ continua no
ponto a. Se (z,,) e (y,) sdo sequéncias em X com x,, # yn, para todo n € N
tais que limx,, = limy,, = a . Entao

Observagao: Com isso, é claro que se f : X C R — R é de classe C*, com

X ilimitado superiormente, entao

lim f/(t) = lim 2W) = F@n)

t—o0 n—o0 Yn — T,

onde z, # Y, € Tn,yn — 00 (vale resultado andlogo para —oo). Isto sera

usado no capitulo 3.
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Abaixo temos o Teorema Fundamental do Calculo e o Teorema de Mu-
danca de Varidvel, dois fundamentais teoremas para calculos com integrais.
Serao bastante usados no capitulo 4. Suas demonstragoes podem ser encon-
tradas no capitulo 11 de [11].

Teorema 11 .(Teorema Fundamental do Célculo). Seja f : I — R
continua no intervalo I. As seguintes afirmacoes a respeito de uma funcgao
I I — R sao equivalentes:

1. F é uma integral indefinida de f, isto é, existe a € I tal que
X

F(z) = F(a) +/ f(t)dt, para todo = € I.

a

2. F é uma primitiva de f, isto é, F'(x) = f(z) para todo x € I.

Observacgoes: 1. O Teorema acima nos diz que toda fungao continua possui
uma primitiva. Mais precisamente: se f : [a,b] — R é integravel entdo
x

F :]a,b] — R, definida por F(z) = / f(t)dt, é derivavel em todo ponto
xo € la,b] no qual f seja continua, e fem-se F'(xg) = f(xo) Nesse ponto

também é derivavel a funcao G : [a,b] — R, dada por G(x / f(t)dt.

Tem-se G'(zg) = —f(xg). Com efeito, F(z) + G(z) = / ft)dt = c € R,

logo F'(xo) + G'(x0) = 0.
2. O Teorema nos diz ainda que se F' : [a,b] — R é de classe C! (isto ¢,

tem derivada continua) entdo F(x) = F(a) + / '(t)dt. Em particular,

b
F(b) = F(a) ~|—/ F'(t)dt, para todo = € [a,b]. Isto reduz o célculo da

b
integral f(z)dx a procura de uma primitiva de f. Se F' = f entao

/ F(t)dt = F(b) — Fla).

Teorema 12 .(Mudanca de variavel). Sejam f : [a,b] — R continua,
g : [c,d] = R com derivada continua e g([c,d]) C f([a,b]). Entao

g(b) d
x)dr = "(t)d
i@ / F(9(t)) - g/ (B)dt

12



1.5 Equacoes Diferenciais

Por fim, nesta se¢ao apresentaremos a definicao de solucao de uma equacgao
diferencial e a definicao de uma equacao diferencial. Também apresentare-
mos um resultado cuja demonstracao pode ser encontrada em [15]. Esses
conceitos e esse resultado serao usados no capitulo 3.

Definicao: Uma funcao diferenciavel ¢ : I — R™ chama-se solu¢ao da
equacao

dx

— = f(t 1.1
no intervalo, nao-degenerado, I se:

(1) o grafico de ¢ em 1, isto é, {(t,p(t));t € I} esta contido em um subcon-
junto 2 de R x R" e

(ii) Z—f(t) = f(t,p(t)), para todo t € I. Se t é um ponto extremo do

intervalo, a derivada é a derivada lateral respectiva.

A equagao (1.1) chama-se equagao diferencial ordindria de primeira ordem
e é denotada, muitas vezes, por

= f(t,x).
Proposicao 1 (Proposicao 4, p.15,[15]). Seja f continua e Lipschitziana

em ) = [a,b] x R™. Entao, para todo (tp,zo) € §2 existe uma tunica solugao
de (1.1) em I = [a,b)].
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Capitulo 2

ALGUNS RESULTADOS
PRELIMINARES

Comecaremos com algumas proposicoes que tratam da limitacao ou do
comportamento no infinito de uma funcao quando ela é “controlada” pela
sua derivada.

Proposigao 2 (Lema VI.2.1,[}]). Seja y € C*(R,) uma fungao nao nega-
tiva satisfazendo a inequagao, para todo ¢t > 0,

ay(t) <b+y' (1), (2.1)
onde a > 0 e b > 0. Entao, se

liminfy(t)e™* =0, (2.2)
t—ro0

temos y(t) uniformemente limitada e

stligy(t) < 2. (2.3)
Prova: Observe que
—%(y(t)eat) ==/ ()™ —ay(t)e™) = e "(ay(t) — /' (t)).
Dai, de (2.1) temos
Sty ) = e ay(t) — /(1) < be (2.4

Integrando (2.4) em [¢,¢;] vem

t1 t1
- / di(y(t)e‘“t) <b / et = —[y(tr)e " —y(t)e ] < —fe 7]
t 1 t a

14



b
= y(t)e—at _ y(t1>e—at1 S _[e—at _ e—atl].
a

Tomando limite inferior de ¢t; — 0o nesta ltima inequacao obtemos

b b
= y(t)e ™ —liminfy(t;)e ™ < —[e”™ — liminfe '] = —e™*,
t1—00 a t1—00 a
e devido a (2.2) vem
b
t e*(lt < _efat
y(t)e™ < -
Isto é,
0s
y\t) = o
Logo y ¢ uniformemente limitada e,
b b
supy(t) < sup — = —
t>0 t>0 a

O que prova (2.3)
(|

Observacao: Note que a hipotese b > 0 é necessaria para a veracidade de
(2.2).

O préximo resultado é um tipo de reciproca. No sentido de que na pro-
posicao anterior tinhamos y controlada por 1/, agora teremos o contrario, de
um certo modo y’ controlada por y.

Proposicao 3 (Lema VI.2.2, [4]). Seja < oo e seja y uma fungao real nao
negativa, continua em [0, 5) tal que

y € CH(0,B)
limy(t) =0.
t—p3

Entao, se y satisfaz a inequagao diferencial-integral

B8
y(t) +a / y(s)ds < by(t) (2.5)

para todo t € (0,3), com a >0 e b € R, entdo

y(t) < ky(0)e™", (2.6)
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para todo t € (0, 3), onde

N 1
po YO e a:§(\/b2+4a—b).
ag

Prova: Fagamos a mudanca

Dai,
V() =y (e = by(t)e™ = (/' (1) — by(t))e ™. (2.7)
De (2.7) e (2.5) obtemos

W)+ ( / 5y<s>ds) e = (<y'<t> ~ ) +a [ ’ y(s)ds) )
Isto ¢,

g
Y(t) + a/ P(s)e e ds <0

= Gt)=vY'(t)+a / e P9y (s)ds < 0,Vt € (0, B). (2.8)

t
Fagamos agora, para algum ¢ > 0(a ser determindo),

B
F(t) = ¢(t) + 5/t e =9y (s)ds, 5 > 0, Vt e (0,5).

Derivando F' com relacao a t, pelo Teorema Fundamenta do Calculo, temos

B
F'(t) =9'(t) — b5/t e_b(t_s)w(s)ds — de PP (t)
B

=4/ (t) — bd /t e (s)ds — dip(t).

Logo,

B B
F'(t) +6F(t) = ¢'(t) — b5/ e M=) (s)ds + 52/ e P=y(s)ds =

Y'(t) + (6% — bd) /B e P =9y(s)ds =

t

B B
P (t) + a/ e PN (s)ds + (6% — bd — a)/ e =) (s)ds.

t
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Isto é,
B
F'(t) 4+ 6F(t) = G(t) + (6% — by — a)/ e PNy (s)ds. (2.9)

De (2.8) e (2.9) vem
F'(t)+ 0F(t) <0,Vt € (0,0), (2.10)

desde que ¢ seja a tnica rafz positiva da equacao 62 — bd — a = 0, ou seja,
20 = b+ Vb? + 4a. Integrando (2.10) de 0 a ¢t < 8 vem

/0 ];((;))dtg /0 (=8)dt = In(F(t)) — In(F(0)) < —ot

= In (%) < =6t = F(t) < F(0)e™,

logo pela defini¢ao de F' e de ¢ temos

B
y(t)e ™ + (5/ e Pt=9)y(s)ds < F(0)e™

t

= y(t) + 5/ﬁy(s)ds < F(0)e @Dt vt e (0,5). (2.11)

Agora vamos estimar F'(0) em termos de y(0). Primeiro tomemos o1 = 25 —b.
Dai,

“ale ﬁy(%) = (w0 [ ﬁy<s>ds) < e (0)e 00"

B
= _% <€_5t/t y(s)ds) < F(O)e_olt, YVt € (O,ﬁ) (212)

Integrando (2.12) de 0 a /5 temos

8 g 8 8
—/ — e_‘st/ y(s)ds | dt S/ F(0)e "*dt
o dt i 0

= —¢ % /;y(s)ds 4 700 /0/3 y(s)ds < F(0)

01

B 1 — e 018
= [ y(s)ds < F(0)————. (2.13)
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B
Como F(0) =y(0) + 5/ y(s)ds, de (2.13) temos
0

By(s)dsﬁ y(0)+ 4§ 5y(s)ds ﬂ
o< (w5 [wcoes) (25)
> o (1205 <0 ()
oo (A o ()

B — 018
= /0 y(s)ds < y(O)Ul _15<1 e (2.14)

Assim, (2.14) nos dé

+5/ $)ds < (0) + dy(0)—L ="
s <90+ w0 —5a =

o1 —6(1 — e 7P) + §(1 — e 91F)
o1 — 5(1 — 67‘71’8)

~ F(0) < y(0) (

:>F(0)§y(0)( L ) (2.15)

01—5(1—6 015)
Observemos ainda que
01—5(1—67015) =01 —04+0e 7P =2—b—0+e 7P >2—b—6=06—b.

Logo em (2.15) temos

Fazendo ainda

oc=0—-b=

(Hm) <\/M—b>,

N)I»—t

1
2
obtemos

1
FO) <y, onde o= 5 (\/b2 T da— b) .

g

O que nos da um estimativa de F'(0) em termos de y(0), como desevajamos.
Substituindo essa estimativa em (2.11) temos

o

B
y(t) < ylt) + 6 / y(s)ds < F(0)e~ @Dt < Y07 -
0
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Isto é,

y(t) < e, vte(0,p).
o
2
Fazendo k = a_ M, temos
o o

y(t) < ky(0)e™", Vt € (0,8),

Vb2 +4
onde k = Vb tda e o =3 (V> + 4a —b). Isto prova (2.6).
o

Observacao:

1. Note que se b < 0, (2.5) implica, imediatamente, (2.6) com k =1 e
o= —b.

2. Esta proposigao foi provado por Horgan e Wheeler em 1978 (veja [5]).

Antes da préoxima proposicao, vejamos uma importante inequagao, cha-
mada Inequacao de Young. Esta equacao serd apresentada da forma mais
simples e neste trabalho servird de lema para a proposi¢ao seguinte. Sua
demonstragao pode ser encontrada no capitulo 2 de [4].

1 1
Lema 1 . Sejam a,b>0e 1 <p,p’ < oo, com -+ —. Entao
p p

a? b
p p

Proposigao 4 (Lema XI.4.2,[{]). Seja y € C'(R;) uma fungao nao ne-
gativa com primeira derivada também nao negativa. Suponhamos que para
todo t > 0

ay(t) < amy'(t) +as [y’ (1) +b, (2.16)

onde a é uma constante positiva, enquanto a;, as, e b sao constantes nao
negativas. Entao, se
liminf ¢ ?y(t) =0,
t—00
temos

b+1
y(t) < P , paratodot>0. (2.17)
a
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Prova: Vamos separar a demonstracao em dois casos.

1° caso: Se a; = a; = 0.

Esse caso ¢é trivial pois de (2.16) teremos que ay(t) < b < 2(b+ 1), para todo
t > 0, que nos da o resultado desejado.

2° caso: Se a; # 0 ou as # 0.

3
Usando a Inequagao de Young em ayy/(t) e 1, com p = 5 © p’ = 3 temos

W (0)? + 5 < )y (1)

N

+1,

Wl o

L-ay/(t) <

2 3
com ¢ = c(ay) = gaf. Dai,

a/'(t) < c(y/(£))2 +1, Vt > 0. (2.18)

Usando (2.18) em (2.16) temos

Njw

ay(t) < ary/(t) + az(y (1)) +b < (c+a2)(y ()7 + (b+ 1),

2 3
Fazendodzc—i-ag:gaf—l—ag>0(poisa1#Oouag#())eb—i—l:bl

obtemos \
ay(t) < d(y'(t))2 + by, Vt>0. (2.19)

Supondo (2.17) nao valida, podemos obter ¢y, > 0 tal que

b+1 b
y(t) > 2202 — o2,
a a

Desde que ¢’ > 0 (isto é, y é ndo-decrescente), temos
by
y(t) >2— >0, Vt>t. (2.20)
a

Com isso, de (2.20) e (2.19) temos

ay(t)

ay(t) < d(y'(£)? + by < d(y'(t))? +

\)

= ay(t) < 2d(y/(1))* = ot (y(1)* < (2d)3y' (1)
Como d > 0 e y(t) > 0 para todo t > ty, entao

y'(t) ays
— >
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Integrando (2.21) de t a t; com t; >t >ty > 0 temos

/t1 (j(/SiidS > /t1 (%)§ dt. (2.22)

. a\s
Fazendo a mudanga de varidvel u = y(s) e escrevendo A = (—) "> 0em

2d
(2.22), temos
y(t1) g t1
/ @ / Adt = A(t; — 1)
y(t) us t

() 40) e

Como t é fixo, tomando limite inferior de t; — oo em (2.23) temos

Wl

t A
lim inf (y(;)) >Z 0.
t1—o0 tl 3
Isto é,
t
lim inf y(;) > 0.
t1—00 t

1

O que contraria nossa hipoétese de li{n inf ¢t 3y(t) = 0. Assim,
— 00

bt 1
y(t) < 2%, Vi > 0.

O que prova (2.17).
O

Observacgao: Esta proposicao foi provado por Horgan e Wheeler em 1978
(veja [5]).
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Capitulo 3

SOBRE O LEMA DE
LADYZHENSKAYA-
SOLONNIKOV

3.1 Um pouco Sobre Crescimento de Funcoes

Antes de apresentarmos o Lema de Ladyzhenskaya-Solonnikov, resultado
principal deste trabalho, analisaremos as diferenca das seguintes hipoteses,
concernentes & positividade da derivada de uma fungao: (i) f'(¢t) > 0, Vt >
to; (ii) f'(t) > >0, Vit > to;
onde f: R — R é de classe C!, com ty, o € R.

Em ambos os casos, trata-se de uma funcgao estritamente crescente. Porém
veremos no primeiro caso que se f for limitada entao sua funcao derivada
tende a zero no infinito. No segundo caso, veremos que f explode no infinito.
Observe que o segundo caso é o primeiro com mais uma condi¢ao. Concer-
nentes as hipdteses (i) e (ii), como comentado acima.

Vejamos alguns resultados:

Teorema 13 . Seja f : R — R uma fungao de classe C*, com f'(t) > 0 para
todo t € R. Se f'(t) > o > 0, para todo t >ty € R, entao

tli)m f(t) = oc.
Além disso,
F&) > Flto) + a(t — to), VE > to, (3.1)
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em outros termos, f cresce para o infinito com velocidade no maximo linear.
Prova: Dado t > tg, pelo teorema do valor médio, existe ¢ € (to,t) tal que

t)— f(t
o = TO=I0) (32)
— o
Como f'(t) > a, para todo t > t,, entao (3.2) nos da
M >, V>t
t—t,
= f(t) = f(to) + a(t —to), Vi> to. (3.3)
Observe ainda que (3.1) é ébvia para t = ty, pois
f(to) = f(to) + alto — to). (3.4)
Com isso, (3.3) e (3.4) provam (3.1). Isto é,
Como t, ¢é fixo, tomando limite de ¢ — oo, temos
tllglo (f(to) + at —to)) = oo,
isto é,
tliglo f(8) = o0,
O que prova o teorema.
O

Observacao: Antes do proximo teorema vejamos a validez do seguinte re-
sultado de anélise real:
Se f: R — R ¢ de classe C! entao

n) Tn
t—o00 Ynp — T,
onde z, <y, para todo n € N, com limz,, = limy, = oo.
Com efeito, como f é de classe C!, pelo teorema do valor médio para todo
n € N existe s, € (z,,y,) tal que

f/(sn) _ f(yn) B f(xn>

Yn — Tn
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Dai, é facil ver que lims,, = co. Logo

f(yn) — fl2n)

yn — Tn

Isto é,

lim f'(t) = lim M

t—o0 yn — Tp

Pois f é de classe C*. Isto prova o resultado.

Teorema 14 . Seja f : R — R uma funcao de classe C*! com f’(t) > 0, para
todo t € R. Se |f(t)| < k, para todo t >ty € R entao

lim f'(t) = 0.
Jim f(2)
Prova: Como f é monétona, pois f' > 0, e limitada entdo sabemos que
existe o limite ltlim f(t) = L € R. Por outro lado, temos
— 00

n) L,
t—o00 n—o0 Yn — T,
com z, <y, elimz, =limy, = co. Em particular, para z, =nevy, = n+1,
para todo n € N, temos

lim f/(t) = lim fint D= ) _ i [f(n+1) — f(n)). (3.5)

t—o00 n— 00 n -+ 1—n n— o0

E claro que lim f(n +1) = L e lim f(n) = L. Dai, de (3.5) temos

lim f/(t) = lim [f(n+1)— f(n)]=L—-L=0.

t—o00 n—o00

O que prova o teorema.

O

Observagao: A reciproca dos dois teoremas acima é falsa. Com efeito. Con-
sidere f :R% — R onde f(t) = Int, para todo ¢t € R* . Temos:
(i) f' >0, Jim f'(t) = 0. Porém f é ilimitada superiormente.

—00

1
(ii) Jim ft) = oo, f'(t) = 7> 0. Porém, nao existe ¢ € R tal que
—00

f'(t) > ¢ >0, para todo t >ty € R, pois tlim f'(t) =0.
—00
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Estes dois teoremas sao motivacoes para o Lema de Ladyzhenskaya-
Solonnikov, que serd apresentado na préxima secao. Pois a partir de in-
formagoes da funcao derivada, conseguimos obter informacoes da funcao, e
vice-versa. Porém o Lema de Ladyzhenskaya-Solonnikov é um caso bem mais
geral.

3.2 O Lema de Ladyzhenskaya-Solonnikov

Nesta secao apresentaremos o principal resultado deste trabalho que é o
Lema de Ladyzhenskaya-Solonnikov.

Lema de Ladyzhenskaya-Solonnikov (LLS)
Sejam z, p : R — R fungdes suaves, nao negativas, nao decrescentes e nao
identicamente nulas satisfazendo, no intervalo [0, 7], as inequagoes

2(t) < V(1) + (1= 0)e(t),
p(t) = 61U (¢' (1),

para algum 0 € (0,1), onde ¥ : R — R é uma fungao suave e estritamente
crescente, tal que U(0) =0 e ¥(7) — oo, quando 7 — oo.

(3.6)

1. Se 2(T) < ¢(T) temos

(1) < o), Yt e [0,T). (3.7)

2. Suponha que as desigualdades de (3.6) sejam validas para todo ¢ > 0.
Entao, z(t) < ¢(t),Vt > 0 se
(i)
t
lim inf & <1,
t=oe (1)
(ii) ou se z(t) tem crescimento de ordem inferior ao das solugoes posi-

tivas da equagao z(t) = 6 1W(Z'(t)).
3. As fungoes z(t), nao identicamente nulas, satisfazendo a desigualdade
2(t) <07 (Z () VE>0 (3.8)

crescem indefinidamente com ¢, isto é, lim z(t) = co. Além disso, se
t—o00
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S (1) <er™, comm >1eT > 7 (para algum 71 > 0), entdo

liminf ¢~ m-12(t) > 0;

t—00

se, contudo,  'W(7) < ¢, para T > 71, entao

liminfe~/¢2(t) > 0.

t—o0

A prova deste teorema sera feita, compassadamente, no proximo capitulo,
pois em alguns pontos discordamos da demonstracao apresentada em [13], e
até mesmo detectamos alguns equivocos nela, uma vez que a prova original
do paper [10] de Ladyzhenskaya-Solonnikov nao é muito elucidativa ( em
alguns pontos, como veremos) faremos algumas observagoes e apresentaremos
demonstracoes “alternativas”.

Quanto ao Item 1, tanto a demonstragao original quanto a demonstracao
do Fébio (essencialmente as mesmas) estao de facil compreensao.

Quanto ao Item 2 temos muito o que tratar, e para isto sentimos a ne-
cessidade de transcrever ipscrit, do paper [10], o lema e sua demonstragao:

“LEMMA 2.3. Assume that the nondecreasing, nonnegative smooth func-
tion z(t) and ¢(t), not identically equal to zero, satisfy on the segement [0, T']
the inequalities

2(t) S V(' (1) + (1= d)e(t), 61 € (0,1) (1)

and

o(t) > 671U (P (1)), (I1)

where U(7) is a monotonically increasing function, equal to zero for 7 = 0

and equal to infinity for 7 = oco. In this case, if
2(T) < o(T), (I11)
then
2(1) < (1), ¥t € 0,7, (1v)
Assume that the iniqualities (/) and (II) are satisfied for V¢ > 0. Then

26



(IV') holds for ¥t > 0 if
lim inf ﬂ <1,
or if z(t) has anorder of growth for ¢t — oo, less than the order of growth of

the positive solutions of the equation

2(t) = 0y p(F(1))- (V)

The nonidentically zero nennegative functions z(t), satisfying the homoge-

neous inequality
2(t) < 671U (Z(t)),t >0, (VI)

increase unboudedly for ¢ — oo; if ;W (7) < ¢o7™, m > 1, for 7 > 7, then

lim inf =™/ ("D 2 (1) > 0; (VII)

t—o00

if, however, 0, 'W(7) < ¢o7 for 7 > 71, then

t
lim inf 2() exp (——> > 0. (VIII)

Proof: We assume that 3ty € [0,7] for which z(¢y) > ¢ > 0. Then, by
virtue of (I) and (/I), we have

U(Z(to)) > z(to) — (1 = d1)ep(to) > d1p(to) > V(¢ (o)),

and, therefore, 2'(ty) > ¢(tp). From which it is clear that z(f) > ¢(t)
for Vt € [to,T]. But this contradicts (III). If, however, (I) and (II)
hold for Vt > 0, then the assumtion on the existence of such a t; leads to
z(t) > ¢(t) > 0 and z(t) < 6; W (2/(t)) for t > t; > to. But this contradicts
the conditions which we have imposed on the behavior of z(t) for t — oco. If
z(t) is subjected to the inequality (V1) and if for some tg > 0, z(ty) = z9 > 0,
then 2/(t) > U1(d129) = g > 0, and, therefore, z(t) > 2z + ap(t — tg) for
Vt > to. Then, since 2/(t) > U=1(§,2(¢)) > U1(6120+610(t —tg)) — oo for
t — 0o, we have 2/(t) > 7 starting with some t; and, consequently, for ¢ > ¢;
we shall have the inequality z(t) < ¢o(2/(¢))™. Integrating this iniquality, we
obtain the statements (VII) e (VIII).”

No Item 2(ii) temos a hipétese:
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(%) z(t) tem crescimento de ordem inferior ao das solugbes positivas da
equacao z(t) = 61U (Z'(1)).

A demonstracao no paper [13] “parece” interpretar esta hipotese da seguinte
forma:

(x%) z(t) < Z(t) para t suficientemente grande.

Todavia, em se tratando de ordem de crescimento de funcoes, a interpretacao
mais comum é:

(x % %) 2/(t) < Z'(t) para t suficientemente grande.
1

Com efeito, por exemplo a fungdo f(x) = —— é crescente em (0,00), logo
x

tem crescimento positivo ( f(z) = % e é sempre menor que a funcao g =0
que tem crescimento zero. Entretanto a demonstragao original, descrita
acima, nao deixa explicita o uso da condicao z/(t) < Z'(t) para t suficiente-
mente grande, pois ela conclui o resultado imediatamente das desigualdades
2(t) > o) > 0 e z(t) < 670 (2/(t)) para t > t; > t;. Apresentare-
mos, no Capitulo 4, duas demonstragoes, fazendo uso da contra-positiva do
lema que formularemos logo abaixo, entretanto, devido a complexidade da
segunda, presente no paper [13], somos induzidos a pensar que foi feito uso
da interpretagio (xx). Apds o lema temos uma discursao sobre uma possivel
equivaléncia entre (k%) e ( * %).

Comegamos observando que temos uma solu¢ao da EDO presente em (k)
para cada condigao inicial especificada, isto ¢, para todo (tg, 2(to)) € R?, o

sistema
Z(t) =01 (62(t))
{ 2(to) = (to) (39)

possui uma tunica solugao definida em um certo interval I contendo ty3. De
fato, como WU é estritamente crescente e suave ¥~! é derivavel em R, pois

i\D_l(y) = Lt desde que ¥ > 0, daf ¥~! é localmente Lipschitz e
dy %\D(x)
portanto, pela Proposicao 1, existe e é tinica a solucao do problema acima.
Diante do exposto acima descrevemos a hipé6tese () como, 2'(t) > 2/(t),
para todo t > ty, onde Z ¢ a unica solucao de (3.9).
Agora formularemos o lema que tera sua contra-positiva usada nas de-
monstragoes do item 2(ii), no Capitulo IV (este lema pode ser encontrado

nos livros cldssicos de Andlise Real).
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Lema 2 . Seja f uma fungao real derivavel em [tg, 00) com f(ty) = 0. Se
f'(t) > 0 para todo t > ty, entdo f(t) > 0 para todo t > t.

Prova: Suponhamos por absurdo que existe ¢; > to tal que f(¢;) < 0, dali,
pelo Teorema do Valor Médio, existe ty € (to, 1) tal que

0> f(t1) = f(tr) — f(to) = ['(t2)(t1 — t0) > 0,

contradicao.
O

Observacao: Como comentado anteriormente, a demonstragao do item 2(ii)
em [13], parece usar a hipétese (%) como z(t) > z(t), para todo t > to,
onde z é a tunica solucao de (3.9). Note que se a reciproca do Lema 2 fosse
verdadeira (¢ trivial que nao) terfamos a equivaléncia entre (x%) e (% * ).
Entretanto poderiamos pensar numa equivaléncia nao para t suficientemente
grande, mas sim para uma vizinhanga de ¢y, em outras palavras: Questao(Q):
Existe €9 > 0 tal que se, para f como no lema anterior, f(t) > 0 para todo
t € (to,to + €0), entdao f'(t) > 0 para todo t € (to,to + £€9)? A resposta é
nao, porém somos tentados pela percepcao geométrica que talvez com mais
hipétese sobre a funcao f (por exemplo, z € C*, visto que z € C*° implica
zZ € O, pelo Teorema 1, p. 38 de [15], que nao colocamos entre os resultados
auxiliares devido a necessidade de um compéndio de notacoes, defini¢oes e
resultados necessarios para introduzi-lo. Porém, nao temos esta hipotese no
nosso caso) tenhamos uma resposta positiva para (Q). E facil ver que (Q)
é equivalente a f oscilar infinitamente “préoximo”de tg, e como oscilagao nos
leva a pensar em derivadas ilimitadas adicionamos & (Q) a hipdtese de [
limitada préximo de ty, porém isto nao basta, como contra-exemplo temos

fit) == (Sen%) , to = 0.

3.3 Casos Particulares do Lema de Ladyzhens-
kaya - Solonnikov

Nesta secao verificaremos que duas das proposicoes do capitulo anterior,
sao consequencias diretas do LSS ou seja, apicaremos o LSS para provar tais
proposicoes.

Prova: (Proposigao (3)). Temos dois casos:
(i) Se y = 0 entao o resultado é trivial.

(ii) Se y # 0, sejam
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t b+1
U(t) = i o(t) = ZT, vt > 0.
temos:
(a) ¢ é suave, nao-decrescente, nao identicamente nula e ¢’ = 0.
(b) W é estritamente crescente, suave e ¥(0) = 0, ¥(t) — oo, quandot — 0.
E mais de de (2.1) temos, para todot > 0e d =1/2
y'(t) b+1

+
a a

y(t) <

Isto é, para todo t > 0
y(t) < U(y'(t) + (1 = 6)e(t)

p(t) > 071 U( (1) =0
Assim temos as hipdteses (3.6) do LSS.

b
Agora suponhamos que (2.3) nao vale, dai existe t; > 0 tal que y(t1) > —.
a

Dai para t > t; temos

5wy — 1L = 2
a a

Logo o item 3 do LLS nos da

1/2

lim inf e=*/?y(t) > 0 = €'/ liminf e~ "y(t) > 0
t—o00 t—o0

= liminf e “y(¢) > 0

t—o00

O que contraria (2.2). Isto prova (2.3).

Prova: (Proposicao (1)) Temos dois casos:
(i) Para y = 0 o caso é trivial
(ii) Para y # 0, sejam
alt a2t3/2 b +1

U(t) = t) =2—— WVt > 0.
(t) —t— e o(t) V>

Dai, é 6bvio que:
(a) ¢ é suave, ndo-decrescente, nao identicamente nula e ¢’ = 0.
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(b) W é estritamente crescente, suave e ¥(0) = 0, ¥(t) — oo, — oc.
Logo, de (2.16) temos, para todo ¢t >0e d =1/2

) < ary'(t) " as(y'(t))*? +§ < ary'(t) n as(y' ()% + b+1
Y\ = a a a a a a

o(t) >0
Isto é, para todo t > 0

y(t) < W(y'(1) + (1 = 0)ep(t)

p(t) > 01 W(L (1) =0,

E assim, como antes, temos (3.6) do LSS.

b+1
Suponhamos que (2.17) nao vale, daf existe ¢; > 0 tal que y(t;) > ZL. E
a

assim para t > 1 > 0 temos

3/2
5W(t) = 2 (a—lt 4 ) <2 (M) /2.

a a a

Logo, para m = 3/2 > 1, o item 3 do LLS nos d4
—3/2
liminf t372-Ty(t) > 0 = litm inf ¢y (t) >0
— 00

t—o00

O que contraria as hipéteses. Isto prova (2.17).
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Capitulo 4

LEMA DE
LADYZHENSKAYA -
SOLONNIKOV: PROVA

4.1 Prova do item 1 do LLS

Provaremos por contradigdo. Suponhamos que (3.7) nao vale, entao existe
to € [0,7] tal que
Dal, de (3.61) e (4.1) temos

p(to) < z(to) < W(2'(t)) + (1 — 0)p(to)-

e assim obtemos
do(te) < V(2 (tg)). (4.2)
Logo de (3.62) e (4.2) vem
(¢ (to)) < dp(to) < W(2'(t0))

Como W ¢é estritamente crescente, temos
¢ (to) < 2'(to)- (4.3)

Afirmacao 1:
p(t) < 2(t), Vte (to,T). (4.4)

Provemos também por contradigao. Se (4.4) nao vale, entdo existe t; € (to,T)
com @(t1) > z(t1). Logo o conjunto A = {s > to;¢(s) > z(s)} é ndo-vazio
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e limitado inferiormente por ty. Dai existe t5 := inf A. De imediato temos

ty > to, pois p(to) < z(ty). Agora para t € (o, t2) temos

o(t) < z(t), Vt € (to,ts).

(4.5)

Devido a definigao de 2. Usando (4.5) e o fato de ¢, z serem continuas temos

p(tz) = lim ¢(t) < lim 2(t) = z(t2).

t—ty t—ty

(4.6)

Por outro lado, sendo t; = inf A entdo existe uma sequéncia (s,) em A com

lim s, = t5. Ora, desde que s, € A,Vn € N tem-se
o(sp) > 2(sn),¥n € N,

que por continuidade implica

(te) = lim (s,) > lim 2(s,,) = 2(t2).
De (4.6) e (4.7) temos

p(t2) = 2(t2).

Observe agora que de (3.61) e (4.5), para todo t € (tg,ts), temos

o(t) < 2(t) < W((1) + (1= d)p(t),

o que implica
dp(t) < W((1)).
Agora de (3.62) e (4.9) vem
U('(t) < dp(t) < W((1)).
Como W é estritamente crescente, temos

' (t) < 2 (t),Vt € (to, ta).

Isto é,
(Z - gp)/(t) > 07Vt € (t07t2)'

(4.7)

(4.8)

Assim z — ¢ é nao-decrescente em (g, t2), que por continuidade implica z — ¢

nao-decrescente em [tg, t5]. Logo, devido a (4.8),

0 < 2(to) = p(to) < 2(t2) = p(t2) = 0.

Uma contradigao, portanto provamos a afirmacao 1. Logo por continuidade

o(T) = lim ¢(t) < lim 2(¢t) = 2(7T).

t—T— T tT-
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Isto é,
o(T) < «(T). (4.10)

Afirmacao 2: o(T) < z(T).
Com efeito, observe que por (3.61) e (4.4) temos para todo t € (to,T)

p(t) < 2(t) SV ((1) + (1= 6)e(t).

Isto é,
dp(t) < (2 (t)). (4.11)

Logo de (3.62) e (4.11) vem

V(' (1) < dp(t) < W(Z(2).
Como U ¢ estritamente crescente entao

'(t) < 2'(t), Vte (ty,T).

Isto é,
(z — @) (t) > 0,Vt € (to, T).

Logo z — ¢ é nao-decrescente em (ty,7). O que por continuidade implica
z — p nao-decrescente em [ty, T']. Assim, se ¢(T') = z(T) entao

0 < z(to) — ¢(to) < 2(T) —(T) = 0.

Uma contradicao, que prova a afirmagao 2.
A afirmagao 2 contraria a hipétese de 1. Assim provamos a validade de (3.7).

O

4.2 Prova do item 2 do LLS

Prova do item (i)

Para a primeira parte deste item procederemos como no item anterior, ou
seja, suponhamos que existe £ty > 0 tal que

2(to) > p(to), (4.12)

disto obtemos
2(t) > @(t), Vt > tp. (4.13)
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De fato, se existir T > t, tal que z(T') < ¢(T'), temos pela primeira parte que
2(t) < (t),Vt € [0, T]. Em particular, para t, € [0,7T] tem-se z(tg) < ¢(to),
o que contraria (4.12). Logo (4.13) é valida. Isto é, z(t) > p(t), VYt > to.
Logo
t
@ > 1,Vt > tg,

o(t)

o que implica

lim inf @ > 1.

Isto contraria a primeira hipdtese de 2. Logo, temos z(t) < ¢(t),Vt > 0.

Prova do item (ii)
Apresentaremos, em consequéncia do Lema 2, duas demonstragoes distintas.

Prova devido a Ladyzhenskaya-Solonnikov (Versao do Professor
Gilberlandio J. Dias)

Se existir ¢y > 0 tal que z(ty) > @(to), entdo
2(t) > @(t), Vt>to. (4.14)

De fato, se existir T > tq tal que 2(T") < ¢(T'), temos pela primeira parte ja
provada que z(t) < ¢(t),Vt € [0,7]. Em particular, para t, € [0,7] tem-se
2(to) < p(to), uma contradigao. Logo (4.14) é valida. Dai, por (4.14), (3.6;)
e (3.62) temos

2(t) < 5NU(Z (1)), Vt > to.

Agora tomando z(s) = §1W(Z'(s)) tal que Z(t) = 2(¢), obtemos
STIW(Z () = Z(t) = 2(t) < 6 (' (1))
Como V¥ ¢ estritamente crescente temos
7(t) < Z(t), Vt> to.

Uma contradi¢do, pois se z(t) tem crescimento de ordem inferior ao das
solugoes positivas da equagao z(t) = d 1p(Z'(t)) entao 2'(t) < Z'(t), Vit > to.
Esta contradigao prova que z(t) > ¢(t),Vt > 0.

Prova devido ao Fabio
A prova apresentada pelo Fabio é muito mais trabalhosa e complexa.
Para comecar introduzimos o seguinte lema.
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Lema 3 . Seja z solugao de (3.9). Se existir t; € [0,00) N D (Z) tal que
Z(t1> Z E(tl) e
Z(t) < 07N (2/(1))
() =071 w (F (1))

para todo t € [0,00)N D (2). Entao z(t) > Z(t), para todo ¢ € (0,00)ND (Z).

(4.15)

Prova: Suponhamos que a tese do lema nao valha, isto é, existe t, > ¢ tal que
2(to) < Z(tp). Tomemos a seguir, to = inf{t € [t;,00) N D (2) ; z(t) < Z(t)}.
Primeiro, notemos que ¢y € D (Z), pois D(2Z) é um intervalo aberto de R e
ty € [t, to] C D (2).

Notemos que z(t2) = z(t2), pois da defini¢ao de ¢ e da continuidade de
z e Z temos z(t2) < Z(t3), dal se t; = t5, da hip6tese temos z(t2) > Z(ts), €
assim segue z(t2) = Z(t2); enquanto, se to > tq, temos z(t) > z(t), para todo
t € (t1,t2) e por continuidade z(t2) > Z(t2), e como antes z(t2) = Z(ta).

Agora, usando (4.15) obtemos

5T (L)) = 3(ts) = 2(ta) < 6710 (2/(2)) .

Dai, pela monotonicidade de W obtemos 2'(t3) > Z'(t3), mas isto implica
(z—72)"(t2) > 0, e assim, z — 7 ¢ estritamente crescente em o, dai existe
o > 0 tal que z—Z é estritamente crescente em (g, to+0), como z(ty) = Z(t2),
temos z(t) > z(t), para todo t € (ty,t3 + o), mas pela definicao de infimo
existe t3 € (ta,t2 + o) tal que z(t3) < Z(t3) e temos uma contradigdo. Assim
provamos o lema.

O

Observagao: No Paper [13], o lema acima estd como Claim 2 na p. 709, e
h& um erro despresivel em sua demonstragao, pois em vez de 2'(ty) > Z'(t2),
devido & monotonicidade de ¥, ele traz 2'(t5) < Z’(t2), mas como vimos acima
o desenvolvimento da demonstracao é trivial.

Prova do item

Consideremos o conjunto
A={t>0;2(t) < p(t)} .
Temos duas situagoes a analizar

e Caso A = {): Neste caso temos z(t) > ¢(t), para todo ¢t > 0. Usando
(3.6) obtemos

2(t) S V(1) + (1= 0)p(t) < W (1) + (1= 0)z(t),
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para todo t > 0. Dali

2(t) <5 (Z(t), V>0 (4.16)

Tomando Zy(t) dada por (3.9), temos

5(t) = 570 (1))
{ 2(0) :z(O), (4.17)

2(0) > Z(0) e (4.15) segue de (4.16) e (4.17), dai o Lema 3 nos fornece
2(t) > Zo(t), Vte[0,00)ND(Z),

o que contraria a hipétese segundo o lema (2), Vit € [ty,00) N D (%),
para algum t, € [0,00) N D (Zp).

Caso A # (): Tomemos
too =sup{t > 0; 2(t) < p(t)} .

Mostraremos que t,, = co. Para isto observemos primeiro que ¢, > 0.
Caso contrério, terfamos z(t) > ¢(t), para todo ¢ > 0 e isto implicaria
(4.16) para t > 0; assim, dado s > 0, tomando Zzs solugao de (3.9)
obtemos do Lema 3 z(t) > z,(t), para todo t € [s,00) N D (Z;), o que é
uma contradi¢ao, como acima.

Suponhamos agora 0 < t,, < 00 e tomemos s > t.,, dai z(s) > ¢(s) e
assim

2(t) < 61U (Z(t), Vt>s.

Tomando, novamente, zs solu¢ao de (3.9), mais uma vez pelo Lema 3
obtemos z(t) > Z(t), para todo t € [s,00) N D (Z;), nova contradigao.

Assim temos ¢, = 00, isto é, z(t) < ¢(t), para todo t > 0.

4.3 Prova do item 3 do LLS

(i) Para a primeira parte temos z nao identicamente nula satisfazendo (3.8).
Como VU é estritamente crescente em [0, 00) temos ¥ injetiva nesse intervalo,
pois se x1,z9 € [0,00) com 1 # Ty, digamos 1 > 9, entao f(x1) > f(z2),
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ouseja, f(x1) # f(xz2). Por outro lado, o fato de ¥(0) = 0, ¥(¢) — oo quando
t — oo e o Teorema do Valor Intermedidrio implicam que ¥ ¢é sobrejetiva
em [0,00). Com isso, ¥ é uma bijegao de [0,00) sobre [0,00). Logo existe
U~ que também ¢ estritamente crescente em [0, 00). Dai, desde que (3.8) é
valida para todo t > 0, temos

U1(5z2(t) < 2/(t),Vt > 0. (4.18)

Observe agora que existe ty € [0,00) tal que z(tg) > 0, pois z é nao identica-
mente nula. Daf usando (4.18) em t, vem

2(to) = ¥ (dz(t)) > 0,
pois d 1z(tg) > 0. Fagamos ag = ¥ 1(dz(tg)). Dai,
Z(to) > ag (4.19)
Com isso, afirmamos que
2(t) > 2(to) + ao(t — to), Yt > t. (4.20)

Vamos apresentar uma prova de (4.20), totalmente diferente da prova (um
tanto confusa) presente em [13], p. 709.

Como U~! é estritamente crescente e z é nao decrescente, do Teorema do
Valor Médio segue para algum t; € (to,1),

Z(t) — Z(to) = Z/<t1)(t — to) Z \Ij_l ((SZ(tl)) (t — to) 2 Oéo(t — to) s
assim temos (4.20), como queriamos demonstrar.
Como (4.20) é vélida e
Jim 2(to) + ap(t — to) = o0,
pois tg e g sao fixos e ag > 0. Temos,

tlggo z(t) = oo.

(ii) Para a segunda parte temos, além de (3.6;) e (3.62), que
S(T) < er™, (4.21)

com m > 1, para 7 > 71 (para algum 7, > 0). Pela equagao (4.20) e (3.8),
podemos obter r > ty tal que

(1) = UTH0z(t)) = W (62(to) + dan(t — to)),

38



isto para todo t > r > t, pois ¥ é estritamente crescente. Por outro lado,

dz(to) + dap(t — tg) > 0, Vt >1r > t.
Dai, para todo t > r >ty vale

2(t) > U (0z(ty) + dap(t —to)) > 7 (4.22)
para algum 7, > 0. Logo para 7 = 2/(t) em (4.21) temos

ST () < (2 (1)™, ¥t > 1 > to. (4.23)
Assim, por (3.8) e (4.23) obtemos

2(t) < 6TU(Z (1) < c(2/(1)™,VE > 1 > t.
Isto é, para todo t > r >ty
z(t) < c(2'(t)™ (4.24)

Provemos agora que em (4.24) temos estritamente positivo, isto é, ¢;0.
De fato, se fosse ¢ < 0 entao (4.23) nos daria

0TNU(2' (1) < (' ()™ <0,

pois 2/(t) > 0, para t > ty. Logo W(2/(t)) < 0= U(0),Vt > r > to.

O que por (4.22) contraria o fato de W ser estritamente crescente. Logo ¢ > 0.
Observe ainda que z(t) > z(ty) > 0,Vt > to. Assim, de (4.24) vem para todo
t>nr >t

1y m 1/m 1/m 1 —1/m Z'(t)
2(t) < (/)™ = (@)™ < VML (t) = Y SW.

Integrando esta tultima desigualdade no intervalo [r, ¢], temos

/Tt cVmds < /Tt (Zi%ds. (4.25)

Fazendo a mudanga de variavel u = z(s) no segundo membro de (4.25), vem

t z(t)
/ c s < / u” Y™ du.
r z(r)

Integrando acima obtemos, para todo t > r > tg

m

=) < () ()~ ()i

m—1
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= () =) () < ()
o () (1= )+ o] < e
Isto é,

tm/ =D () < 2(t),VE > r > t,

onde

para todo t > r > ty. Dali,
K(t) < t7™m=Dx(8),9t > r > 1,
Logo tomando liminf com ¢ — oo nesta ltima desigualdade, vem

liminf K () < litm inf [t~/ =D 2 (1)].
—00

t—o00

Como r é um numero real fixo, é facil perceber que

lim inf K () = <<m — D) ) e

t—o0 m

Com isso, temos

B m/(m—1)
(m—lc_l/m) < lim inf =™/ "=V 2 (1),

m t—oo
Isto é,
o\ /)
<m_) V=D < Jiminf ¢~/ MY (1), (4.26)
m t—o00
Como ¢ >0 e m > 1 entao
g\ /)
Mm-S g ¢ (m—) > 0. (4.27)
m

Dal, por (4.26) e (4.27) temos

lim inf =™/ "=V 2 (1) > 0.

t—o00
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Para a parte final deste item, suponhamos que além de (3.8), temos
§1U(7) < e, (4.28)

para 7 > 1 (para algum 7 > 0). Pela equagao (4.20) e (3.8), podemos obter
r >ty tal que

Z(t) > W (62(t) > U (82(to) + da(t — o)),

isto para todo t > r > tj, pois ¥ é estritamente crescente. Por outro lado,

dz(to) + dap(t —tg) > 0, Vt >1r > t.
Dai, para todo t > r >ty vale

2(t) > U (z(ty) + dap(t —to)) > 7 (4.29)
para algum 7, > 0. Logo para 7 = 2/(t) em (4.28) temos

STIU(Z (1) < 2/ (t),Vt > 1 > tg (4.30)

Assim, por (3.8) e (4.30) obtemos

2(t) < 5T (1) < (1), VE > 1 > 1.

Isto é, para todo t > r > tg
z(t) < c2/(t) (4.31)

Como anteriormente temos ¢ > 0 e z(t) > 0 para todo t > ¢y, Assim, de
(4.31), temos para todo t > r >t

<

, Vit > r > t.

Integrando esta tltima desigualdade no intervalo [r, ¢], temos

/rt ctds < /rt zl((j)) ds. (4.32)

Fazendo a mudanga u = z(s) no segundo membro de (4.32), temos
t z(t) d
/ cldt < / =
r 2(r) U

41




Logo, ¢! (t —r) <In(z(t)) — In(z(r));
e por propriedade de logaritmos obtemos

cHt—r)<In (#)) :

z(r)

Aplicando a sua inversa exp temos

exp(c™'(t — 1)) < exp (ln (&D

Por propriedades de exponencial

() ()52

Isto é,
2(r)e”"/C < z(t)e e

Como o primeiro membro desta desigualdade é uma constante positiva. Entao
tomando lim inf de ¢ — oo tem-se

0 < z(r)e™™° < liminf z(t)e /.

t—o0

O que prova 3.
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