UNIVERSIDADE FEDERAL DO AMABA
CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

Michael Machado de Moraes
Adineube Monteiro da Silva

FUNCIONAIS LINEARES E
OPERADORES ADJUNTOS, UNITARIOS
E NORMAIS

MACAPA-AP
2013



Michael Machado de Moraes
Adineube Monteiro da Silva

FUNCIONAIS LINEARES E
OPERADORES ADJUNTOS, UNITARIOS
E NORMALIS

Trabalho de Conclusao de Curso apresen-
tado ao Colegiado de Matematica como
requisito para obtencao do titulo de Licen-
ciatura em Matematica, sob a orientacao
do professor Kelmem da Cruz Barroso.

Orientador

Kelmem da Cruz Barroso

MACAPA-AP
2013



FUNCIONAIS LINEARES E
OPERADORES ADJUNTOS, UNITARIOS
E NORMAIS

por

MORAES, Michael Machado de
SILVA, Adineube Monteiro da

Trabalho de Concluséo de Curso apresentado como requisito parcial para ob-
tengdo do Titulo de Licenciatura em Matemética, pela Universidade Federal
do Amapé, Campus Marco Zero, aprovado pela comissdo de professores:

_KAgSS )

Prof. Me. Elmem da Cruz Barroso
Colegiado de Matematica, UNIFAP

S mu. -
Prof*. Dr®. Simbne de Almeida Delphim Leal
Colegiado de Matematica, UNIFAP

0 - 2 j. A N . 3 y
@ulw 0 SO
Prof*. Me. Elifaleth Rego Sabino
Colegiado de Matematica, UNIFAP

MACAPA-AP
05 de novembro de 2013



Dados Internacionais de Catalogacdo na Publicacao (CIP)
Biblioteca Central da Universidade Federal do Amapa

5125
ME28

Moraes, Michael Machado de.

Funcionais lineares ¢ operadores adjuntos, unitarios € normais/
Michael Machado de Moraes, Adineube Monteiro da Silva -- Macapa,
2013.

53.

Trabalho de Conclusdo de Curso (graduagdo) — Fundagio
Umniversidade Federal do Amapa, Coordenacdo do Curso de
Licenciatura Plena em Matematica.

Orientador: Kelmem da Cruz Barroso

1. Matematica — Estudo e ensino. 2. Algebra linear. 3. Funcionais
lincares. 4. Operadores adjuntos. 5. Teorema Espectral 1. Silva,
Adineube Monteiro da. II. Barroso, Kelmem da Cruz, orient. III.
Fundag¢do Universidade Federal do Amapa. I'V. Titulo.

il




Com Deus no coragao, sonhar ¢é
mais que realidade.



Agradecimentos

Antes de mais nada, agradecemos ao nosso Deus, por todas as vezes que
falou conosco e nos deu forcas para chegar até aqui, sem o qual certamente
nao teriamos conseguido. Embora possa parecer algo comum o enaltecimento
dos pais pelo cumprimento de uma etapa importante na vida dos filhos, é
impossivel nao atribuir a eles: Pastor Milson Vieira de Moraes, Antonio
Carvalho da Silva, Pastora Iracilda Machado de Moraes e Francisca Marques
Monteiro, todos os méritos que nos permitiram ingressar, cursar e graduar em
Licenciatura Plena em Matematica pela Universidade Federal do Amapa. E
sem duvidas, devido aos seus exemplos de amor, dedicacao e honradez que foi
possivel cumprir um dos processos mais relevantes em nossa formacao, des-
tacamos também suas valiosas contribuicoes em oragoes, nas quais estivemos
sempre presentes, estamos certos que isso foi de fundamental importancia
para nosso sucesso, por estas e por tantas outras razoes é que expressamos
nossa sincera gratidao e nosso muito obrigado.

“Em particular agradeco ao senhor Remon Viana Rodrigues e a seus filhos
Ramon Felipe e Renan Felipe, que me hospedaram em sua residéncia durante
esses anos, obrigado por tudo!. Agradeco a minha namorada Thalita Kessia
Holanda do Nascimento, pelo apoio e por “estar ao meu lado”. Ao senhor
Genivaldo Pereira de Sousa, assim como meu pai, exemplo de homem justo e
honesto, obrigado por sua ajuda pelos conselhos e por se preocupar comigo,
agradeco a meus amigos, Edilson Sousa, Bruno Rafael, Alex Leal, Fabio Silva,
Michel Costa e a meu irmao Michel Machado de Moraes. Dentre todos, mais
um vez ressalto meus agradecimentos a meu Pai, que sempre esteve pronto a
me ajudar e me ensinou como devo seguir, desejo que Deus me faca ser como
ele. Agradego a professora Simone de Almeida Delphim Leal, coordenadora
do projeto integrando a Amazonia, no qual participei como aluno de iniciagao
cientifica, as pesquisas e trabalhos que realizamos muito contribuiu para meu
aperfeicoamento académico. Agradeco ao professor Gilberlandio de Jesus
Dias, que assistia nossas apresentacoes e incentivava sempre a continuarmos
estudando. A todos meu muito obrigado que Deus abencgoe vocés sete vezes
mais em tudo que fizerem.” [MORAES, M.M]

“Por outro lado gostaria de agradecer Maria de Nazaré Gama Monteiro
e Amiraldo Gama Monteiro, que em varias etapas da minha vida,
especificamente durante a graduacao desempenharam um papel muito im-



portante para minha formacao em meio tantas dificuldades, e tendo em vista
isto, sinto-me honrado de ter compartilhado e vivenciado alguns momen-
tos com estas pessoas que embora sejam minha avo e tio, também foram e
até hoje sao pessoas amigas sobretudo especiais para eu, pois quando mais
precisei eles sempre estavam a disposicao para me ajudar, a exemplo disso,
posso citar a ajuda de custo e o espago que essas pessoas cederam para que
eu pudesse residir e me instalar em suas residéncias durante alguns anos de
curso. Agradeco também a meus amigos Jeslly Costa e Jhon Lenon. Devo
agradecer ao meu melhor amigo, aquele a quem se deve delegar a causa pri-
meira de todas as coisas. A ele, todos os meus agradecimentos entre outros
diversos fatores, pelo fornecimento de faculdades como, o raciocinio 16gico,
o discernimento e o juizo de valor, que foram os principais recursos que me
conduziram a conclusao deste curso. Obrigado pai!” [SILVA, A.M]

A todos os colegas que participaram de forma construtiva e agraddvel du-
rante esses anos de curso. Se fossemos citar todos os nomes, certamente iriam
ocupar boa parte desta se¢ao e ainda assim estariamos esquecendo alguns, ja
que nao temos como listar todos, iremos destacar a participacao de nossos
amigos e irmaos que Deus nos deu nessa jornada, sao eles: Alex Leal, Bruno
Rafael, Erlan Moreira, Jair de Jesus, Jerson Mendes, Jé da Costa, Raimundo
Filho e Tiago Gouveia. Com estes vivemos varios momentos incriveis, dentre
os quais evidenciamos o grupo de estudo que construimos, e o grupo “#Pen-
saNumNumero?(2)” no facebook, que foi fruto dessa amizade onde desen-
volvemos nossas incontaveis conversas, que descontrairam um ambiente por
vezes tenso.

Agradecemos a todos os professores do Colegiado de matematica com
os quais pudemos desenvolver novas habilidades que nos sera util no decor-
rer de nossas vidas profissionais daqui pra frente, entres eles destacamos os
professores, Gilberlandio de Jesus Dias, Simone de Almeida Delphim Leal,
Marcio Aldo Lobato Bahia, Guzméan Isla Chamilco, José Walter Sétil Car-
denas, Vania Fatima Lemes de Miranda, Elizabeth Gomes Sousa, Marcel
Lucas Nascimento, Elifaleth Rego Sabino, e logicamente a nosso orientador
Kelmem da Cruz Barroso. Para finalizar, a todos os nossos amigos familiares
e professores. MUITO OBRIGADO, QUE DEUS SEJA COM CADA UM
DE VOCES!

vi



Lista de Simbolos

K Corpo;
a, B, A Escalar qualquer;
Espaco vetorial

1% Conjunto dos funcionais lineares sobre V;
B Base;

wt Complemento ortogonal de W,

T Transformagao Linear;

T Adjunto de T

T-! Inversa de T

L(V,V) Conjunto das Transformagcoes Lineares sobre V;
A Conjugado de \;

(T] Matriz Transposta conjugada de T

T)s Matriz da transformagao em relacao a base B;
(,) Protuto interno;

Id Transformacao Identidade;

dimgV  Dimensao do espacgo vetorial V' sobre o corpo; K
Nucl'  Nucleo da Transformacgao;
Composta;

Para todo;

Pertence;

Entao;

Reciproca;

Se, e somente se;

Conjunto dos niimeros reais;
Conjunto dos niimeros complexos;
Conjunto das matrizes m X n;
Matriz quadrada n x n.

3
X
3

SEQFE Y MmM<eo

3

vil



Sumario

Lista de Simbolos vii
Sumario viii
Resumo ix
Abstract X
INTRODUCAO 1
1 FUNCIONAIS LINEARES E OPERADORES ADJUNTOS 3
1.1 Funcionais Lineares e Adjuntos . . . . . . .. ... ... ... 3
1.2 Operadores Auto-Adjuntos . . . . . . . . ... ... ... ... 16
2 OPERADORES UNITARIOS E NORMAIS 21
2.1 Operadores Unitarios . . . . . . . . .. .. ... .. .. .... 21
2.2 Operadores Normais . . . . . . .. .. .. ... .. .. .... 26
2.3 Teorema Espectral . . . . .. ... ... ... 29
APENDICE 33
A DEFINICOES BASICAS 33
A.1 Espagos Vetoriais . . . . . . . .. ... ... ... 33
A.2 Transformagoes Lineares . . . . . . . ... ... ... ..... 36
A.3 Autovalores e Autovetores . . . . . .. ... ... .. 37
A.4 Espagos com Produto Interno . . . . ... ... 38
CONCLUSAO 40
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 41

viii



Resumo

Este trabalho incide na exibi¢ao de uma versao algébrica de um dos resul-
tados mais relevantes no ambito da Algebra Linear. Onde serao introduzidos
os conceitos de Funcionais Lineares e Operadores Adjuntos. Diante disso,
verificaremos como os mesmos estao relacionados com a existéncia de uma
base ortonormal formada por autovetores de um dado operador, tal resul-
tado é conhecido como Teorema espectral, iremos discutir sua importancia
tanto no caso de dimensao finita como infinita [7]. Por fim serd apresentado a
demonstracao do Teorema em questao para espacos de dimensao finita usando
os resultados obtidos.

Palavras-chave: Algebra Linear, Funcionais Lineares, Espacos com Pro-
duto Interno, Operadores Adjuntos, Teorema Espectral.
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Abstract

This work aims to present an algebraic version of one of the most impor-
tant results in the field of Linear Algebra, in which the concepts of Linear
Funcionals and Adjoint Operadors will be introduced. Given this, we will see
how they are related to the existence of an orthonormal basis consisting of
eigenvectors of an operator. This result is known as the Spectral Theorem.
We will discuss its importance in the case of finite and infinite dimension
[7]. Finally, the Teorem will be proved for finite-dimensional spaces using
the results previously obtained.

Keywords: Linear Algebra, Linear Functionals, inner Product Spaces, Ad-
joint Operators, Spectral Theorem.



INTRODUCAO

Na Algebra Linear ensina-se o teorema espectral para operadores auto-
adjuntos, mas devido aos objetivos especificos da disciplina e a limitacao
do tempo, pouco se fala da sua importancia. O objetivo deste trabalho é
ilustrar o importante Teorema Espectral no caso de operadores auto-adjuntos
definidos em espagos de dimensao finita e incentivar o estudo para o caso
da dimenséao infinita [3], que por sua vez vai ampliar a gama de exemplos
praticos, bem como motivar os estudos futuros de topicos avancados, como
por exemplo a questao da compacidade de conjuntos e operadores, espacos
de Hilbert, dentre outros.

Para tanto vamos desenvolver parte da teoria da Algebra Linear, ou seja,
falaremos dos Funcionais Lineares e Adjuntos, Operadores Auto - Adjuntos,
Operadores Unitéarios e Operadores Normais, sempre trabalhando em espacos
com produto interno, tudo isso para demonstrarmos o Teorema Espectral que
¢ um dos nossos objetivos.

A primeira parte deste trabalho trata dos Funcionais Lineares sobre um
espaco com produto interno e de sua relacao com o produto interno. O
resultado fundamental é que todo Funcional Linear f sobre um espaco de
dimensao finita com produto interno pode ser escrito como produto interno
e um unico vetor w, tal que

f(v) = (w,v)

para um certo w fixo em V. Usaremos esse resultado para mostrar a existéncia
do “Adjunto” de um Operador Linear T sobre V', sendo este um operador
T~ tal que,

(T'(u),v) = (u, T"(v))

para todo u e v em V. Através do uso de uma base ortonormal, mostrare-
mos que esta operacao de conjugacao sobre Operadores Lineares (passando
de T a T*) é identificada como a transposta conjugada de uma matriz. Va-
mos explorar superficialmente a analogia entre a operacao de conjugacao e a
conjugacao sobre nimeros complexos. Também destacaremos os elementos



que compoem e definem um Operador Auto-Adjunto, estes s@o importan-
tes, nao s6 porque nos fornecem uma espécie de parte real e imaginaria de
um operador linear arbitrario, mas também pela seguinte razao, operadores
auto-adjuntos possuem muitas propriedades especiais. Por exemplo, para
operadores deste tipo, existe uma base ortonormal formada por autovetores.

Num segundo momento vamos considerar o conceito de um isomorfismo
entre dois espacos com produto interno e baseado nisso apresentaremos os
Operadores Unitarios e Normais, tudo isso para mostrarmos o seguinte pro-
blema: Se T" é um operador linear sobre um espago V' de dimensao finita com
produto interno, sob quais condi¢oes V' possui uma base ortonormal formada
por vetores caracteristicos de 177 Em outras palavras, quando é que existe
uma base ortonormal B de V, tal que a matriz de 7" em relacao a B seja
diagonal? Esse é o nosso principal desafio nesse trabalho.



Capitulo 1

FUNCIONAIS LINEARES E
OPERADORES ADJUNTOS

Neste capitulo vamos estudar os Operadores Adjuntos, tais operadores sao
importantes, nao apenas pelas propriedades interessantes que eles possuem,
mas também por serem os que mais aparecem em aplicagoes praticas, e assim
sendo, merecem um estudo um pouco mais apurado. Por exemplo os ope-
radores auto-adjuntos que serao aqui também apresentados, aparecem natu-
ralmente em problemas que envolvem simetria, e em outras situacoes como
em mecanica quantica, onde estao normalmente associados a consideragoes
sobre energia do sistema [6].

1.1 Funcionais Lineares e Adjuntos

Seja V um K-espaco vetorial com produto interno e w € V. Podemos a partir
de w, definir um funcional linear em V* da seguinte forma

fo: VoK
u— fu(u) = (u,w) ,Yu € V.

Vamos mostrar que f,, é linear. Considere ui, us € Ve A € K, assim, temos
que (Aug +ug) € V (pois V' é uma espaco vetorial) logo

fw()\ul + Ug) = <<>\U1 + UQ), U))
o que implica pelas propriedades de produto interno que
(Aur +ug), w) = A (uy, w) + (uz, w)

portanto

Jw(Aur +ug) = A (ur) + fu(us)

3



o que mostra a linearidade de f,,.

Agora serd que vale a reciproca da definicao acima?, ou seja, se dado um
funcional linear f € V*, existe um vetor w € V tal que f = f,?. Vamos
apresentar um resultado que responde de forma positiva a essa pergunta.
Considere V' um K - espacgo vetorial de dimensao finita n > 1 e B =
{v1,v9,...,v,} uma base ortonormal de V' (Isto é garantido pelo Teorema
13, no apéndice A).

Considere o elemento

w:iaivi eV (1.1)
e calculemos f,, como definida aciriq_a1 em um vetor v; da base de B, ou seja,
fu(vy) = (v, w) = <vj,iozm>
i=1
donde tem-se:
<v], Z Q; vz> (v, (V1 + Vg + ... + apvy)) (1.2)

= (v}, 0qv1) + (v}, QaV2) + ... + (Vj, A U,)

pelas propriedades de produto interno temos

(vj, 0qv1) + (v5, Va) + ...+ (v}, V) = (101, V) + (22, V;) +... 4 (A Up, V))

o que implica em

(1, v3) + 02(v2,v5) + o+ Qo (Un, v)) =

= ay (vj,v1) + az (v;, v9) + @, (Vj, V) Za, (vj,v;) (1.3)

dai por (1.2) e (1.3), temos

n n
Vj, E Q;v; ) = E a@; (vj,v;)
i—1 i=1

como os vetores pertencem a base B, entao eles sao ortonormais, logo, para
i = j o produto interno é 1, e para i # j o produto interno é 0. Portanto

n
vy, E a0, E Oéz UJ,’UZ =
=1

4



assim sendo, temos

fulvy)) =75 = a;= fu(v) (1.4)

logo temos por (1.1) e (1.4) que
w=>" fulv;)v;. (1.5)
j=1

Proposicao 1 Seja V um K - espago vetorial com produto interno e de
dimensao finita n > 1. Se f € V*, entao existe um tunico w € V tal que
fuw(u) = (u,w) para todo u € V.

Demonstracgao:

Pelo Teorema 13 no apéndice A, temos que em todo espaco vetorial V' de
dimensao finita n > 1 existe uma base {vy,..,v,} ortonormal. Além disso
podemos tomar w em V' como na equagao (1.5). A partir desses resultados
vamos mostrar que f = f,, isto é, que

fu) = fu(u) = (u,w) ,Yu € V.

De fato, considere v, € V', com 1 < k < n, tem-se

fw(vk) = <Uk7w> = <Ukvzmvj> : (16)

Usando argumentos semelhantes aos usados anteriormente para encontrar-
mos w, temos que a equagao (1.6) é equivalente a

ZW(UMW = f(ux) = fulvr) = f(u), Yo e V.

Uma vez que estamos trabalhando com uma base ortonormal. Portanto como
fuw(vk) e f(vg) coincidem nos elementos da base, temos pela Proposicao 2 no
apéndice A, que f = f,, como desejado .

Vamos mostrar agora a unicidade. Para isso, consideremos w; e ws pertecen-
tes a ¥V um K - espaco vetorial como nas condicoes da proposicao, dai pela
primeira parte da demonstracao temos que

f:fwl :fw2

isto é,

f(u) = (u,wy) e f(u) = (v,we) Vue V

b}



o que implica
(u,wy) = (u, wa) = (u,wy) — (u, we) =0
onde obtemos pelas propriedades de produto interno que
(u,wy) — (u, we) = (u, (w3 — ws)) .

Sem perda de generalidade podemos tomar (w; — wy) = w uma vez que a
proporsicao vale para todo u € V| entao

(w1 —ws), (w1 —wy)) = [[(wr —w2)[ [P =0 & wi —wy =0
portanto w; = wy 0 que demonstra a unicidade.
O

No exemplo abaixo mostraremos que existe funcional linear sobre espagos de
dimensao finita V' que nao pode ser definido a partir de um produto interno.

Exemplo 1. Considere V = P(C) o espago dos polinomios com
coeficientes em C. Com produto interno definido por:

1
(p,q) = / p(t)q(t)dt, Vp.q € V.
0
Considere o elemento 2z em C fixo e ¢ € V*, definid0 da seguinte forma

d(p) = p(20),Vp e V.

Mostraremos que nao existe ¢o € V' tal que

o(p) = (p,q0),Vpe V.

Suponhamos por absurdo que a hipdtese acima seja falsa, isto é, que exista
um g € V, tal que

o(p) = (P, )
dai,

o) =plen) = | O, Y pge V. (.7)

Seja r € V o polinémio dado por 7(t) =t — zy. Sendo assim, temos

(r.p)(2z0) = r(20).p(20) = 0.p(20), Vg€ V



pelo que definido, temos
o(r.p) = r(z0).p(z0) =0 (1.8)
aplicando a equagao (1.8) em (1.7) obtemos
1
o) = [ pim@ie, Vo € V. (1.9)
0

Em particular a equacao acima vale para o polinomio p = 7.qy. Dai substi-
tuindo p = 7.qo em (1.9) teremos que

%Amwmmﬁ=AWWMWW=AMWWW#

Como 7(t) e ¢(t) sdo polinémios continuos em V e |r()|* [qo(t)|> > 0, temos
() g0(£)]* = 0 em [0, 1].
Observe que r(t) se anula somente em zp, logo concluimos que

2
[go(t)]" =0 < () =0.Vt € [0,1].
Portanto, ¢ seria funcional identicamente nulo, o que é uma contradi¢ao pois

o(p) = p(z0) # 0.

Logo, o funcional ¢ nao pode ser definido a partir de um produto interno.

O

Vejamos um teorema que ¢ a principal consequéncia da Proposicao 1.

Teorema 1 Seja V um K - espaco vetorial com produto interno e de
dimensao finita. Se T € L(V, V), entdo existe um tnico operador
T € L(V, V), tal que

(T(u),v) = (u, T*(v)) Yu,v € V.

Demonstragao:
Seja v € V, vamos definir um operador T*(v) € V para isto, considere o
seguinte funcional linear

fo: VoK
wis flu) = (T(w), ).

7



Afirmacao 1: O funcional é linear.
De fato, sejam uy, ug € Ve A € K, segue das propriedades de produto
interno que

JQur +ug) =

o~~~

Provando assim a linearidade do funcional.

Pela Proposigao 1, sabemos que existe um tnico w € V tal que f(u) = (u, w)
para todo u € V', a partir dessa propriedade e do funcional definido acima
podemos afirma que

(T'(u),v) = (u,w) ,Yu € V. (1.10)
Como w é determinado de modo 1inico por v, definimos
T (v) = w (1.11)
das equagoes (1.10) e (1.11), temos
(T (), v) = (u,w) = u, T*(0))

Nos resta mostrar que 7™ construido nas hipdteses anteriores é linear. De
fato, sejam uqy,us € Ve A € K, segue das propriedades de produto interno
que

(u, T*(v1 + Avg)) =

dai temos que,
(u, T*(v1 4+ Avg)) — (u, T*(vy) + AT*(v9)) =0

= (u, T"(vy + Mvg) — (T*(v1) + AT*(v9))) = 0.

Sem perda de generalidade podemos tomar

u=[T"(v1 4+ Mvz) — (T*(v1) + \T*(v2))]



uma vez que as igualdade acima valem para todos os elementos de V. Logo
(w,u) = [Jul P =0 u=0

0 que nos da,
T* (01 4 Avs) — (T (01) + AT (1)) = 0.

Portanto,
T (v + Avg) = T*(vq1) + XT7(v9)

Logo T™ é linear. Obtem-se a unicidade do fato de termos definido
T (v) = w
ja que w é determinado de modo unico por v, entdo T™*(v) é inico também.

O

Definicao 1 Seja T € L(V,V), onde V é um K - espago vetorial com pro-
duto interno. Dizemos que T possui um adjunto se existir um operador linear
T € L(V,V) tal que

(T'(u),v) = (u,T"(v))

para todos u , v € V. Diremos neste caso, que T™ é o adjunto de T

Apresentaremos a seguir exemplos de operadores lineares T' em espacos de
dimesao finita que podem ou nao admitir adjuntos.

Exemplo 2. Considere V' o espaco vetorial das fungoes polinomiais sobre o
corpo dos ntmeros complexos, com produto interno dado por,

(p,q) = /Olp(t)@dt, Vp,q V. (1.12)

Nosso objetivo é exibir um operador linear em V', que admite adjunto. Para
tanto, fixemos um polinomio f € V' e consideremos o operador, dado por,

Tfi Vv -V
p = fp =Tp), Vp €V.

i) Mostraremos inicialmente que 7' é um operador linear.
Para tanto considere p,q € V e A € C, segue que,

(Ap+q) eV



assim temos

Tf()\p + q) eV

que por sua vez implica em

Ti(Ap+q) = f(Ap+q)
= fAp+ fq
=Afp+ fq
= ATy (p) + Ty(q)

logo
Ty(Ap+q) = NTy(p) + T¢(q)

o que mostra a linearidade de 7.
ii) Vamos agora provar que o operador T possui um adjunto.
De fato;

Considere os polinomios p(t),q(t) € V e o produto interno definido na
equacao (1.12), isto é,

(Ty().4) = (f()p /f a0t ¥p.q € V

usando as propriedades de produto interno,

| oo~ [ porwami = (o). 7@aw)

mostrando que

(Ty(p), a) = (p(t), TDa(®))

como esta igualdade é valida para todo p(t), q(t) € V, temos que

T: VoV
¢ fa=T5(q), VgV

que ¢ o operador adjunto de T%.

Exemplo 3. Considere o seguinte operador dado por

D: V=V
pr— D(p) =p'(t), Vge V.

10



Este é operador derivacao definido sobre o corpo dos C.

i) Vamos mostrar que D é um operador linear.
Sejam p(t) e ¢(t) polindmios quaisquer de Ve A € C, onde (A\p+q)(t) € V,
logo pelas propriedades de derivada tem-se

D(Ap+q)(t) = (Ap+q)(t)
= (Ap)'(t) +¢'(t)
=0p+ AP (t)+¢'(t) .
= \p'(t) +¢'(t)
= AD(p) + D(q)

Portanto, D é um operador linear.
ii) Mostremos agora que o operador D nao admite adjunto.

Consideremos V um C - espaco vetorial das fungoes polinomiais sobre o corpo
dos complexos com produto interno dado por,

(D(p),q) = / P (t)q@)dt, Vp.q € V (1.13)

e pelo teorema fundamental do calculo, temos também que,

(wa(1) — (pg)(0) = / (vg) (£)dt = / P (gDt + / p(O)F)dt, Vp,q € V.

(1.14)
Observe que X
(r-0G) = [ pyaar (115)
substituindo (1.13) e (1.15) em (1.14), temos
(D(p),q) = (p9)(1) — (pg)(0) — (p. D(q)) Vp.q € V. (1.16)

Consideremos gy € V de forma que ¢o(0) # go(1) e suponha que existe um
polinomio ¢; € V tal que

(D(p), q0) = (p.q1) ,Vp €V (1.17)

apartir das equagoes (1.16) e (1.17), obtemos

(P, q1) = (D(p), 00) = (P70)(1) — (20)(0) = (p, D(@)) Yp V.
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Logo,
(P, q1) + (p, D(@0)) = (pq0)(1) — (p0)(0)
o que implica,

(P70)(1) — (p70)(0) = (p, D(@0) + @), Vp € V. (1.18)

Considere
r(t) = t* —t.

Assim
o(rp) =0 = (rp, D(qo) + 1), Vp eV

1
;¥0=/ rp(D(qo) + q1),Vp eV
0

em particular para

temos
1 1
0= / (D) + a1)Dlgo) T 1) = / rPID@) +
dai
r(D(@ + 1)) = 0
segue que

D(qo) + (q1) = 0.

Logo ¢(p) é o funcional identicamente nulo por (1.18).

O

Teorema 2 Seja V um K - espaco vetorial com produto interno. Sejam T, S
€ L(V, V) operadores lineares que admitem adjuntos T* e S*, respectivamente
e A € K. Entao

a) T+ S admite adjunto e (T + S)* =T* + S*;
b) XT admite adjunto e (\T)* = XT*;
c) T oS admite adjunto e (T o S)* = S* o T*;

d) T* admite adjunto e (T*)* =T.
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Demonstracao:

a) Sejam u, v € V, dai temos
(T + 8)(u), v) = (T(u) + S(u),v) = (T(u),v) + (S(u),v).

Pelo fato dos operadores T' e S admitirem adjuntos temos apartir da igual-
dade anterior que,

(u, T*(v)) + (u, 5™(v)) = (u, (T" + 57)(v)) -
Com isso concluimos que,
(T + 5)(u),v) = (u, (T" + 57)(v)) ,

ou seja, (T* + 5*)(v) é adjunto de (T + S)(u), além disso sabemos que tais
equagoes sao validas para todos u e v € V| isto significa que (T' + S)(u)
admite adjunto, logo podemos afirmar que (7" + S)*(v) é seu adjunto, mas
temos pelo Teorema 1 que o adjunto de um operador é tinico, portanto

(T* + 5")(v) = (T + 5)"(v).
b) Sejam T,S € L(V,V), u,v € V, e A € K, dai
(AT (u),v) = A(T'(u),v)

como os operadores 7' e S admitem adjuntos temos apartir da igualdade
anterior que

Au, T*(v)) = XT*(v),u) = <)\T* >
logo,
(3T (0)) = (u, 3" (0)) = (u, (\T) ()

com argumento analogo ao usado na demonstragao do item a), temos que
(AT)* = \T™.
¢) Sejam u,v € V, segue que

(T 5)(u), v) = (T(S(u)),v)

como os operadores T e S admitem adjuntos tem-se da igualdade anterior
que
(S(u), T*(v)) = (u, S*(T"(v))) = (u, (S* 0 T7)(v)) .
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Dai (S*oT™)(v) é adjunto de (T'0S)(u), sendo assim, com argumento anilogo
ao usado na demonstragao do item a), concluimos que

(To8)" =80T

d) Para mostrarmos esse item, considere v e u € V', sabemos que o
operador T', admite adjunto, segue

(T7(u),v) = (v, T*(u)) = (T(v), u) = (u, T(v))

portanto, pela definicao de adjunto temos,
(T =T.
([

Teorema 3 Seja V um K - espaco vetorial com produto interno e de di-
mensdo finita. Sejam B = {vy,...,v,} uma base ortonormal de V e T €
L(V,V). Se [Tz = (aij)ij, entao a;; = (I'(vj),v;), para cada i,j =1,2,....n.

Demonstragao:
Considere uma base ortonormal B = {vy,...,v,} de V, por hipdtese temos
que

[T = (aiy)ij,
ou seja,
T(Ul) = apv1 -+ asva + ...+ auv, = Z?:laﬂvi
T(v;)) = ayvi + ayva + . + GuUp = Yo QY
logo podemos concluir que
T(v;) = ayv, V1<j<n (1.19)

=1

Além disso como B é uma base ortonormal temos do Corolério 2 no apéndice
A, que

v = Z (v,v;) v;, Yv € V. (1.20)
i=1
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Em particular podemos tomar v = T'(v;) uma vez que a equacao (1.20) é
valida para todo v € V', segue;

n

T(vj) => (T(v),v)v;, V1< j<eEV. (1.21)

i=1

Logo das equagoes (1.19) e (1.21), tem-se

D avi =Y (T(v)),vi) i,
1 =1

1=

observe que pela Proposicao 2 temos que a combinagao linear dos elementos
da base é unica, logo
aij = (T'(v;),v:) -

O

Teorema 4 Seja V um K - espaco vetorial com produto interno de dimensao
finita, e seja T € L(V,V). Em relagio a qualquer base ortonormal de V', a
matriz T* € igual a transposta conjugada da matriz T, isto é€,

t

7] =17

Demonstracgao:

Para mostrar este teorema, vamos considerar B = {vy,...,v,} uma base
ortonormal de V, considere também [T'] ; e [T™]; as matrizes dos operadores
T e T, respectivamente em relagao a base B. Temos do Teorema 3, que

ai; = (T'(vj),vi) e ci; = (T"(v;), vi),

para todos 7,7 = 1,2,...,n. Dal aplicando a definicao de adjunto e as
propriedades de produto interno, obtemos

cij = (T"(v;), vi) = (vi, T*(v;)) = (T'(vi), v5) = @z

Cij = Qji

portanto, a matriz 7™ é igual a transposta conjugada da matriz 7'

15



1.2 Operadores Auto-Adjuntos

Um operador auto-adjunto é um operador linear em um espaco vetorial com
produto interno que é o adjunto de si mesmo. Como ja vimos no Teorema
4, no caso de dimensao finita a matriz que representa esse operador é igual
a sua transposta conjugada.

Definicao 2 Seja T pertencente ao espaco dual de V', onde V é um K -
espago vetorial com produto interno. Dizemos que T é auto-adjunto se T’
admite adjunto T, e mais T* =T.

i) Usamos o termo hermitiano no caso em que o corpo € o conjunto dos
complexos, isto €, K = C;

ii) No caso que K =R, usamos o termo simétrico.

Teorema 5 Sejam V um K - espago vetorial de dimensao finita e T €
L(V,V). As sequintes afirmagies sao equivalente:

a) T é auto-adjunto,
b) m}; = [Tz para toda base ortonormal B de V' ;

¢) Existe uma base ortonormal B de V' tal que mtB =[T)5.

Demonstragao:
Vamos assumir o item (a) como sendo verdade, para mostrarmos (b).
Considere B uma base ortonormal de V', sabemos pelo Teorema 4 que,

« —t
77 B~ [T]B

e temos pela parte (a) que 7' é um operador auto-adjuntos, ou seja,
77 B~ [T]B

logo
[T = [T]g

como desejado.
Observe que a prova do item (b) em (c¢) imediatamente.
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Considere (c¢) verdadeira e mostraremos (a).
Note novamente que pelo Teorema 4, temos que

[77] B~ mﬁw
por hipdtese temos que

—t

[T]B = [T]B 9
o que nos da

[T"]p =[T]p-

Portanto, T' é auto-adjunto.

O

Corolario 1 Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita e B uma base
ortonormal de V. Se T € L(V,V') for um operador linear auto-adjunto e se
T = (aij)i; entdo a;; = @;;, V1,7 = 1,2,...,n. Em particular, os elementos
da diagonal de [T)|g sio niumeros reais.

Demonstragao:
De fato, pois se T' ¢ auto-adjunto e [T|p = (a;;) entao

* Tt J—
[T =T"]=[T] = ai; = a5
com isso tem-se que os elementos da diagonal sao reais.
O

Exemplo 4. Considere o espaco vetorial C? definido com o produto interno
usual e T': C? — C? uma transformacao linear dada da seguinte forma

T(z,w)= (224 (1 —-dw, (1 —1i)z+ 3w), Vz,w € C.

sem perda de generalidade, podemos tomar a base canénica B = {(1,0), (0,1)}
de C2, aplicando a transformacao T, temos

T(1,0) = (2,1—4) = 2(1,0)+ (1 —1)(0,1)
T(0,1) = (1+i,3) = (1+4)(1,0)+3(0,1)

dai, tem-se
2 141 —t
[ﬂB_[l—i 3 }

assim mostra-se, que T é um operador auto-adjunto.
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Lema 1 Sejam V um C-espago vetorial com produto interno e T € L(V, V).
As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

a) T=0;

b) (T'(u),u) =0, Yu e V;

c) (T'(u),v) =0, Yu,v € V.
Demonstracao:

Vejamos primeiramente a equivaléncia (a) em (b). Por hip6tese temos que T’
é transformagao nula, entao

(T'(u),u) = (0,u) = 0.

Agora assumiremos (b) para mostrar (¢). Sejam u,v € V e a,f € C, e
consideremos
w = (au+ pv) eV

logo
0= (T(w),w) = (T(au+ pv),au+ [v)

usando o fato do operador T ser linear e as propriedades de produto interno
tem-se

(aT(u) + BT (v), au + pv) = (aT(u), au + Pv) + (aT(v), au + [v)
o que implica
(aT'(u), au) + (aT (u), fv) + (BT (v), au) + (FT(v), fv) ,
aplicando novamente as propriedades de produto interno, temos
|a? (T'(u), u) + aB(T(u),v) + Ba(T(v),u) + |B]* (T(v), v) (1.22)
usando a hipétese temos que,
(T'(u),u) = (T(v),v) =0 (1.23)
logo das equagdes (1.22) e (1.23) concluimos que
(T(w), w) = aB (T (u),v) + Ba(T(v),u) = 0. (1.24)

Lembrando que a equagao (1.24) é vélida para todos «, 5 € C, com isso
podemos tomar:
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i) a = = 1, substituindo na equagao (1.24) vamos ter
(T'(v),u) + (T(u),v) = 0.
ii) a =1 e B =1, substituindo na equacao (1.24) temos

—i(T(v),u) + i (T(u),v) =0

de onde obtem-se

para resolver o sistema, basta multiplicar a segunda equacao por ¢ e somar
com a primeira que encontraremos,

(T'(u),v) =0
o que conclui a demonstragao.

Supondo (c¢) verdadeira para mostrar (a). Por hipdtese temos
(T'(u),v) =0, Yu,v eV,
sendo assim, podemos escolher v = T'(u), e teremos
(T(u), T(u)) =||T(W)||* =0« T(u) =0,Yu € V.

Portanto,
T(u) =0, YueV.

Observacao 3. A aplicacao do item (b) em (¢) nao é verdadeira se
considerarmos espacos vetoriais sobre R. Como nos mostra o seguinte exem-
plo.

Exemplo 5. Considere T : R? — R? uma transformacao Linear dada por

T(l‘, y) = (_yv l’)

note que se considerarmos o produto interno usual, teremos:

(T(z,y), (x,y)) = ((~y,2),(z,y)) = —yz + 2y =0
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para todo (z,y) € R Por outro lado considere (z,w) € R? tal que

(z,w) # (z,y)

com isso temos que

<T($,y>, (Z,U))) - (—y,I), (va)> = —yz+aw 7é 0
pois y # z ou x # w, assim o Lema 1 falha nesse caso.

O

Teorema 6 Sejam V um C-espaco vetorial com produto interno e T €
L(V,V). Entdo T é um operador hermitiano se, e somente se

(T'(v),v) € R, YveV.

Demonstracao:
Por hipoétese T' é um operador hermitiano entao 7' = T, logo para todo
v eV, temos

(T'(v),v) = (v, T*(v)) = (v, T(v)) = (T(v),v)

isso nos da
(T(v),v) = (T'(v),v),

logo tem-se que (T'(v),v) € R, como desejado.

Reciprocamente, note que por hipdtese temos (T'(v),v) € R, Vv € V|
assim, seguem das propriedades de produto interno e da definicao de adjunto

que
(T'(v),v) = (T'(v),v)
= (v, T*(v)) = (T"(v),v).

A partir das equagoes anteriores temos que
(T'(v),v) = {T"(v),v) = (T'(v) = T"(v),v) = (T = T")(v),v) = 0.
Usando o Lema 1, obtemos
T—-T"=0 = T=T".

O que conclui a demonstragao.
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Capitulo 2

OPERADORES UNITARIOS
E NORMAIS

Sob o ponto de vista geral da Matematica, os operadores Unitarios sao os iso-
mofismos das estruturas dos espacos vetoriais com produto interno, ou seja,
sao as simetrias dessas estruturas [2]. Por outro lado os operadores unitarios
sao aqueles para os quais se pode obter as matrizes mais simples, depois dos
auto-adjuntos. Estudaremos ainda o tipo mais geral de operador num espagco
vetorial de dimensao finita, munido de produto interno, para os quais vale um
resultado muito importante, os operadores normais sao precisamente aqueles
que admitem um base ortonormal formada por autovetores.

2.1 Operadores Unitarios

Seja T um operador linear em um espaco vetorial V' de dimensao finita com
produto interno, se

T*=T"' = ToT*=T"cT = Id,

entao T se diz ortogonal ou unitario, conforme o corpo basico seja real ou
complexo.

Importante lembrarmos que um isomorfismo de um espago com produto
interno em outro espaco ¢ uma aplicagao bijetora que preserva as trés operacoes
basicas de um espago com produto interno: Adicao vetorial, multiplicacao
por escalar e produto interno. Assim, as aplicacoes que serao aqui exibidas
(ortogonais ou unitérias) podem também ser caracterizadas como isomor-
fismo de V' em si mesmo [5].

Definicao 3 Sejam V' um K-espaco vetorial com produto interno e T um
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operador linear sobre V. Dizemos que T € Operador Unitdrio se for um
isomorfismo de espagos com produto interno.

Observacao 4. Se T} e T,, sao operadores unitarios sobre uma K-espago
vetorial V', entao,

i) T} o Ty é também unitéria;
ii) 77! é unitéria.
Isto pode ser verificado em [1] na pégina 225.

Teorema 7 Considere T € L(V,V), onde V é um K-espago vetorial com
produto interno. Entao T é unitdrio se, e somente se, o adjunto T existir e

T oT =ToT* = 1d.

Demonstracao:
Por hipdtese temos que T é unitario, entao T' é invertivel, usando as
propriedades de produto interno, temos

(T(u),v) = (T(uw),(ToT ") (v)) = {u, T (v)), (2.1)

pois T preserva o produto interno (Ver Definigao 25). Da equagao anterior
concluimos que

(T(u),v) =(u,T"'(v)) Yu,v €V,
ou seja, 7! é o a adjunto de 7. Portanto
T oT =ToT"=Id.
Reciprocamente temos que 7" admite adjunto, de tal forma que
T oT =ToT"=1d
logo T ¢ invertivel e T—! ¢ seu adjunto, isto é,
T =T1"

Nos resta mostrar que 1" preserva o produto interno. De fato, basta usarmos
o adjunto de T, dai,

(T(u), T(v)) = (u,(IT" o T)(v))
= (u, Id(v)) = (u,v)

portanto,
(T'(u), T(v)) = (u,v)

para todo u e v em V.

22



O

Exemplo 6. Considere V' = M, ,1)(C), o espaco das matrizes coluna sobre
o corpo dos nuimeros complexos, com produto interno dado por,

(M,N)=N*M =N'M, VM,N € V.

Considere também A € M, . (C) o conjunto das matrizes quadradas sobre
o corpo dos nimeros complexos. Definimos o operador linear S como segue,

S VvV = %4
M — SM) = AM,VMeV.

Sob essas codigoes, temos
(S(M), S(N)) = (AM, AN) = (AN)' (AM) = N'A' AM.
Observe que se AA=T d,, teremos que

(S(M),S(N)) = N'M = (M,N).

Assim S preserva o produto interno, agora iremos mostrar que S é um iso-
morfismo. Afirmamos que S é injetor.
Sabemos que uma transformacao linear S é injetora, se e somente se, o

NucS = {0}.
Suponha por absurdo que S nao seja injetor, dai existe u % 0 em V, tal que
S(u) =0

entao

(S(u), S(u)) = (0,0) = 0.
Por outro lado, temos pelas propriedades de produto interno que
(u,uy >0
mas, S preserva o produto interno, dai
(S(u),S(u)) = (u,u)y =0>0

contradigao, portanto S ¢é injetor.
Para mostrar a sobrejetividade de S, considere X € V entao existe Y € V'

tal que
SY)=X.
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De fato, note que
Y =A1'X

Assim concluimos que S é um isomorfismo, logo é unitéria, isto se, e somente
se,

A'A=1d,.
Além disso, dado uma base B ortonormal de V', temos que
[S]p = A.

De fato, sem perda de generalidade considere B a base canonica de V', isto
€,

B={M, =(1,0,...,0), My = (0,1,...,0),..., M,, = (0,0,...,1) }
Onde os M/s sdo matrizes colunas de V. Vamos encontrar a matriz de S em
relacao a esta base.

aij; a1 . . . Qip 1 a1
21 Q22 . . . Q2q 0 21
S(Ml) - AMl == . . ce . . = ;
Apl Apz - . . Gun 0 an1
a;pr a2 . . . Qip 0 19
ao21 Q29 . . . Q9pn 1 929
S(My) =AMy = | . . . . . . | = ,
ap1  Ap2 Ann 0 79
a1 Gi12 A1n 0 A1p
91 QA22 . . . QA9n O Aop,
S(M,) =AM, = | . . . . . | ] =
Ap1 Gpa . . . Gun 1 Ann
Assim temos que,
a;pr a2 . . . Qip
Qo1 Q29 . . . Q9pn
[Slp =
Ap1 QAp2 . . . QApp
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Portanto,
[S]p = A.
([

Observacao 5. Se K = R, entao o adjunto de T" é a matriz transposta de
T, isto é, [T*] = [T]'. Isso decorre diretamente do Teorema 4.

Definicao 4 Seja A € M,,(K). Dizemos que A € unitdria se
AA =A'A=Id,.
Quando K = R, também dizemos que A € ortogonal.

Exemplo 7. Vamos generalisar quando uma matriz A € M, (R) é ortogonal.

Para isso consideremos
a b
A= (C d) € My(R)

uma matriz ortogonal. Do Teorema 7, e da Definicao 4, temos que A é
ortogonal se, e somente se,

A* — At — A_l,
usando as propriedades de determinante, obtemos

1 =det(Idy) = det(A1A)
= detA 'detA
= detAldetA = (detA)?

ou seja,
detA = +1

como Al = A7Y,

[ a b ¢ [a ¢\ 1 d —b
e(ea) (i) (50

assim obtemos, a = d, b = —c, o que implica em

A—(_ab Z)e a?+ 0> =1 (sedetA=1)

ou

A:(Z _ba)e a>+ 0% =1 (se detA = —1)

concluimos que A é ortogonal se, e somente se,
A=("1 b , ou A= a b com a? + b? = 1.
b a b —a
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2.2 Operadores Normais

Nesta secao caracterizaremos todas as transformacoes lineares de um espaco
vetorial (Real ou Complexo) V', para as quais existe uma base ortonormal B
formada por autovetores de T', em relacao a qual a matriz da transformacao
¢ diagonal [1]. Vamos iniciar, usando o que ja foi estudado anteriormente.
Considere V um K-espago vetorial com produto interno e 7 € L(V, V) um
operador linear. Suponhamos que

B ={vy,v9,...,0,}

seja uma base ortonormal formada por autovetores de V' o que nos da a
seguinte propriedade

T(v;)) = v, comaise€ Kei=1,2,...,n,

ou seja, associamos cada elemento da transformacao, como a multiplicagao de
um escalar por algum elemento da base ortonormal de vetores caracteristicos.
Isto nos diz simplesmente que a matriz de T em relacao a base ordenada B
¢ a matriz diagonal, noutros termos, [T]; tem os elementos aq, as, ..., a,, Da
diagonal principal e zero nas outras posigoes.

., . Tt
E como ja mostramos no Teorema 4, o operador adjunto T* = [Tz, ou
seja, nesse caso vamos ter que [, tem os elementos @y, @, ..., @, na dia-
gonal principal e zero nas demais posigoes.

e Se V é um R-espaco vetorial com produto interno, entao os escalares
a1, s, ..., 0y, S0 evidentemente reais, ou seja

T=T"

em outras palavras, se V' é um espago real de dimensao finita com produto
interno e T' é um operador linear para o qual existe uma base ortonormal de
vetores caracteristicos entao 7' é um auto-adjunto.

e Se V' é um C-espaco com produto interno, entao os escalares oy, o, ..., 0,
nao sao necessariamente reais, logo 7' nao sera necessariamente auto-adjunto.
Mas T deve satisfazer

[T][T"]5 = [T7]5[T]. (2.2)
De fato, pois duas matrizes diagonais quaisquer comutam e como T e T™ sao
ambas diagonais em relac¢do a base B temos que a equagao (2.2) é verdadeira.
E como T' comuta com 7™ temos que

ToT*=T*0T.
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Isso nos induz a perguntar, se este fato é condicao suficiente para implicar
na existéncia de uma base ortonormal com vetores caracteristico? Isto é, a
reciproca do que foi mostrado anteriormente é também verdadeira?. Veremos
adiante algumas defini¢coes e proposicoes que respondem de forma positiva a
esta pergunta.

Definicao 5 Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita com produto
interno e T um operador linear sobre V.. Dizemos que T € normal se existir
T* e,

ToT*=T"0oT.

Observacao 6. Todo operador auto-adjunto ¢ normal, assim como os ope-
radores unitarios.

De fato, seja T" um operador auto-adjunto, entao T' = T™ dal,
ToT*=T"oT.
Portanto, T' ¢ um operador normal.

Por outro lado se T' é um operador unitario entao
ToT*=T"oT =1d
logo T' é um operador normal.

Observagao 7. Todo multiplo escalar de um operador normal é normal.

Para mostrar isto considere T um operador normal e A € K, usando o
Teorema 2 para os operadores lineares 1" e T, temos

(aT) o (aT) = (@T*) o (aT) =aa(T* o T)
como 1" é um operador normal, da equacao anterior, tem-se,
aa(T oT*) = (aT) o (aT*) = (aT) o (aT)*.

Portanto,
(aT)* o (aT) = (aT) o (aT)".

Teorema 8 Sejam V um K-espaco vetorial de com produto interno e T um
operador linear normal sobre V. Entao,

a) [[T)|| = [T ()], Vv € V;
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b) Se T(v) =av para o € K ev €V, entao T*(v) = av;

c) SeT(v)) = agvy e T(ve) = aguy, para vy e vy €V e oy, € K, com
ay # e, entdo (vy,vy) = 0.

Demonstracao:
a) SejaT € L(V,V) ewv € V. Observe que
IT()I]> = (T(v), T(v)), (2.3)
e da definicao de adjunto, temos,

(T'(v), T(v)) = (v, T"(T(v))) = (v, T(T"(v)))

pois T' é um operador normal, e mais, a equagao anterior é equivalente &
<T(T*(U>)7 U) = <T<T*(U))v U> = <T*(U), T*(U» )

isto se justifica porque (T'(v), T (v)) é real (decorre diretamente das proprie-
dades de produto interno). Como sabemos,

(T (), T"(v)) = [|T"(w)|[* (2.4)
assim, das equagoes (2.3) e (2.4),
1T =TI = (1T =T @)

b) Lembrando que Id(av) = av, pois Id(v) é o operador identidade.
Como

T(v) = av implicando que T'(v) = Id(awv)
o que nos da
T(v) — Id(aw) = 0= ||T(v) — Id(av)|| =0
por outro lado, tem-se da parte (a) e do Teorema 2, que
1T (v) = Id(aw)|| = [|T"(v) = Id"(av)]|

entao

|| T*(v) — Id"(aw)|| =0 < T*(v) — Id*(av) =0

como sabemos, [d*(av) = aw, logo

T*(v) —av=0 = T*(v) =aw.
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c) Para mostrar esse item, basta observar que
(T'(v1), v2) = (01, T"(v2)) -
Por hipétese, temos que T'(vg) = aavs, e por b) temos
T (vg) = auy
sendo assim
(01, T*(v2)) = (v1,0502) = (Tgua, v1) = a2 (v1,03) .

entao,
(T'(v1),v2) = aa (v1,v2) . (2.5)

Por outro lado, como T'(v1) = ayvq, entao
(T'(v1),v9) = (101, v2) = aq (v, v9) , (2.6)
logo das equagoes (2.5) e (2.6), vem que
aq (v1,v2) = g (V1,v9) = ay (V1,v9) — ag (v1,v2) =0

dai
o1 <U17 U2> — Qg <017U2> = (041 - 042) <U17 U2> =0.

Como oy # ap entao
<U1, UQ) = 0

2.3 Teorema Espectral

Teorema 9 Seja V um K- espaco vetorial com produto interno de dimensao
finita. Se T é um operador linear auto-adjunto sobre V', entao T possui um
autovetor.

Demonstracgao:
Estamos interessados em mostrar que, pr(\) tem raizes e estas por sua vez
serao autovalores de T'. Vamos separar esta demonstracao em dois casos.

Caso 1. Considerar K = C, ou seja, o corpo € o conjuntos dos niimeros

complexos. Sendo assim, o resultado segue diretamente pelo Teorema 11 no
Apéndice A, isto é, existe uma raiz para o polinomio caracteristico de T,
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como desejado.

Caso 2. Seja K = R, isto é, o corpo é o conjunto dos niimeros reais.
Considere V um R-espaco vetorial de dimensao finita com produto interno,
T um operador linear auto-adjunto e B uma base ortonormal de V. Vamos
chamar de A, a matriz do operador 1" em relacao a base B,

A=1[T]p. (2.7)
Como T é auto-adjunto, temos pelo Teorema 4 que,
A=[Tp=[Tp =[]y =7
logo A é uma matriz simétrica pois,
A=A

Considere o operador S € L(M, 1, M,x1) sobre o corpo dos nimeros com-
plexos, como definido no Exemplo 6, onde

S(M) =AM, YM € M,
além disso, observe que o operador S é auto-adjunto, pois,
S*(M) =AM = AM = S(M).

Como o operador auto-adjunto S esta sobre os complexos, entao pelo Teo-
rema 11 o polinémio

ps(A) = det[Ald,, — [S5]]

possui uma raiz, considere A como sendo a raiz deste polinomio. Por outro
lado temos que A também é raiz do polinomio

p(A\) = det|\d, — Alp
pois foi mostrado no Exemplo 6, que
(Sl =A = ps(A) =p(\)

segue por (2.7) que
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Assim sendo, temos que A é uma raiz do polinomio caracteristico de T

Vamos mostrar que A é real. Para tanto, seja v # 0 o autovetor associado
a A, logo
(S(v),v) = (A, v) = A(v,v) .

Por outro lado,
(S(v),v) = (v,5"(v)) = (v,S(v)) = (v, Xv) = A (v, )

assim,

A, v) = A (v,0) = (A= X) (v,v)

como v # 0, temos que A — A = 0, entdo A = ), portanto A € R, logo é um
autovalor de T

O

Definicao 6 Seja T': V — V um operador linear onde V é um K-espaco

e

vetorial e seja W C V' um subespaco de V. Dizemos que W é um subespaco
T-invariante de V' se T'(w) € W para todo w € W.

Lema 2 Seja V um K-espaco vetorial com produto interno e de dimensdo
finita com T € L(V,V). Se W é um subespaco T-invariante de V, entio W=
¢ T*-invariante.

Demonstracao:
Considere w € W+ e v € W, vamos mostrar que T*(w) € W+, ou seja,

(v, T*(w)) =0, Yv € W.
De fato, como W é T-invariante, entao T'(v) € W, e portanto
(T'(v),w) =0.
Por outro lado observe que
(v, T"(w)) = (T'(v), w) =
Portanto, T*(w) € W+.
O

Teorema 10 (Espectral) Seja V' um K-espago vetorial de dimensdo finita
com produto interno, e seja T um operador linear auto-adjunto sobre V.
Entao existe uma base ortonormal de V' cujo os vetores sao autovetores de

T.
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Demonstracao:

Seja V' um K-espaco vetorial de dimensao finita com produto interno e T’
um operador auto-adjunto. Provaremos o resultado por inducao sobre a di-
mensao de V.

e Se dimgV = 1, entao pelo Teorema 9, temos que 1" possui um vetor
caracteristivo vy, logo
v ]

¢ uma base ortonormal, como desejado.

e Suponha que n > 1 e que o resultado seja valido para todo espaco
vetorial de dimensao n — 1. Seja W o subespaco unidimensional gerado pelo
vetor v. A afirmacgao de que v; é um vetor caracteristico de T significa que
W é T-invariate, pois

Tw)=M = T(v)eW, YveW.

Com isto, pelo Lema 2 temos que W+ é T*-invariante, mas 7' é um operador
auto-adjunto, ou seja T = T, logo W+ é T-invariante. Pelo Coroldrio 3 no
Apéndice A, temos

o que implica dimensdo de W+ = n — 1, entdo pela hipétese de inducao,
temos que W+ possui uma base ortonormal

B = {vq, ..., v}

formada por autovetores, assim o conjunto

v
B = {m,vg,vg, ...,’Un}

gera o espaco vetorial V', e é LI. Portanto é uma base ortonormal de V'
formada por autovetores.

32



Apeéendice A
DEFINICOES BASICAS

A.1 Espacos Vetoriais

Teorema 11 (Fundamental da Algebra) Todo polonémio com coeficien-
tes em C possui raizes complexas.

Defini¢ao 7 (Corpo) Um conjunto nao vazio K é um corpo se em K pu-
dermos definir duas operagées, denotadas por + (adi¢ao) e . (multiplicagdo),
estas devem satisfazer as sequintes propriedades:

Operacao de Adicao
(A1) a+b=>b+a, Va,b € K (Comutativa);
(A2) a+ (b+c)=(a+D)+c, Va,b,ce K (Associativa);

(A3) Eziste um elemento em K, denotado por 0 e chamado de elemento
neutro da adicao, que satisfaz

O+a=a+0, Vae K

(A4) Para cada a € K existe um elemento em K, denotado por (—a) e
chamado de oposto de a (ou inverso aditivo de a) tal que

a+(—a)=(-a)+a=0

Operacao de Multiplicagao
(M1) a.b=b.a, Va,b € K (Comutativa);
(M2) a.(b.c) = (a.b).c, Va,b,c € K (Associativa);
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(M83) Existe um elemento em K, denotado por 1 e chamado de elemento
neutro da multiplicacao, que satisfaz

la=al, Vae K

(M4) Para cada elememto naio nulo a € K existe um elemento em K, deno-
tado por a=! e chamado de inverso multiplicativo de a tal que

(AM) (a+b).c = a.c+b.c, Ya,b,c € K (Distributiva);

Definigao 8 (Espago Vetorial) Um conjunto nao vazio V é um espago
vetorial sobre K (um corpo) se em seus elementos, denominados vetores
estiverem definidas as sequintes operagoes:

Aditiva: A cada par u,v de vetores de V' corresponde um vetor u + v € V,
chamado de soma de u e v de modo que:

(Al) u+v=v+u, Yu,v € V (propriedade comutativa)
(A2) (u+v)+w=u+ (v+w), YVu,v,w € V (propriedade associativa)

(A3) Existe em V um vetor, demominado vetor nulo e denotado por 0, tal
que 0+v=v+0=v,Yv eV,

(A4) Para cada vetor v € V, existe um vetor em V', denotado por —v, tal
que v+ (—v) = (—v)+v=0

Multiplicativa: A cada par a € K ev € V, corresponde um vetor a.v € V,
denominamos produto por escalar de o por v de modo que:

(M1) (af)v = a(pv), Yo, € K e v € V (propriedade associativa);
(M2) 1w =wv.1=v Vv eV (onde 1 é o elemento identidade de K);
(M3) a(u+v)=au+av, Vae Kev eV,

(M4)

M4) (a+ p)v=av+ Pv, YVo,f € KeveV.
Definicao 9 Seja V' um espaco vetorial sobre K.

(1) Um vetor v € V é uma combinagao linear dos vetores vy, va, ..., v, € V|
se existirem escalares aq, s, ..., o, € K, tais que
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n
V= QU1 + Uy + ... + ap v, = E Q5.
i=1

(2) Seja B um subconjunto de V. Diremos que B é conjunto gerador de V'
(ou que B gera V) se todo elemento de V' for uma combinagao linear
de um numero finito de elementos de B.

Definicao 10 Seja V' um espaco vetorial sobre K e B um subconjunto de

V.

(a) Dizemos que B é linearmente independente (LI) se ajv; + agvg + ... +
a,v, = 0, para v; € Bea; € K, onde i« = 1,2,...,n, implica que
alzozg:...:an:Q

(b) O conjunto B é chamado linearmente dependente (LD) se nao for line-
armente independente.

Definigao 11 (Base) Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K. Dize-
mos que um subconjunto B de V' é um base de V se

(i) B for um conjunto gerador de V' e

(b) B for linearmente independente.

Definicao 12 Seja V' um espacgo vetorial sobre K. Se V admite uma base
finita, entao chamamos de dimensao de V o niumero de elementos de tal base.
Caso contrario dizemos que a dimensao de V' € infinita.

Proposicao 2 Seja V um K-espago vetorial de dimensaon > 1 e seja B C
V. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(a) B € uma base de V;

(b) Cada elemento de V' se escreve de maneira unica como combinacao
linear de elementos de B.

Definicao 13 Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K. Um subcon-
Jgunto W de V' é um subespago vetorial de V' se a restrincao das operagoes de
V a W torna esse conjunto um K-espago vetorial.
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A.2 Transformacoes Lineares

Definicao 14 Seja U eV espagos vetoriais sobre um corpo K. Uma fungao
T:U —V € uma transformacao linear se

(i) T(uy + ug) = T(u1) + T(uz), para todos uy,us € U, e
(i) T'(Au) = AT'(u), para todo A € K e todo u € V.

Definicao 15 Sejam U e V' dois espagos vetoriais sobre um corpo K e T :
U — V uma transformagao linear.

(a) O conjunto {u € U : T(u) = 0} é chamado de nicleo de T e serd
denotado por NucT'.

(b) O conjunto {v eV :3uecU comT(u) =v} é chamado de imagem de
T e serda denotado por ImT.

Definigao 16 (Isomorfismo) Sejam U eV dois espagos vetoriais sobre K.

(i) Considere T : U — V uma transformagao linear. Se T for bijetora
entao dizemos que ela € um isomorfismo;

(i1) Se existir um isomorfismo T : U — V', entao dizemos que U e V sdo
espagos vetoriais isomorfos e indicamos U = V.

Proposicao 3 A inversa de uma transformacao linear bijetora € também
linear.

Definicao 17 Seja U e V' dois espacos vetoriais sobre o corpo K. Seja B
e B’ as base de U e V' respectivamente. Para cada transformacgao linear
T:U —V, existe uma matriz A de ordem m X n sobre o corpo K, a matriz
de T em relagcdo a B e B', é

esta € chamada de matriz da transformacao linear T com relagdo as base B
e B’ e é denotada por [T'|g . No caso em que os espagos U e V' e as base
B e B’ sejam iguais, denotamos por [T)p.

Proposicao 4 Sejam V e W dois espagos vetoriais sobre K com dimensoes
n e m, respectivamente. Dadas bases B e C' de V e W, respectivamente e
uma matriz M em M, «,(K), entao existe uma unica transformagao linear
T:V — W tal que

[T)pc= M.
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Teorema 12 Sejam T : U —V e E: V — W duas transformacoes lineares
onde U,V eW sao espagos vetoriais de dimensao n, m e r, respectivamente.
Fize bases B, B' e B” para U, V e W respectivamente. Entao

[T @) E]B,B” = [T}B’,B”'[E]B,B’

Definicao 18 Seja V' um K-espago vetorial. Um funcional linear em V' ¢é
um transformacao linear
f:V—-K.

A.3 Autovalores e Autovetores

Definicao 19 Uma transformacao linearT : V — V € chamada de operador
linear, onde V' € um espaco vetorial sobre um corpo K.

Definicao 20 Seja T : V. — V um operador linear.

(i) Um autovalor de T' é um elemento A € K tal que existe um vetor nao
nulo v € V com

T(v) = Av.

(ii) Se A é um autovalor de 7', entdo todo vetor nao nulo v € V tal que
T(v) = Av é chamado de autovetor de T" associado a A. Denotare-
mos por Autr(\) o subespago de V' gerado por todos os autovetores
associados a A.

(iii) Suponha que dimkV = n < oco. Dizemos que T é diagonalizavel
se existir um base B tal que [T|p é diagonal (Todos os elementos sao
iguais a zero, exceto os da diagonal principal), o que é equivalente a
dizer que existe uma base formada por autovetores de T'.

Definicao 21 Sejam V um K-espaco vetorial de dimensao finita e T €
L(V, V) um operador linear e C" uma base de V. Chamamos o polinémio

detlxId — [T)]c
de polinémio caracteristico de T' e o denotamos por pr(x), isto é
pr(x) = det[zld — [T]]c

Onde os autovalores de T, caso exista, serao as raizes de seu polinomio
caracteristico.
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A.4 Espacos com Produto Interno

Definicao 22 Seja V' um K-espaco vetorial, onde K =R ou K = C. Um
produto interno sobre V. € um funcao

(,)V: VXV K

que satisfaz as sequintes propriedades:

(P1) (u+v,w) = (u,w) + (v,w), Yu,v,w € V;
(P2) (A\u,v) = A({u,v), VA € K, Yu,v €V,
(P3) (u,v) = (v,u), Yu,v € V

(P4) (u,u) >0, seu#0.

Observagao: As propriedades seguintes decorrem facilmente das proprieda-
des (P1) ,(P3) e (P2), (P3).

(P5) (u,v) = (u,v) + (u,w), Yo,u,w eV
(P6) (u, W) = Mu,v), VA€ K,v,ucV

Definicao 23 Seja V' um K-espaco vetorial munido de um produto interno
(, ). Para cadav €V, chamamos de norma de v ao nimero real dado por

[ol] = v/ (v, v).

Observagao: Seja V' um espago vetorial com produto interno. Segue dire-
tamente das defigoes anteriores que,

(N1) |Ju]] >0, Vue Ve l||lul| =0« u=0.

(N2) |lau|| = |af|ul|, Yo € K e Vu e V.

Definigao 24 Seja V' um espago vetorial sobre K com produto interno { , )
e sejam u,v € V.

(O1) Dizemos que u e v sdo ortogonais se

(u,v) = 0.

(02) Um subconjunto A de V' é chamado ortogonal se os seus elementos sao
ortogonais dois a dois;
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(03) Dizemos que A é um conjunto ortonormal se for um conjunto ortogonal
e se |ul| =1, Yu € A.

Teorema 13 Todo espago vetorial de dimensao finita n > 1 com produto
interno possui uma base ortonormal.

Corolario 2 Seja V. um K-espaco vetorial com produto interno e B =
{v1,v9, ..., v, } uma base ortonormal de V. Entao para v € V', temos

n

v = Z (v,v;) v;

i=1

Definicao 25 Sejam V e W dois K -espagos vetoriais com produto interno.
Dizemos que uma transformacio T € L(V,W) é uma transforma¢ao que
preserva o produto interno se

(T'(w), T(v)) = (u,v)

para todos u,v € V. Um isomorfismo entre espaco com produto interno é
um isomorfismo que preserva o produto interno.

Definicao 26 Seja V' um espago vetorial com produto interno, e seja S C
V' um subconjunto de V. Chamamos de ortogonal a S (ou complemento
ortogonal de S) ao conjunto

St={veV:{vu) =0, Yuc S}.

Corolario 3 Seja V um K-espago vetorial de dimensao finita com produto
interno e seja W um subespaco de V. Entao

dimV = dimgW + dimgW+.
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CONCLUSAO

Neste trabalho optamos por apresentar os conceitos de Funcionais e Ope-
radores Lineares, pois julgamos de extrema importancia, uma vez que em
nossa graduacgao o curso de Algebra Linear nao chega até esse nivel, cen-
tramos nesse ponto, justamente para despertar o interesse de nossos colegas
acerca do tema, para conseguir este objetivo, decidimos mostrar a partir do
que foi visto em sala de aula, que aqueles conceitos sobre algebra linear, po-
dem ser estendidos a algo bem mais além, um exemplo disso foi o resultado
que provamos, onde mostramos condi¢oes necessarias e suficientes para se
ter num espaco vetorial V' uma base ortonormal formada por autovetores.
Isto nos diz simplesmente, que encontramos uma base para um dado espago
vetorial V', onde a matriz da transformagao é diagonal, e a norma de cada
elemento dessa base é unitaria, ou seja, mostramos a base mais simples (de-
pois da canodnica), e essa por sua vez possui varias propriedades que a destaca
das demais, ja que ela é formada por autovetores. Além disso, concluimos
que todos os elementos (vetores) do espago vetorial V', podem ser escritos
como uma combinacao linear de vetores caracteristicos.

Finalizamos este, deixando uma questao em aberto, que pode ser enten-
dida como um segundo passo deste trabalho. Os resultados que mostramos
podem ser ampliados a um espaco de dimensao infinita, entao quais serao as
novas condicoes para que o ocorrido aqui, também seja valido para esse novo
espago, ou seja, como os conceitos de Funcionais e Operadores Lineares, estao
relacionados a existéncia de uma base formada por vetores caracteristicos em
um espaco vetorial de dimensao infinita.
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