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RESUMO

Apds uma série de pesquisas e revisoes sobre as defini¢coes do conjunto dos niimeros
reais, fizemos a construcao do mesmo geometricamente. E a mesma se da pela repre-
sentacao geométrica de cada definicao dada, de cada propriedade mostrada, ou de cada
proposicao exposta no mesmo. Definimos primeiro a imagem geométrica da reta real IR,
a qual foi designada por R, e em seguida uma imagem para os nimeros naturais, onde
tal conjunto foi designado por N, e inicialmente definimos as imagens geométrica dos
nimeros zero e um, os quais foram designados por O e I, e consequentemente definindo
a unidade na semi-reta real R*. A partir de entao definimos o conjunto dos niimeros
naturais N, através de um processo denominado PROCESSO ELEMENTAR. De forma
analoga, definimos também os conjunto das imagens geométrica dos niimeros pertencentes
a semi-reta real = , mas nesse caso o tal processo é utilizado com caracteristicas diferen-
tes - portanto chegando a definicao do conjunto dos ntmeros inteiros Z. Foi definido no
conjunto dos numeros naturais somente as operacoes e propriedades da adicao e multi-
plicacao, pois o conjunto nao nos permite a definicao da subtracao e divisao em funcgao de
alguns fatores que nao sao coerentes com as caracteristicas e propriedades de tal conjunto.
Logo em seguida foi definida a subtragao no conjunto dos niimeros inteiros, e em seguida
definimos o conjunto dos ntimeros racionais Q, e nele definimos também a operacao e pro-
priedades da divisao, pois esta operagao é uma das caracteristicas principais do conjunto
dos racionais. E finalmente foi feita a representacao geométrica de cada operacao, e suas
respectivas propriedades, e uma forma geral de como representar um nimero Irracional.
A ferramenta principal utilizada neste trabalho é o programa computacional Geogebra.

Palavras-chave: Geogebra, Imagem Geométrica, Figuras Geométricas,
Conjuntos dos Racionais, Conjuntos dos Irracionais, Conjuntos dos Naturais, Conjunto

dos Inteiros.



ABSTRACT

After a lot of research and reviews on the definitions of the set of real numbers,
we build the same geometrically. And the same is given by the geometric representation
of each definition of each property shown, or each proposition exposed in it. We define a
first geometric image of the real line IR, which was designated as R, and then an image
for the natural numbers where such an assembly has been designated by N, and initially
define the geometrical pictures of the numbers zero and one, which was designated by O
and I, and thus setting the unit in semi-real line Re™. From then define the set of natural
numbers N, through a process called BASIC PROCESS. Similarly, we also define the set
of images of geometric figures belonging to the semi-real line real Re™ but in this case the
process is used with different characteristics - thus arriving at the definition of the set of
integers Z. Only operations and properties of addition and multiplication was defined in
the set of natural numbers, because the set does not allow the definition of subtraction
and division due to some factors that are not consistent with the characteristics and
properties of such a set. Soon after the subtraction was defined on the set of integers,
and then defines the set of rational numbers Q, and it also define the operation and
properties of the division, this operation is a major feature of all rational. Finally, it was
made geometric representation of each operation, and their properties, in general, how to
represent a number Irrational. Therefore, the main tool that was used in this work is the
computational program Geogebra.

keyword: Geogebra, Geometric Image, Geometrical Pictures, Set of rati-

onal numbers, Set of Integers numbers, Set of natural numbers, Set of Irrational numbers.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A matematica, desde tempos imemoriais, é a ciéncia que mais tem
contribuido para o desenvolvimento da sociedade. A descoberta dos nimeros
foi fator decisivo na formacao dessa ciéncia que sempre esta a surpreender
seus pesquisadores. A medida que a civilizacao foi se sofisticando, novas
ferramentas foram surgindo auxiliando no desenvolvimento da construcao
dos ntmeros reais.

Quando se fala em niimeros reais, ha uma série de fatores que abran-
gem este contexto. E necessério que se tenha um breve conhecimento de
alguns pré-requisitos, nos quais dao as ideias para que se compreenda de-
talhadamente cada passo dado, até que se chegue a uma definicao da cons-
trucao dos nimeros reais.

Antes de tudo, é indispensavel que se tenha nocao de espaco. O
que seria este espaco? Uma forma bem grosseira de definir é dizendo que
é tudo que nos envolve, ou o local onde podemos nos mover, seja qual for
a direcao. E finalmente, dizer que é onde podemos definir uma posicao. E
novamente se pergunta o que seria esta posicao?

’

E exatamente ai que entramos nos pontos principais: a reta e o
ponto.

Para se entender como sao construidos os niimeros reais, precisamos
entender primeiro que uma posicao ¢é representada através de um ponto, e
que esse ponto é uma forma em que utilizamos, seja uma reta no R?, ou
seja em R3. Mas o que nos interessa é trabalhar com a reta real R, a qual
se define pelo conjunto infinito, composto por estes pontos.

Uma definicao bem sucinta de ponto é dizer que nunca conseguiriamos
de forma alguma representar o mesmo em uma folha de papel, pois nao



existe uma espessura, nem tamanho que se consiga por na ponta de um
lapis, por mais afiado que o mesmo esteja. E na mesma ideia, podemos
fazer uma breve definicao da reta, dizemos que a mesma também nao pode
ser representada exatamente em uma folha de papel, pois como foi dito
anteriormente, a reta é um conjunto de infinitos pontos, e como um ponto
nao pode ser representado desta forma, consequentemente a reta também
nao pode, por mais longo e perfeito que seja o risco feito com a intencao
de representar, pois além de nao ter espessura, ela se prolonga de forma
indefinida, para ambos os lados.

Os numeros reais serao construidos a partir dos niimeros racionais
através de uma reta, a qual designaremos como a reta dos numeros re-
ais, e a mesma esta dividia em duas semi-retas em que os pontos estao
distribuidos em forma de imagens geométricas. Onde serd utilizada uma
correspondéncia bijetiva em que a cada imagem geométrica marcada na
reta I correspondera a um nimero real da reta IR

Existem muitas formas de construir os nimeros reais, e uma de-
las é trabalhando com imagens geométricas, que podem ser construidas
utilizando uma régua e um compasso ou através de uma ferramenta que
surgiu ha pouco tempo e esta sendo muito utilizada na construcao de figu-
ras geométricas, esta ferramenta é um programa computacional conhecido
por GEOGEBRA.

O que é o GEOGEBRA?

Geogebra é um programa de matematica dinamico desenvolvido em
2001 por Markus Hohenwoarter e uma equipe internacional de programa-
dores com o objetivo de aprender e ensinar matematica em sala de aula.

O programa permite realizar construgao geométrica com a utilizagao
de pontos, retas, segmentos de retas e etc, com o auxilio dessas ferramentas
é possivel construir os niimeros reais representando-os de forma geométrica.

Ea partir dessa ferramenta que construiremos o conjunto dos niimeros
reais, representando-o geometricamente. Para isso precisamos antes de tudo,
fazer uma breve definicao da reta R citada anteriormente, pois a mesma
servird de base para a construgao, e a mesma sera a imagem geométrica na
representacao da reta real IR

Silva, Carlos Henrique Oliveira da; Matematica - Unifap
Chagas, Sueide Maciel



Capitulo 2

CONSTRUGCAO GEOMETRICA
DOS NUMEROS NATURAIS

Para a construcao dos nimeros naturais, precisaremos utilizar algu-
mas defini¢oes bésicas da matematica, tais como a operacao da adicao, a
definicao de sucessao, a reta real, os pontos zero e um na reta real. Por-
tanto é dada pré-definicoes das mesmas antes de tudo, pois sem elas, pouco
poderemos trabalhar. Logo apds isso, poderemos construir cada conjunto
passo a passo.

2.1 A Reta Real

Adotamos R a reta escolhida para marcar os pontos nas quais de-
signaremos suas respectivas imagens geométricas. Portanto assumiremos
inicialmente dois pontos distintos O e I, os quais foram escolhidos como
imagens geométricas dos nimeros 0 (zero) e 1 (um),respectivamente, con-
forme figura (2.1)

o]
0

Figura 2.1 Reta real R

A reta pode ser percorrida em dois sentidos distintos. Observe que



2.1 A Reta Real 4

foram marcados apenas dois pontos O e I. sabe-se que o ponto O esta re-
presentado a origem e [ esta representando a unidade, tem-se um percurso
de O para I, na direcao para a direita, o qual serd o sentido positivo da
reta.

Considerando dois pontos distintos X e Y, escrevemos X < Y se,
e somente se, Y estiver a direita de X na reta real, e a relacao < terd as
mesmas propriedades da relacao menor < no conjunto dos nimeros reais.

Quando escrevemos X =Y queremos dizer que X e Y estao repre-
sentando o mesmo ponto da reta real.
X XY, significa que:

X=YouX<Y

A partir das defini¢oes dadas, de igualdade =, e < "menor ou igual”,

podemos obter as seguintes propriedades:
[) Reflexiva: X (%) X,V X € R.

II)Se X xYeVYxX=X=Y,VX,Y € R (Ver figura 2.2)

o x "
(=} b X

ot
.
X

Figura 2.2 Imagem geométrica da propriedade I

[II) Transitiva: Se X K Y A Y W =X W VXY, W e R

Silva, Carlos Henrique Oliveira da; Matematica - Unifap
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2.2 Marcacao dos Numeros Naturais na Reta Real 5

e AR

N

Figura 2.3 Imagem geométrica da propriedade I11

E consequentemente concluimos que, considerando dois pontos de
R, s6 uma das afirmativas abaixo pode ser verdadeira:

XY, X=YY <X

Antes de definirmos o conjunto dos nimeros reais é necessario que
se defina a semi-reta real positiva, a qual é denotada por (1), que é o
conjunto dos pontos X, onde 0 < X. E que a semi-reta real negativa, que
é denotada por w), que é o conjunto dos pontos X < 0, isto é:

R ={reR/0 <z}

R ={reR/0>z}

2.2 Marcacao dos Numeros Naturais na Reta Real

Primeiramente, comecemos a marcar os nimeros naturais. Como
ja foram definidos os nimero 0 (zero) e o nimero 1 ( um ) representados
pelas imagens geométricas O e I respectivamente na reta real, marcaremos
o numero 2, tragcando uma semi-circunferéncia de centro I e com raio igual
ao comprimento do segmento OI, o qual corte a reta nos pontos O e A
(ver figura2.4); O ponto A é a representagao geométrica do nimero 2.

Silva, Carlos Henrique Oliveira da; Matematica - Unifap
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2.2 Marcacao dos Numeros Naturais na Reta Real 6

Figura 2.4 A ¢ a imagem geométrica de 2

Repetindo a construgao anterior, podemos agora marcar o nimero
3, tendo como o centro da semi-circunferéncia o ponto A e usando o mesmo
raio (ver figura 2.5).

Figura 2.5 B ¢ imagem geométrica de 3.

Ao obtermos o ponto B, imagem geométrica de 3, podemos observar
que, se prosseguissemos indefinidamente com esse processo, iremos marcar
um a um os numeros naturais na reta real.

Observe que em uma linha reta, ainda na marcagao dos niimeros na-
turais, devemos marcar um ponto M para representar a imagem geométrica
de m. Marcaremos um ponto N sucessor de M, para representar a ima-
gem geométrica do nimero natural n. Tal situacao nos mostra a seguinte

Silva, Carlos Henrique Oliveira da; Matematica - Unifap
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2.2 Marcacao dos Numeros Naturais na Reta Real 7

notagdo (n = m + 1). Pelo o que se ver e o que estudamos anteriormente,
o ponto P da reta real é a imagem geométrica do ntimero natural sucessor
de n, ou seja, n + 1 (ver figura 2.6).

Figura 2.6 imagem geométrica de n + 1.
Através deste processo gerador dos niimeros naturais, nota-se que:

I[) Todos os nimeros naturais depois do primeiro natural 1 sdo obtidos
através de sucessivas adicoes da unidade, denominado processo ele-

mentar.

Geometricamente falando.

IT) Toda imagem geométrica dos numeros naturais depois da imagem
geométrica I sao obtidos através de sucessivas aplicacoes do processo
elementar.

Exemplo 2.2.1. Seja n um numero natural e designaremos por N a ima-
gem geométrica. O objetivo consiste em marcar na reta real o nimero n+ 1
utilizando apenas o geogebra e tendo apenas o conhecimento prévio dos
pontos O e I. Note-se que, para aplicar o processo elementar, necessita-se
do ponto M ( imagem geométrica de (n — 1) e que se dispoe agora dos
pontos O, I e N.

No caso anterior, podemos observar que se tinham a disposicao os
pontos O, I, M e N, mas agora s6 foram disponibilizados os pontos O, [
e N.

Usando um compasso, faz-se a medida do ponto O até I, obtendo
entao a medida do raio da semi-circunferéncia que utilizamos para obter o
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0 N N

Figura 2.7 imagem geométrica de n + 1, sem a imagem geométrica de m.
ponto N + I, que é a imagem geométrica de n+ 1, usando o ponto N como
centro dessa semi-circunferéncia. O ponto em que esta em intersecao com
a reta R, é sucessor de N, serd o ponto N + I, ou seja, o ponto n + 1.

Designaremos entao, N como sendo a imagem geométrica de N, a
qual gozara das mesmas propriedades dos ntimeros naturais.

Podemos definir N’ como o conjunto dos pontos X, onde cada ele-
mento de N, é a imagem geométrica dos elementos de N. E mais, A/ é um
subconjunto de R, satisfazendo as seguintes propriedades.

I)IeN.

IT) Dado X € R, X pertence a N se e somente se, X = I ou pode ser
obtido de I por um conjunto finito de aplicacoes sucessivas do processo
elementar.

2.3 Representacao Geométrica da adicao de niimeros
naturais

Sejam M e N imagens geométricas dos niimeros m e n, respecti-
vamente. Antes de definir a soma de dois ntimeros naturais, observa-se o

seguinte caso:

m+3={[(m+1)1+] + 1}

Conforme a figura abaixo:
Seja M a imagem geométrica do niimero natural n. Para representar
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2.3 Representacao Geométrica da adigao de niimeros naturais 9

M N+ (M+H)+ [(M+)+1]+1

Figura 2.8 imagem geométrica de m + 3

geométricamente a soma n + m, aplica-se m vezes o processo elementar a
partir do ponto M para obter o ponto P (ver figura 2.9).

P=i+N

Figura 2.9 processo elementar n vezes

Através da observacao do caso anterior, em que foi aplicado o pro-
cesso elementar n vezes, para se obter o ponto P, que representa a soma
m + n, podemos afirmar que nao somente nimeros naturais tém ima-
gem geométrica, mas a adicao de dois niimeros naturais quaisquer, podem
também serem representado geometricamente, essa soma S ou seja, uma
aplicagao de N x N em N, em que a cada par (M, N) € N'xN associa a um
unico elemento de N. Sendo imagem geométrica de n, S a representacao
geométrica de m + n.

E para diferenciar a adicao de N da sua correspondéncia em N,
usamos o simbolo €.

S=m&n
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2.4 Propriedades da Adicao:

A operagao @ em N goza das mesmas propriedades + em N as
quais ja sao conhecidas.

Vejamos:

P1: comutativa em N:

m-+n=n+m

P2: Associatividade em N:

(m+n)+p=m+ (n+p)

P3: Elemento Neutro.

n+0=n

Consequentemente em N:

P1: comutatividade em N.

ME@N=NEpM

P2: Associatividade em N:

(MBN)® P =M BN S P)

P3: Elemento Neutro em N:

NO=N

2.5 Representacao geométrica da multiplicacao de nimeros
naturais

A definicao da multiplicacao em N, serd representado por 7 =7 A
qual sera imagem geométrica de ” -7, e se define da seguinte forma:

Consideremos X e Y em N, as imagens geométricas de x e y € N
multiplicacao de x por y. Definimos a representacao geométrica da multi-
plicacago com X Y = X + X + X + X + X +--- 4+ X, onde foi aplicado
Y vezes o processo elementar com raio OX. (ver figura 2.10)

7 2

A operacao ” *” em N, goza das mesmas propriedades de 7 -7 em
N, as quais também ja sao conhecidas.

Vejamos em N:

P1: Comutatividade em N:

rTyYy=y-z, Vr,y € N.
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o onYa

Figura 2.10 imagem geométrica de XY, com x somando x (y vezes)

P2: Associatividade em N:

(x-y)-z=x-(y-2), Va,y,z € N,

P3: Existencia do Elemento Neutro em N:

r-1=ux, Vo € N.

P4: Distributividade em N:

(x+y)-z=(x-2)+ (y-2), V,y,z € N.

Analogamente, a operacao ” * 7 goza das mesmas propriedades da
seguinte forma:

P1: Comutatividade em N:

X*xY =Y xX, Vr,y e N.

P2: Associatividade em.

(X*xY)xZ=Xx(Yx2), Va,y,z € N.

P3: Existéncia do Elemento Neutro em N:

Xx1l=X, Vr e N.

P4 : Distributividade em N:

(XPY)xZ=(X*x2)P(Y * 2), Va,y,z € N.

Observacao 2.5.1. As propriedades dos nimeros naturais, tanto na adi¢ao

quanto na multiplicacao serao representados de forma geométrica no capitulo
0.
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Capitulo 3

MARCACAO DOS NUMEROS
INTEIROS NA RETA REAL

2

Como foi visto anteriormente, definimos a operagao de adi¢ao ” €@

7

e multiplicacao ” - ” no conjunto A. Mas é sé a partir da construcao dos
nimeros inteiros Z que poderemos definir a subtracao de um ntmero na-

tural m por outro natural n.

E serd possivel entender o porqué de nao ser possivel definir a sub-
tracao nos naturais N. Mas antes, precisamos saber o que é a subtracao em
N:

Dados dois niimeros naturais m e n, pretendemos que a subtracao
de m por n, denotado por (m — n), seja o tinico nimero natural p, tal que
m =n —+ p, e que 0 mesmo represente um nico ponto na reta real.

Mas € ai que encontramos a restricao da impossibilidade de se definir
a subtracao em N. Pois serd que para quaisquer m e n € N, existira apenas
um p € N, tal que m = n + p? E se caso existir serd que esse é 1inico?.

Podemos afirmar, por inducao, que as perguntas feitas anterior-
mente tém respostas afirmativas se, e somente se, m > n. Para justifi-
car essa afirmacao, utilizaremos a representacao geométrica da adicao dos
nimeros naturais, pois ja sao conhecidas.

Seja N e M a imagem geométrica dos niimeros naturais n e m respec-
tivamente (com m>n). A partir do ponto N, aplicamos o processo elementar
(com raio OT) repetidamente até atingir o ponto M. O niimero de vezes que
foi aplicado o processo elementar define o natural p que verifica: m = n+p,
o qual denotamos por p = m — n (ver figura 3.1).

Podemos concluir entao, que a afirmativa que fizemos anteriormente,
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Figura 3.1 caso p =3, ou seja, m =n + 3, ou ainda, m —n =3
que a subtracao m — n ¢é Unica em N, mas com a restricao de que, m deve
ser sempre maior que n, ou seja, m > n.

Aplicamos esta definicao mostrando em um exemplo numérico como
obter o resultado da subtracao de 8 por 3, ou seja, (8 — 3) onde o resultado
éigual a5 (8 — 3 =5).

Escolhemos P a imagem geométrica de 3, e () a imagem geométrica
de 8.

(TYYT

Figura 3.2 P € imagem geomélrica de 3, e ) € imagem geométrica de 8.

Podemos notar na Figura 3.2 que foi indicado um sentido no pro-
cesso elementar, nesse caso, o sentido de P para (), ou seja, de 3 para 8,
sentido esse marcado por uma seta. E podemos notar também que através
do processo elementar, a partir de P (imagem geométrica de 8), podemos
obter o resultado da subtracao.

No mesmo exemplo podemos utilizar o processo elementar, mas no
sentido inverso, partindo agora do ponto () (imagem geométrica de 8),
podemos chegar a um ponto S, utilizando o processo elementar (inverso) 3
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vezes, obtendo assim o mesmo resultado, pois 0 S é a imagem geométrica

de 5 na reta (ver Figura 3.3).

Figura 3.3 Q ¢ imagem geométrica de 8, e S é imagem geométrica de 5.

O exemplo foi representado geometricamente nas duas formas para
que pudéssemos nos atentar que, no primeiro caso, o resultado da sub-
tracao foi obtido pela quantidade de vezes que o processo elementar foi
executado, enquanto que no segundo caso o resultado foi obtido através da
imagem geométrica S, como o processo elementar inverso aplicado 3 vezes
(a quantidade que se quer subtrair de 8).

Este segundo processo, onde se usa 0os mesmos passos do processo
elementar, porém no sentido inverso, nao foi utilizado em vao, pois o mesmo
foi mostrado com o intuito de gerar a imagem geométrica dos numeros
inteiros nao naturais. Um exemplo simples seria a subtragao dem por m,
m € N, onde obtemos o ponto O, que é a imagem geométrica de zero. Ja
que nesse caso estamos considerando o nimero zero como pertencente ao
conjunto dos numeros naturais N, podemos concluir que a subtracao de m
por n é sempre possivel, e tnica, desde que M = N.

Usando um exemplo numérico, podemos fazer a subtracao de 4 por

4, como mostra a figura 3.4, sendo F a imagem geométrica de 4.
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Figura 3.4 imagem geométrica da subtragao
Utilizando a mesma aplicacao anterior, podemos fazer agora a sub-
tracao de 4 por 5, a qual nos levara ao ponto J, onde sera este a imagem
geométrica de —1.

Figura 3.5 J ¢ imagem geométrica de 4 —5 = —1

Podemos observar pelas semi-circunferéncias descritas no processo,
e pelo raio que as mesmas possuem, que a distancia entre J e O é a mesma
entre O e I. Sendo assim, J passa a ter um papel semelhante em R~, ao
que I tem em R™.

Quando o conjunto dos naturais estava sendo construido, utilizamos
um processo onde o designamos por " processo elementar”, e o mesmo era
feito no sentido de R™, ou seja, de O para I. De forma anéloga, podemos
utilizar este mesmo processo, mas de forma inversa, aplicando-o sucessivas
vezes, no sentido de O para J, e este conjunto serd designado por —N. A
partir de entao temos o conjunto Z.

Z = -NU{0}UM
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3.1 Propriedades dos Niumeros Inteiros: 16

Apés termos definido o conjunto dos nimeros inteiros, podemos
perceber que é possivel agora determinar as operacoes de adicao e multi-
plicacao no conjunto Z. Consequentemente, podemos concluir por indugao
que as operacoes definidas até agora, ou seja, a adicao, subtracao, e multi-
plicacao, tém algumas caracteristicas geométricas semelhantes.

Ja definimos as operacoes de adicao, subtracao, e multiplicacao,
agora nos falta definir a divisao para que se completem as quatro operacoes
elementares dos ntimeros reais.

Podemos concluir daqui em diante que este conjunto é onde se en-
contram todas as imagens geométricas de m — n, com m,n € N, e mais,
agora sem restricoes, pois, seja m maior que n, seja . maior que m, ou seja
m igual a n, todas tem resultado representado por um ponto pertencente
a 2.

Vimos que, o fato de nao podermos definir a subtracao em N, nos
mostrou que tinhamos a necessidade de criar um novo conjunto, nesse caso
7., para que pudéssemos definir tal operacao. E como estamos com a neces-
sidade de definir a divisao, teremos que novamente criar outro conjunto, o
qual designaremos por Q, que é o conjunto dos niimeros racionais.

3.1 Propriedades dos Niumeros Inteiros:

3.1.1 Adigao:

P1: Comutatividade em Z:

M+ N=N+M, VM, N €Z.

P2: Associatividade em Z:
M+(N+P)=(M+N)+P VM, N €7.
P3: Elemento neutro em Z:

M+0=MVM €Z.

3.1.2 Subtracao:

P1: A ordem dos termos pode alterar o resultado de uma subtracao:
M—N#N-—-MVM,N €Z(M # N).
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P2: Numeros simétricos:
Dois ntmeros sao ditos simétricos ou opostos quando:
M — N =0.

3.1.3 Multiplicacgao:

P1: Comutatividade em Z:

Mx N =N xM, VM, N €7.

P2: Associatividade em Z:

M (NxP)=(MxN)xP, VM, N €Z.
P3: Existéncia do Elemento Neutro em Z:
Mx1=M, VM €7.
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Capitulo 4

MARCACAO DOS NUMEROS
RACIONAIS NA RETA REAL

Antes de iniciarmos a marcacao dos niimeros racionais na reta real,
precisamos entender melhor o conjunto destes nimeros, e como iremos
representa-los.

O conjunto dos nimeros racionais QQ surge para que se possa definir
a divisao entre dois ntmeros inteiros, ambos distintos de zero.

Quando dividimos um nimero m por um nuimero n, com m,n Z
distintos de zero, obtemos um resultado que pode ou nao, ser um nimero
inteiro. Quando o resultado do mesmo nao for inteiro, esse resultado nos
leva a definicao da divisao, a qual ainda nao foi dada.

Sejam € Z e n € Z\{0}, diz-se que o nimero r divide m por n se,
e somente se, m = nr.

Sabemos que em certos casos, a divisao de m € Z por n € Z\{0}
é um numero inteiro. Exemplificando numericamente para melhor compre-
ensao temos: 8 por 4, que tem como resultado 2 (um numero inteiro), 15
por 3 que ¢ igual a 5, e outros casos mais. Mas sabemos também que, a
divisdo de um nimero m € Z e um numero n € Z\{0} pode nao ser um
um numero inteiro. Por exemplo, se pretendemos dividir 1 por 2, ou 10 por
4, sabemos que o resultado dessa divisao nao sera um numero inteiro, mas
¢ exato.

Para compreendermos o processo geométrico que sera representado
a seguir, consideremos m e n numeros naturais, e pretendemos expressa-lo

da forma:

m
n
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Primeiro queremos introduzir as imagens geométricas dos ntimeros

na forma —, em seguida a apresentacao da construcao que nos permitira
n

obter a imagem geométrica de m.—.

Para dividir o segmento Oln em n segmentos com iguais comprimen-

tos, iremos utilizar a representacao geométrica —.

Comecemos a descrever um processo georﬁétrico que permite dividir
o segmento O em 3 (trés) parte iguais.

Em primeiro lugar iremos marcar na reta real os pontos A (a imagem
geométrica de 2) e B (a imagem geométrica de 3). Em seguida (ver figura
4.1).

Tragaremos outra reta r passando pelo ponto O (a origem), e que
nao coincida com a reta real, na qual serao marcados os pontos I’, A’, e
B’ utilizando um compasso (ver Figura 4.1).

0 | A B

Figura 4.1 imagem geométrica de 1, 2 e 3.
Agora, com o auxilio de uma régua, tracemos um segmento IB’.
Em seguida, facamos passar por A’ uma reta [ paralela ao segmento IB’,
onde S é o ponto de intersecao da reta [ com a reta real, e analogamente
tracemos por I’ outra reta ¢ paralela ao segmento I B’ e/ou a reta [, onde
R é o ponto de intersecao da reta real (ver Figura 4.2).
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R e ; s

Figura 4.2 R € imagem geométrica de %

R é a imagem geométrica de 1/3, e o que nos garante essa afirmacao
é o que ja é conhecido a respeito de semelhanca de triangulos, como mostra

a figura 4.3.
Vi
7
r 4
. 4/
A 4
///‘/ /}/ /
& 4 /
& 4
r // -~
o 4
P o // y //
__./’/ P
-~ 5 & //// < /S

Figura 4.3 Representagao da semelhanga de triangulos.

Como foi dito anteriormente, os segmentos RI’, SA’, e I B’ sdo para-
lelos, consequentemente os angulos opostos a eles nos triangulos sao iguais
(). E podemos observar que no triangulo 77, foi adicionado uma unidade
no segmento OI' do triangulo I, formando o segmento OA’, e em seguida no
triangulo 117, foi adicionado mais uma unidade, formando assim o segmento
OB’ do triangulo I11. Por esses motivos concluimos que, a cada unidade
acrescentada na reta r, uma nova reta paralela as demais ja tracadas para-
lelamente ao segmento I B’ serd tracada, fazendo com que o segmento Of
da reta real seja dividida pelo nimero de unidades acrescentadas a essa

: . 11 1
reta. Como no exemplo foi marcado —, poderao ser marcados 375 ou 20"
Dessa forma, segundo o mesmo procedimento dado, podendo ir marcam?o

os pontos da forma 1/n, com n tdo grande quanto se queira.
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Agora que ja sabemos marcar os pontos na forma _ na reta real,
nos resta saber como marca-los na forma m/n, com m,n € N.

Primeiramente tracemos uma reta real i, e em seguida marquemos
os pontos O (origem) e L (0 < L) como imagem geométrica de —. Aplica-
mos sucessivamente m vezes o processo elementar com raio OR, %btendo 0

m
ponto P, representagao geométrica de — (ver Figura 4.4 e Figura 4.5).
n

Figura 4.4 Imagem de P obtido a partir de n vezes o processo elementar.

(OVYYAN

Figura 4.5 Construcao do ponto S no sentido da esquerda para direita

Construindo inversamente temos:
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-
=

Figura 4.6 Construcao do ponto S mo sentido da direita para a esquerda

Observe que, caso m seja igual a zero (m = 0), a imagem geométrica
de (n € N) é o ponto O.

Para obtermos construcoes geométricas correspondentes as operagoes
algébricas em (), basta mostrar que:

Vp,re Z,Nq,s € Np/qr/s=p.s+rq

Vp,re Z,Nq,s € Np/q.r/s =p.r/q.s

Vp,r € Z,V¥q,s € N(p/q)/(r/s) = p.s/q.r

Para obtermos, por exemplo, a imagem geométrica do ponto:

SSHT S
w |3

Basta considerar o natural n = ¢.s e marcar seguidamente a imagem
geométrica de m/n, onde m = p.r.

Depois de marcarmos os niimeros naturais, em seguida os ntimeros
inteiros, chegamos a marcacao dos numeros racionais. Observe que, a cada
construcao dos conjuntos na reta real foram apresentadas as quatro operacoes
(adigao, subtracao, multiplicacao, e por ultimo a divisao), todas de acordo
com a necessidade de cada conjunto. Sendo que as mesmas gozam das
seguintes propriedades (comutatividade, associatividade, distributividade,
etc.). Com isso poderiamos pensar que chegamos ao nosso objetivo, ou seja,
chegar a uma construcao geométrica dos nimeros reais e das operacoes en-
tre elas.

No inicio deste capitulo, vimos que existe uma correspondéncia bi-
jetiva (dada pela construcao geométrica) entre os nimeros e os pontos da
reta real. Ora, se a cada nimero racional se corresponde a um, e s6 um
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4.1 Medigao de um segmento OP. 23

ponto X de R, falta verificar se, dado um x € IR existe um, e s6 um x ra-
cional cuja imagem geométrica seja x. Facamos agora, simultaneamente a
utilizacao das propriedades dos nimeros e da sua representacao geométrica
em um problema simples de medicao:

4.1 Medicao de um segmento OP.

Comecemos a marcar na semi-reta positiva um ponto P:

Figura 4.7 Ponto P
e procuremos medir o comprimento do segmento OP a "régua ideal”:

Figura 4.8 Medida com régua do comprimento do ponto p
Queremos medir o segmento utilizando uma régua, onde facamos

coincidir o ponto 0 da régua com o ponto O da reta real, e marquemos
nesta o ponto I/ (j4 marcado anteriormente). Se P < I, entdo nao serd
possivel, com esta régua, determinar o comprimento OP. Se [ coincidir
com P, podemos dizer que o comprimento de OP é 1. Se I < P, entao
deslocamos a reta fazendo desta vez coincidir o ponto O da régua com o
ponto I da reta mais uma vez, uma, e uma s6 das trés situacoes.

Silva, Carlos Henrique Oliveira da; Matematica - Unifap
Chagas, Sueide Maciel



4.1 Medigao de um segmento OP. 24

(=

S— -

Figura 4.9 Sucessivas medidas da unidade com régua
i) P < R, caso em que, com esta régua nao podemos medir o compri-
mento do segmento OP;

ii) P = R, caso em que o comprimento de OP é 2 (utilizamos a régua
duas vezes);

iii) P > R, caso em que temos que repetir o processo, deslocando nova-
mente a régua quantas vezes forem necessaria.

Repetindo este processo podemos concluir que: a régua, apés n uti-
lizacoes faz coincidir o ponto I com o ponto P, ou tal nao acontece, e ao fim
de um determinado ntumero de utilizacoes, o ponto I da régua ultrapassa
o ponto P da reta real.

Neste caso podemos concluir que, com esta régua nao é possivel
medir sempre um comprimento arbitrario OP. Com isso surgirao algumas
dificuldades para fazer tal medicao.

Para ultrapassarmos tais dificuldades, somos levados a dividir o seg-
mento O/ em um nimero cada vez maior de partes iguais. Se o dividirmos
em 3 partes, podemos medir o comprimento do segmento OPFP, onde P é
a imagem geométrica de 1/3, mas ndo no caso em que P corresponde a
33/7 da por exemplo, pois para este caso, ndao basta dividir o segmento
em 3, 4, 5 ou 6 partes, mas se dividirmos em 7, ja seria o suficiente para
que fosse possivel a medicao. Basta fazermos 33 utilizagoes da sub-régua
correspondente.

Sendo assim, podemos agora chegar a uma indagacao:

Dado um ponto P na semi-reta positiva, existira alguma divisao do
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segmento O em um numero finito de partes iguais, tal que uma destas
partes caiba um ntmero finito de vezes no segmento O P?

Seria a mesma coisa se fizéssemos a mesma pergunta mas de outra
forma: Sera que todo o ponto X € R ¢é imagem geométrica de um nimero
racional?

Podemos afirmar que nao!

Mas para mostrar que essa afirmativa é veridica, vamos utilizar
uma consequéncia do teorema de Pitagoras, para provar que realmente nao
existe nenhuma divisao do segmento O em partes iguais, onde satisfaca
a condicao citada acima, ou seja, vamos mostrar que o comprimento OR
pode ser descrito na forma m/n, com m,n sendo nimeros naturais.

1
1
1
I
1
1
1
1
1
1
1
1
1

-
|

/o

Figura 4.10 Triangulo OIJ e o ponto R

Ora, pelo triangulo descrito junto com a reta real, e pelo teorema

de Pitagoras ja sabemos que:

d* = 1% 41 (4.1)

Vamos provar que o segmento OR, ou seja, d nao pode ser escrito
na forma m/n, com m e n naturais.

Usaremos a demonstracao por reducao ao absurdo, supondo que
pode ser escrito na forma m/n, com m e n naturais, e mais, supondo
também, sem perda de generalidade que m e n sao nimeros nao pares,
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considerando que ambos sejam primos entre si, ou seja, nao possuam fatores
em comum.

Podemos escrever entao a equagao (4.1), da forma:

(3 -

da mesma forma podemos escrever commo:

m? = 2n% com m e n ndo pares (4.2)

Sabemos que, o quadrado de um numero impar é ainda um nimero
impar, entao temos que m tera que ser um natural par da forma 2k, onde
m = 2k. Portando temos que:

(2k)* = 2n?
Segue que:
4k* = 2n?
Onde resulta que,
n? = 2k*

Dessa forma podemos afirmar que n? é par, e usando o mesmo ar-
gumento que foi usado para m, podemos dizer que n é um ntmero par.

O que nos leva a uma contradicao, pois no inicio nés supomos que
m e n eram naturais nao pares, e depois de usarmos algumas definicoes
elementares concluimos que m e n sao nimeros naturais pares.

E o que concluimos com isso?

Podemos concluir que o comprimento do segmento OR na figura,
o qual designamos por "d”, nao é um numero racional, ou seja, R nao é
imagem geométrica de um nimero racional.

Silva, Carlos Henrique Oliveira da; Matematica - Unifap
Chagas, Sueide Maciel



4.2 Distribuicao dos Nimeros Racionais na Reta Real 27

4.2 Distribuicao dos Numeros Racionais na Reta Real

E verificado que, dados dois pontos A e B distintos, com a A < B,
existira sempre uma infinidade de pontos R € () satisfazendo A < R < B
(ver Figura 4.11).

Figura 4.11 Pontos A e B na reta real
Verificam-se as seguintes Proposigoes:

Proposicao 4.2.1. Se K € R, entao existe R € @ tal que 0 < R < K.
Demostracao 4.2.1. Se I = K, tem-se, R=1.

Se K > I, seja A a imagem geométrica de % Aplicamos n vezes o
processo elementar com raio OA, obtem-se o ponto R tal que K < R. Mas
R é a imagem geométrica de n.%, e portanto um racional (ver Figura 4.12)

<

Figura 4.12 Os pontos K e P na reta real

Se K < I dividimos o segmento OI em duas partes, trés partes,
e assim sucessivamente até n partes, obendo o ponto R, tal que R < K.
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Como R é a imagem geométrica de %, temos que R é racional (ver Figura
4.13).

ATAVAN

Figura 4.13 Imagem do ponto p

Proposigao 4.2.2. Sendo A e B dois pontos da semi-reta real positiva (
com A < B). Eziste R € Q) tal que A < R < B.

Demostracao 4.2.2. Fazendo uma translacao do segmento AB, de modo
que o ponto A coincida com a origem O, obtem-se o ponto K (translagao
do ponto B). Logo, pela proposi¢cao 4.2.1 obtem-se um racional S tal que
0 < S < K. Fazendo agora a translagao em sentido inverso, obtem-se o
ponto racional R, tal que A < R < B (ver Figura 4.14)

Figura 4.14 imagem geométrica de A < R < B
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Proposigao 4.2.3. Sendo A e B dois pontos da reta real (com A < B),
existe R € Q) tal que A < R < B.

Demostracao 4.2.3. Similar a proposicao 4.2.2, usando o processo de
translacao.

Proposigao 4.2.4. Sendo A e B dois pontos da reta real (com A < B), o
conjunto {R € Q : A < R < B} € infinito.

Demostragao 4.2.4. Consideremos dois pontos P e () do intervalo (A, B),
com () > P. Suponhamos que nao exista nenhum ponto entre P e @), ou
seja, QQ € sucessor de P em Q, logo A x € Q/P < z < Q. O que é
contraditorio pela (proposi¢ao 4.2.3). Portanto se entre P e () existem A e
B também existem infinitos pontos, logo {R € Q) : A < R < B} € infinito.
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Capitulo 5

DISTRIBUICAO DOS NUMEROS
IRRACIONAIS NA RETA REAL

Para se obtiver um numero irracional Y, podemos utilizar o pro-
cesso elementar (m — 1) vezes, com m natural maior que 1, e designaremos
por m.Y o numero real obtido.

Considerando W um numero irracional, e n um numero natural,
podemos agora definir W/n, utilizando o mesmo processo que foi usado
para introduzir a imagem geométrica de %

A figura abaixo nos permite entender melhor o processo de cons-

trugao de W/n, e evidencia que, se X = —, entdo n.X = W.
n

Figura 5.1 imagem de X = %

Assim, sendo X um numero irracional e, m,n € N, se:

mX_
— =

L

Equivale dizer que,
mX =nlL

e finalmente,
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x=2r.
m

A partir daqui, estamos em condicoes de provar a seguinte pro-
posicao:

Proposigao 5.0.5. Se X € um niumero irracional, m € Z en € N\{0},
mX

entao —— é um numero irracional.
n

Demostracao 5.0.5. Facamos a demonstracao por reducao ao absurdo.

Constderando m e n numeros naturais, e suponhamos que,

mX

n

E um nimero racional, o qual designaremos por L. temos entao:

X
ma _r
n
Logo,
x=2r
m

O que sabemos que é absurdo, pois L foi definido como pertencente
ao conjunto dos Racionais (L € @), temos que “L € @, o que contradiz o
fato de X ser irracional.

Conclui-se que, basta encontrarmos um ntumero Irracional X, pode-
mos entao provar que o conjunto de todos os numeros formados por ele é

infinito. Logo, podemos afirmar que todos os nimeros da forma:

X

n
Sa0 1rracionais.

Ora, nés ja conhecemos um nimero irracional, o v/2 podemos entao,
a partir daqui, provar para os irracionais, uma proposicao analoga aquela
que mostrava que os racionais estavam muito bem distribuidos na reta (
Proposicao 4.2.4).
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Proposigao 5.0.6. Se A ¢ B (com A < B) sao dois pontos da reta real,
entao existe uma infinidade de pontos R € RN\ Q tais que A < R < B.

Demostracao 5.0.6. Antes de demonstrar essa proposi¢ao, podemos vol-
tar um pouco, e observar que a proposicao 4.2.4 foi obtida através dos resul-
tados das proposicoes anteriores, ( proposicao 4.2.1, 4.2.2 € 4.2.3), onde os
resultados foram apresentados de forma mais geral. Portanto, a proposicao
5.0.2 pode ser feita com algumas ideias andlogas as proposicoes anteriores.
Porém, as proposi¢coes 4.2.2, 4.2.3 e 4.2.4 continuaram da mesma forma e
vdlidas, e a proposicao 4.2.1 serd provada com algumas consideracoes suple-
mentares, a qual veremos a sequir. Sabemos que a escolha de I na reta real
foi arbitraria, portanto, se tivéssemos escolhido para imagem geométrica da
unicidade, o ponto V2, a proposicio 4.2.1 continuaria verdadeira. Vejamos
entao, como fica a proposicao 4.2.1 com esta nova escolha:

e Se C € RN, existe um R da forma m#ﬁ(m € Z,n € N), tal que
0 < R < C. Mas pela proposicao 5.0.1, sabemos que R ¢ irracional.

Silva, Carlos Henrique Oliveira da; Matematica - Unifap
Chagas, Sueide Maciel



Capitulo 6

REPRESENTACAO
GEOMETRICA E
PROPRIEDADES DAS
OPERACOES ALGEBRICAS EM R

Até a construcao do conjunto dos ntimeros racionais (), foram de-
finidas as operacoes de adicao, subtracao, multiplicacao e divisao. Agora
pretendemos defini-las em R.

Para que as defini¢coes das operacoes algébricas em R sejam defini-
das, é necessario que satisfaca algumas condigoes, e iremos citar cada uma
fazendo referéncias somente a adicao, mas elas sao validas para as outras
operacoes.

1- Devemos saber adicionar dois elementos de R;

2

Se os dois elementos a serem adicionados pertencem a (), entao a nova
adicao deve dar o mesmo resultado que obtinhamos anteriormente em

Q;

Esta nova adicao em R deve satisfazer, se possivel, a todas as propri-

¥

edades que eram verdadeiras em ().

Como foi dito, essas condicoes foram citadas somente para a adicao,
mas servem para as outras operagoes.

Iremos apresentar agora, as construcoes geométricas que definem as
operacoes de adicao, subtracao, multiplicacao e divisao em R, as ilustrare-
mos por figuras, e em seguida serd descrita o modo como foram obtidas.
Para cada construcgao escolhida, apresentaremos também o argumento que
esteve na origem, e que motivou tais construcoes.
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Observacao 6.0.1. Ao apresentarmos as construcoes, nao haverd neces-

sidade de demonstragao, pois se tratam de definigoes.

Para as construcoes, usaremos resultados geométricos ja conhecidos,
em operacoes sobre adicao e subtragao, usaremos igualdade de triangulos,
e para as operacoes sobre multiplicacao e divisao usaremos semelhanga de
triangulos.

Nas figuras que utilizaremos para ilustrar cada uma das construcoes,
estard sempre presente uma reta, a qual serd a imagem geométrica da reta
real, uma representacao grosseira da mesma. E nesta reta estarao marca-
dos os pontos 0 e I ja conhecidos, e também os pontos X e Y, os quais
utilizaremos para aplicar as operagoes a serem construidas (adi¢ao, sub-
tragao, multiplicagao e divisao). E utilizaremos como imagem geométrica
do resultado de cada operacao construida, o ponto Z.

Em todas as figuras, além da reta real, foi escolhido também um
ponto P nao pertencente a R, que determina com o ponto 0, uma reta que

designaremos por 7, conforme a figura abaixo:

o/ ® | ¥

Figura 6.1 Reta real e reta r

Esta figura, sera a qual utilizaremos para definir através dela, as
operacoes de adicao, subtracao, multiplicagao e divisao.

6.1 Adicao

Comecemos entao, ilustrando com uma figura a adicao de X com
Y, e designaremos por 7, isto é, Z = X + Y.
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6.1.1 Passo a passo de como foi obtido Z

(1) Faca-se passar por P uma reta paralela a reta real.
(2) Trace-se o segmento de reta X P.

(3) Faca-se passar por Y uma reta paralela a reta determinada por OP e
designe-se por () o ponto de interseccao desta reta com a reta referida
em (1).

(4) Faga-se passar por Q uma reta paralela a reta determinada por X P
em (2).

(5) Designe-se por Z o ponto de interseccao da reta referida em (4) com
a reta real.

y X ¥ z

Figura 6.2 imagem geométrica da adigao de X +Y

Observe na figura 6.2 que OY = 0OQ e OQ = XZ, como OZ =
OX +0Z, temos que OZ =0X +0Y ouzZ =X +Y.

Se observarmos, quando foi tragado o segmento X P, poderia ter sido
tracado primeiro o segmento Y P. Portanto, é indiferente que se comece por
marcar tanto o segmento X P, como o segmento Y P, pois o ponto Z obtido
apos as operacoes de adigao seria 0 mesmo.

Facamos entao a construgao da segunda maneira citada, a qual re-
presentard a propriedade da comutatividade da Adicao.
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6.1.2 Propriedades da Adicao

O/ o ¥ z

P1l. Comutatividade:

Figura 6.3 Imagem geométrica de Y + X

Concluimos apos ilustracao de X + Y que a propriedade da comu-
tatividade é valida para a adi¢do, ou seja, Y + X =Y + X (ver Figura
6.3).

P2 - Associatividade: Para quaisquer X, Y e Z € R, temos que
X+Y+2Z)=(X+Y)+ Z (ver Figura 6.4)

H Y+i=l (R+YprZ=V

Figura 6.4 imagem geométrica de X + (Y +2) = (X +Y)+ Z
P3 - Existéncia de um elemento Neutro:
Para quaisquer X, Y € R, existe um elemento neutro O, tal que

Y + 0O =Y (Ver Figura 6.5) .
6.1.3 Argumento que motivou a construcao:

Podemos notar que os triangulos AOPQ e AY (QZ sao iguais, e que
os segmentos (lados) OP e Y@, e também X P e Z(@) sao iguais. E mais,
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/D'x YaF

Figura 6.5 imagem geométrica de Z =Y +0

os angulos OPX , € Y@Z também sao iguais. Portanto podemos concluir
que os dois triangulos representados tanto na (figura 6.2) quanto na (figura
6.3) sao iguais.

Observacao 6.1.1. Como estamos definindo as operacoes em R, facamos
entao a tlustracao dos sequintes exemplos abaizo:

6.1.4 Alguns casos particulares da adicgao:
i) XeR eY e R;

1) Z =X +Y. Da figura 6.6 vemos que Z € R~

z X ¥ /©

Figura 6.6 imagem geométrica de Z = X +Y
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2) Z =Y 4 X. Da figura 6.7 vemos que Z € R eque X +Y =Y + X.

r
Q F'/

z X ¥ /o

Figura 6.7 imagem geométrica de Z =Y + X
(i) XeR eYeR, comY > X

1) Z=X+Y. Da figura 6.8, observa-se que Z € R*.

X fﬁz ¥

Figura 6.8 imagem geométrica de Z = X +Y
2) Z =Y+X. Dafigura 6.9, observa-se que Z € R e que X+Y =Y +X.

r
a p/

x /'-‘-" z ¥

Figura 6.9 imagem geométrica de Z =Y + X
(iii) X=0eY ekt
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1) Z =X +Y. Da figura 6.10 observa-se que Z = X +Y =Y.

/
/)

Figura 6.10 imagem geométrica de Z = X +Y

2) Z =Y+ X. Dafigura 6.11 observa-se que Z =Y + X =Y, e portanto

X+Y=Y+X

Jo=x y=z

Figura 6.11 imagem geométrica de Z =Y + X

6.2 Subtracao

Analogamente a adicao, ultizemos uma figura para a subtracao de
X por Y, e desigemos por Z a diferenca entre X e Y, isto é, Z =X - Y
(ver figura 6.12).
6.2.1 Passo a passo do modo como foi obtido 7

1) Faga-se passar por P uma reta paralela a reta real.

2) Trace-se o segmento de reta Y P (note-se que se escolheu Y P e nao
XP).
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'D/ Y z x

Figura 6.12 Subtra¢ao de X porY
3) Faga-se passar por X uma reta paralela a reta determinada por Y P e

designe-se por () o ponto de interseccao desta reta com a reta referida
em (1).

4) Faga-se passar por () uma reta paralela a reta determinada por OP.

5) Designe-se por Z o ponto de intersecgao da reta referida em (4) com
a reta real.

6.2.2 Argumento que motivou a construcao:

Podemos notar na figura 6.12 que os triangulos AOPY e AZQX
sao iguais, e consequentemente temos que o segmento OY € igual ao seg-
mento ZX.

E podemos observar que, no caso da subtracao nao se pode afirmar
que no passo (2), a escolha de X ou de Y seja indiferente, pois, diferente

da adicao, a subtracao nao é comutativa.

6.2.3 Alguns casos particulares da subtracao:

[) X,V eRt e X <Y. Da figura 6.13, observa-se que Z = X —Y € R~
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r
} p/

z o/ x ¥

Figura 6.13 Subtracao de X porY, com X <Y
IT) X,V e Rt e X =Y. Da figura 6.14, observa-se que Z = X —Y =0

P=0

O=2f"’ K=y

Figura 6.14 Subtracio de X porY
III) X, Y e R e X <Y. Da figura 6.15, observa-se que Z = X —Y € R~

r

X z ¥ o/

Figura 6.15 Subtracao de X porY, com X eY negativos

IV) X e R™eY € R". Da figura 6.16, observa-se que Z = X —Y € R~ e
Z < X.
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X OF

'L
=

Figura 6.16 de X porY, com X negativo e Y positivo

Vamos mostrar agora que, para quaisquer X e Y e R, 7 =X -Y
se, e somente se, X = Z + Y. Como vimos: em X — Y

(i) Z =X —Y. Ver figura 6.17.

[
<

t}/‘ x

Figura 6.17 imagem de Z = X —Y

Portanto vejamos agora o resultado de X = Z + Y.

r

Zz 9Of X Y

Figura 6.18 imagem de X =7 +Y
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Das figuras 6.17 e 6.18, observa-se que os dois procedimentos sao

equivalentes.

6.3 Multiplicagao:

Mais uma vez comecemos ilustrando com uma figura a multiplicagao
de X por Y, onde designemos por Z o produto de X e Y, isto é, 7 = X xY.

Figura 6.19 multiplicacao de X por'Y

6.3.1 Passo a passo de como obtido z:

(1) Trace-se os segmentos de reta X P e IP.

(2) Faca-se passar por Y uma reta paralela a reta determinada por IP.e
designe-se por () o ponto de interseccao desta reta com a reta deter-
minada por OP.

(3) Faga-se passar por () uma reta paralela a reta determinada por X P.

(4) Designe-se por Z o ponto de intersec¢ao da reta referida em (3) com
a reta real. (ver figura 6.19)

6.3.2 Argumento que motivou a construcao

Lembremos que, no inicio deste capitulo foi dito que para represen-
tarmos geometricamente as operacoes de adicao e subtracao, utilizariamos
algumas definicoes ja conhecidas a cerca de triangulos. Portanto, notemos
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que os triangulos APOX e AOQZ sao semelhantes, onde vale as relacoes

entre os segmentos:

0oX O°r
0z 0Q
E também vale as relacoes entre os segmentos dos triangulos AOPT
e AOQY , pois também sao semelhantes;

or_or
oY 0Q
Onde temos:
ox ol
0Z 0OY

Donde,
O0X.0X =07.01

Portanto, podemos interpretar como:
XY =7

Observacao 6.3.1. Anteriormente vimos no "passo a passo”da descricao
do modo como fot marcado o ponto Z, que na adicao, quando foi tracado
primeiramente o segmento X P, a escolha € indiferente, pois a adi¢cao goza
da propriedade da comutacao. E vimos também que na subtracao a escolha
nao € indiferente, pois a mesma nao goza da propriedade da comutacao.
Mas novamente temos uma situacao andloga a adicao, pois tanto faz esco-
lhermos primeiramente o segmento X P ou o segmento Y P.

6.3.3 Propriedades da Multiplicacao:
P1 - Comutatividade da Multiplicagao:

1) X =Y, para quaisquer X,Y € R
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t::_.ﬁ" x 1 z

Figura 6.20 tmagem de Z = X.Y

2) Y, para quaisquer X,Y € R.

7 X z y

Figura 6.21 imagem de Z =Y. X

Das figuras 6.20 e 6.21, observa-se que X *Y =Y % X

P2- Associatividade:

1) VX, Y € R, Xx(Y*xZ)=(XxY)xZ

~
~
~
.
~
'I‘_I -

g
T Y A
! : .i e
_e'f 1 IJ\ i

Figura 6.22 Imagem de X.(Y.Z) =S = (X.Y).Z
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P3 - Distributividade:

DVX, Y eR«Xx(Y+2)=X*xY+XxZ

o / v X ZXY vz Xz X[¥+Z)

Figura 6.23 Imagem geométrica de X * (Y + Z) marcado a tragos continuos, e a tracejados
a imagem geométrica de X *Y + X * Z.

P4 - Existéncia do Elemento Neutro:

Figura 6.24 imagem de Z = X.Y, com X =1
Portanto, vimos nas figuras (6.20) e (6.21) que é veridica a afirmativa
de que a comutatividade vale para a multiplicacao, pois em X.Y e Y.X o
resultado Z é o mesmo.
Vejamos agora alguns casos particulares da multiplicacao.

) XeR eY e R
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B
W z
. d
(o)

Figura 6.25 tmagem geométrica de Z = X.Y, com X e Y negativos
) X e R eY € R+

z M o/ Ty

Figura 6.26 imagem geométrica de Z = X.Y, com X negativo e Y positivo

) X =0eY € R
/ﬁ/T/K

0=Z=X/ 1 ¥

Figura 6.27 imagem geométrica de Z = X.Y, com X =0
6.4 Divisao

[lustraremos com uma figura a divisao de I por Y # 0, designado

porZ:(Zzé).
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9 z . Y

Figura 6.28 divisao de I porY
6.4.1 Passo a passo de como foi obtido Z:

(1) Trace-se os segmentos de reta Y P e IP.

(2) Faga-se passar por I uma reta paralela a reta determinada por Y P e
designe-se por () o ponto de interseccao desta reta com a reta deter-
minada por OP.

(4) Designe-se por Z o ponto de intersecgao da recta referida em (3) com
a reta real. (3) Faca-se passar por () uma reta paralela a reta deter-
minada por IP.

6.4.2 Argumento que motivou a construcao:

Podemos notar na figura (6.28) que os triangulos AOQZ e AOPI
sao semelhantes, pelo, que

oz _0oQ
oI OP
E os triangulos AOQI e APY sao semelhantes, pelo que
o1 _oq
oy OP
Assim
0z 0Ol
oI  0OY

Podemos interpretar com isso que Z = 5
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) 1
VejamOS COImo representar — I10OS CaSOoSs €111 que
Y
D)O<y<I
r
Q
=]
o b Il z
Figura 6.29 imagem da divisao de Z = %, com0<Y <1
II) y e R™
r
P
z
¥ Q |
Q
Figura 6.30 imagem de Z = é, comY € R™

Concluindo, portanto, a representacao geométrica das quatro operacoes

bésicas do conjunto dos nimeros reais, e consequentemente concluindo a

construcao de tal conjunto.

Silva, Carlos Henrique Oliveira da;
Chagas, Sueide Maciel

Matematica - Unifap



CONSIDERACOES FINAIS

Dadas as definicoes das operacoes basicas do conjunto dos niimeros
Reais R, chegamos entao a algumas conclusoes, nas quais nos deixam um
pouco mais clara a ideia que tinhamos a cerca de definicoes, representacoes,
propriedades, e caracteristicas de tal conjunto.

Podemos concluir entao, que geometricamente os niimeros reais sao
todos os pontos que podem ser representados na reta real, seja ele Racional,
Irracional ou zero. O que podemos nos perguntar é o seguinte: Como posso
representar um numero Irracional? Ja que anteriormente construimos passo
a passo como representar um numero racional, seja ele Natural, seja ele
Inteiro, ou Racional.

Como foi mostrado, o nimero /2 é um nimero Irracional, pois o
mesmo nao pode ser representado na Forma E, com m e n sendo numeros
naturais. Logo, vale dizer que um numero Irracional pode ser representado
na forma r.4/2, onde r é um niimero racional diferente de zero (R € Q\{0}).
Mas podemos deixar essa representao de forma um pouco mais geral. Ora,
se v/2 é um numero irracional, podemos perceber, por intuicdo, que o
mesmo nao é de fato um elemento pertencente ao conjunto (), porque o
nimero 2 nao é um quadrado perfeito, pois se assim fosse, 0 mesmo seria

chamado de numero Racional.

Consequentemente podemos considerar p um nimero natural qual-
quer. Logo, podemos representar um numero irracional na forma r.,/p,
onde r € Q\{0}, e p ndo é um nao quadrado perfeito.E como demonstrar
essa afirmacao?

Ora, se p € um irracional positivo, entao ,/p também ¢ um irracional.
Com efeito, se y/p € um irracional, ele pode ser escrito na forma:
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VP =", comm,n € N

Assim teriamos

m2
=z

O que é absurdo, pois p seria racional.

Portanto, de forma mais geral, o conjunto dos niimeros reais é a
uniao de todos os pontos Racionais, Irracionais, na reta real, ou seja,
R = QUL

As operacoes basicas da adicao, subtracao, multiplicacao e divisao
apresentadas nesta monografia, podem ser aplicadas no ensino dos ntimeros,
sejam eles, naturais inteiros, racionais ou irracionais. Tem-se uma aborda-
gem geométrica para fixar os conceitos das quatro operagoes nos alunos do
ensino fundamental e médio. As propriedades como comutatividade, assi-
ciatividade, podem ser apresentadas de forma pratica com esta abordagem

geométrica.
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