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Resumo

Apdés uma momentanea revisao sobre surgimento da teoria das probabilidades, bem como
sua evolugao até alcancar os dias atuais, optamos por fazer um estudo detalhado sobre os
conceitos basicos desta doutrina. Nesse primeiro momento, houve uma preocupacao em
representar uma parte consideravel dos conceitos através de diagramas, graficos e exem-
plos. Sao definidas as varidveis aleatérias (discretas e continuas), ferramentas de tamanha
significancia, pois através do conhecimento destas é que foi possivel a expansao deste es-
tudo até chegarmos ao segundo periodo, que foi o de estudar os modelos probabilisticos.
Nessa etapa, os modelos probabilisticos mereceram capitulo exclusivo, onde definimos os
modelos discretos e continuos, ambos com devidos exemplos e provas de que constituem
verdadeiras funcoes de distribuicao probabilidades ou funcgoes densidade de probabilida-
des, dependendo da caracteristica do modelo. E para alcangar o dpice da tematica deste
trabalho, definimos os momentos de ordem 1, de ordem 2, e de ordem n, bem como fize-
mos as demonstracoes de suas propriedades. Avante, fizemos mencao da funcao geratriz
de momentos, uma ferramenta poderosa no que diz respeito aos estudos das distribuicoes
de probabilidade, mas que nao é eficaz no calculo dos momentos de todas as distribuicoes,
j& que nem sempre existira. E justamente neste impasse que tratamos de outra funcao
que também gera momentos, e que ao contrario da funcao geratriz de momentos sempre
existira: esta é a funcao caracteristica. Finalmente calculamos os momentos de alguns dos
principais modelos probabilisticos a partir das definicoes de momentos e também com o
uso dessas duas funcoes.

Palavras-chave: Varidaveis Aleatorias, Esperanca, Variancia, Covariancia, Coeficiente de
Correlagao, Fungao Geratriz de Momentos, Fungao Caracteristica.



Abstract

After a momentary revision on appearance of the theory of the probabilities, as
well as your evolution until reaching the current days, we opted to do a detailed study
on the basic concepts of this doctrine. On that first moment, there was a concern in
representing a considerable part of the concepts through diagrams, graphs and examples. It
is defined the random variables (discreet and continuous), tools of great meaning, because
through the knowledge of these it is that was possible the expansion of this study to we
arrive to the second period, that was it of studying the models of probability. In that
stage, the models of probability deserved exclusive chapter, where we defined the discreet
and continuous models, both with having owed examples and proofs that they constitute
true functions of distribution probabilities or functions density of probabilities, depending
on the characteristic of the model. And to reach the apex of the thematic of this work,
we defined the moments of order 1, of order 2, and of order n, as well as we made the
demonstrations of your properties. Forward, we made mention of the Moment Generating
Function, a powerful tool in what concerns the studies of the distributions of probability,
but that is not effective in the calculation of the moments of all the distributions, since not
always it will exist. It is exactly in this impasse that we treated of other function that also
generates moments, and that unlike the fgm, it will always exist: this is the characteristic
function. Finally we calculated the moments of some of the principal probability models
starting from the definitions of moments and also with the use of those two functions.

keyword: Random Variables, Expectation, Variance, Covariance, Coefficient of Correla-
tion, Moment Generating Function, Characteristic Function.
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Introducao

Muitas caracteristicas essenciais das variaveis aleatérias podem ser quantificadas através
do valor esperado, de poténcias de uma determinada varidvel aleatéria, no qual podemos
analisar o comportamento da mesma e ainda toma-lo como parametro para varios mo-
delos probabilisticos. As nogoes de valor esperado, ou média, foram desenvolvidas com a
teoria das probabilidades, a partir do instante em que o homem passou a se interessar
pelos estudos de fenémenos que envolviam possibilidades (ou incertezas), em especial, ao
dos jogos. Por tanto, antes de tratarmos efetivamente do tema deste trabalho, é impor-
tante fazermos uma revisao dos aspectos de maior relevancia na histéria da teoria das

probabilidades bem como alguma de suas aplicagoes para a modernidade.

Na pré-historia e na Antiguidade.

Embora a histéria considere o inicio do Calculo das Probabilidades somente a partir de
1564, é conveniente destacar que a percepcao dos fenomenos indeterministicos ja estimu-
lava a razao humana bem antes desse periodo. J4 havia uma distingao entre o “acidental”
e o proposital, pois ja existiam jogos, apostas e previsoes sobre o futuro. Isso é percebido
mediante a exposicao de diversos objetos, inclusive ossos de tornozelos bovinos e de dados,
encontrados em escavagoes de cemitérios no oriente, o que comprova suas utilizagoes no
periodo pré-histérico.

Na busca pela compreensao e explicacao dos fenomenos incontrolaveis, que intrigavam o
homem, recorria-se a justificacao por intermédio das forcas ocultas, e magicas.

A palavra probabilidade apareceu no dicionario francés Hachett, em 1361, como a ciéncia
que tem o objetivo determinar a probabilidade de um evento.

Na filosofia grega, Aristoteles atribuia as questoes de sorte ou azar, a causa acidental,
sendo que o azar ¢é tratado como um processo mais amplo, que atinge a natureza e os se-

res humanos, e que nao ha como controlar. Porém, na filosofia aristotélica, essa concepcao



s6 pode ser aplicada no mundo terreno, mas nunca no celeste, considerando-o perfeito e
ordenado [43].

O termo “provavel” aparecia cerca de 1285 vezes, em notagao utilizada em jurisprudéncia
do século XV, com o sentido daquilo que se pode provar. A probabilidade seria o carater
daquilo que é provavel e o calculo das probabilidades, a ciéncia cujo objetivo é o de

determinar a probabilidade de ocorréncia de um evento.

Na Idade Média.

Até entao, os destaques sobre a probabilidade estavam voltados somente para a apre-
sentacao da enumeracao das possibilidades de um determinado evento vir a acontecer
num jogo. Nao havia assim, uma preocupagao probabilistica mais explicita. Diversas obras
literarias medievais, inclusive “A Divina Comédia de Dante”, retrataram as possibilida-
des de ocorrerem somas 2,3.,5,...12, na jogada de dois dados. Somente a partir de 1500
comecou-se a desencadear o desenvolvimento de cdlculos, por matematicos italianos. Luca
Bartolomeo de Pacioli (1445-1517), publicou em Veneza a famosa obra “Summa de Arith-
metica, Geometria proportioni et propornalita” onde estudou o seguinte problema: “Dois
jogadores disputavam um prémio que seria dado a quem primeiro fizesse 6 pontos no jogo
da balla. Quando o primeiro jogador tinha 5 pontos e o segundo tinha 3 pontos, foi pre-
ciso interromper o jogo. Como dividir o prémio?” A solucao foi dada ao fazer a divisao
proporcional a probabilidade de vitéria de cada jogador. Desta forma, estava surgindo a
nocao intuitiva de valor esperado.

Girolamo Cardano (1501-1576), em sua obra, “Liber de Ludo Aleae” , publicada em 1663,
apds sua morte, mostra as analises do conceito probabilistico bem como a exposicao de
argumentos para afirmacoes feitas por ele, como a de que em um determinado langamento
a probabilidade de ocorréncia de uma face de um dado honesto é a mesma para as de-
mais.Apesar de ter introduzido técnicas combinatérias para o calculo das quantidades
possiveis e favoraveis de eventos aleatorios, limitou-se a estudar somente problemas de

natureza concreta, nao produzindo ainda o formalismo matematico.

Na Idade Moderna

Galileu Galilei (1564-1642) também deixou sua contribuigao ao resolver o problema que

ficou conhecido como “Problema do Grao-duque de Toscana”. Desejava-se saber por que

LIMA, Milena Nascimento Matematica - Unifap



num langamento de trés dados, cujo resultado consistia na soma dos pontos das faces

superiores, registrava-se com mais frequéncia o nimero 10 do que o nimero 9, ja que a

decomposicao de cada um desses dois nimeros é dada de seis maneiras (ver Tabela 1).

Resultado 9 Resultado 10

1+2+6 1+3+6
1+3+5 1+4+5
1+4-+4 24246
24245 24+3+5
2+3+4 24+4+4
3+3+3 3+3+4

Tabela 1 Decomposicao do nimero 9 e 10

Galileu mostrou que isso acontecia pelo fato das somas nao serem equiprovaveis. As somas

de (1,2,6), (1,3,5), (2,3,4), (1,3,6), (1,4,5) e (2,3,5) aparecem em seis formas distintas (ver

Tabela 2:

14+2+6
1+6+2
24146
24+6+1
6+1+2
6+2+1

1+3+5
1+5+3
3+145
3+5+1
5+1+3
o+3+1

243+4 14346 1+44+5 24345
244+3 1+6+43 1+5+4 245+3
34+2+4 3+146 4+1+5 34245
3+442 3+46+1 44541 34542
44243 6+1+3 5+1+4 5+243
44342 6+3+1 5H+4+1 54342

Tabe

la 2 Valores equiprovdveis

A soma de (3,3,3,) aparece de uma tunica forma. Como o jogo consiste no langamento de

trés dados, o espago amostral é composto de 216 pontos, que é o produto (6x6x6) dos

valores possiveis de cada dado. Assim,

P(soma =9) = P(1,2,
6

216 N
25

216

6) + P
6
6

21

(1,3,5) + P(2,2,5) + P(1,4,4) + P(2,3,4) + P(3,3,3)
3 3 6 1

916 T 216 " 216 T 216

P(soma=10) = P(1,3,6)+ P(1,4,5) + P(2,2,6) + P(2,3,5) + P(2,4,4) + P(3,3,4)

6

216
27

216

6
216

3 6 3 3

ot

216 216 216 216
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Pierre Fermat (1601-1665) e Blaise Pascal (1623-1662) formaram os pilares da doutrina
probabilistica através de correspondéncias, em que continham situacoes que demandavam
solugoes para jogos com apostas. E conveniente que isso possa ser visto como fator decisivo
para o tratamento da probabilidade como ciéncia, pois outros matematicos fundamenta-
ram os demais conceitos tomando por base os principios estabelecidos por estes, mais
especificamente por Pascal [05].

A probabilidade era um tema desconhecido por Fermat até entao, mas isso lhe impulsio-
nou a buscar por fundamentos matematicos que explicassem e descrevessem com eficiéncia
e precisao, as leis do acaso. Unido a Pascal, ambos determinaram suas regras constitucio-
nais. Em uma das correspondéncias, datada de 24 de agosto de 1654, enderegada a Pascal,
continha o seguinte problema: “Se num jogo, com dois jogadores A e B. No momento em
que o jogador A precisa de 2 pontos para ganhar enquanto que B precisa 3 pontos, o jogo
serda certamente decidido em quatro jogadas. Quem tem maior chance de ganhar?”. Para
tentar solucionar esse problema, Fermat escreveu todas as combinacoes possiveis entre as
letras a, que representa uma jogada em favor do jogador A e b que representa uma jogada
em favor do jogador B [36] (ver Tabela 3):

E verificou que, em um total de 16, tém-se 11 casos favoraveis para A versus 5 favoraveis

aaaa baaa
aaab baab
aaba baba

aabb babb
abaa bbaa
abab bbab
abba  bbba
abbb  bbbb

Tabela 3 Combinacoes de a b e ¢

para B, uma vez que a ocorréncia de 2 ou mais a's é favordvel para o jogador A e a
ocorréncia de 3 ou mais b's para o jogador B.

A solucao respondida por Pascal foi a seguinte: “suponhamos que cada um dos jogadores
aposte a mesma quantia, 32 pistolas (moeda da época), aquele que tirar primeiramente
trés vezes, seguidas ou nao, o numero que aposta no dado, de 1 a 6, ganhara, num total
de quatro partidas”.

Embora Fermat tenha se interessado pela probabilidade, ela nao foi o centro de sua atencao
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como matematico, pois as formulagoes feitas por ele estavam sempre baseadas nos forma-
lismos de Pascal. Este, por sua vez, alcancou prestigio pelas suas descobertas e possibilitou
o desenvolvimento das pesquisas por outros matematicos até alcancar um patamar que
até entao era inimaginével.

Christian Huygens (1629-1695), fisico, astronomo e gedmetra holandés, foi quem deu o
primeiro tratamento cientifico a este assunto com a publicacao, em 1657, da obra De
Ratiociinis in LudoAleae, onde estabeleceu o conceito de esperanca matematica, indis-
pensavel para o desenvolvimento da temaética deste trabalho, expos diversas situagoes
sobre o assunto, fundamentou propriedades e fez demonstragoes para suas afirmacoes.
Antoine Arnauld(1612-1694) e Pierre Nicole (1625-1695), ambos franceses, publicaram a
obra “La Logique ou l'art de penser”, que influenciou fortemente a literatura francesa. O
tema central dessa obra ¢é a ldgica, incluindo a probabilidade com elevado grau de signi-
ficancia e de credibilidade entre os véarios contextos que formam sua base tedrica [37].
Gottfried Wilhelm Leibnitz(1646-1716) deu um “passo largo” no que tange a esse assunto.
Na tentativa de ampliar seus estudos sobre logica, percebeu que todos os acontecimentos,
inclusive o pensamento, se reduzem a uma combinacao, de coédigos, letras, niimeros, cores,

etc.[38]. Em 1666, publicou a obra “De Arte Combinatéria” com os seguintes principios:
a) Criagao de uma nova lingua, com notagao universal e artificial

b) Fazer o inventério das ideias simples e simboliza-las de modo a obter um “alfabeto dos

pensamentos” também simples e expresso em caracteres elementares.

c) Producdo de ideias compostas com a combinacao desses caracteres, e estabelecer
técnicas automatizacaode raciocinio, de modo a substituir o pensamento e a in-

tuicao por um célculo de signos.

Jakob Bernoulli (1654-1705), produziu a obra “A Arte da Conjectura” (publicada em
1713 apds a morte), que foi a primeira dedicada inteiramente a teoria das probabilidades.
Nesse trabalho ele expos os resultados de alguns problemas, para os quais Pascal e Fer-
mat nao publicaram solugoes. Fundamentou a probabilidade como um grau mensuravel
de certeza, necessidade e oportunidade, confrontou a expectativa moral e a esperanca ma-
tematica.Além disso, estabeleceu a Lei dos Grandes Numeros, fator indispensavel para o

conhecimento aprofundado dos fenomenos aleatérios.
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Pierre Rémond de Montmort(1678-1719), juntamente com Nicola Bernoulli (1695-1726),
apds uma intensa troca de correspondéncias, produziram famosa obra “Essay d analyse
sur Le jeux de hazard” onde dao o tratamento algébrico para combinacao e jogos comple-
xo0s. Montmort foi o primeiro, depois de Pascal, a mencionar o triangulo de Pascal, mas
com o nome de tabuleiro de Pascal e ainda conceituou desarranjo e funcao geratriz.

Nicola Bernoulli registrou em sua tese, publicada em 1711, o conceito da Distribuicao
Uniforme, sendo o primeiro a fazer este registro. Além disso, articulou um paradoxo que

despertou o interesse de seus sucessores.

Abraham de Moivre (1667-1754), descobriu a taxa de convergéncia da lei dos grandes
nimeros, resultando na primeira versao do teorema central do limite, na obra “The Doc-
trineof Chances” [13]. Apresentou mais de 50 problematicas distribuidas entre jogos de

dados e as probabilidades de se tirar bolas de cores diferentes de uma mesma urna.

Georges Louis Leclerc, Conde de Buffon (1707-1788), foi um naturalista francés, que
demonstrou enorme interesse pelas ciéncias naturais e pela matemédtica. Sua obra mais
importante foi uma enciclopédia de 36 volumes, intitulada Historie Naturelle, onde expos
seus conhecimentos sobre o mundo natural, resultando em grande interesse por parte da
comunidade européia daquela época. Mas o que nos interessa nessa producao ¢ o volume
de nimero 4, onde incluiu o trabalho Essai d'ArithmetiqueMorale, onde fez adaptacoes
da matemadtica com a realidade humana. A esséncia, inovadora, desse trabalho esta na
intervengao do Calculo diferencial e Integral na Teoria das Probabilidades. E, mediante
ao estudo que fez sobre o problema que ficou conhecido como “Agulhas de Buffon”, in-
troduziu a probabilidade geométrica, que futuramente seria convertida para Geometria
Integral e Estocastica [39].

No problema das agulhas, desejava-se saber a probabilidade de uma agulha de compri-
mento | cruzar uma de duas retas paralelas, com distancia d, de um plano. Esse problema

foi resolvido na seguinte forma:

a) Sel < d:
Supondo-se que X seja a variavel aleatéria (Ver capitulo 2) que representa a distancia
d, do centro da agulha até a reta mais préxima e # a v.a. que indica o angulo formado

pelo centro da agulha as retas, de forma que 0 < X < 1/2e 0 < 0 < 7/2. Desta
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forma, uma das retas sé serd interceptada, pela agulha, se x < [/2senf. E no caso
de = = 0, pode-se afirmar que isso s6 serd possivel se o ponto correspondente ao

centro da agulha for comum a um ponto de uma dessas retas.

Assim, a probabilidade p da agulha interceptar uma das retas é dada pela razao

entre area do retangulo R e o grafico da funcao x = [/2senf.

AR = 7Td/2

Ay = / 1/2senfdl = 1/2[—cosO]f =1
0

Logo,
b2
P= % = wd

2
b) Sel=d:

Basta considerar o caso acima, s6 que fazendo a substituicao de d por 1. Assim:
p=2/m

Daniel Bernoulli (1700-1782), publicou 1738 na academia de Sdo Petersburgo, na Franga,uma
obra sobre o paradoxo que havia sido articulado por Daniel Bernoulli. Esse ficou conhecido
como Paradoxo de Sao Petresburgo, que tratava da seguinte questao[40]: No lan¢amento

de uma moeda, considere dois jogadores A e B. Considere ainda, as seguintes situagoes:
i) Se sair cara no primeiro lancamento, o jogador B pagard duas moedas ao A.

ii) Se cara sair no segundo lan¢amento, o jogador B pagard quatro moedas ao A.

iii) Se cara aparece sé no terceiro lance, o jogador B paga oito moedas ao A.

Considerando que o n-ésimo lancamento exista, o jogador B pagars 2" ! moedas ao jogador
A. Mas o impasse dessa questao é o seguinte: Quantas moedas o jogador A deverd pagar
ao jogador B, simplesmente pela honra de jogar? Se ele tomar por base o principio da
esperanca matematica, ele estard disposto a pagar o proprio valor desta. Como o valor da

esperanca matematica é dado por:

[o¢] 1 n
Z(Q) "M =1/2-1+41/4-2+1/8 4+---1/24+1/2+1/2+ -+ = +o0

n=1

Entao o jogador estaria disposto a pagar qualquer quantia para entrar nessa jogada. Até
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mesmo se este fosse rico, sua fortuna poderia ser a postada, o que foge da realidade, pois
nao é comum encontrar pessoas dispostas a fazer esse tipo de aposta.A solucao que Ber-
noulli encontrou para esse paradoxo se converteu no fundamento da teoria da utilidade
esperada. Para ele, a determinacao do valor de um item nao pode ser baseada em seu
preco, mas sim na utilidade que ele fornece. O preco de um item depende somente do
préprio item e, ¢ igual para todo mundo; a utilidade, contudo, depende das circunstancias

particulares do individuo que faz a estimativa [41].

Na Contemporaneidade

No século XX, tempo de grandes transformagoes na ciéncia e na tecnologia, o desenvolvi-
mento da teoria da probabilidade disparou num ritmo acelerado. Os empenhos realizados
para avaliar o retorno num sistema de varias jogadas produziram formalismo matematico,
onde as idéias em questao foram estabelecidas em axiomas, defini¢oes, teoremas, lemas e
proposicoes, envolvendo os casos discretos e continuos. Nesse processo de axiomatizacao,
muitos matemdticos se destacaram, entre eles: Félix Edouard Justin Emile Borel (1871-
1956), autor da obra “Lecons sur la Théorie dés fonctions”. Seus trabalhos sao os originais
sobre os conjuntos e os cédlculos das probabilidades. Além do mais é autor da primeira
teoria cientifica da medida de um conjunto de pontos.

Maurice René Fréchet (1878-1973) formalizou, em seus trabalhos, os estudos sobre espe-
ranca matematica de variaveis aleatérias. Em uma de suas de suas principais publicagoes
estd incluido o tema “Modernes théoretiques Recherches sur la théorie des probabilités”.
Andrei kolmogorov (1903-1987), é tratado como um dos mais importantes cientistas do
século XX, pois participou das maiores descobertas cientificas desse tempo, principalmente
no que se refere ao formalismo da teoria das probabilidades. E autor da obra Grundbe-
griffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Fundamentos da Teoria das Probabilidades), onde
lancou toda a base axiomatica da probabilidade tal como conhecemos hoje.

Atualmente, desenvolvimento da teoria das probabilidades, assim com tantos outros ra-
mos da matematica, tem sido estimulado pelo avanco descontrolado da tecnologia, onde é
notavel a variedade de suas aplicacoes. Ciéncias como a medicina fisica e engenharias, tém
sido verdadeiras aliadas de seus recursos. Porém, suas principais aplicacoes dizem respeito

aos estudos sobre equidade de jogos e respectivos prémios, e estd destinada também a
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Estatistica Indutiva, na acepcao de amostra, extensao dos resultados a populacao e na

previsao de acontecimentos futuros [44].
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Capitulo 2

DEFINICOES BASICAS

2.1 Modelo Matematico para um Experimento

E fundamental que saibamos qual tipo de fendmeno estamos preocupados em
observar, para entao fazermos a exposi¢ao do modelo matematico para o mesmo. Este, por
sua vez, tem a finalidade de simplificar as coisas, desprezando certos detalhes. Na maioria
das vezes é bastante facil afirmar com certeza se um modelo matemaético especificado é ou
nao adequado, antes que alguns dados de observacao sejam obtidos. Mas o interessante
mesmo, € que o sucesso do modelo depende do fato de que os detalhes desprezados sejam
ou nao, verdadeiramente, sem importancia na explicacao do fenomeno estudado [20].

Se um experimento € repetido nas mesmas condigoes, nao sendo possivel conhecer
a priori o resultado, o experimento ¢ dito aleatorio. Um exemplo deste tipo de experimento
¢ o lancamento de uma moeda, em que conhecemos que o resultado é cara ou coroa,

entretanto nao temos certeza a priori se o lancamento sera cara ou coroa.

2.2 Espacos de Probabilidade

Considere um experimento aleatério, o qual estamos interessados em modelar. A
etapa inicial é determinar os possiveis resultados do experimento e, em seguida, escolher
um conjunto €2, denominado FEspa¢o Amostral, cujos pontos estao associados a esses re-
sultados. Feito isso, suponha que exista uma colecao nao-vazia 8 de subconjuntos de €2,
denominada colecao de eventos. Considere ainda, uma funcao escalar P definida em /[,

ver a Figura 2.1 para uma representagao da probabilidade.

Definigao 2.2.1. Ao terno (Q,5,P) designamos o espaco de probabilidades , onde a fungdo

P obedece as sequintes relagoes:

i) 0<P(B) <1, VB € B
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i) P(Q) =1

iii) P (Z Bi) = Z P (B;) para todas as seqiiéncias contéaveis e disjuntas de B; € f3.

=1 i=1

iv) P ( Bi) = U P (B;) se cada par dos B; forem mutuamente exclusivos.
=1

% =1

P

/\L\ P(B) P(C) P(D)
f o PA

Figura 2.1 Representacao sistemdtica da probabilidade.
Fonte: Chung Kai Lai, 2002

2.3 Probabilidade Condicionada

Para muitas situacoes, nosso interesse estara voltado para a ocorréncia nao-
simultanea de dois ou mais eventos, de uma forma tal que o fato de que um deles tenha
ocorrido, ou nao, venha a comprometer probabilidade da ocorréncia do outro. Na Figura
2.2 se ilustra o conceito de probabilidade condicional, se o evento B ocorre, a ocorréncia

do evento A fica restrita ao evento A N B.

Definigao 2.3.1. Considere o tripleto (0,3,P), e um evento B qualquer tal que P(B) # 0.
A probabilidade de um evento A wier a ocorrer, visto que B jd ocorreu, € denominada

probabilidade condicional e € representada na sequinte forma:

P(ANB)
= 7/ | .
P (A|B) PB) V evento B tal que P(B) # 0
Analogamente,
P(B|A) = %, ¥ evento A tal que P(A) # 0.
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3=

A-B
AB

Figura 2.2 Probabilidade condicionada
Fonte: cardenas.webnode.com

Exemplo 2.3.1. [28]: Para o cumprimento de um teste de diagndsticos, foi realizado um
grande estudo com 1820 pessoas, com ou sem tuberculose. FEstas pessoas foram submetidas

ao teste de raios-X, a fim de verificar a capacidade preditiva do exame. Para isso, considere

0S sequintes eventos:

D = “A doenca é presente”

D¢ = “A doenga é ausente”
T+ = “Resultado positivo (teste detecta a doenga)”
T~ = “Resultado negativo (teste nao detecta a doenca)”

P(T*|D) = “Sensibilidade (taxa de verdadeiro positivo)”

P(T*|D¢) = “Probabilidade de um resultado falso positivo”

P(T~|D) = “Probabilidade de um resultado falso negativo”

P(T~|D°) = “Especificidade (verdadeiro negativo)”

Considere ainda que, para se obter estimativas do valor preditivo positivo (VPP),
temos que o valor preditivo negativo (VPN) é dado na seguinte forma: VPN = P(D|T"),
o que implica numa estimativa da probabilidade global da doenga (prevaléncia da doenga
P(D) na populagao geral. E mais, que encontrar VPP significa achar a probabilidade

de que um individuo tenha a doenga por intermédio de um teste positivo P(D|TT). A

situacao ¢ apresentada nas Tabelas 2.1, 2.2 e 2.3.
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Resultado de Raios-X Tuberculose Total
SIM NAO
POSITIVO 22 51 73
NEGATIVO 8 1739 1757
TOTAL 40 1790 1830

Tabela 2.1 Fregiiéncias do teste de raios X

Resultado do Teste Doenca Total
SIM NAO
POSITIVO n(DNTT) n(D°NTT) n(TT)
NEGATIVO n(DNT~) n(D°NT™) n(T7)
TOTAL n(D) n(D°) n

Tabela 2.2 Representacao das fregiiéncias para o teste de raios X.

Resultado do Teste Doenca Total
SIM NAO
POSITIVO P(DNT*) P(D°NTH) P(T)
NEGATIVO P(DNT~) P(D°NT™) P(T™)
TOTAL P(D) P(D?) 1

Tabela 2.3 Representacao da probabilidade para o teste de raios X

Considere ainda que a prevaléncia da doenga na populagao geral seja P(D) = 0,000093.
A partir da tabela, podemos derivar estimativas aproximativas para a sensibilidade e

especificidade do raios-x como um teste de diagnodsticos. Assim:

22
P(THD)~ 5 = 0.5

Observe que, desde que D seja dado €2 é formado apenas pelos 30 casos. Analogamente,
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1739
8
PT7ID)~ o= = 0,2
51

Nota: Nao devemos usar como estimativa de prevaléncia a relagao dos 1;100 = 0,021978;
assim como a de 1820 individuos nao podem ser representaveis como populacao em geral.
Na realidade, a prevaléncia de tuberculose na amostra é de 2, 1%, ou cerca de 2197, 8 em
100000. Isto é, mais de 70 vezes maior do que a prevaléncia na populagao geral.

Agora, vamos calcular P(D|T™):

poiry — PPOTY)
(P(T))
Uma vez que nao conhecemos P(T7), devemos decompor 7" em relagao a D e D® como

mostra a Figura 2.3.

Figura 2.3 Decomposicao de T
Fonte: cardenas.webnode.com

Isto é, de TT = (DNTT)U (TT N D), temos que
P(TT) = P(DNTT)U(TT N DY)
= P(DNTY)UPT"ND")
= (I"|D)P(D) + (T"|D°)P(D").
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Substituindo, resulta

P(T"|D)P(D)
P(T+|D)P(D) + P(T*|D¢)P(D¢)
sensibilidade X prevaléncia

P(DIT*) =

sensibilidade x prevaléncia + falsopositivo x (1 — prevalencia)
0,55 x 0,000093
0,55 x 0,000093 + 0, 0285 x 0,999907
= 0,028497358149.

No Exemplo 2.3.1 o espaco amostral foi particionado em pessoas doentes D e pessoas
sadias D¢, isto permitiu expressar o tratamento T+ como a soma de eventos disjuntos
TTNDeTtN D A seguir foi determinada a probabilidade P(7T"), como a soma das
probabilidade destes dois eventos, este processo é conhecido como Lei da Probabilidade
Total, enquanto o calculo da probabilidade condicional P(D|T™") é conhecida como Regra

de Bayes. A seguir generalizamos este processo.

Definigao 2.3.2. Uma colegao de eventos Ey, Fs, ... ... By € dita uma Particao do Espaco

Amostral Q) se verificam
ENE;, = ¢, Yi#j

k
i=1

Teorema 2.3.1. (Lei Da probabilidade Total). Se E1, Es, .. . ... , B, € uma particao de )

e A um evento, entao P(A) € calculada por

P(A) = Z P(E;)P(A|Eq)

Demonstracao. Como ) = UE"’ entao A = ANNQ = AN UEZ> = U(A N E;).
i=1 i=1 i=1
Considerando que (AN E;)) N (ANE) = AN(E;NE,) = Anb = 0 sej # k,

resulta P(A) = ZP(A N E;) (ver Figura 4.4). Da probabilidade condicional temos

=1
n

P(ANE;) = P(A|E;)P(E;), e portanto P(A) = Z P(A|E;)P(E;).

=1
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1

Figura 2.4 Particao de Q2 para k = 6
Fonte: cardenas.webnode.com

Teorema 2.3.2. (Bayes): Suponha que os eventos Fy, Es,--- | E, formam uma parti¢do
do espaco amostral 2 e que suas probabilidades sejam conhecidas. Suponha ainda que,
para algum evento A se conhegcam as probabilidades P(A|E;) ¥ i =1,2,---  n. Entao para

qualquer j, temos:

_ P(A[E))P(E)) -
P(E;|A) = ST P(E)P(A|EY)’ i=1,2,....,n.

Demonstracao. Da representacao de probabilidade condicional, temos:

_ P(E;NA)  P(A|E;)P(E))

do Teorema da Probabilidade Total, temos:

P(A|E;)P(Ej) -
PLE|4) = S P(E)PAE) T~ b2

Exemplo 2.3.2. [2/: Suponha que em um levantamento de dados, uma determinada
populacdo foi classificada de acordo com as caracteristicas apresentadas na Tabela 2.4.
Imagine ainda que, de levantamentos estatisticos anteriores o0s riscos de transmissao
do HIV entre as populacoes Py, Py, P3, Py sejam de 2,3%, 9,3%, 12%, e 17,1%, res-
pectivamente. Se A € o evento HIV™, entao P(A|P;) = 0,023, P(A|P,) = 0,12 e
P(A|P3) = 0,17. Dai, para saber o risco de um HIV™ ser proveniente do grupo de hete-
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2.4 Independéncia 17

P, HETEROSSEXUAIS  60%
P, HOMOSSEXUAIS 21%
Py HEMOFILICOS 6%
P, USUARIOS DE DROGAS 13%

Tabela 2.4 Levantamento de dados de uma determinada populacao.

rosseruais, usamos o teorema de Bayes,
(P(A|P)P(P)

P(Pi|A) = S P(P)P(A|P)

P(A|P)P(P1)
P(A|P\)P(Py) + P(A|Py) P(Py) + P(A|Ps) P(Ps) + P(A|Py) P(Py)
0,023 x 0,6
0,023 x 0,6 + 0,093 x 0,21 + 0,12 x 0,06 + 0, 171 x 0, 13
0,0138
0,0138 + 0, 01953 + 0,0072 + 0, 02223
0,0138

0.06276 0, 2198853 ,99%

2.4 Independéncia

Intuitivamente, a independéncia entre dois ou mais eventos esta no fato de que a
ocorréncia de qualquer um deles, nao intervém na ocorréncia dos demais. Desta forma, se

dois eventos A e B forem independentes, temos que P(A|B) = P(A) e P(B|A) = P(B).

Definicao 2.4.1. Considere A e B eventos contidos em ). Dizemos que estes sao inde-
pendentes se P(AN B) = P(A)P(B).

Exemplo 2.4.1. Suponhamos que a probabilidade de cura, apos t anos de tratamento,
de uma determinada doenca seja de 62% para os homens, enquanto que para as mulheres
essa porcentagem seja de 75%, visto que foi levado em consideragdo a freqiiéncia e o grau

de ingestao de bebida alcodlica, bem como a prdtica do tabagismo de ambos.

Considere os eventos:
H: “Homem curado apds t anos de tratamento”.
M: “Mulher curada apds t anos de tratamento”.
Com as informacoes dadas e considerando que os eventos H e M sao independentes, po-

demos calcular as probabilidades das seguintes situacoes:

LIMA, Milena Nascimento Matematica - Unifap



2.5 Variaveis Aleatorias 18

a) Ambos obtém sucesso ap6s o periodo t de tratamento

P(HNM)=P(H | M)P(M) = P(H)P(M) =0,62 x 0,75 = 0, 465

b) Somente um deles obtenha sucesso ao final do tratamento

P(HNM®) = P(H | M®)P(M) = P(H)P(M¢) = 0,62 x 0,25 = 0,155
PH*NM) = P(H®| M)P(M) = P(H®)P(M) = 0,38 x 0,75 = 0, 285.
Como (HNM)YN(H NM)=(HNH)N(MNM)=¢Neo= ¢, temos

P[(HNM®)U(HNM))) =P(HNM)+ P(H°N M) =0,15+ 0,285 = 0,435

¢) Nenhum deles tenha sucesso no tratamento

P(H®N M®) = P(H® | M¢)P(M®) = P(H®)P(M*) = 0,38 x 0,25 = 0,095

d) Pelo menos um deles alcance a cura

P(HUM) = P(H)+ P(M)— P(HNM) =0,62+0,75 — 0,465 = 0,905

2.5 Variaveis Aleatorias

Em muitos experimentos estamos interessados em associar um nuimero real ao
espago amostral, mesmo quando este nao for constituido de resultados numéricos (ver
Figura 2.5). E neste contexto que se enquadram as varidveis aleatérias. Desta forma,

podemos entendé-las da seguinte maneira:

Definigao 2.5.1. (Varidqvel Aleatoria): Realizamos um experimento x; qualquer e obtemos
espaco amostral Q) ; Definimos a varidvel aleatoria (v.a.) X como a fun¢ao X que serd

encarregada de associar a cada elemento w € Q@ a um nimero real X(w).
X:Q—=R
Definicao 2.5.2. Seja X : QQ — R uma varidvel aleatoria:

a) X € discreta se seu contradominio for finito ou infinito enumerdvel.

b) X € continua se seu contradominio for um intervalo ou uma cole¢ao de intervalos.
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‘\\
Wy ¢ \'\\ X(wa) X (ws) -
u)4 X(WQ)) X(wl)
e \ T
[ _—

Figura 2.5 Varidvel aleatoria
Fonte: cardenas.webnode.com

Definigao 2.5.3. (Fun¢ao de Probabilidade). Se X é uma varidvel aleatoria discreta,
dizemos que P : X(Q2) — R € uma fun¢ao de probabilidades se associa a cada v € X(£2)
sua probabilidade P(x).

Exemplo 2.5.1. Sejam

E={lan¢camento de duas moedas}

Q=A{(c,c), (¢, k), (k,c), (k, k)}

X : Numero de caras obtidas nos dois lancamentos.

Nestas condi¢oes a fungao de probabilidades (ver Figura 2.6 é descrita na Tabela 2.5.

x 0 1 2
1 1 1
Px) - - -
1 2 1

Tabela 2.5 Funcao de Probabilidades

Definicao 2.5.4. X uma varidvel aleatoria continua, dizemos que f: X(2) — R é uma

Funcao Densidade de Probabilidade se verifica as sequintes condigoes:
1. f(z) >0, VreX(Q)
2. [x fl@)dz =1

Além mais, definimos para qualquer a < b em X () a probabilidade:

Pla< X <b) = /b f(z)dz.
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1] P(X = x,)
0.751

0.51

0.25

Figura 2.6 Funcao de distribui¢io discreta (y = P[X = x;])
Fonte: cardenas.webnode.com

Na Figura 2.7 se ilustra o conceito da fun¢ao densidade de probabilidade, sendo a area

sombreada a probabilidade da variavel aleatéria assumir valores entre a e b.

A

Figura 2.7 fdp. A drea sombreada corresponde a P(a < X < b).

Exemplo 2.5.2. O tempo, em minutos, para o efeito de um determinado analgésico €

uma varidvel aleatoria continua T, com a sequinte funcdo densidade:
(t —4)/40, se8 <t <10

1) = 3/20, sel0<t<15
0, no complementar

f éuma fdp pois f(x) >0e

8 10 1 15 3 o]
Odt—i—/ —t—4dt—i—/ —dt—l—/ Odt
/oo 8 40( ) 10 20 15
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15
=1
10

C 3
. 20

Defini¢ao 2.5.5. (Funcdo de Distribui¢cao Acumulada): Seja X uma varidvel aleatdria.
Dizemos que F : R — R € uma funcdo de distribuicao acumulada ou funcdao reparticdo,

se
Zxkgx P[X = x|, se X é discreta

F(z)=P[X <z|=
ffoo f(t)dt, se X € continua

No caso discreto temos a seguinte representacao:

p

0, se v < T
P1, se x < X9
p1 + pa2, se x < I3

pL+p2+ ...+ Pp-1, ST < T,

\1, se x>z,

As Figuras 2.8 e 2.9 ilustram o comportamento da funcao reparticao discreta e continua

respectivamente.

¥y
| S——
h+h -0
p| ~—=
U 31 Iz xn I

Figura 2.8 Funcao reparticao discreta

Propriedade 2.5.1.
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=
by
R, ]
e

s
Ll

X

Figura 2.9 Funcao reparticao continua

a) 0< F(z)<1,VxeR
b) Em qualquer dos casos, F é mon6tona nao-decrescente.
¢) limy oo F(x) =0elim, , o F(z) =1
d) Se X é uma v.a. discreta de forma que x; < x5 < ..., entdo
P X =ux;] = F(x;) — F(z; — 1).
e) Se X é uma v.a. continua, entao
P(X=2)=0, VreR.

f) Se X é uma varidvel aleatéria a < b, entao:

[X <a] = F(a)

= F(b) — F(a)
iv) Pla <x <b]=F(b) — F(a) + P[X = q]
v) Pla<x <b]=F(b)— F(a)— P[X =1

Exemplo 2.5.3. Em um laboratorio de pesquisas clinicas, foram feitos estudos sobre os
niveis de dcido irico, em (mg/100ml), encontrados nos exames bioquimicos de sangue em

uma populagcao de 1000 pacientes. Os resultados sao os sequintes na Tabela 2.6
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Acido Urico (mg%) 4,0 45 50 52 55 60 65 7,0 9,0
Frequéncia 201 30 42 354 29 19 199 59 67

Tabela 2.6 Niveis de dcido urico em exames bioquimicos

Utilizando a idéia de atribuir probabilidade por intermédio da freqiiéncia de ocorréncia, a
funcao de probabilidade da variavel aleatoria discreta nivel de acido 1rico é apresentada

na Tabela 2.7.

x 40 45 50 52 55 60 65 70 90
P[X =] 0201 003 0042 02354 0,029 0,019 0,199 0,059 0,067

Tabela 2.7 Probabilidade do nivel de dcido drico

Supondo que uma pessoa seja sorteada ao acaso, deseja-se calcular a probabilidade de ter
até o nivel 5 de acido urico. Em outras palavras, deseja-se a funcao reparticao no ponto 5,
ou seja a probabilidade acumulada de ocorréncia de valores menores ou iguais a 5. Desta
forma:

F(5)=P[X <5]=P[X =4]+ P[X =4,5|+ P[X =5]=0,273

E os valores completos da fungao de distribuicao sao os seguintes:
(0, sex <4,0

0,201, sex <4,5

0,231, sex <5,0

0,273, sex <5,2

0,627, sex <95,5

0,656, sexz < 6,0

0,675, sex < 6,5

0,874, sex < 7,0

0,933, sex <9,0

1, sex>9,0
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Exemplo 2.5.4. Considere que o efeito, em relacao ao tempo, de um determinado anestésico

seja dado de acordo com a fdp

2t +1
—+, se0<t<3

fiy=4

0, mno complementar

de uma varidvel aleatoria X. Entdo a funcdo reparticao € dada na sequinte forma:

(0, set <0
HOER /t27+1d Frt o<t<s
= T = se
o 12 12 7 -
1, set>3

\

2.6 Funcgoes de variaveis aleatdrias

Ha experimentos que apresentam uma relagao entre duas ou mais varidveis aleatorias.
Isto ocorre por intermédio da associacao de seus respectivos eventos entre si e o espago

amostral €2.

Figura 2.10 Esbogo sistemadtico de funcoes de varidveis aleatorias

Analisando a figura (2.10), podemos definir um evento B no conjunto de valores X (2) a

partir do conhecimento de um evento C do conjunto de valores H(X(2)), e vice-versa.
B={reX(Q): Hxz)eC}={weQ: H[X(w)] eC}

Ou seja, B é o conjunto de todos os valores de X tais que H(z) € C. E se B e C forem

relacionados deste modo, os denominaremos de eventos equivalentes.
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Assim que B e C sejam conhecidas, pode-se estabelecer suas respectivas probabilidades

através do manuseamento adequado da definicao de eventos equivalentes.

PB)= {weQ: X(w)e B}

P(C)= {x€X(Q): H(x)eC}
Quando tratamos de uma v.a. X discreta, e obtemos Y = H(X), decorre da definigao de

eventos equivalentes que P[X = x;] = P[Y = y,], se y; = H(z;)).

Exemplo 2.6.1. Considere uma v.a. X, representada na Taabela 2.8.

X V2 0 V2
1 1
3 6

N —

Tabela 2.8 Funcao de probabilidades da varidvel X

Considere ainda outra v.a. Y tal que Y = X + 2. Na Tabela 2.9 se apresentam as proba-
bilidade da variavel Y = X + 2.

2+4/2

Wl Do

1
6

Tabela 2.9 Funcao de probabilidades da varidvel Y = X + 2

Veja que para cada valor que X assume, ha um correspondente no contradominio R,, de
forma que as probabilidades sao iguais. No entanto, ha muitos casos em que a funcao H
nao apresenta o mesmo comportamento deste exemplo e por isso, ocorrerd que um ou
mais valores de X produzirao os mesmos valores em Y. Em situacoes como esta, devemos

aplicar o seguinte procedimento:
PlY =yl =P[X =a,]+ P[X =z + ...+ P[X = a;,]

Exemplo 2.6.2. No exemplo anterior, considere Y = X?2. Na Tabela 2.10 se representa
a transformacao da varidvel X para a varidvel Y, e na Tabela 2.11 sua fun;’ao de proba-
bilidades.

P[Y = 2] = P[X = —V2] + P[X = V2] = 2/3
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X V2 0 V2

y = a2 2 0 2
1

PV =yl 7 5

Tabela 2.11 Funcdo de probabilidades de Y = X?

Antes de tratarmos exclusivamente dos casos continuos, é imprescindivel destacar que
Y

poderao acontecer situacoes em que X é uma v.a.d., enquanto que Y é continua. Assim,

para o célculo das probabilidades de X, é mister que tenhamos o conhecimento da fdp de

Y. Desta forma, se X = z; for equivalente a um evento B de R,, entao

PIX =] = /B f(@)d,

Agora, daremos o tratamento adequado para as v.a.c. Ou seja, para os casos em que X
for uma vac com fdp f e H for apenas uma funcao continua. Desta forma, temos que
Y = H(X) serd uma vac, e para esta, temos de encontrar sua fdp g.

A fim de alcancarmos este objetivo, segue-se o seguinte procedimento:

i) Obter a fungao reparticao de Y, denotada por G, na qual G(y) = P[Y < y], o
que permite encontrar um evento A qualquer em R,, que seja equivalente ao evento

Y <u.
ii) Derivar G(y) em relagao a y para descobrir g(y).
iii) Definir valores em R,, para os quais g(y) > 0.

Exemplo 2.6.3. Suponha que X esteja distribuida uniformemente no intervalo [0,1].
Nosso objetivo € determinar a funcgao densidade de Y = —X"1tlog(1l — X) para X\ > 0.
Para isso, considere G a fungao de distribuicao de Y. Observe ainda que Y € uma varidvel

aleatoria positiva e, por essa razao G(Y') =0 para y < 0. Para y > 0, temos:
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G(y) = PIY <y]= P\ 'og(l—X) <y
= Pllog(1—=X) = —Ay]

= Pll—X>eY
1—e MY 1

= PIX<l—eM= d

X s1-e] /0 1-0"
= l—e-\y

Dali,
9(y) = i(1 — e ) para y > 0
dy

g(y) = Oparay <0
Por tanto, a densidade de Y é dada na seguinte forma:
Ae ™ sey >0

0, sey <0
A densidade obtida é chamada de densidade da distribuicao exponencial de parametro A,

a qual recebera o tratamento adequado no Capitulo 4.

2.7 Variaveis aleatorias bidimensionais

Em determinadas circunstancias, estaremos interessados em analisar dois ou mais resul-
tados, simultaneamente. De tais situacoes, podemos articular que o tratamento dado aos
casos em que o numeros de variaveis aleatoria estudadas em um mesmo experimento é
maior ou igual a dois consiste na extensao dos pontos do plano euclidiano [1]. Porém, nos

restringiremos somente aos casos que tratam da analise simultanea de duas situacoes.

Definigao 2.7.1. (varidveis aleatdrias bidimensionais): Se em um determinado experi-
mento tivermos duas funcoes, X e Y, por exemplo, tais que desempenham o papel de
associar um nimero real para cada elemento de Q, diremos que o vetor (X,Y) define uma

varidvel aleatéria bidimensional (vab).

Definigao 2.7.2. (Varidveis Aleatorias Discretas Bidimensionais): Designamos o vetor
aleatdrio (X,Y) de varidvel aleatoria discreta bidimensional (vadb) , se o nimero de valores

possiveis de (X,Y) forem finitos ou infinitos numerdveis, e ainda, se houver uma fungdo
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de probabilidade P[X = x;, Y = y;], que seja a correspondéncia de cada realiza¢do x,y €

(X,Y) tal que obedega as sequintes condigoes:

iii) ii PX =Y = y;]=1

j=1 i=1

palt k]

N

Figura 2.11 Varidveis aleatorias bidimensionais e multidimensionais, respectivamente

Definicao 2.7.3. (Varidveis Aleatorias Continuas Bidimensionais): Chamamos de varidvel
aleatdria continua bidimensional (vacb) o vetor (X,Y) que toma todos os valores em al-
guma regiao R do plano euclidiano, de forma que exista uma fungao f, denominada fun¢ao

densidade de probabilidade conjunta tal que satisfaca as condicoes a sequir:
i) f(x,y)> 0

/ / x,y)dxdy=1

iii) Va, b, c,d € Rtemos Pla < X <bc< X <d=Pla< X <b c< X <d=
Pla<X <bc<X<d=Pla<X <bec<X <d] f [f fxydx}dy
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Definigao 2.7.4. Se (X, Y) é uma vab, podemos estabelecer a fungdao reparticao F' que,

¢ definida na sequinte forma:

Z Z PX =z,Y =y;|, se(X)Y) édiscreta

y; <y x;<x

F(z,y) = D
/ / f(u,v)dudv, se (X,Y) é continua

2.7.1 Distribuicao Marginal

Quando associamos duas variaveis aleatorias unidimensionais a outra que seja
bidimensional, podemos optar por calcular a distribuicao de probabilidade de X ou a
de Y. Ocorréncias desse tipo nos dao a idéia de marginal. Desta forma, se tivermos o
objetivo de calcular a distribuicao de X, podemos fazer isso desconsiderando Y, e vice-
versa. Denotamos a distribuigdo marginal por P[X = z;] no caso discreto e g(z) no caso
continuo.

Para o caso discreto, fazemos o uso das seguintes relagoes:

ZP =x;,Y =y, i=1,2,..., m

ZP =z,Y =y, j=12,..,n

\

Para o caso continuo, devemos partir do conhecimento da fdp conjunta e estabelecer as

-/ Z F(o,y)dy
-/ :f«c,y)dx

Exemplo 2.7.1.1. Em uma pesquisa com duas maternidades A e B foram fornecidos

seguintes relacoes:

dados sobre o numero de recém-nascidos portadores de algum tipo de anomalia congénita.
Considere que em qualquer das maternidades, esses numeros representam uma varidvel
aleatoria e que (X, Y) seja uma varidvel aleatoria bidimensional que fornega o nimero
de portadores de anomalias, nascidos nas maternidades A e B, respectivamente. Observe

a Tabela 2.12:
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Y \ X

0

1

2

3

0

0,01

0,01

0,01

0,01

0,02

0,03

0,02

0,03

0,04

0,05

0,04

0,05

0,05

0,05

0,06

0,07

0,06

0,05

0,06

G| = W NN =] O

0,09

0,08

0,06

0,05

Tabela 2.12 Distribuicio da probabilidade conjunta de (X,Y)

Desta forma, P[X = 3,Y = 4] = 0,06 e assim sucessivamente. Para o cdlculo das margi-

nais, considere a extensao das linhas e colunas, como na Tabela 2.13.

X 0o 1 2 3 I Pl
Y
0 0 00l 001 0,01 0,03
1 0,01 0,02 0,03 0,02 0,08
2 0,03 0,04 0,05 004 0,16
3 0,05 0,05 0,05 0,06 0,21
4 0,07 0,06 0,05 0,06 0,24
5 0,09 0,08 0,06 0,05 0,28
S Plai] 0,25 026 0,25 0,24 1

Tabela 2.13 Cadlculo das marginais de X e de Y

Observe que calculo das marginais é feito através da soma das linhas e colunas. Sendo

assim, P[X =2] =0,25 e P[Y = 5] = 0,28, e de forma similar para as demais.

Exemplo 2.7.1.2. Seja a funcdo

x3y+%, se<z<1e0<y<2

0,

no complementar
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definida sobre o vetor aleatorio (X,Y). Observe que f € nao negativa e

0 oo 2 1 27,4 1
—0o0 J —00 0 0 4 0 4 4 0
2 2 2
= S+ 2 )dy = —dy = - dy = =1.
f G [ =g [ v

Para calcular as marginais, € so aplicar a defini¢cao

- ’ y 2 12

glz) = / f(x,y)dy:/ (m3y+—) dy:/ x3ydy+—/ ydy
—00 0 4 0 4 0
(x3y2 2

)2 1y’ 3, 1
= —| +=-=| =22+
2 |, 12, 2
Analogamente,
00 1 1 1
mo) = [ sewis= [y o= [ ydes [
—0 0 4 0 0o 4
B r? zy|t oy
= Y kT

2.7.2 Distribuicao Condicional

Agora que tomamos conhecimento das distribui¢cbes marginais, podemos estender os co-
nhecimentos adquiridos nos estudos sobre probabilidade condicionada e estabelecer relacoes
de (X,Y) para os casos discretos e continuos.

No caso discreto, definimos:

PIX]Y =y;] = PV —g]

PY =y;]#0ejfixoei=1,2,...m

P[X:ZEZ,Y:yJ]

PY|X =] = P X=x]#0eifixoej=1,2,...n

Exemplo 2.7.2.1. Considerando o exemplo(2.7.1.1), da defini¢ao de probabilidade con-

dicionada vamos determinar P[X = 0|Y = 5],
(P[X =0,Y =5]) 0,09
(P[Yy =5]) 0,28

P[X =0]Y =5] = = 0,32

Analogamente,
(PIX=0,Y =5]) 0,09
(P[X=0)) 0,25

PlY =5|X =0] = =0,36
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Para o caso continuo, considere g e h as fdp marginais de X e Y, respectivamente. Dai,

definimos: Flag)
_ (f(z,y
rle) = L2 - o0y -

Exemplo 2.7.2.2. Considerando o exemplo 2.7.1.2, temos que:

3 )
flry) YT 8ty +2

g X y = =
(=ly) h(y) % 4y
enquanto que,
3
3,19
Myle) = @Y TVl y
(v) gy L 8142

Definicao 2.7.2.1. (Varidveis Aleatdrias Discretas Independentes): Considere (X, Y)
uma vad. Diz-se que X e Y sao independentes se P[X = x;, Y = y;/=P[X = z;]P[Y =y,],
para todo par (z;, y;), i=1,2,....mej=1,2... n.

Em outras palavras, X e Y sao independentes se, e somente se, P[X|Y = y;] = P[X = z;]

Viej. Analogamente, P[Y|X = z;] = P[Y = y,].

Exemplo 2.7.2.3. Em uma determinada localidade, foi feito um levantamento sobre a
incidéncia do virus HIV ' em relacdo ao nimero de parceiros sexuais. As probabilidades
de cada caso sao apresentadas na tabela a sequir, em que X representa a varidvel "soro
positivo”e Y € a varidvel "parceiros sexuais”, ver Tabela 2.14.

Analisando estas informacoes, conclui-se que as varidveis X eY nao sao independentes,

uma vez que, por exemplo:

P[X=0,Y=0] = 0,08 P[X =0]P[Y =0]=0,04
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X 0 1 2 3ou+ YU, Plzj

Y
0 0 0,08 0,08 0,04 0,02
1 0,12 0,24 0,16 0,28 0,8
> Plysl 0,2 032 02 0,28 1

Tabela 2.14 Distribui¢cdo conjunta de (X,Y)

Definigao 2.7.2.2. (Varidveis Aleatdrias Continuas Independentes): Considere (X,Y)
uma vac. Diz-se que X e Y sao independentes se, e somente se, f(x,y) = g(x)h(y). Ou

seja, se, e somente se, g(x|y) = g(x). Equivalentemente, h(y|z) = h(y).

Exemplo 2.7.2.4. [11]: Sejam X e Y a duragao de vida de dois dispositivos eletronicos.

Suponha-se que sua fdp conjunta seja dada por:

%(m + zy), sex€(0,1) e ye(0,1)
fla,y) =

0, no complementar
Integrando em relagao a y, obtemos g(x) = 2z.
2

Integrando em relagdo a x, obtemos h(y) = 3(1 +y).

Dali, conclui-se que X e Y sao independentes, pois:

flz,y) = %(fv +2y) =27 - g(l + 1) = g(x)h(y).

2.7.3 Funcoes de variaveis aleatdrias

Para os casos discretos, considere Z = H;(X,Y), uma fungao das varidveis aleatérias X
e Y. Logo, Z = Z(w) = Hi(X(w),Y(w)) é uma funcao que associa um numero real Z(w)

a todo resultado w € €, seu célculo segue os seguintes passos
i) Executamos o experimento € e obtemos o resultado w.
ii) Calculamos os nimeros X (w) e Y (w).

iii) Calculamos o nimero Z = H;[X(w),Y (w)].
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Exemplo 2.7.3.1. Considere que o vetor bidimensional (X, Y) tenha a distribui¢io dada
no exemplo (2.7.1.1). Seja Z = Mdz (X, Y) = maior nimero de casos registrados pelas

duas maternidades.

Note que os valores possiveis de Z, sdo: 4 e 5. Para calcular P[Z = 4], raciocinaremos que
Z = 0, se e somente se, algum dos casos acontecer: Y =4, X =0ouY =4, X =1 ou
Y =4 X=20uY =4, X =3 e para P[Z =5] temos que: Y =5 X =0ouY =5,
X=1louY =5 X=2o0uY =5, X =3. Logo,

Pz
PlZ

4 = 0,07+0,06+0,05+ 0,06 = 0,24
5] = 0,09+ 0,08+0,06+0,05=0,28

logo, a distribuicao de probabilidades da v.a. Z é apresentada na Tabela 2.15.

Z 45
P[Z=z] 024 028

Tabela 2.15 Varidvel Z = Max(X,Y)

Se (X,Y) for um vetor aleatério bidimensional continuo, e se Z = H;(X,Y) for uma
fungao continua de (X,Y), entdo Z serd uma vac unidimensional, cuja fdp é dada por:

g9(z) = /_OO h(z, u)du.

Para definir a fdp de Z, introduzimos uma segunda varidvel aleatéria U = Ho(X,Y) e
por conseguinte, ficou perceptivel a necessidade de obtermos a fdp conjunta de Z e U,
que ficou descrita como h(z,u) [20]. Em que h(z,u) = f[Gi(z,w), Ga(z,w)]|J(z,w)| e
J(z,w) é o Jacobiano da transformagao (z,y) — (z,w). Sendo ainda, z = H;(x,y) e
w = Hy(z,y) equagdes univocamente resolvidas para x e y, em termos de z e w ou seja

r=Gi(z,w) e y = Gao(z,w).

0r o
0z Ow
J(z,w) = det
oy oy
0z Ow

Exemplo 2.7.3.2. [12]: Sejam X e Y waridveis aleatdrias continuas, cuja densidade de

probabilidade conjunta € f(x,y). Sejam,
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R = /22 +y?, parar>0

P = arctany, para 0 < & < 27
x

Para encontrar a densidade de probabilidade conjunta de (R, ®), fagamos X = H;(R, ®)
e Y = Hy(R,®) . Assim, transformagao que induze (z,y) em (R, ®) no dominio referido
¢ biunivoca e sua inversa é x = Hy(r,®) = rcos® e Y = Hy(r,®) = rsen® . Dai, o

jacobiano de transformacao fica expresso na seguinte maneira:

Jxr O

or v cos® —rsind
J(r,®) = det = det =r

@ @ sin® rcos®

or 00

Consequentemente,

f(r,®) = rf(rcos®,rsin®).
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Capitulo 3

MOMENTOS

Agora que temos todas as ferramentas necessarias, iremos nos dedicar ao estudo das
caracteristicas adicionais (ou momentos), inclusos nas examinagoes de fendmenos inde-
terministicos. As informacgoes buscadas a apartir dessas caracteristicas, também sao co-
nhecidas como parametros que uma vez associados a uma variavel aleatéria, populacao
ou amostra, exercem a funcao de informar os diferentes comportamentos que possuem.
No geral, quanto maior o nimero de momentos, maior é a informacao que temos sobre a
distribuicao de probabilidade. Sendo assim, possuem grande significancia no que tange ao

estudo global dos fendmenos aleatorios.

3.1 Momento de Ordem 1

E um dos mais importantes parametros das variaveis aleatorias, onde sua caracteristica é
a de ser o centro de distribuicao de probabilidade dos valores da v.a. X e, por essa razao,
costuma-se chama-lo de medida de tendéncia central ou esperanca matematica, ou ainda,

média [21].

Definicao 3.1.1. Considere X uma varidvel aleatoria com funcdo de distribuicdo de pro-
babilidades P(X) no caso discreto ou com fungdo densidade de probabilidades f(x) no
caso continuo. A Esperanc¢a Matemdtica de p(X), denotada por E(p(X)) € definida na

sequinte forma:

Z o(x;)P[X =x;], se X € discreta
T, €Rx

B =4
/ o(x)f(x)dx, se X € continua

—00
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Em particular se o(X) = X, a esperanga matemdtica de X , denotada por E(X) ou pux, €

Z r;P[X =x;], se X € discreta
x;€ER,

E(X) =
/ zf(z)de, se X € continua

[e.9]

Proposicao 3.1.1. Se X ¢ uma varidvel aleatoria, entao a esperanca matemdtica verifica

as sequintes propriedades:
a) ElaX +b] = aE(X) +b, onde a e b sdo constantes reais
b) E(c) =c, onde ¢ é uma constante real
c) E(cX) = cE(X), onde ¢ € uma constante real
d) E(X —px) =0
Demonstracgao

a) Se X é uma varidvel aleatéria discreta e p(X) = aX + b, temos

B(p(X) = B@X +8) = > o@)P[X = a]

n

= Z(axi +b)P[X =z

= aixiP[szi]—l—biP[X = ;]
i=1 =1

= aE(X)+bl=aFE(x)+0b
Se X é uma varidvel aleatéria continua e ¢(X) = aX + b, temos

E(p(X))=E(aX +0b) = /_00 plax +b)f(x)dx

o0
o0

= /_ (ax +b) f(x)dz

o0

= a/_oo xf(x)da:+b/_oo f(z)dx
= aBE(X)+b-1=aE(X)+0.
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b) Fazendo a =0 e b= c em a) temos:

Ec)=E0-X+4+¢)=0-EX)+c=0+c=c.

c) Fazendo a = ce b =0 em a) temos:

Elc)=FE(c- X+0)=c-E(X)+0=cE(X)+0=cE(X).

d) Fazendo a =1 e b= pux em a) temos:

E(X —px) = E(1-X+(-px))=1-E(X) - px
= EX)—px=px —px=0 H

No caso de variaveis aleatorias conjuntas X e Y, definimos a Esperanca Matematica da
fungao h(X,Y):

Definicao 3.1.2. Sejam X, Y wvaridveis aleatorias com distribuicao conjunta de probabi-
lidades P(X,Y) no caso discreto ou fun¢do densidade conjunta f(x,y) no caso continuo.
A Esperan¢a Matemdtica da funcdo h(X,Y) € definida como:

Z Z h(x;,y;)P[X = x;,Y = y;], se X,Y sao discretas

T, €ERx Yj €Ry

EnX,Y)] =
/ / hz,y)f(x,y)dzedy, se X eY sao continuas.

Proposicao 3.1.2. Se X ¢éY sao varidveis aleatorias, entdo a esperanca matemdtica

verifica as sequintes propriedades:
o) E(H\(X,Y) + Hy(X,Y)) = E(H\(X,Y)) + E(Hy(X,Y)).
b) E(aX +bY)=aFE(X)+bE(Y), onde a eb sao constantes reais.
c) EX+Y)=EX)L£EY).
d) Se X eY sao duas varidveis independentes, entao

E(XY)=E(X)-E(Y)

Demonstragao
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a) Se X e Y sdo varidveis aleatérias discretas e h(X,Y)

E(H(X,Y) + Hy(X,Y)) = Em:

Se X e Y sao variaveis aleatdrias continuas e h(X,Y)

Hy(z;,y;) PIX =2;,Y =y
=1 j=1
+ZZH2<%%> PIX

i=1 j=1

E(H,(X,Y) + Hy(X,Y)) = / ) / " H (e, )] f(x, y)dedy

/ / [Hy(x,y)] f(x,y)dxdy

= E(Hi(X,)Y))+ E(Hx(X,Y)).

b) Se X e Y sdo varidveis aleatérias discretas e h(X,Y) = aX + bY, temos

E(aX +bY)

n

ZZ (ax; +by;)P[X = z;,Y = y,]
=1

j=1
n

Zm:ZaxiPX
i=1

=1 j=1

n

+3 0 by PIX =2, Y = )]
i=1 j=1

aszZP =z, Y = yj]

n m

+be] ZP =1;,Y =y,]

ainP[ +be] Y =y
i=1

aE(X) + bE(Y)

= LCZ',Y = y]}

= H(X.Y)+ Hy(X,Y), temos

= H(X.Y)+Hy(X,Y), temos
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Se X e Y sdo varidveis aleatérias continuas e h(X,Y) = aX + bY, temos

E(aX +bY) = /_oo /_Oo(ax—i-by)f(a:,y)xdy

o fo{ )
+b/:y (/: f(rv,y)dfv) dy

_ a/_oo zg(x)dy + b/oo yh(y)dy

oo —00

— aB(X)+bE(Y).

c) Fazendo a =1 e b= +1 em b) resulta

EX+Y)=E1-X+()Y)=1-EX)+ (£)EY) =E(X)+ EY)

d) Se X e Y sao varidveis aleatorias discretas independentes, entao

Considerando h(X,Y) = XY resulta

E(XY) = Y ) zyP[X =z,Y =y

i=1 j=1

— Zsz’yjP[X =z P[Y =y
i=1 j=1

= inP[X:ZL’i]ZyjP[Y:yJ‘]

j=1

= EX)E(Y)

Se X eY sao varidveis aleatdrias continuas independentes, entao f(z,y) = g(z)h(y).

Considerando h(X,Y) = XY resulta

E(XY) = /:/:xyf(x,y)dxdy

_ /_ Z /_ Z 2yg(@)h(y)dady

_ / rg(z)de / yh(y)dy
— E(X)E(Y). m
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Vamos agora definir a probabilidade condicional de uma varidvel aleatéria em relacao a
um valor de outra variavel aleatéria, o qual permite definir a probabilidade condicional

entre duas variaveis aleatorias.

Definicao 3.1.3. Sejam as varidveis aleatorias X e Y com distribuicao de probabili-
dade conjunta P(X,Y) no caso discreto ou func¢ao densidade conjunta f(X,Y) no caso

continuo. Definimos

a) Se X eY sdo varidveis aleatorias discretas

- —xz,Y:y»
B =) = Yonp X =y =] =Yoo o
=1

E(X|Y) = Y E(X]Y =y)

Jj=1

analogamente,

EY|X =) = Z%P[Y—%IX—%]:Z% PIX =

BYIX) = S BE(YIX =)

=1

b) Se X eY sdao varidveis aleatorias continuas

o0

EXY =y)

= xg(x|y)de = /_Oo xf}(j(c’y)y)da h(y) >0

/
BY) = [ BCOY =iy
/

83

analogamente
o o x7
EY|X =1x) = yh(ylx)dy—/ yf(( ‘;J)dy, h(y) >0

E(Y|X) = /_ E(Y|X = z)da.

Proposicao 3.1.3. A esperanca condicional do vetor aleatdrio (X,Y') verifica
a) E[E(X]Y)] = E(X)

b) Se X eY sdo varidveis aleatdrias independentes, entao E(X|Y) = E(X).
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Demonstragao.

a) Para o caso discreto:

m

EX]Y) = Z«’Ez‘P[XZJCi|Y=yj]

=1

N PX =a;,Y =y,
= x; ,PlY =y;] >0,
2wy oy P =

logo,
BIE(XIY)] = iE(X\Y)P[Y ~
_ Z(Zx _“”“Y': yj])P[Y:yj]
SO RTIEPRE

= le<zp =2,Y _yj])

= ZmiP[X =] = E(X)

Para o caso continuo:

Considere f a fdp conjunta do vetor aleatério (X,Y) e h a fdp da marginal de Y.

Dai, por defini¢cao, temos que:

EX|Y) = /_00 zg(z|y)de = /_OO xf}(jg;/)y)dx, h(y) >0

Por isso,

BB~ [ BCG >dy=/°0 ([ e )y

e ([ o)

- /OO zg(x)de = E(X)
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b) No caso discreto:

=2, Y =
_ le i Yl py =y >0
_yj]
. PX =ga][Y =
_ Z% mz[ y]]
_yJ]
= E(X).

No caso continuo

B(X|Y) = /_ooxg(;t]y)dx:/oo f@.9),,

% h(y)
Da hipdtese, X e Y sao independentes, e portanto f(x,y) = g(x)h(y). Logo,

E(X])Y) = /_wx%dx:/_mxg(x)dx:E(X).l

[e.9]

3.2 Momento de Ordem 2

A partir do conhecimento da média, e do cdlculo do momento de ordem 2, pode-
mos estabelecer outro parametro, que tem a funcao de fornecer o nivel de concentracao

de probabilidade em torno do valor esperado.

Definicao 3.2.1. Se X € uma varidvel aleatoria com func¢ao de probabilidade ou fdp entao
o seu momento de ordem 2 ¢ definido pela sequinte relagao:

ZmeRm r?P[X = x|, se X € discreta
B(X?) =

[Z 2 f(x)da, se X € continua.

Definicao 3.2.2. Seja X uma varidvel aleatoria com fungao de probabilidade P ou fdp
f e média E(X) = u,. Define-se variancia de X como sendo o valor esperado da v.a.
(X — pzx)?.

S (X = pe)? PIX =], sex é discreta
Var(X) = B[(X — px)*] =
[ (X - 1te)? f(z)dz, se © € continua.
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Verifica-se a seguinte propriedade.
Proposicao 3.2.1.
a) Var(X) = E[X?] - (E[X])?
b) Var(X +¢) = Var(X), se ¢ é uma constante real
c) Var(cX) = AVar(X), sendo ¢ uma constante real
d) Var(c) =0, sendo ¢ uma constante real
e) Var(aX +0b) = a*Var(X).
Demonstragao
a)
Var[X] = E[(X — E[X])’] = E[X? - 2XE[X] + (E[X])?]

— E[X? - 2E[X|E[X] + (E[X])? = E[X?] - (E[X])?

b) Considere a varidvel aleatéria X + ¢

Var(X +¢) = E[(X +¢)— E(X +¢))?
= E[(X +0)~ E(X) - E(0)
= E[X - E(X))?
= Var(X)

c) A variancia da varidvel aleatéria ¢ X é,

Var(cX) = E|
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d) Var(c) = E[c?| — (E[])? = — 2 = 0.
e) De b) e ¢) temos:

Var(aX +b) = Var(aX)
= a*Var(X).N

No caso de um vetor aleatorio vamos definir o conceito de covariancia e correlacao.

Definicao 3.2.3. O parametro que exerce a fungao de determinar o grau de dependéncia
entre duas varidveis aleatorias X e Y, definidas no mesmo espaco de probabilidade, €
chamado de covariancia, denotado por Cov(X,Y) ou oxy, se sua expressio for dada na

sequinte forma:

Cou(X,Y) = axy = E[(X = EQX)(Y — E(Y))].

Se verifica a seguinte propriedade:

Proposicao 3.2.2.

a) Cov(X,Y) = E[XY] - E[X|E[Y]

b) Var(X£Y)=Var(X)+ Var(Y) £ 2Cov(X,Y)

c) Se a e b sao reais, entio Var(aX £+ bY) = a*var(X) + b*var(Y) + 2abCov(X,Y).
Demonstragao

a)

Cov(X,Y) = E[(X—EX)(Y —EY))]
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b)
Var(X £Y) = E[(X 1Y)} - [E(X +Y)]?
= E[X?+£2XY +Y? - [(B(X))?
£2E(X)E(Y) + (E(Y))?]
= B[X°] - (B[X])* + E[Y]* — (E[Y])*
+2(E[XY] — E[X]E[Y])
= Var(X)+ Var(Y) +2Cou(X,Y)

c) De vi) e vii) temos,

var(aX £bY) = Var[aX]+ VarhY]| £ 2Cov(aX,bY)
= a*Var[X] + 0*Var[Y] £ 2(E(aXbY) — E[aX]E[bY])
= a*Var[X] +b*Var[Y] £ 2abCov(X,Y)

Definicao 3.2.4. (Desvio Padrado). Seja X uma varidvel aleatdria, discreta ou continua.

Seu desvio padrao € definido como a raiz da sua variancia:
o, = Var(X)

Definigao 3.2.5. (Coeficiente de Correlagao). Considere o vetor bidimensional (X,Y).
O parametro que mede o grau de associacao entre X e Y é chamado de coeficiente de

correlacao e € definido na sequinte forma:

Cov(X,Y) oxy
= - ou p=——.
ox0y O0x0y

Quando X e Y sao independentes, ou seja prossuem a propriedade F(XY) = E(X)(Y),
dizemos que elas sao descorrelacionadas. Logo, sua covariancia é nula. Consequentemente,
o coeficiente de correlacao também o é.

Podemos assim reafirmar que, a covariancia mede, de alguma maneira, o grau de de-
pendéncia entre X e Y. Ela tem o inconveniente de depender das unidades de medida.
Sejam a e b duas constantes reais. Se em vez de X e Y tivermos as variaveis aX e aY.
Decorre, imediatamente da definigdo que Cov(aX,aY) = abCov(X,Y). E, justamente,

para evitar esse tipo de inconveniéncia que fazemos o uso do coeficiente de correlacao [23].
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Figura 3.1 Comportamento grafico de uma vab quando p =0
Proposicao 3.2.3. O coeficiente de correlacao das varidveis X e Y werifica:
a) [p(X, V) <1
b) Se p(X,Y) =1, a ligacdo entre X eY € linear: Y = aX + 3, onde a > 0.
c) Sep(X,Y)=—1, aligagao entre X eY € linear: Y = aX + 3, onde a < 0.
Demonstracgao.
a) Sendo a uma constante real, considere a seguinte expressao:
E[(a(X = E[X]) + (Y = E[Y]))"] = (3.1)
=ad*E[(X — BE(X))*]+2aE[(X — E(X)(Y — E(Y)] (3.2)
+E[(Y — E(Y)) (3.3)

Por ser a esperanga matemética de um quadrado, essa expressao ¢ sempre maior ou

igual a zero. Portanto,
a*c*(X) 4+ 2aCov(X,Y) + d*(Y) > 0 (3.4)
Como o trinomio ¢ nao negativo, seu discriminante fica:
A =4Cov*(X,Y) — 40*(X)o*(Y) <0 (3.5)
Dividindo por 402(X)o?(Y), resulta:
PPX,Y) <1

Consequentemente,

[p(X, V)| < 1.
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b) Se p (X,Y) =1, decorre da defini¢ao do coeficiente de correlacao, que:
Cov(X,Y)=0(X)o(Y)

Substituindo em (3.1), vemos que A = 0. Logo, o trinémio tem raiz dupla que é

igual a:

Substituindo a em (3.1), resulta:

=0

({_O_?%) (X — E(X)] +(Y - E(Y)>2

Porém, como uma v.a. nao negativa tem esperanca nula se, e somente se, ela for

identicamente nula, temos:

Reescrevendo, segue que:

a(Y)
a(X)

Y - B(Y) = 2 (X - E(X))

que ¢é a equacao da reta do tipo Y = aX + 3, onde o > 0.

F

Ay

Figura 3.2 Comportamento grafico de uma vab quando p = +1

c) Se p(X,Y) = —1, temos de modo similar a b) a equagao
oY)
Y-FEY)=—- X - FEX
() = 25 (X — BX)

que é a equacao da reta do tipo Y = aX + £, onde a < 0. W
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s e

F
Xy

Figura 3.3 Comportamento grdfico de uma vab quando p = —1

Quanto mais préoximo p for de +1 ou de —1, maior é o grau de dependéncia entre as v.a.
e maior se torna a confiabilidade de escrever uma variavel em funcao de outra, por meio

do processo dos minimos quadrados por exemplo. [21].

O conceito de Momento pode-se estender para maior ordem, segundo a seguinte defini¢ao:

Definigao 3.2.6. O momento n de uma varidvel aleatoria, para n = 0,1,2,. .., em relagao

a média € definido por

o = E[(X —p)"].

Para n =0, 1,2, verifica-se
n=0 = Mo = 1
n=1 = H1 = 0

n=2 =y =0

O momento de ordem n se escreve por extenso como,

Zle[(X — )" P[X = x;], para varidvel discreta

pin = E[(X = p)"] =
[ X = )™ f(a)da, para variavel continua

3.3 Funcao Geratriz de Momentos

Considere o desenvolvimento da fungao e* da série de Maclaurim:
2 $3 "

e x
e —1+x+§+§—l—...+m...
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Como a série converge para todos os valores de x, temos:

tx)? tx)3 tx)™
e””:1+tx+ﬂ+(x) +...+ﬂ+...
21 3! n!

Definimos a fungao Mx(t) como,

(X, (X )

Mx(t) = E(™)=E [1+tX + ol o Tt
Como t é uma constante, podemos escrever:
tX tz 2 tg 3 " n
Mx(t) = Ele ]:1+tE[X]+§E[X ]+§E[X]+'“+EE[X 1+...

O motivo da denominagao fungao geratriz de momentos estd no fato de ser possivel de-
terminar os momentos a partir de uma estrutura que consiste num processo de derivacao,

da expressao acima, em relagao a t, e apos isso, a avaliacao para t = 0.

dMx (t) 2 2E(X3) -1 E(X")
=FEX)+tE(X t et =4 ...
at (X)H B+ =g e e 0y
Fazendo-se t = 0, resulta:
dMx (0)
— =KX
g (X)
Prosseguindo neste raciocinio, obteremos
d*Mx (t) 2 E(X")
——= = B(X?)+tE(X®) 4+ ...+ " .
at () HIEXD) 4. 1oy
Para t = 0, temos: )
d*Mx (0) 2
—=FX
o (X7)
Generalizando, por admitir que n exista, temos:
d"Mx (0)
— = (X"
o (X™)

Definicao 3.3.1. Considere X uma varidvel aleatoria com funcgao de distribuicao de pro-
babilidade, ou com func¢ao densidade. Para tais situacoes a fungdo geratriz de momentos

¢ definida na forma:

Zf:l e P[X = x;], se X é discreta
Mx(t) = E(et“"’) -

ffooo e’ f(x)dex, se X é continua
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Teorema 3.3.1. Se Y € uma varidvel aleatoria tal que Y = aX + 3, sendo que X tem

fgm. Entdo a fgm de'Y € dada por:

My(t) = e'Bth(C(t).

Demonstragao.

My(t) _ E(eYt):E(e(aX—i-,B)t)
= B = P My (at).R

Verificam-se os seguintes Teoremas:

Teorema 3.3.2. Considere Z uma varidvel aleatoria tal que Z = X +Y, sendo que X e

Y sao varidveis aleatorias independentes. Entao Mz (t) = Mx (t) My (t).
Demonstracao.

My(t) = E(e?) = E(™)
= B NE(eY) = Mx(t)My(t).1

Teorema 3.3.3. Sejam X e Y sao duas v.a. com fgm Mx(t) e My(t), respectivamente.
Se Mx(t) = My(t) para todos os valores de t, entdo elas tém a mesma distribui¢do de

probabilidade.

Demonstragao.
Considere Rx e Ry os contradominios de X e Y respectivamente e Px(x), Py(y) suas
funcoes de probabilidades. Considere ainda o conjunto B = Rx U Ry e by,bs, -+, B,

elementos de B. Temos,

A fgm de X pode-se escrever como
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Analogamente, a fgm de Y pode-se escrever como

My(t) = Ele"]= > e"Pr(Y =y) = Zetb"Py(bi)

Py(b» = 0, se bl ¢ Ry

Se X e Y tém a mesma fgm, logo para qualquer ¢ pertenecente a uma vizinhanga fechada

de zero V(0), temos
k k

Zetbipx(bi) = Z etbiPy(bi).

=1 =1

Reajustando os termos resulta

> e [Px(bi) — Py(bi)] = 0 Px(b;) — Py(b) =0, teV(0).

i=1
Dai conclui-se que as fung¢oes de probabilidade de X e Y sao iguais e portanto elas tém a

mesma distribuicao de probabilidades. Il
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Capitulo 4

MODELOS PROBABILISTICOS

Como salientamos na introducao, estamos trabalhando com fendémenos repre-
sentantes de incertezas. E l6gico que entre esses acontecimentos ha diferencas em formas
de ocorréncias, dai a necessidade de estudarmos cada modelo probabilistico bem como
seus momentos, por intermédio da prépria definicao e pela funcao geratriz de momentos
(fgm), de forma detalhada. Sendo assim, nos casos discretos, trataremos com todos os
valores possiveis que podem ser assumidos por uma varidvel aleatéria (v.a.) bem como
suas respectivas probabilidades. Agora, quando formos tratar dos casos continuos, deve-
mos lembrar que estamos apresentando o espaco amostral ”idealizado”, no qual todos os
nimeros reais possiveis (em algum intervalo especificado ou um conjunto de intervalos)

podem ser observados como resultados provaveis.

4.1 Distribuicao de Bernoulli

Considere uma experiéncia, cujo resultado implique em dois valores que chama-

mos, por conveniéncia, de sucesso e fracasso.

Definicao 4.1.1. Considere X uma v.a.d. Diz-se que X seque o modelo de Bernoull
quando atribuimos os wvalores 0 e 1 ao seu conjunto de valores possiveis, em que 0 po-
derd representar a ocorréncia de fracasso, enquanto que 1, a ocorréncia de sucesso e p

representando a probabilidade de sucesso.

P X=x]=p"(1-p)%2=01e0<p<1
Veja que a expressao acima é uma funcao de distribuicao de probabilidade, pois:
1

me(l -p)' T =p"0-p)'+p' (1 -p)°’=(1—-p +p=1
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Denotamos X ~ Ber(p), se a varidvel aleatéria X segue uma distribui¢do de Bernoulli

com probabilidade p de sucesso.

Exemplo 4.1.1. Ao fazer um estudo com o0s jovens concluintes do ensino médio, sobre

a preferéncia do curso de

matemdtica para o vestibular da UNIFAP, podemos fazer a

exposicao dos resultados conforme cada jovem tenha preferéncia ou mao pelo curso de

matemdtica.

Neste caso,

X =0, se o jovem nao tem preferéncia pelo curso de matemdatica.

X =1, se o jovem tem preferéncia pelo curso de matemadtica.

4.1.1 Esperanca Matematica e Variancia

Seja X ~ Ber(p),

a) pela defini¢do de esperanca matemaética e variancia, temos:

E(X) =

E(X?) =

1
> wip"(1—p) " =0p"(1—p)' + 1p' (1 —p)° = p
=0

1
> aitpP(1—p) =0 (1—p)' +1°p'(1—p)° =p
=0

Aplicando estes resultados na expressao da variancia, vem:

Var(X)=p—p° =p(l—p)

b) pela fungao geratriz de momentos, temos:

Mx(t) =

My (t) = pe

1
1=0
t

1

e“pt(1—p)" = Z(pet)x(l —p)' 7" = [pe' + (1 —p)]

My(t) = Mx(t) = pe'

Assim,
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E como as derivas sao iguais entao, M%(0) = p = F(X?). Dali,
Var(X) = E(X?) - [B(X)]?
= p—p’=p(l-p)
Temos provado pela definicao e pelo uso de momentos o seguinte teorema:

Teorema 4.1.1. Se X ~ Ber(p) com probabilidade de sucesso p, entdo:

E(X) = »p
Var[X] = p(1—p)

4.2 Distribuicao Binomial

Considere a seguinte situacao: temos um experimento aleatério, do qual pode resultar um
sucesso A com probabilidade p, ou um fracasso A€, com probabilidade ¢ = 1 — p. Dai, um
numero n de provas é realizado tal que, observando-se que cada vez se obtém A ou A,

resulta no espaco amostral €2 constituido pelos 2" elementos seguintes:
AAA. . AAJAAA . AASSAAA . DACA L ACACAC L AS

em que cada elemento goza de n letras, obtidas entre A e A¢, de todas as formas possiveis,
e levando-se em consideracao a ordem. Assim, o numero k de sucessos A, em cada prova,
é o que da origem a variavel aleatéria X, cujos valore possiveis sao 0, 1, 2, ..., n com as

respectivas probabilidades, pg, p1,. .., pn [23].

Definicao 4.2.1. Considere n repeticoes independentes, e do mesmo tipo, de um experi-
mento €. Diz-se que uma varidvel X, expressa em termos bindrios, possut a distribuicao
binomial, com parametros n e p se sua funcdo de distribuicdo € expressa na sequinte

forma:
n
PLx =4 = )k -
em que as n repeticoes de € sao denominadas como provas de Bernoulli ou n ensaios de

Bernoulls.

Denotamos X ~ B(n, p), se a variavel aleatdoria X segue uma distribuigao binomial

com probabilidade de sucesso p e n provas de Bernoulli.
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Observe que a soma dos termos P[X = k] é igual & unidade:

Z <Z)p Zd 'k'p ( p)nik: [P+(1—p)]":1":1

k=0

n n!
A expressao v = dm corresponde as combinagoes de n em k, e ¢ também

conhecida como coeficiente binomial de n em k.
Exemplo 4.2.1. No exemplo anterior, podemos estar interessados no niumero de vezes em
que a preferéncia dada foi para o curso de matemdatica. Para 1sso, considere, por exemplo,

que um grupo de 3 jovens seja escolhido e que a probabilidade de preferéncia seja de 60%.

Veja a Figura (4.1)

Figura 4.1 Arvore de probabilidades das preferéncias do curso para 3 jovens

PPP 06 x 06 x 0,6 0,63
PPP® 0,6 x 0,6 x 0,4 0,62204
PPCPC 0,6 x 0,4 x 0,4 0,422 0,6
PCPP 04 x 06 x 0,6 0,622 0,4
PCPPC 0,6 x 0,6 x 0,4 0,422 0,6
PCPCP 04 x 0,4 x 0,6 0,422 0,6

PCPCPC 04 x 04 x 04 0,43

Tabelas 4.1:Probabilidades de preferéncia da matematica para 3 pessoas

Onde p representa o evento ” preferéncia pelo curso de matematica”. Desta forma,

Xfica representada assim:
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X 0 1 2 3
P[X=xi] 0,43 3x06x 0,42 3x0,62x 0,4 0,6

Tabelas 4.2:Variavel aleatoria ”Preferéncia pelo curso de matematica”

PIX =k] = (Z) x 0,6% x 0,43% k=1,2,3

4.2.1 Esperanca Matematica e Variancia

Seja X ~ B(n,p),

a) pela defini¢ao de esperanga matemaética e variancia, temos:

E(X) = ;k(@p’“(l —p)" = gk(’;)pm _

-1
pois, a componente para k = 0 se anula. Considerando a identidade <Z) =n (Z 1)

temos.

Considere 7 = k — 1 e a identidade. Dali,

E(X) = En: n (Z B Dpk—lp(l i

k=1

e fazendo a substituicao j = k — 1 resulta,

Pl = ”p2”<n 3_ 1>pj<1 —p)" =+ (L-p)" =1 = np,

do binomio de Newton tem-se a expressao para a esperanca matematica

Elz] =npp+ (1 —p)"" =np1"" = np.

A seguir avaliamos pela definigao o termo E[X?]:
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n

B(X?) = ;W(Z)p’%l—p)"-k=Z[k(k—1>+k](7;)pk<1—p>n—k

= kz; k(k —1) (Z)pk(l — p)’:’“ + kzi% k:(:)p’“(l —p)*

n n(n —1)(n — 2)! . -
) ;k(k - (n— l(s)!lc(k)E 1)(k>_ P (1—-p)" "+ E(X)

n—2 _ n—9)_
SIRCURE ) DY () (R L "
k=2

Considerando-se j = k — 2 vem.

= n(n—1)p? <n ; 2)pj(1 — )" Loy
= n(n—1p’[p+ (1 —p)" % +np = n’p> + np(1 — p)

Aplicando esses resultados em

Var(X) = E(X?)—[E(X)]? segue-se que
Var(X) = n’p? + n(n — 1)p2 —n¥p? = np(1l —p)

b) Avaliamos a esperanga e a variancia pelo uso de momentos,

Mx(t) = Zn: 't (Z)p'“(l —p)" "

= 3 (1)t
= E;6(1+(1—p)]”

Agora, considere u = pe’ + (1 — p). Por Leibniz temos que

dMx  dMx du
dt  du dt

= nu""" - pe' = nlpe’ + (1 —p)]" pe!
Assim,

E(X)=Myx(0) = n[p+(1—-p]" 'p=nl""p=np.
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E o momento de ordem 2 advém de M (t), calculado na forma a seguir:

d>* My

o = {nlpe" + (1 =p)]" 'Y, pe’ + nlpe’ + (1 —p)]" " (pe')

Considerando novamente u = pe’ + (1 — p) na primeira parcela, e fazendo o mesmo
procedimento de derivacao ja utilizado, segue:

d* M
dt

= n(n—1)[pe’ + (1= p)]"(pe")* + nfpe’ + (1 — p)]"~* (pe")

Pondo t = 0 obtemos:

&> My (0)

Sz = nln=1p +np

Substituindo os valores encontrados em Var(X) = E(X?) — [E(X)]? teremos:

Var(X) = n(n—1)p*+np — n’p?
= np[(n—1p+ (1 —np)]
= npnp—p+1—np]
= np(l—p).
Observa-se que o calculo da esperanca matematica e variancia foi avaliada diretamente
pelo método dos momentos, sem precisar de manipulacao das somatérias e mudanca de

indices como foi o caso na avaliacao direta pela definicao. Estes resultados sao resumidos

no seguinte teorema:

Teorema 4.2.1. Se X ~ B(n,p) com probabilidade de sucesso p, e n provas de Bernoulli,

entao:

E[X] = np
Var[X] = np(1-p)

4.3 Distribuicao Geométrica

Imagine uma ou varias situagoes que consistem na persisténcia para se alcancar
um objetivo, de forma que sejam levados em consideracao os fracassos antecedentes ao
sucesso. E justamente que para situagoes como essa, que o modelo a seguir é aplicavel e

eficiente.
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Definicao 4.3.1. Seja X uma varidvel aleatoria que consiste de uma sequéncia de ensaios
de Bernoulli. Dizemos que X possui distribuicao geométrica quando sua distribuicao de
probabilidade P[X = k| mede a probabilidade para obter o primeiro sucesso no k-ésimo

ensaio de Bernoulls.

Em outras palavras, a variavel X é definida como o numero de tentativas ne-
cessarias até que se obtenha a primeira ocorréncia de um evento Desta maneira, X = k
se, e somente se, as primeiras k — 1 repeticoes apontarem o fracasso. Logo, se p é a proba-
bilidade de sucesso de um ensaio de Bernoulli, a distribui¢ao de probabilidade geométrica

é representada na seguinte forma:

> PIX =K = 2p< —r3-

e

Exemplo 4.3.1. Observe a figura a sequir:

Figura 4.2 Jogo de tabuleiro Disponivel em:< hitp://www.labirintosnosotao.com/

Trata-se de um jogo que consiste na movimentacao do tabuleiro até uma bola de
gude alcance o centro num determinado periodo de tempo ¢.

Considerando que a probabilidade p, do primeiro acerto, seja igual a 0,2 e admi-
tindo a independéncia de um jogo para outro, é perceptivel que a ocorréncia do primeiro

sucesso apds onze tentativas fracassadas é obtida na seguinte forma:

PIX=11] = (1-p)'"p
= (1-0,2)"%,2
= 0,8"%x0,2~0,02
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4.3.1 Esperanca Matematica e Momentos

Seja X ~ G(p),

a) pela defini¢do de esperanca matemaética e variancia, temos:

= kpdtt = pzdi( )Zpd% [Z(q’“)]
dal 1 1 [=i=H _p _p 1
Pdq [(1—q} T -¢f =g PP
O termo E(X?) é calculado pela expressao:
2 = 2 = d
E(X*) = ) Kpgd*~ d—
vt [ = v [<13q) zk]
_d| q _d g 1 _ . d q
e el I e B ey | R A e
:p((l—Q)2+2Q(1—Q)) _ 0 =9)[( =) +2q])
(1—¢q)* (1—9)*
:p((1+Q)) _ (+q)
(1-4q)? p?

Logo,

b) Avaliamos a esperanga e a variancia pelo uso de momentos,

Mx(t) = ) epg*!
k=1
_ Z e*pdt < plg
k=1
= 2 Z(qet)k = qut[l + qe' + (ge)? + (qge')® + .. ]
q k=1 q
q|1—qet 1 — get

Assim,
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(pe')'(1 — ge') — (pe")(1 — qe’)”  pe'(1 —qe') — (pe')(—qe!)

Mg{(t) = (1 _ qet)Q - (1 _ qet>2
_ pe'l—ge'+qef] _ pe!
(1 — get)? (1 —get)?
)y (pe")'(1 = ge')? — (pe")[(1 — ge')?)’
Mx () (1= getp
_ pe'(1—ge')® = 2pe’(1 — ge')(—ge")
(1 —get)?
pe'[l — qe'l[(1 — ge') +2qe'] _ pe'[(1 — ge') +2ge’] _ pe'(1 + ge')
(1 —get)* (1 —ge')? (1 —get)?
Consequentemente,
Do __p» _p_1
My (0) = BE(X)= I—qf P »p
oy oy _p(l+q _pl+q) _(1+q)
MX(O) - E(X )_ (1_(])3 - p3 - p2

1+ 17?
Var(X) = ( 2(]) — {—} = %
p p p
Observa-se novamente que o calculo da esperanca matematica e variancia foi avaliada
diretamente pelo método dos momentos, sem precisar de manipulagao das somatorias e

mudanca de indices como foi o caso na avaliacao direta pela definicao. Estes resultados

sao resumidos no seguinte teorema:

Teorema 4.3.1. Se X ~ G(p) com probabilidade de sucesso p, entdo:

E[X] =

Var[X] =

TS =

4.4 Distribuicao de Pascal

Seja o experimento aleatério composto por repeticoes de ensaios de Bernoulli

independentes, todos com probabilidade de ”sucesso”p, resultantes da selecao aleatoéria e

LIMA, Milena Nascimento Matematica - Unifap



4.4 Distribuicao de Pascal 63

com reposi¢ao de elementos até obter r sucessos. O espago amostral é dado por Q {ay, as,

conapar=Se(r—1)dosaisao S,i <k k>r}[3]

Definicao 4.4.1. Dizemos que X tem distribuicao de Pascal quando o experimento €
repetido independentemente até que o evento um evento A ocorra pela r-ésima vez. Assim,
X: mimero de tentativas necessdrias para que A ocorra 1 vezes [21]. Se X =k, o evento
ocorre pela r-ésima vez na repeticao de numero k. Sendo assim, a expressao fica definida

na segquinte maneira:

Em que

. A ocorre (r — 1) vezes nas (k — 1) repeti¢oes anteriores.
. P(A) = P (sucesso)
. P(A%) =1 — p (fracasso)

Notagao: X ~ Pa(p)
E evidente que para os casos em que n = 1, X tem distribuicao geométrica; o que

nos faz compreender que a distribuicao de Pascal é uma generalizacao desta.

Exemplo 4.4.1. [21] Suponha que a probabilidade de um sinal de transito estar aberto,

em uma esquina, seja de 20

10— 1
P[X =10] = <40_1)0,24(1—0,2)6

9
(3) 0,2°(0,8)° = 0,035232
Exemplo 4.4.2. X ~ Pa(k,p)

i)
BEXT) = ik”(f:i)p%l—p)k-r

k=r
— i Z kn—l (k)pr—i—l(l _ p>k—7‘ _
pk:r "
— C S _1\n—1 m—1 r+1/1 o \ym—(r+1)
oD MICEE ! (S AR
m=r+1
r
= —E[((X-1)""
S P =1
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Em que X ~ Pa(r+1,p).

k—1 k
Utilizamos as identidades k( 1) = r( ) e colocamos m =k + 1. Assim , para
r— r

n = 1 no resultado actma, decorre que:

E(X) = %

E, paran = 2:

Logo,

o = (52 -2

4.5 Distribuicao Hipergeométrica

O modelo que estudaremos agora envolve uma populacao, finita, de elementos de
forma que as observacgoes sejam feitas por intermédio de uma seqiiéncia, da qual o objetivo

seja 0 nimero de sucessos.

Definicao 4.5.1. Diz-se que X tem distribuicdo hipergeométrica quando a tratamos como
um modelo para amostragem sem reposicao de uma populagdo com um numero finito de

elementos, de forma que cada elemento possa ser um, de dois tipos.

Se a populacao possui N elementos, sendo M de um tipo e N — M de outro,
entao podemos representa-la por um problema, de maneira que a expressao fique definida

na seguinte forma:

oy~ )
()

em que n representa o niumero de elementos retirados.
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N-M
T lementos tipo 11
k (vk)
Extracio de n elementns ledo tipo I E siraciode (k) elemantos do ipa 11

Figura 4.3 Representacgao sistemdtica da distribuicao hipergeométrica

Notagao: H ~ (p, M, N — M,n)

Nota: Quando o tamanho da populagao é muito maior do que a amostra (ou seja, N é
muito maior que n) a distribui¢ao hipergeométrica é razoavelmente bem aproximada pela
distribui¢do binomial com parametros n (nimero de tentativas) ep = K/N (probabilidade

de sucesso numa tentativa tnica) [33].

Exemplo 4.5.1. Para um determinado concurso de maisica inscreveram-se 100 pessoas,
das quais 15 possuem experiéncia na drea musical, enquanto que as demais nao. Dez
pessoas sao escolhidas, por sorteio, para se apresentarem na abertura do evento. Qual € a

probabilidade de que cinco, das dez escolhidas para a apresentacdo, sejam experientes ¢

<15) <85) 15!85!
PlX =35 = 2/\3/ _ 101518015

o0y =100
10 90!10!
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Exemplo 4.5.2. X ~ H(n, N, k)

i)

ey

M! N-—-M k-M(M—-1)! (N—-M
s k(M—k)!k!(n—k) RS (M—k:)!k(k—l)!(n—k:) B
T N T N(N —1)! -
- (N —n)!n! (N —n)In(n —1)!

M—-1\(N-M
MGS\k=1/\n—k
N N -1
k=0
()
Fazendo-se j =k — 1 vem
(M—l)(N—l—M+1)
n—1
M J n—=k
WZ_ N-1
7=0
n—1

Admitindo-se que a soma acima € a soma das probabilidades de uma varidvel aleatoria,

com distribuicao hipergeométrica, de parametros M —1, N —1 en—1, seque-se que:

ooy - 3oellat) e () (os)

Consequentemente,
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vty = o [(CDWD ) ]

4.6 Distribuicao de Poisson

A expressao da distribui¢ao binomial é dificil de calcular diretamente para valores
grandes de n e k. Sendo assim, ha uma necessidade de substituir a expressao binomial por
outra que seja melhor manejo e mais eficiente para situagoes como esta.

Agora, imagine a seguinte situagao: Existe possibilidade para valores pequenos
de p, de forma que o produto np seja relativamente pequeno para valores grandes de n.
Desta forma, temos o problema de buscar o limite da funcao de probabilidade binomial
para o caso em que p tende a zero ao passo em que n tende ao infinito; e ainda, de maneira
que o produto np se mantenha igual a uma constante positiva A. Ou seja, que fixemos a

seguinte relagao:

A = np

Agora, podemos fazer uso destas consideracoes substituindo-as na expressao da distri-

bui¢ao binomial. Assim,

Note que se mantivermos k fixo, resulta que para n —> 00, o numerador do segundo

termo tende a 1, visto que se trata do produto de fatores, de uma forma tal que cada
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um deles tende a 1. Uma vez que k esta fixo, decorre que o denominador deste mesmo
termo também tende a 1, e o tltimo fator tende a e*. Sendo assim, j4 podemos definir a

distribuicao de Poisson.

Definicao 4.6.1. Diz-se que uma v.a. X tem distribuicao de Poisson quando atribuimos
a ela o numero de ocorréncias de um determinado evento, num intervalo com uma taza

fira A > 0, de maneira que expressio seja dada na sequinte forma:

N I\N" M 1\"
PX =k = nhﬂwy(“;) :mh;“oo@‘ﬁ)

Onde:

K =valor da v.a. nimero de ocorréncias em um intervalo.

A =taxa de ocorréncia do evento.

e =2,71828.. .(constante real)

Note que P[X = k] é uma legitima funcdo de distribui¢ao de probabilidade, pois:

e A28
— (_ - - AN
T )\)(1+)\+2!—|—3!—|—...)—e et =1
k=0

Notagao: X ~ P(\)
Exemplo 4.6.1. Se um posto de gasolina recebe em média seis carros a cada minuto,

entao a probabilidade de nao receber carros durante esse mesmo intervalo de tempo €

calculada na sequinte maneira:

Exemplo 4.6.2. X ~ P()).
i)
BX) = SNl oo e
(X) = Z k! _; (k—1)!
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Considerando-se que a soma acima é soma de uma variavel aleatéria com distribuicao

de Poisson com k£ — 1 ocorréncias segue que:

E(X) =\
Analogamente,
2 \eA > Are=A
2 _ 2 _
E(X?) = ) Ko=) [k(k—1) + k=
k=0 k=0
> )\k6_>‘ & )\k€_>‘
= > k(k—1) o +> k o
k=0 k=0
) e )\k—26—)\
= - E(X
A ;k(k l)k(k—l)(k—Q)! (X)
) > )\k7267)\ )
= — 1)V A=\ 4\
XY k(k 1)(k_2)!E(X)+ +

Dai, segue que
Var(X)=E(X) = A

ii)
> Nee=A 2 (Aet)ke™ ¢
o E : tk o E : _ A(et-1)
Mx(t) = £ € —k" = £ —k" =€

Para o cédlculo do primeiro momento, vamos fazer a diferenciacao:

Na equacao acima, considere u = e' — 1 o que resulta na seguinte situacao em

Mx (t) = e Dali,

dMx (t) _ dMx(t) dv

du dv  du

du _ .t
a —©

v = A\u
dt  du  dt
= de'el = Nefe™
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Assim,

dMx (0)

— et Aet—1] —
ee dt

— A= E(X)

Analogamente, podemos encontrar o segundo momento. Confira!

d*Mx(t)

di (Ae') e (Ae) M (¢)

= AeteMe 1 4 ()\et)AeteA[et_l}
26/\[et—1} = d2Mx(0)

— )\ Alet—1] et
e'e + (Ae") o

= A+ A\ = E(X?)

Inserindo estes resultados na expressao da variancia, segue que:
Var(X) = A+ A =2 =\
4.7 Distribuicao Multinomial ou Polinomial

Definicao 4.7.1. Considere um experimento €, seu espaco amostral €1, e uma particao
em k eventos mutuamente exclusivos C1, Co, ---, Ci, com probabilidades p1, pa, -, Dk,
respectivamente. Considere ainda n ensaios deste erperimento, de forma que 0s p;, 1 =
1,2,---, k, permanecem inalterados durante as repeticoes, com Zlepl- =1.

Se X1, X, ---, Xi forem os numeros de ocorréncias de Cy, Cs,...,Cy, respectivamente,
com Zle X; = n, entao podemos definir a distribuicao multinomial ou polinomial na

sequinte forma:

n! n
PX;=n1,Xo=n9,..., Xt =ng] = ﬁp?lpgu N
nyngt. .. Ng-

k
onde, Y . n; =n.

Coeficiente multinomial: Se temos n objetos, nao necessariamente distintos. Suponha
ny de um tipo, no de outro e assim sucessivamente até ny objetos do tipo k, onde n; +
ng + ... 4+ ni = n. Assim todos os n objetos podem ordenar-se por detras do outro de

tantas formas distintas, como indica o que chamamos de coeficiente multinomial:
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n B n!
(nlng N nk_lnk) N n1!n2! .. nk'
O motivo da existéncia desse coeficiente é muito simples, pois se considerarmos que os n
objetos sao todos distintos, entao claramente as distintas formas em que podemos escrevé-

los é nl. [22]

Observacgao 4.7.1. quando k = 2, a distribuicao se reduz a distribui¢cao binomial, pois:

| No =N — Ny

n! 9
P[X1 =ny, Xy = 712] = ,pi“pé‘ ) com,
1 N9

p2=1—p;

Notagao: X ~ Po (n,p) denota a distribui¢ao polinomial com parametros n e p.

Exemplo 4.7.1. Sabe-se que o sangue humano € classificado em quatro tipos. Numa certa
populacdo, as distribuicoes de probabilidades destes tipos foram dadas de acordo com a

tabela a sequir:

A B AB O
04 045 0,10 0,05

Tabelas 4.3: Distribuicoes de probabilidade para tipagem sanguinea

Qual a probabilidade de que em dez individuos, escolhidos ao acaso, existam: dois do tipo

A, seis do tipo B, e um de cada dos outros tipos?

Considere o evento
S;= sair o numero 7, i = 1,2,3,4 ¢

X1 = 2, X2: 6, X3 :1, X4 == 1

4
Observe ainda que, py = 0,4, py = 0,45, p; = 0,10, p; = 0,05 e Y _ X; = 10. Portanto,
i=1
da definicao da distribui¢ao polinomial, temos que:

10!

PX1=2X=6X=1X=1] = s

(0,4)* (0,45)° (0,10)" (0,05)"
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4.8 Distribuicao Uniforme

Definicao 4.8.1. Diz-se que uma v.a.c. X tem distribuicdo uniforme em um intervalo

la,b], se sua fdp é expressa na forma:

1
T se para a< x<b
f(z) =

0, no complementar
A tnica restricao para os valores de a e b esta no fato de a ser menor que b.
Notagao: X ~ Ula, b
Assim, o modelo nos faz entender que os valores possiveis da v.a., no intervalo

dado, possuem a mesma probabilidade de ocorréncia.

4 f(x)
oA -
b-a g ?
5’ !
; 4
—45 = >
a b X

Figura 4.4 Esbog¢o sistemdtico de fungoes de varidveis aleatorias
Propriedade 4.8.1.
i) f é uma fdp

Demonstracao 4.8.1.

[e'S) b 1
| @ [
1 b

= d
b—a/a ‘

1 b
x
b—a a
1

= b_a.(b—a)zl
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ii)

(
O,sex <a

a
),sea§x<b

(b—a)

\ 1, sex>0b

fx) =9

Demonstracao 4.8.2. Da definicao, temos que

>
X

Figura 4.5 Grdfico da func¢ao reparticao uniforme
Exemplo 4.8.1 (INTERNET). : Grande parte das linguagens de programag¢ao, paco-

tes estatisticos ou de planilhas de cdlculo, possui capacidade de gerar niumeros pseudo-
aleatorios, visto que € possivel repetir a mesma sequéncia a partir de um mesmo va-
lor inteiro. O gerador desses miumeros os produz partindo de um mesmo valor inteiro.
Desta forma, se tivermos uma funcao que gera niumeros entre 0 e 5, podemos perfeita-
mente calcular a probabilidade de um niumero gerado estar entre qualquer intervalo. Para

(1 <z <2,5), temos:

1 2,5
P(1<x<25) = —/ dx
5 )1
1 25 1
= 0,3

Exemplo 4.8.2. X ~ U(a,b)
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i)

E(X?) = ! /abedQJZ ! [x—g}b

Desta forma,

Var(X) =

a2+c;b+b2 B [(b;a)r: (b—a)?

o = g /abemd””_wia) (3)

4.9 Distribuicao Exponencial

Trata-se de uma das mais importantes, no que tange a descricao de uma imensa
classe de fenomenos. Isso, pelo fato de ser exponencialmente distribuida. Com isso sua
utilidade é eficiente nos estudos de tempos a desintegracao de particulas radioativas, tempo
de vida, tempo até a falha de um determinado equipamento (teoria da confiabilidade),

etc.
Definicao 4.9.1. Uma varidvel aleatoria X, tem distribuicao exponencial, com parametro

A > 0 se sua fdp é dada por:

AeM se x> 0

fz) =

O,sex <0

Propriedade 4.9.1.

i)

LIMA, Milena Nascimento Matematica - Unifap



4.9 Distribuicao Exponencial 75

1.5
1.4
13 p
12 p
1.1 F

1k
09 F
08
07 F
06 F
05 k
04 F
03 F
02
0l F

4]

bt
nmn
—-—

[FY-1"

(4] 1 2 3 4 3

Figura 4.6 Representacao grdfica da distribuicio exponencial. Disponivel em:
<http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/b/bl /Exponential_distribution_pdf.png>
Demonstragao 4.9.1.

Considere que A é uma constante. Dai, temos:

- 1 1 1
\x —Az\ |00 — |
/0 Aedr = (e7)g :_em|0 - {_eoo B (_3_0)} -

1—6’)‘x,se$ >0

ii)
flz) =

0,se x <0

Demonstracao 4.9.2.

0.9
08 F
0.7 F
0.6 F

05 F

03 F

Figura 4.7 Representacao grdfica da distribuicao disponivel em:
exponencial<http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/T /77| Exponential_distribution
_cdf.png>
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iii) Considere para quaisquer a,b > 0, entdao P[X > a + b|X > a] = P[X > ]

Demonstracgao 4.9.3.

PIX > a+1)
P[X > a]
e~ Math)  o=Aa o—Ab

= T = e = P[X > 1]

PIX >a+bX >a] =

Exemplo 4.9.1. Sabe-se que o tempo de vida de uma determinada peca mecanica € em
média \ = 4200 horas. Considere que essa situacdo pode ser representada por uma varidvel
aleatoria X, com distribuicdo exponencial, de parametro. Qual é a probabilidade de que

Xultrapasse essa média?

P[X > 4200] = (4200)
(&

Exemplo 4.9.2. X ~ € ()\)

i)

Vamos integrar por partes!

Considere:
w= )\ du = M\dx
e _1
dv = e—)\ac v = f e—)\mdx _ Te—)\x
E(X) s N + /OO Ledyg
= —)dr—e —e x
A 0 0 A
oo oo Az |®
—x N e 1
— Ydr = 0-— = —
o . —1—/0 e T Y, 3
Semelhantemente,
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B(X?) = / e Mdx
0

u = A2 du = N\2xdx
e _1
dv = e v=[eMNdr = Te"\’”
Sendo assim,
A 2 -z © 1
B(X?) = ‘”i + / ~e N A2rda
0 0
2 |%© 2) 00
= xT +—/ e M \xdx
eMly Ao
2 2 1 2
— ‘p(x)=2.-_ %2
0F3E=3-3= %
2 1 1
Var(X) = SRS VIRDY]

ii)

(A=1)
/ A / 1
" 2\ " 2
MED) = P = MEO) = & = B
Assim,
2 1 1
VCLT'(X) = ﬁ — ﬁ = ﬁ

4.10 Distribuicao Normal

Definicao 4.10.1. Uma v.a. X, que assuma todos 0s valores reais —oo < x < 00 € que

seja equipada dos pardametros u e o2, tem distribuicao normal se sua fdp é da forma:

7 (), o< <
e v —00 < T < 00
oV 21 ’

flx) =
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Notagao: X ~ N(u,0?) denota a distribuigao normal com parametros j e o.

Figura 4.8 Comportamento grdfico da densidade normal

Caracteristicas:

a) f(x) é simétrica em relagao a u, visto que depende somente da expressao (x — ).

b) o valor maximo de f(x) ocorre para x = u, onde média, mediana e moda da distri-

buicao coincidem.
¢) f(x) — 0 quando x — Fo00

d) é assintdtica em relacdo ao eixo das abscissas.

Propriedade 4.10.1. f ¢ uma fdp, isto €, f(z) <0 e [* f(z)dz = 1.

Prova

(ZL‘ B N) [e%S) . . . 22
em f_oo f(z)dz. Assim, obtemos a integral [ = 2 dz.

1 foo
S e
o V2r T

O mecanismo aplicado para calcular I é considerar I? no lugar de I. Desta forma:

1 [ _.2 o 2
= — e2dz/ eTtdt

2m J_ o
1 oo oo [e.@] —t2 22

= —/ / / e~ T dtd>
2m —o00 J —00 J —00

Para o calculo da integral dupla, considere ¢ = 7 cos(f) e z = rsin(f).

Facamos z =

Dai, —co <t <00, —c0o<z<00,0<60<27m, 0<r<o0edtdz =rdrdf. Logo
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) 1 27 e’} ;’7‘2
I© = — re 2 drdf
2 Jo  Jo
2w 0o

1 2
= — —e2 do
2m Jo 0
1 17 2
= — [ do=—0] =Z=1
2m J, 21 |, 2m
Propriedade 4.10.2.
F() / T L
x) = e
—oo V2T
Prova
Considere novamente z = (=p) , dai
o
F(2)=P[Z <z] = P{Mgz}P[Xgaz—HL]
o

/“Z+“ 1 (—p)?
= e 22 dx
oo OV 2T

Fazendo-se outra vez o processo de substituicao, sé que agora t = dai segue que:

(z —p)

Z 1 2 z 1 2
Flx) = ce 2dt = e 2dt
( ) /Oo oV 2 /oo o\ 2T

4.10.1 Tabulacao da Normal

Definigao 4.10.2. Suponha-se que X tenha a distribuicao N ~ (u,0?) tal que u =0 e

0% = 1. Dizemos entdo que X tem distribuicdo normal reduzida. Isto €, a fdp de X é:

1 2

e 2
V2T

B(X) =

71‘2 7 . ~
Desta forma, Pla < z < b] = \/%7 fab ez dx. Porém, esta integral nao pode ser calculada
pelas ferramentas conhecidas, por nés, até aqui. Isto é, nao podemos aplicar o teorema

2
, . ~ . ~ . . . . -z
fundamental do calculo, visto que nao existe uma funcao cuja derivada seja igual a e™2 .
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Para isso, existem métodos de integracao numérica que permitem o calculo de integrais

desse tipo pelo fato de P[Z < z] ter sido tabelada.

A fdp da normal reduzida é determinada a partir de Z = (z - N), donde segue que:
o
(z)=P[Z<2 = P {M Sz} — PIX <oz +)
o
oz+p o2
= / 1 e%dm
oo ON2T
1 R
= — e 2 dx
V 2m /—oo
_(z—p)
€M que Usamos & = ——.
Nota: E evidente que ®(—z) = 1 — &(z)
f&)
-3 -2 -I1 2 e 1I ] 3 Z
I L_68.27%0 | |
95.45%
99.739%0

Figura 4.9 Densidade da Normal padronizada

Deste modo, considere N ~ (i, 0%) em que desejamos obter a probabilidade Pla < = < b].

Para isso, temos:

— h—
Pla <z <b] = :P{a Pz« M}
o o

- o[ e[t

cujo valor pode ser obtido com o uso da tabela, isto é, desde que as constantes sejam

conhecidas.

Exemplo 4.10.1.1. Um determinado laboratorio supos que o tempo de coagulacao sanguinea
em seres humano € varidvel aleatoria que admite distribuicao normal de média 8 minutos

e desvio padrao 2 minutos. Se este mesmo laboratorio admitiu um tempo de coagulacao de
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SEGUNDA PARTE DECIMAL

0 1 l 3 4 § b 7 8 9

00 00000 00040 0 00120 00160 00199 00239 00279 00319 00359
01 00398 Q36 QW78 Q0517 Q0557 GOS%6 00636 00678 00714 00753
01 00793 00832 00671 Q010 0094 Q0867 01026 01064 01103 01141
03 il 01255 01293 00331 Q1368 01408 01443 00480 01517

04 01554 01591 O1E8 Q1664 0170 Q136 Q1772 01808 0344 01879
05 01915 01950 01985 02019 02054 02082 02123 02157 02190 0224

06 02257 02291 02324 02357 02309 02422 02454 02486 02517 02549
07 02580 02611 02642 0673 02704 02734 02764 027% 02823 02852
08 0J881 02910 02939 02967 02995 03023 03051 03078 03106 03133
09 03159 03186 03212 03238 03264 03IE9 03315 03340 03365 03389
10 03413 03438 03461 03485 03508 03531 03554 03577 03599 036l

FARTE INTFTEILIFRY FH 1° PARTH
THE CAPE Nl

Figura 4.10 P[Z < 0,32] =0, 1255
pelo menos 6 minutos, entdo a probabilidade de que haja excecdo dessa admissao é dada
por:

PIX <6 = P[z<6;28]zp[2<—1]

= 0,5—-Pl0<Z<1]=0,5-0,34134 = 0, 1587

Exemplo 4.10.1.2. X ~ N(u,0)

i)

Segue-se que

2

]. e —Z
B(X) = / (02 + e odz

2mo
1 & —22d ]_ & —z2d
= —0 ze 2 a4z + — e 2 dz
V2T /_oo \/2#”/_00
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Na primeira parcela, a integral é nula, visto que o integrando comporta a seguinte
propriedade: f(z) = —f(—z), o que se refere a uma fungao impar. J4 a segunda,

representa a area total (desconsiderando ) sobre a fdp normal. Consequentemente,
EX)=0+pul=pn

Usando os mesmos mecanismos acima, podemos encontrar o segundo momento,

—(z m?

E(X? = dx

\
&l\')

27ra
2
= (0z + p)e 2 odx

\/27m
V2T /
1 o 2 _ng
e z
\/27r
> 2 —22 1 > _ZQd
= z'e T + —=20pu ze 2 dz
A 27'(' / V 2w /oo
1

00 5
+— 2/ e 2 dz
\/27r'u oo

Para a segunda e terceira parcelas, o argumento ¢ o mesmo utilizado acima. E para

2
2o dz+—/ 20zpe™2 dz

a primeira, vamos fazer o processo de integracao por partes:

Considere:
U=z du = dz

e
;22 —22 (*Z2>
dv = ze2 v:fzeT:—e 2

Dai, podemos resolvé-la na seguinte maneira:

1 1 { /°° ]
—0] = —0o° |uw|® — vdu

V2T 2T o oo
L[ () /°° #)a]
= —o0 |z | —e\? + e\ 2 /dz

\% 27T |: ( 0 —00

_.2
ze( 2 )

= g [ O
= 0+1=1

Ou seja,
E(X2) — 0_2 +M2

Sendo assim,

Var(X) = o + u* — i = o?
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ii)

> 1 o2
Mx(t) = / \/_e’Tetxdx
_ / % +tr _ / 932 +tx—£§
\/27‘(‘ V2T
/ (a— t>2 2
e 2 "L’ — e 2
\/27r

Fazendo x = oy + u, vem:

t2a2

2,2
Myx(t) = e M(at) = ee 2 = 3

t2 2
SeJaU—tu+T
dMX dMX du Nt
JR——— — X — = w t IL+ 2 t
o T X o =et(pttade (u+ a?)
d*M 242
th = <€t”+t7(u+ta2)>,u—|—toz et g _M +a?

Pondo ¢ = 0 nas expressoes acima, segue que:
E(X) =p, B(X?) = > +a”

Consequentemente,

Var(X) = ao®

4.11 Distribuicao Gama

Definicao 4.11.1. Se X € uma v.a. continua, que tome todos os valores nao negativos,
e ainda, os parametros v (de forma) e A (de escala), tais que r > 0, A > 0. Diremos que
X tem distribuicao gama se sua fdp é dada por:

A
L(r)

(A\x)" " le™* sex >0

fx) =

0, no complementar

em que I'(r) € a fungdo gama, definida na sequinte forma:

I'(r)= / 2" e dx, ser > 0
0
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Propriedade 4.11.1. A funcdo gama € uma extensao da funcdao fatorial, aos reais, por

itermédio de uma reparametrizacao.

Prova

Vamos utilizar a integracao por partes. Considere:
w=gx""t du = (r — 1)z dg
dv = e™* v=[e T =—e"

Assim,

I = uv\go—/ vdu
0

= —x’"_le_x‘go +/ e (r —1)ar?
0

r—1

_ ”xQ +(r—1) / e 2Dy
0 0
— (r—DI(r—1)

ou seja, a integral improépria existe (converge para r > 0). B

Nota: Observe que a funcao gama obedece a uma relacao de ocorréncia: Considere r = n,
dai,

'n) = (n—1)'(n—-1)
= n—-1)n-2)'n-2)=T=Mn-1)(n—-2)...(1)

T(1) = /Ooo e~%dx.

Logo, T'(n) = (n — 1)! quando n for um inteiro positivo. Por tanto, a funcao gama é

Mas,

uma extensao da func¢ao fatorial aos complexos, por meio de uma reparametrizacao. Veja

também que a f é uma auténtica funcao densidade de probabilidades:

A A" o0
\z) e Mdr = —/ 2 e My
[ oo ) Jo

Considere y = Az, dai

Ar /OO yrflefy 1 /oo o
= dy = y e tdy
L'(r) Jo AT L(r) Jo
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observe que o integrando da segunda igualdade corresponde a I'(r), dai é imediato verificar

que o desenvolvimento da expressao acima equivale a 1 , pois:

Figura 4.11 Representacao da distribuicao Gama

Propriedade 4.11.2. A fda da distribuicao Gama, fica definida na sequinte forma:

r—1

P = b <l = [ e =1
0 k=0 '

Prova.

e

a rl

Ir!:/ e Yy'dy

Para fazer a integracao por partes, considere:

Considere r € Z, a>0e I = dy, dai, podemos fazer a seguinte relacao:

u = y ==du= ryr_ldy
dv = e?V=v= /ey =—e
Irl= = wv— /00 vdu
= —yre_;tﬁo e Yry"tdy
= ade"+r /OO e Yy ldy

Veja que a integral da expressao é obtida da mesma forma que a integral modelo, s6 que

com r = (r — 1). Dai, se continuarmos a integrar por partes teremos:

Ir'=a"e ™ +ra" e " +r(r—1)a?+ 7“/ e V(r— 1)y 2dy
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e isso sucede até que obtenhamos:
Ir'=ela" +ra" '+ r(r—1Da 2 +...+ 7]

Logo,
. CL2 a” r )\kze—)\
I=e¢ 1+a+§+a“+51:§:ﬂyzm: o
k=0

em que Y tem distribuicao de Poisson, com parametro .
Agora, considere r € Z% | tal que I'(r) = (r — 1)!. Substituindo esta funcéo na expressao

da fdp, vem:
A

f(x):m

(Az)"te™ ser > 0.

Consequentemente, a funcao reparticao se torna assim:

F(x):1—P[X>x]:1—/OO(A (M)~ teMat

r—1)!

Considere u = At, dai

xT

es] ur—le—u
F =1- —d
(z) A Tk

que é da mesma forma que I, s6 que com a = A\z. Por tanto,

r—1

e—Ax()\I)k

Flz)=1- ]

k=0
desta forma, a funcao reparticao da distribuicao gama pode ser expressa em termos da
funcao reparticao da distribuicao de Poisson.

Exemplo 4.11.1. X ~ Gama(a, )

i)

EX) = /Oooxrz\r)()\:c)rlemd:c

= — z"e Mdx
L(r) Jo

Vamos integrar por partes. Para isso, considere:

dv = e—)mc v = fef/\x — _%e)\x
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Dai,

Considere y = Az

r r
= =3
Analogamente,
E(X? = /Oox A (Az) "t Mdx
0 I'(r)
2 00
_ A / :1:’”+1e_)‘xdx
I'(r) Jo
Considere:
Y = g du= (r+1)z"
= -z
dv = e __°
! A
Assim,
A e)\z o 00 e)@
E X2 — Lt / . 1 T’d
) = g || [ S e

_ FA(;) {(ril) /Owe_mxrdx}

Integrando novamente por partes, segue que:
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Desta forma,

ii)

oo >\7"
— tx r—1_—Xx
Mx(t) /0 e ) (Ax)"" e Mdx

A" o
— / 67:13()\71‘/)331"71d‘r
I'(r) Jo

Considere y = x(A — t) dai

B A\ 00 efyyrfl
=T / G

A\ N [
_ -y, r—1
(A—t) r<r>/o B

vl = (12

Ou seja, se r for um inteiro, entao a fgm encontrada corresponde a r-ésima poténcia da

funcao geratriz de momentos da distribuigao exponencial, de parametro.

Agora, vamos deriva-la, para encontrar o primeiro momento, a partir do método

de derivacao de Leibniz. Considere u = (%) Dai
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dMy dMy du A (A oo
dt du dt A—=1t)2 \\ (A

B r((%l))r <3it>2 - <Ait)r (TAiw
(djl\th) - <>\)—\t) (Ait)fL(Ait) (AL&)?

- <Ait)r LAZV i <Ait>2}

Fazendo-se t = 0 nas expressoes acima, ¢ imediato constatar que

r
EX) = —
(X) = %
r’4+r
E(X?% = 3
Consequentemente,
r24+r 7 r
VaT(X):T_ﬁ:ﬁ

4.12 Distribuicao de Qui-Quadrado

Trata-se de um caso particular, e muito importante, da distribuicao gama. Cor-
responde a distribuicao de probabilidade da soma dos quadrados de n variaveis aleatérias
independentes, X? = X7+ X2+...+ X2, que sao distribu{das normalmente e padronizadas

com p =0 e 0% = 1. Sua aplicabilidade é eficaz na realizacao de testes de hipdteses.

Definicao 4.12.1. Uma v.a. X, com as mesmas caracteristicas da distribuicao gama para

A=lepr=n21

5 5, onde n € Z7, tem distribuigao de qui-quadrado com n graus de liberdade

se sua fdp € dada na sequinte forma:

Vamos integrar essa funcao:
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<1>n (1)n
o oo ] =t o 0o
2n / T = 2n / z3 e d
f@h T (g h
2 2

Na segunda igualdade, considere y = g, dai

N
QS?)Z)/O o

n
Note que o numerador do integrando corresponde a 2I" (5) Dai é imediato verificar o

resultado acima.

T T ¥
Nwi
fm
M=k
i =l
M=%

e

— -
i Bl T — e
B L} .1

Figura 4.12 Representacdo grafica da distribuicao Qui-quadrado Disponiviel em:
jhttp://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro: Chi-square-distributionPDF.png

4.12.1 Tabulacao de Qui-quadrado

H&a uma tabela, incumbida de fornecer valores da abscissa para diversas areas
(probabilidades) da cauda direita. Sendo assim, nao serdo consideradas dreas da cauda
esquerda. Deste modo, podemos encontrar, na tabua, valores que satisfacam as condigoes

exigidas nas aplicagoes.

Exemplo 4.12.1.1. Se X2, podemos determinar entio Plr; < X < x5 = 0,95 na
sequinte forma:

Pler < X < as) = P[X < 23] — P[X < 21] = 0,975 — 0,25 = P[X < 40,6] —
PIX <13,1) = 21 = 13,1 e 25 = 40,6
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1]
\_Enmntrl.-:e na tabela

]

a 975% 5% 90% B0% 30% 10% 5% 25% 2% 1% 02% OIW
1 0001 0006 0016 0066 1076 2706 3441 5024 5412 4635 9540 10827
2 0051 0103 0211 0446 408 4505 5991 7E7E TEM 210 12429 13815
T |3 0216 0352 0584 1005 3665 6251 THIS 9348 9837 10345 14796 16266
Wo| 4 O4F 071 106 166 483 TR 9N ILl4 1167 1R 1692 1847
T 5 083 Li5 16l 23 606 A4 1407 1283 1439 1509 1891 2081
[ 124 Le4 Z20 307 723 D64 1359 1445 1503 1631 2079 IZd46
E 7 169 217 283 382 838 1202 1407 1401 1642 1848 2340 2432
J |8 218 T3 4P 459 951 1336 1961 1758 1RA7T 2009 2435 2612
E 9 il el 1692 1502 1968 I167 ZE06 2 ITEE
g |10 325 284 487 418 1L78 1599 1831 2048 IL16 2021 2772 2089
15 626 736 855 1031 17.32 2131 2500 2749 2IBI6 3058 3543 30
5 20 050 10,85 1244 1458 2177 2841 3141 3417 3502 1757 4307 4531
BO1312 1461 1647 18% 2017 MIR 3745 4045 4157 431 B0 B242
30 1679 1849 060 2336 3353 40.26 4377 4698 4796 089 577 5970

Figura 4.14 P[XZ > 16,92] = 0,05
4.13 Distribuicao T de Student

Em determinadas situagoes iremos trabalhar com amostras de tamanhos peque-
nos, e por isso, em geral nao teremos o conhecimento do desvio padrao da populacgao. E
justamente nesse momento que faremos uso de uma distribuicao eficiente para esse tipo
de estudo: a distribuicao ¢ de Student.

Considere uma populacao com distribui¢ao normal, da qual extraimos aleatori-
amente uma amostra com v graus de liberdade, x1, 2o, ..., x,. Em seguida, calculamos
X(zv). Seja X a v.a. com distribuicao de Qui-quadrado, e Y outra v.a. independente de X

com distribuigao normal N (0, 1) [15]. Entao os valores da v.a. T sao obtidos por:

SRS

Definicao 4.13.1. Uma varidvel aleatoria T seque o modelo t de Student se sua fdp for
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expressa na sequinte forma:

F(U+1> -
2 t 2
(1—|——) ,—00 <t < o0

f) = —— 2
r(3) ‘

O nome T-de Student é devido ao inglés Willian Sealy Gosset (1876-1937), que

publicou este modelo com o pseudonimo Student, porque a Cervejaria Guinness nao ad-
mitia a divulgacao de resultados de andlises alcancados por seus funcionarios, em 1908
[23].

Enfatizando o que foi dito no inicio, o uso desta distribuicao de probabilidades
estd associado a estudos com pequenas amostras, ou seja, para graus de liberdade menores
que trinta. Assim, quanto menor for o valor de v mais achatada a curva se torna. Porém,
quando a amostra é grande, o modelo se aproxima da distribuicao Normal. E, quando v

se aproxima e cem, a curva de Student é quase igual a curva de Gauss [2].

= =l
|

v=R
=132
- Hm.1

Figura 4.15 Grdfico da fdp da distribuicao T de Student Disponivel em:
jhttp://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro: TStudent.png;
Caracteristicas:

A curva f(t,v) simétrica em relacao a t = 0, campaniforme, e semelhante a curva
normal padrao, porém com caudas mais largas, ou seja, uma simulacao da ¢ de Student
pode gerar valores mais extremos que uma simulagao da normal. O tnico parametro v
que a define é o grau de liberdade, que caracteriza a sua forma. [INTERNET].

Para determinar a probabilidade P[T > t,] na figura a seguir, devemos primeiro
lembrar que esse valor, dependente de t; e v, corresponde a soma das areas rachuradas.

Assim,

PIT| > 1] = [%ﬂuﬂﬁzp
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4.13.1 Tabulacao de Student

Felizmente a distribuicao de Student esta tabulada, o que nos fornece, de maneira
mais facil, o valor das abscissas para diversas areas (probabilidades). Trata-se de uma
tabela bicaudal.

Desta forma, para acharmos, por exemplo, o valor de t tal que P[ty; > t] = 0,02

devemos seguir os caminhos indicados na figura abaixo:

PROBABILIDADE DE UM t EMVALOR ABSOLUT 0 SUPERIOR AD TABELADO

Bhde 400 3006 20% 106 SOy 40 2205 106 0,299

: 1 1000 1376 1963 3078 4314 12706 15E94 3F1BI1 63656 31828
5| 2 0816 1081 13858 1ERE 2920 4303 4849 95915 22328
E 3 0785 0378 120 1638 2353 312 3482 5641 10214
E 4 0741 0941 11% L1538 2132 2776 1999 4604 T.173
=| & 0727 0920 11 1476 2015 2571 2757 4032 5EM
3 & 0718 0906 1134 L1440 L1943 2447 2412 3,707 G208
E T 0711 08% 1119 1418 L1898 1368 1517 5499 4,TES
g g O70& 0289 1108 L1397 L1B&0 2306 21449 5355 4501
E % o702 O08E3 1100 1383 1B33 1262 13%B 3250 4297
=| 10 TT—UET LU LI IEIL LIif —CoIST R L7646 3169 4144
11 0697 OB LOBE L3363 L 1201 2318 G71E al0e 4025

Figura 4.16 P[t15 > 2,764] = 0,02

Isto significa que a probabilidade de que (em valor absoluto) o estatistico ¢ de

Student calculado numa amostra de 11 observagoes, exceda 2,764 é 0,02.

4.14 Distribuicao F de Snedecor

Considere duas variaveis aleatorias independentes U e V', ambas com distribuicao
de Qui-quadrado, respectivamente. Desta forma, uma v.a. W com distribuicao F de Sne-
decor com v; graus de liberdade no numerador e v, graus de liberdade no denominador é

expressa por:

v
Ulv

w =

A denominacao de F foi indicada por George Snedecor (1881-1974), em tributo a Ronald
Fisher (1890-1962), que foi o primeiro a estudar esta distribuigao.

Definicao 4.14.1. Diz-se que uma v.a. X tem distribuicao F de Snedecor se sua fdp €
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definida na sequinte forma:

r (Ul ;r v2> v (v1-2)
v xr 2
f(I7U1302) - ) (_1>

sex >0
v v (v]+vg) ?
F(_l)p(l (0 1+ v, =
e 2
Va2
=
o
L
= _— e, V2el
o _ —_— 1=, V21
L = Y ab VE=2
v 1=100v 2=1
uy .
} - V1=100, v2=100
[ ]
N
- h‘.‘:— -
= T T 1 T 1 T
0 1 2 3 4 5

Figura 4.17 Comportamento grdfico da distribuicao de Snedecor

GRAUS DE LIBERDA DE DO NUMERADOR (V1)

1 2 3 4 & [ 7 g 3 10
1814 19485 2157 2MAE 2302 2340 23 2389 2405 2419
18513 19000 19164 19247 19.2% 19329 19383 19371 19385 193%
10128 9552 9277 9117 9013 8541 88 8845 8812 8785
709 6944 6591 A3BE  A256 K163 AD G041 5999 5964
6608 5786 G409 5191 L4050 4550 48 4818 4772 4735
5937 5143 4737 4534 4387 4284 42 4147 4099 4060
BSY1 4737 4347 4120 3972 BBEE 37 8716 36T 3837
5318 4459 40eE 3838 3683 3581 35 3438 3388 1347
5117 4256 3863 3633 3481 3374 32 20 3179 3137
10 =+oi—btf——3F00~—3¥Tr—FF—%H™ 3138 3071 3020 2978
11 4844 3882 3587 3357 3204 3005 3012 2948 28% 18G4

GRAUS DE LWBERDADE VO
DEN OMINADOR {V2Z)
00w G AR s B D e

Figura 4.18 P[F710 > 3,135] = 0,05
Ou seja, num universo de duas amostras n; e ns, respectivamente tais que n; = 8

e ny = 11 pode-se estimar que a probabilidade de o estatistico F' exceder 3,135 é 0, 05.

4.15 Distribuicao Beta

Definicao 4.15.1. Diz-se que a varidvel aleatoria X, com parametros al , onde a > 0 e

A > 0, tem distribuicao Beta se sua densidade € dada por:
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1L—2) para0 <z <1

Y

em outro caso

Em que § é a funcao beta, definida na seguinte maneira:

p

1
/ 1 — )M de = =2
0

Agora vamos integrar a funcao f da defini¢ao:

[

)M dx

i

1—x)‘ lde =1

Veja que o integrando da segunda igualdade, na expressao acima, corresponde a funcao

beta, dai resulta que f é de fato uma fdp.

2.
24 F

18
& F

a8
s
ad

u}l-

N a=)=)
o =
5 N B2

Sl

Figura 4.19 Funcao densidade de uma v.a. com distribuicao Beta

A fungao de distribuicao acumulada fica expressa na forma a seguir:

o By(aaA) B
F(JZ) - B(Oé,)\) _]z(a7/\)
Demonstracao 4.15.1.
Fa)=Pix<a = [t
/ L -y dy = B/ y) "y = %((S ;)) L(a,\)

Um caso especial da distribuicdo beta, coma =1 eb=1 é a probabilidade uniforme.
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Exemplo 4.15.1. X ~

)
_! lxxa_l — )M de = Llat ) 1x1+a_1 )M dr
T e Ty A
~ Tla+ ) ~ Tla+ N T(a+1)T(N)
T a)F()\)ﬁ(a 1) = I'(@)l(N\) T(a+ 14 X)
_ T(a+A) T@+1)  «
 T(a) T(a+1+4+X) a+A
E(X? = %/{) 222N (1 — 2) N = 1)dz = %B(Q +2,))
_Tla+N)T(a+2)I'(\) ala+1)
T T(@TN) T(a+2+2) (a+N)(a+1+N)

Substituindo esses resultados na formula da variancia, resulta que:

aA
(a+ A2 (a+1+N)

Var(X) =

4.16 Distribuicao de Cauchy

Considere a seguinte funcao:

fla) = = L |-
o 1+(m—y>] U-I—U(:E M)
o o
1 1 1 o
Tl @—p?| ;[Ou(ﬂc—u)?}
o
Em que:

i = parametro que localiza o apice da distribuicao
o = parametro de escala
1 .
— = amplitude
T
Um caso exclusivo desta fungao é obtido quando consideramosy = 0 e 0 = 1, cuja

definicao ¢ dada a seguir.
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Definigao 4.16.1. Diz-se que uma v.a. X tem distribuicio de Cauchy (padrao) se sua

fdp for representada na sequinte forma:

5spara —00 < T < 00
x

0, = =05

Figura 4.20 Grafico da fdp de Cauchy Disponivel em:

<http://en.wikipedia.org/wiki/Cauchydistribution>
A funcao reparticao €, entao, descrita na seguinte expressao:

1 1
F(X<z) = §+—arctan9:
m

Demonstracao 4.16.1.

dy

X <2) — / !

oo T(1+y?)

Vamos fazer mudanca de variavel. Considere ¢t = tan 6, logo # = arctant dai

1 1
——dt = ———sec?0dp
1+t 1—i-taur129Sec
1 9 B 1 ) B
020 1 send 5° 0do = T sec 0do = do
cos? 6 cos? 6
Consequentemente,
arctan x 1 1 1 1 1
F(m) = /_z ;d@ = ; [9”??3” = ; [arctanx + g] = 5 + ; arctan x
2

Exemplo 4.16.1. X ~ C
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1 /M =z 1 /> 2z
EX) = = de = — d
(X) 7T/_OO1+$2x W/_Oolth?w

E como,

1 [>*] 2z 1 [0 o2 N 1 [>®] 2z
— e — —_— I‘ —
2 J_ o |1+ 22 21 J_ oo |1+ 22 2 Jo |1+ 22
1 [0 -2 1 [~ 2
S xdx—i——/ Ty
21 J_ oo 1+ 22 2w Jo 1+ a2
1 * 2

1 %
S dr = = log(1 + 22)|™ —
o, T 2% wa( +x)]0 00

Resulta que E(X) nao existe, portanto os momentos relacionados a E(X) nao sao deter-

minados.

4.17 Distribuicao de Weibull

Devido sua flexibilidade, esta distribuicao torna-se importante para estudos sobre
tempo de vida de equipamentos eletronicos e estimativas de falhas. Dependendo do valor
de seus parametros, ela pode fazer uma imitacao de outras distribuicoes de probabilidade,

como por exemplo, as distribui¢oes: normal e exponencial.

Definicao 4.17.1. Uma varidvel aleatoria X, com parametros « (de escala) e B (de

forma), tem distribuicao de Weibull se sua fdp € representada como na forma a sequir.

%xﬂ_le (%) , sex >0
flz)=4 ¢
0, sex <0

Note que:
Se B =1, a distribuicao de Weibull se reduz imediatamente a distribui¢ao expo-

nencial de parametro A = —.
o

Exemplo 4.17.1. X ~ W(a, 3)

i)
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Figura 4.21 Grdfico da fdp de Weibull Disponivel em:
http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro: Weibulpdf.png

: T\P 1 a 18
Considere z = (—) . Logo, x = azf edr = —2z 7 dz.
Q@

B

Substituindo esses resultados na expressao acima, vem:
(o]
E(X) = / az?
0

Analogamente,

Assim,

vty = ar (252) e (v (221))
!
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Capitulo 5

TRANSFORMADA DE FOURIER

E imprescindivel que nos recordemos dos logaritmos, que nos foram apresentados simples-
mente como um recurso de calculo. Por exemplo, se nos encontrassemos na responsabi-

x
lidade de calcular — partiriamos da idéia de se obter a priori os valores de logx e logy
~ . . X . . .
para entao aplicar a propriedade log x — log y, que representa log —, e a partir disso seria
)

x
possivel se chegar, finalmente, ao valor de —. De forma andloga podemos simplificar o

calculo das demais operagoes aritméticas.

i bex

v
/i

Iog-logy
Aﬁ?’

Figura 5.1 Representacao sistemdtica dos logaritmos

A correspondéncia biunivoca existente entre x e log x, é que nos permite, em mui-
tas equacoes, substitui-las por outras mais simples por intermédio dos niimeros ” transfor-
mados”. Prosseguindo neste raciocinio, lembremo-nos também das equagoes diferenciais:

O problema da resolugao dessas equacoes estd na presenca de derivadas na funcao

incégnita[l1]. Por exemplo, considere f(z) = Ty” + 3y’ 4+ 2y. Podemos tentar resolvé-la da

df (X
seguinte forma: f(z) = 7D?y + 3Dy + 2y, onde D = %
A dificuldade nos é apresentada ao tentarmos resolver esta equagao como se fosse
f ()
7TD?+3D +2’
A concepcao de transformadas pode ser entendida através da Figura 5.2, onde T’

algébrica e escrever y(z) = o que nao faz sentido!

representa o processo de transformacao de f(x) para F(FE). Dai, F(F) =T|[f(x)].



101

flx) i [ H

Figura 5.2 Terminologia de sistema para transformadas
De forma similar, trataremos de uma fungao que é de grande importancia, uma vez
que o emprego desta se da pelo fato de sempre existir, enquanto que a funcao geratriz de
momentos pode nao existir, como é o caso do modelo de Cauchy, visto no capitulo anterior,
que em virtude de a integral que define sua fdp, nem sempre ser finita. Entretanto, teremos

o trabalho de envolver fungoes de valores complexos.

Definicao 5.0.2. Diremos que uma varidavel aleatoria X, € complexa se puder ser escrita

na sequinte forma:

X =X"+iX"
Em que, X? ¢ X" sao varidveis aleatéria reais, e 1 = /—1.

Defini¢ao 5.0.3. Seja (2,8, P) um espaco de probabilidade, e seja X uma varidvel
aleatoria sobre B. A fung¢io ®x : R — C dada por, ®x(t) = E(e™™) = E(costX+isintX),
se chama Transformada de Fourier ou funcao caracteristica da varidvel aleatoria X . Dat,
temos que:

S eI PIX =xj], se X € discreta

J]=

(I)X<t) = E(eitx) =

ffooo e f(x)dr, se X é continua

Nota: Dizer que ¢x : R — C estd bem definida, significa que para cada t, a integral

converge para um numero,e, assim temos uma funcao ¢ definida em R .[14]

LIMA, Milena Nascimento Matematica - Unifap



102

Proposicao 5.0.1. A funcao caracteristica verifica:

a) Oy (t) € uma fungao uniformente continua.

b) ®x) =1, pois a fungdo caracteristica ndo se anula em wuma vizinhanga de zero.
c) |2x(1)] <1

d) ®,xp(t) = e Dy (at)

e) Ox(—t)=0x(t)VteR

f) Se as varidveis aleatorias X eY sdio independentes, entio ®(xivy(t) = Px(t)Py(t)

g) Se E(|X|") < oo, para wum n natural, entdo existe a derivada de ordem n ®x para

t=20, e
dm =M m
—&x(t) = i"E(X™),m<n
dtm
h) ®x(t) € positiva definida. Isto é, para todo natural n=1, 2, ... e para quaisquer reais
t1, to, ..., t, e complexos z1, zo, ..., z, vale:
DD Bxlt; — t)zE = 0
j=1 k=1
Demonstragao.
a) Observe que,
[Px(t+h) = Dx(1)] = [B(HY — )

< El(ei(t—i—h)X . eitX)|
— EleitX(eihX . 1)|

= B(e (e - 1))

Fazendo-se |e"X| = 1, temos:

[Dx(t+h) — x(t)] < E(|e"F —1])
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Dai,

}ILiI% Dx(t+h)—Px(t)| < lim E(]e™X — 1))
—

h—0
_ E(lim e“’X—1D —0

h—0

E como o desenvolvimento acima nao depende de t, entao a continuidade é uniforme.

b)
dx(0) = B(™*) = FE(1) =1

c¢) Considere |z| = va? + b%. Dali,

[@x(t)] = [E(e"")| = |Blcos(tX)] + iB[sin(tX)]]
</ FE2cos(tX)] + E2[sin(tX)]
= \/Eleos?(tX)] + Efsin*(tX)

= \/Eleos?(1)] + [sin*(tX)] = 1

(I)aX+b<t) — E<€it(aX+b))
_ (eitaX)eitb _ eith(eitaX))

= Py (at)

e) Considere que Z = (a, —b) = a — bi, dai,

CI)X+y(t) _ E(eit(X-i—Y)) — E(eitXeitY)
— E(eitX)E(eitY)

= Ox(t)Dy(t)
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2)

dm
~_dy(t) =
2 2x (1)

Fazendo-se t = 0, vem

dm

25, (0
g 2x(0)

E(imX™) =

_E(eitX)
ar
dtm

6itX> _ E<Z'me€itX)

mE(X™)

Ou seja, obtemos os momentos, porém levando-se em consideragao as poténcias de

h)

(I)X(tj — tk)Z]Z_k

SS° ey

j—l k=1

ZZE z] Xti e i X

7=1 k=1
E ZZ Jzkelth)>
7=1 k=1
| \j=1 k=1
2
E Z zjel ciXt >0

Por tanto, ®x(t) ¢, de fato, positiva e definida. B

5.1 Formula de Inversao ou Transformada inversa de

Fourier

As féormulas de inversao da transformada de Fourier permitem obter a fungao de

distribuicao de probabilidade bem como a densidade de uma v.a. X a partir do conheci-

mento de ®x(t), ja que a fungao caracteristica é finita para todas as varidveis aleatdrias

X e para todos os nimeros reais t [26].
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Definigao 5.1.1. Seja f : R — C uma funcao, e seja F(t) sua transformada de Fourier.
Se uma v.a. X admite uma densidade f(z), esta pode ser obtida a partir da sequinte

fungao:

flz) = ! OO<I>X(t)e_mdt

2 J o

Caso contrario, temos o seguinte resultado:

FO) = fa) = lim byt

T—o0 270
Exemplo 5.1.1. Considere a v.a. X ~ C(0,1). Vamos determinar sua fun¢ao carac-

teristica.

i) Vamos partir da fdp

1
(1 + x2)

De onde se pode encontrar a funcao caracteristica, que é dada por:

f(z) =

T[> . 1
dx(t) = = X d
X() 7_(/006 1+£L’2 Z

Agora, considere a seguinte fdp:

Dai,

1 [~ . 1 [~
5/ et eleldy = 5/ (costx + isintx)e” "l dz

1 /0 1 [
= 3 / (costx + isintx)e®dx + 3 / (costx + isintx)e “dx
0

—00

I L[>
= -3 / (costx — isintx)e “dx + 3 / (costx + isintx)e “dx
0

o0

oo
= / e costxdx
0
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Integrando por partes, temos:

o0
/ e *costrdr =
0

—e " cos(tx)|y —t/ e " sin(tz)dx
0

= 1—t/ e “sin(tx)dx
0

Analogamente, encontramos:

/ e “sin(tr)dr =
0

Logo,
() =
Di(t) + 12D, (t) =
O (t)(1+1%) =
Consequentemente,

B (t) =

e “sin(tx)|e° + t/ e * cos(tx)dx
0

1 —t2®(t)

1

1+t

ii) ®(t) é absolutamente integravel em (—o0,400), e podemos encontrar a fdp corres-

pondente por intermédio da férmula de inversao abaixo:

Lle) = -

o ) 1+ 82

e—zt:c

dt

Como a funcao caracteristica determina de forma tnica a fdp, encontramos:

—itx

1 oo
el = —/ 6—alaz:
T ) oo 1+ 12

Mudando t em —t, obtemos:

e

1 —0o0 it
_ € qt =
T ) 141t

1 [ee} itx
—/‘ < _a
T ) oo 1+ 12
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Finalmente, mudando as fungoes de t e de x, encontramos:

1 00 6itz
1t —
e = — dx
e portanto,
(I)X(t) = €7|t‘

Exemplo 5.1.2. Determinar a funcao densidade da v.a. X, cuja funcao caracteristica é

dada por:
1—|t], sel|t| <1

0, se |t| > 1

Aplicando a formula de inversao de Fourier:

1 <o
f(ff) = % e_ltXCI)X (t)dt
1 o A
— 1 + t —tidt + i —tidt
o
s

0 4 e—itX 0 o
/ (1+t)e ™ dt = { (1+ t)} - — —X g
-1 —1x 1 —iT
1 —itX
- {_m}
1
= - — 1 —
ii)
1 ' o itX 1 1 r
/ (1—t)e ™Xdt = { , (1—75)1 +— [ e dt
0 —iT 0 T Jy
ol

e Frs CACHY

1 1 [e #X
ir iz | —ix

Logo,
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2ma? T2 2
1 — cos(x)
= ———, —00< T <+
e
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Consideracoes finais

E evidente que o estudo das variaveis aleatorias torna-se incompleto, caso nao
se pesquise também sobre momentos, acarretando suas relacoes com estas. Nos modelos
matematicos nao-deterministicos, ou aleatérios, estudados, os parametros exercem funcao
grande valia, ja que fornecem informagoes sobre a distribuicao de probabilidade; eles
se enquadram na mesma proporcao em que a declividade de uma reta fornece valiosos
dados sobre a relacao linear que representa. Dentre as tantas informacgoes que se pode
ter, dependendo da ordem do momento, em geral fizemos analogia a posicao, nivel de
concentragao de probabilidade e no caso de um vetor bidimensional (X,Y") estudamos o
grau de associacao e de dependéncia entre as v.a. unidimensionais X e Y.

Também apresentamos um tratamento adequado a fgm pela sua importancia
em determinar momentos ante um processo composto de duas etapas, sendo a primeira
baseada no artificio de derivagao de M, em relacao a t, e a segunda, no estabelecimento
de t = 0 para essa derivada. Porém verificamos que ha um retrocesso de seu uso quando
a integral que a define nao existir, como é no caso da distribuigao de Cauchy.

Felizmente mencionamos outra fungao que supre essa falha: a funcao caracteristica
®, que ao contrario desta, sempre existe para todos os valores de t. Vimos que, apds
aplicarmos Py, efetuamos o calculo de interesse e obtemos o resultado no dominio das
transformadas. E se for de intersse, podemos voltar ao dominio das fungoes originais, por
intermédio da férmula de inversio [MAGALHAES].

Uma extensao deste trabalho esta na abordagem das desigualdades de T'chebycheft

Var(X
P(X ~ BlX) 2 3 < Y0

e de Markov,
E[X]
22

bem como no estudo das variaveis aleatorias em dimensoes de maior ordem, cujas for-

P(IX]) <

mulacoes dependem de varios argumentos utilizados aqui.
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