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"Purifica teu coracao antes de
permitir que o amor se assente
nele, ja que o mel mais doce azeda

num copo sujo.”

(Pitagoras)



O TEOREMA DE PITAGORAS E SUAS APLICACOES

RESUMO

Neste Trabalho de Conclusao de Curso sao apresentadas trés demonstracoes do Teorema
de Pitagoras. A primeira demonstracao é baseada na interpretacao de areas, e acredita-se
que é devida a Escola Pitdgorica. A segunda prova é classica nos textos escolares atu-
ais usando semelhanca de triangulos, onde se explora os conceitos tedricos e se perde a
utilidade pratica do Teorema de Pitagoras. A terceira prova devida a Henry Perigal, na
qual se prova geométrica e analiticamente que as areas dos quadrados construidos sobre
os catetos ocupam exatamente a area do quadrado sobre a hipotenusa. E formulada a
reciproca do Teorema de Pitdgoras, se generaliza o teorema para figuras semelhantes e sao
descritas varias aplicacoes no calculo de distancias, areas e volumes. Demonstramos uma
versao do Teorema de Pitdgoras sobre triangulos esféricos, relacionando os lados (arcos)
do triangulo. Provamos que, quando o raio da esfera cresce (para +o00) a formula do
Teorema de Pitagoras na esfera se torna a formula classica do Teorema de Pitagoras no
plano. E também descritos procedimentos para determinar ternos pitdgoricos com base
em trés parametros que dependem da diferenca entre os catetos e hipotenusa do triangulo
retangulo. Finalmente, descrevemos um procedimento gerado em Geogebra 4.0 para cons-

truir uma prova geométrica do Teorema de Pitagoras.

Palavras-Chave: Teorema de Pitagoras, Decomposicao de Perigal, Triangulos Esféricos,

Geogebra 4.0.
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O TEOREMA DE PITAGORAS E SUAS APLICACOES

RESUMEN

En esta Monografia se apresentan tres demostraciones del Teorema de Pitagoras. La pri-
mera demostracion sigue a interpretacion de areas, la qual probablemente es originada en
la Escuela Pitagorica. La segunda prueba es clasica en los libros escolares actuales, usa
a semejanza de triangulos, donde se explora los conceptos tedricos y se pierde la utilidad
practica del Teorema de Pitagoras. La tercera prueba es con base en el trabajo de Henry
Perigal, en la cual se prueba geométrica y analiticamente que las areas de los cuadrados
construidos sobre los catetos ocupan exactamente la area del cuadrado sobre la hipote-
nusa. Se formula la reciproca del Teorema de Pitagoras, es generalizado el teorema para
figuras semelhantes y se describen varias aplicaciones en el calculo de distancias, areas y
volumenes. Demostramos una version del Teorema de Pitagoras sobre triangulos esféricos,
relacionando los lados (arcos) del tridngulo. Probamos que, cuando el radio de la esfera
crece (para +00) la formula del Teorema de Pitagéras en la esfera se torna la formula
clasica del Teorema de Pitagoras en el plano. Se describe tambien un procedimiento para
determinar trios pitagoricos con base em tres parametros que dependen de la diferencia
entre los catetos y la hipotenusa del triangulo rectangulo. Finalmente, se describe un
procedimiento realizado en el ambiente del Geogebra 4.0 para construir uma prueba del

Teorema de Pitagoras.

Palabras-Clave: Teorema de Pitagoras, Descomposicion de Perigal, Triangulos Esféricos,

Geogebra 4.0.

viil



Sumario

Introducao
1.1 Antes de Pitdgoras (Na Babilonia) . . . . ... ... ... ... ......

1.2 Histéria de pitagoras . . . . . . . ..

Teorema de Pitagoras - Demonstracgoes

2.1 A demonstragao classica . . . . . . .. ...
2.2 A demonstragao por semelhanca de triangulos . . . . . .. .. ... .. ..
2.3 A Demonstragao de Henry Perigal . . . . . . . . ... ... ... ...
2.4 A Reciproca do Teorema de Pitagoras. . . . . . .. ... ... ... ...,

2.5  Generalizacao do teorema de Pitdgoras . . . . . . . . . .. ... ... ...

Aplicacao do Teorema de Pitagoras
3.1 Altura dos triangulos equilatero e isdsceles . . . . . . . . . ... ... ...
3.2 Distancia entre dois pontos no plano cartesianos . . . . . . .. . .. .. ..
3.3  Estabelecimento da relacdo sen?8 +cos?B =1 . .. ... ... ... ...
3.4 Diagonal do Cubo e Paralelepipedo . . . . . . . . ... .. ... ... ...
3.5 Relacao entre altura, apotema de base e apétema de piramedes regulares .
3.6  Relagao entre altura, raio do circulo circunscrito a base e aresta lateral em
piramides regulares . . . . . .. ...

3.7 Relacao entre Altura, Geratriz e Raio da base num cone reto . . . . . . .

Outras aplicacoes do Teorema de Pitagoras
4.1 Triangulos Esféricos . . . . . . . . ..

4.2 Ternos Pitagoricos . . . . . . . ...

Demostragao do teorema no GeoGebra

X

23
23
25
26
27
28

29
30

34
34
37

42



Consideragoes Finais

Referéncias Bibliograficas

46

47



Lista de Figuras

1.1 Tablete . . . . . . . . s, xiv

2.1 a) Triangulo retangulo com catetos b e ¢, b)Quadrado com lado b+¢ . . 13
2.2 Decomposicao do quadrado de ladob+c¢ . . . . . . . ... ... ... 14
2.3 a) Triangulo retangulo BAC b) ABC ~AHB «¢) ABC ~AHC . ... 15

2.4 Decomposicao de Perigal . . . . . . ... ... oL 17
2.5 Quadrilateros do Método de Perigal . . . . . . . . ... ... 0. 18
2.6 demonstragao de perigal 4 . . . . . ..o 19
2.7 1%caso . . . .. 20
2.8 2°CaS0 . . .. e 20
2.9 Generalizacao do Teorema de Pitagoras . . . . . . . . . .. ... ... ... 21
2.10 Generalizacao do teorema de Pitagorasem 3d . . . . . . . . .. .. .. .. 22
3.1 Altura do triangulo equilatero . . . . . . . . ..o 23
3.2 Altura do triangulo isésceles . . . . . . ... 24
3.3 Distancia entre dois pontos . . . . . . . . ... oL 25
34 relagdo . ... oL 26
3.5 Diagonal docubo . . . . . ... 27
3.6 Diagonal do paralelepipedo . . . . . . . . .. ... L 28
3.7 piramide de base hexagonal . . . . .. ... ... o000 29
3.8 Piramide de base triangular . . . . .. ... L 29
3.9 cone ..o 30
3.10 cubo ... 31
3.11 circuferencia . . . . . . .. 32
3.12 circuferencia . . . . . ..o 32
313 AABC . . . . e 33

X1



4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

5.1
5.2
5.3
5.4
2.5

figura esferica . . . . . . .. 35

tabela dos numeros primitivos . . . . . . . ... ... L. 38
Altura e excesso de um triangulo de Pitagoras . . . . . . . . ... ... .. 39
Tabela para h=1 . . . . . . ... ... 41
Tabela para h=2 . . . . . . .. . . 41
Quadrados de lados iguais aos catetos . . . . . . . ... ... 42
Quatro triangulos retangulos congruentes ao original . . . . . . .. .. .. 43
Encaixe do primeiro triangulo . . . . . ... ..o 43
Encaixe do segundo triangulo . . . . . ... ..o 44
Encaixe dos ultimos triangulos . . . . . . . ... ..o 44

x1i



Capitulo 1

Introducao

1.1 Antes de Pitagoras (Na Babilonia)

Em [2] e [5], Existem relatos que os babilonios antigos conheciam o teorema de Pitagoras.
Muitos tabletes de barro datados do periodo de 1800 a 1600 a.C. foram encontrados, de-
cifrados e hoje se encontram em diversos museus. Um deles, chamado Plimpton 322 esta
na Universidade de Columbia e o fragmento que foi preservado mostra uma tabela de 15
linhas e 3 colunas de nuimeros. Os pequisadores descobriram que esta tabela continha
termos pitagoricos, ou seja, lados de um triangulo retangulo. Como o que restou é apenas
um pedaco de um tablete, que deveria fazer parte de um conjunto de tablete, nao se sabe
como esses numeros foram encontrados. Mas uma pista, que os babilonios conheciam
alguma forma de encontrar esses nimeros, estd em um tablete guardado hoje no Museu
Britanico. Nesse Tablete estd escrito o seguinte:

4 é o comprimento

5 é a diagonal

Qual é a altura?

4 vezes 4 da 16

5 vezes 5 da 25

Tirando 16 de 25 o resto é 97

Quanto vezes quando devo tomar para ter 97

3 vezes 3 da 9

3 é a altura

Isto mostra, sem divida, que os babilonios tinham conhecimento da relacao entre os la-
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dos de um triangulos retangulo. Nao ha nenhuma demonstracao, naturalmente, pois isto
ainda estava longe de ser uma preocupacao dos matematicos da época. Eles conheciam
receita que davam certos e, com elas, resolviam intimeros problemas.

Um outro tablete que merece atencao esta no museu da Universidade de Yale. E o tnico
que contém figuras: Um quadrado e suas diagonais. Neste fragmento de tablete que se
pode ver a seguir, o lado do quadrado ¢ tomado como igual a 30 e o comprimento da

diagonal aparece como 42, 25 e 35.

Figura 1.1: Tablete

Como os babilonios escreviam os nimeros na base 60, o comprimento da diagonal
25 35
é, na nossa notagao decimal, 42 + — + ——= 42,4263889. Isto, dividido por 30, da

60 3600
1,414213..., uma aproximacao excepcional para v/2 com seis casas decimais corretas.

1.2 Historia de pitagoras

Em [1].Profeta, mistico, fildsofo, astronomo e matemadtico grego nascido em Samos, na
ilha de Jonia de Sdmos, na Anatdlia, cidade rival de comercial a cerca de 50km de Mileto,
Numas das ilhas do norte do arquipélago do Dodecanesco, proximo hoje as costas turcas,
Pitdgoras nasceu por volta de (563-483 a. C). Filho de um rico comerciante de Sdmos,
Interessado em ciéncias, filosofia, ele viajou, ao que parece pelo Egito, Fenicia, Babilonia,

India e Pérsia,Onde absolveu os conhecimentos matematicos e as idéias religiosas de cada
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regido. Voltando ao mundo grego, fundou em Crotona (hoje no sudeste da Itilia) a Escola
ou Sociedade de Estudiosos, que era comunitéria e secreta, ou seja, todo conhecimento e
descobertas eram comuns e dividido a todos. Os principios foram determinantes para a
evolucao geral da matematica e da filosofia ocidentais sendo os principais temas a harmo-
nia matematica, a doutrina dos niimeros e o dualismo césmico essencial. Acredita-se que
Pitagoras tenha sido casado com a fisica e matematica grega Theano, que foi sua aluna.
Supoe-se que ela e as duas filhas tenham assumido a escola pitagérica apés a morte do ma-
rido. Os pitagoricos interessavam-se pelo estudo das propriedades dos niimeros. Para eles,
o numero, sinonimo de harmonia, constituido da soma de pares e impares - os nimeros
pares e fmpares expressando as relacoes que se encontram em permanente processo de
mutagao, eram considerados como a esséncia das coisas, criando nogoes opostas (limitado
e ilimitado) e sendo a base da teoria da harmonia das esferas.

Segundo os pitagéricos, o cosmo ¢é regido por relagoes matematicas. A observagao dos
astros sugeriu-lhes que uma ordem domina o universo. Evidéncias disso estariam no dia
e noite, no alterar-se das estagoes e no movimento circular e perfeito das estrelas. Por
isso o mundo poderia ser chamado de cosmos, termo que contém as idéias de ordem,
de correspondéncia e de beleza. Nesse cosmo visao também concluiram que a Terra é
esférica, estrela entre as estrelas que se movem ao redor de um fogo central. Alguns pi-
tagoricos chegaram até a falar da rotagao da Terra sobre o eixo, mas a maior descoberta
de Pitdgoras ou dos seus discipulos (ja que hé obscuridades em torno do pitagorismo,
devido ao carater esotérico e secreto da escola) deu-se no dominio da geometria e se refere
as relagoes entre os lados do triangulo retangulo. A descoberta foi enunciada no teorema
de Pitagoras. Pitagoras foi expulso de Crotona e passou a morar em Metaponto, onde
morreu, provavelmente em 496 a.C. ou 497 a.C.. A escola de Pitagoras Segundo o pita-
gorismo, a esséncia, que ¢ o principio fundamental que forma todas as coisas é o niimero.
Os pitagdricos nao distinguem forma, lei, e substancia, considerando o ntimero o elo entre
estes elementos. Para esta escola existiam quatro elementos: terra, agua, ar e fogo. As-
sim, Pitagoras e os pitagoricos investigaram as relacoes matematicas e descobriram varios

fundamentos da fisica e da matematica. O pentagrama era o simbolo da Escola Pitagérica.

Dedicado ao estudo da matematica e Filosofia, principalmente. Durante 40 anos ele

lecionou, mas foi posto um fim a sua instituicao, e ele proprio foi forcado a fugir da cidade,
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devido a uma conspiracao e rebeliao surgidas em decorréncia de uma disputa entre o povo
de Crotona e os habitantes de Sibaris; ele conseguiu chegar a Metaponto, onde, segundo a
tradicao morreu mais ou menos em 500 a.C. Como todos os documentos daquela época se
perderam tudo que sabemos veio através de referéncias de outros autores viveram séculos
depois. Por isso, Pitdgoras é uma figura obscura na histéria da matematica. Assim, nao
sabemos se quer se foi o préprio Pitdgoras que descobriu o teorema que leva seu nome, na-
quela época era comum dar todo o crédito de uma descoberta ao mestre. Nao conhecemos

também qual foi a demonstracao original, mas historicamente acreditam que foi com areas.
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Capitulo 2

Teorema de Pitagoras -

Demonstracoes

Em [2], [3] e [4]

2.1 A demonstracao classica

Seja o triangulo retangulo de hipotenusa a e catetos b e ¢, e angulos agudos « e 8 como
mostra a Figura 2.1(a). Constrdi-se um quadrado com lado b+ ¢, e sobre os lados desse

quadrado sdo marcados os pontos M, N, P, Q, como na Figura 2.1(b), de modo que:

D c P b ¢
b
C
Q
Cc N
b
[ ATb M [ B
(a) (b)

Figura 2.1: a) Triangulo retangulo com catetos b e ¢, b)Quadrado com lado b+ ¢
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AN = BN=CP=DQ=b
MB = NC=PD=QA=c

Pelo caso de congruéncia LAL os triangulos retangulos QAM, M BN, NCP e PDQ sao
congruentes ao triangulo retangulo 2.1(a). Daf segue que MN = NP = PQ = QM = a.
Isso implica que o quadrilatero M N PQ) é um losango. Vamos mostrar que, de fato, ele é
um quadrado.

Pela congruéncia dos triangulos QAM, M BN, NCP e PDQ@), os angulos agudos destes
triangulos retangulos medem « e [, de acordo com a Figura 2.2. Como a + = 90°
segue que cada angulo interno do quadrilatero M N PQ) deve ser reto, isso demonstra que

MNPQ é um quadrado de lado a. Temos provado a seguinte proposigao:

Proposigao 2.1.1. Seja o triangulo retangulo ABC', reto em A, hipotenusa a e catetos b
e c. Verifica-se que a drea do quadrado de lado b+ ¢ € igual a soma da drea do quadrado

de lado a mais quatro vezes a drea do triangulo ABC' (ver Figura 2.2).

Da proposicao 2.1.1 temos que:
b
(b—f—C)Q :456 +CL2 - b2+2bC+C2 = 2bc+a2 — bQ+c2 = CL2.

Temos provado o Teorema de Pitagoras:

Figura 2.2: Decomposicao do quadrado de lado b+ ¢

14



Teorema 2.1.1. (Teorema de Pitagoras) A drea do quadrado construido com lado igual a
hipotenusa do tridngulo retangulo (a?) é igual a soma das dreas dos quadrados construidos

com lado igual a cada um dos catetos (b* + c?).

2.2 A demonstracao por semelhanca de triangulos

Seja dado um triangulo retangulo ABC' de catetos b e ¢ e hipotenusa a. A altura AH,
relativa 4 base BC, divide esse triangulo em dois outros triangulos retangulos: BHA e
CHA (ver Figura 2.3(a)). Como os angulos agudos de um triangulo retangulo somam 90°,
segue-se que os triangulos retangulos ABC, HBA e HAC possuem os mesmos angulos,

logo sao semelhantes.

Da semelhanca AABC ~ AHBA (ver Figura 2.3(b)) obtém-se:

a ¢
c m
logo,
& = am. (2.1)
A A
[ [ h
n  h B
B H m B
a

Figura 2.3: a) Triangulo retangulo BAC' b)) ABC ~ AHB «¢) ABC ~ AHC

15



Da semelhanca AABC ~ AHCA obtem-se:

a b
b n
logo,
b’ = an. (2.2)
De 2.1 e 2.2 temos:
¥+ = an+am

v+ = a-(n+m)

v+ = ad

provando novamente o Teorema de Pitagéras 2.1.1.

Esta demonstracao por semelhanca é hoje a mas frequente nos textos escolares. Permite
demonstrar o Teorema de Pitagoras de forma bastante simples, como também encontrar
as relacoes importantes do triangulo retangulo. Além das duas relagoes, que deram origem
a demonstracao do teorema, obtemos a relacao bc = ah, que também se interpreta com
conceito de area, e h? = mn que revela o importante fato que a altura é média geométrica
entre as projecoes dos catetos sobre a hipotenusa.

Entretanto, a énfase destes textos é formular o Teorema de Pitagoras como: em um
triangulo retangulo o quadrado da hipotenusa e a soma do quadrado dos catetos, o qual

aparece como uma relacao matematica sem qualquer interpretacao pratica.

16



2.3 A Demonstracao de Henry Perigal

Henry Perigal, um livreiro de Londres, publicou em 1873 uma demonstragao do Teorema
de Pitagoras. A peculiaridade de esta demonstracao é que fica geometricamente evidente
que as areas dos quadrados construidos sobre os catetos preenchem exatamente o quadrado

construido sobre a hipotenusa (ver Figura 2.4). Para provar o método de Perigal provamos

Figura 2.4: Decomposicao de Perigal

primeiro o seguinte teorema:

Teorema 2.3.1. Qualquer reta L1 que passe pelo centro do quadrado corta ao quadrado
em um segmento com ponto médio o centro do quadrado. Ainda mais, a reta perpendicu-
lar Ly perpendicular a L1 corta ao quadrado em um segmento de comprimento igual ao

segmento da reta L.

Prova.
Consideremos o quadrado ABCD da Figura 2.5. A reta £; que passa pelo centro do
quadrado O o corta nos pontos F' e GG. Nos triangulos BOG e DOF temos que:

BO = OD, pois BD é uma diagonal do quadrado, e

A

D=DBeF =0, por ser angulos entre paralelas.

~

Logo, pelo teorema ALA, os triangulos BOG e DOF', temos que F'O = OG e portanto
O é ponto médio de F'G. Além mais, DF = BG e AF=GB pois AD = BC' por serem 0s

17



lados do quadrado.

Como a reta L, passa pelo centro do quadrado, o argumento anterior prova que HO = O1.
Da congruéncia dos triangulos DOH e BOI (Teorema ALA) temos que DH = BI e
HC = AIl. O

Como AF = DH = CG = BI, DF = CH = BG = Al, FO = OG = OH = 0Ol e
os angulos com vértice em O sao retos, entao os quadrilateros AFOI, PFOH, HOGC e

GOIB sao todos congruentes, temos provado assim o seguinte corolario:

Corolario 2.3.1. Sejam L, e Lo duas retas que se intersectam no centro de um quadrado.
Se as retas sdo perpendiculares, sua interseccao divide o quadrado em quatro quadrildteros

congruentes.

Figura 2.5: Quadrilateros do Método de Perigal

Enunciamos agora o Teorema de Perdigal,

Teorema 2.3.2. (Teorema de Perigal). Em um triangulo retangulo construe-se quadrados
sobre cada um de seus lados. Sobre o quadrado com lado o cateto maior é construida uma
reta paralela que passa pelo centro do quadrado e paralela a hipotenusa. Uma sequnda reta
perpendicular a primeira e que também passa pelo centro do quadrado é construida. FEstas
duas retas dividem o quadrado com lado sobre o cateto maior em 4 quadrilateros congru-
entes que junto com o quadrado com lado sobre o cateto menor preenche completamente

o quadrado construido sobre a hipotenusa.
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Prova.

Na Figura 2.6, seja AC=b e AB=c os lados dos quadrados construidos sobres os catetos.
Como os quatro quadrilateros enumerados por 2, 3, 4 e 5 sao congruentes, chamaremos o
segmentos de reta AG=DE=x. Temos também o paralelogramo BCDG, BG=CD, ou seja,
¢+ x=b— x, portanto c=b — 2x. Como HJ=GF=CD e HI=DE temos HJ — HI=1J=b—
xr — x=b — 2x=c. Portanto o quadrado interno ao quadrado maior é congruente com o

quadrado menor, o que conclui a prova. [J

Figura 2.6: demonstracao de perigal 4

2.4 A Reciproca do Teorema de Pitagoras

A pergunta agora é: se a, b e ¢ sao reais positivos com a? = b% + ¢? serd o triangulo de
lados a, b e ¢ retangulo?. Para responder esta questao, considere-se um triangulo ABC'
com AB = ¢, BC' = a e CA = b, vamos analisar o caso em que o angulo A é agudo e o

caso em que ¢ obtuso.

a) Caso I: A < 90°. Supondo que a < ¢. Assim, o ponto D é a projecao de C' sobre AB
cai no interior do lado AB. Sejam AD =xe CD =h
Como o triangulo ADC é retangulo, temos: b* = h? + 2.

Como o triangulo BDC é retangulo, temos:
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Figura 2.7: 1°caso

a’>=h?+ (c — x)* sendo h? = b? — 22
a’=h?+c* —2cx + 2?

a? =b* —a? 4+ — 2cx + 2?

a’? =0 +c*—2cx

Portanto, a? < b* + 2

b) Caso IT: A > 90°. Agora, o ponto D cai fora do lado AB, como mostra a figura abaixo.

O

>

] e

Figura 2.8: 2°caso

Logo temos:

a’? = h* + (c + z)? sendo h? = b* — z*
a’=h?+c*+2cx + 2*
a?=b% — 2% + %+ 2cx + 22

a2 =0+ 2+ 2cx
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Portanto, a? > b* + 2.

Temos provado assim o seguinte teorema:

Teorema 2.4.1. Em um triangulo ABC' de lados a,b,c, opostos aos angulos A, BeC
respectivamente, verifica-se:

A=90° = ad*=b+¢

A<90°’ = a®><b+c

A>90° = a® >0+

Este teorema pode-se enunciar também como:

Teorema 2.4.2. Um triangulo é retangulo se, e somente se, o quadrado de um dos lados

¢ igual a soma dos quadrados dos outros dois lados.

2.5 Generalizacao do teorema de Pitagoras

O teorema de Pitdgoras afirma que a area do quadrado construido sobre a hipotenusa
de um triangulo retangulo é igual a soma das areas dos quadrados construidos sobre os
catetos. Agora, sejam as figuras semelhantes quaisquer, construidas sobre os lados de um

triangulo retangulo (ver Figura 2.9).

Figura 2.9: Generalizacao do Teorema de Pitagoras

Sejam entao A, B e C as dreas de figuras semelhantes, construidas sobre a hipotenusa
a e sobre os catetos b e ¢ de um triangulo retangulo, como mostra a figura acima. Sabe-

mos que a razao entre as areas de figuras semelhantes ¢é igual ao quadrado da razao de

21



semelhancas.

Entao,

A a B
-G o 5=
A a A
oo a=a
Portanto,

A B C
P

Pela propriedade das proporgoes,
A B+C

a? b? + c?
como a’=b* + 2, concluimos que A = B + C. Temos provado o seguinte teorema.

Teorema 2.5.1. Generalizacdo do teorema de Pitagoras. Se figuras semelhantes sao
construidas sobre os lados de um triangulo retangulo, a drea da figura construida sobre a

hipotenusa € igual a soma das dreas das figuras construidas sobre os catetos.

Exemplo 2.5.1. Sobre o triangulo retangulo formamos trés paralelepipedos, cada um
com base um quadrado formado sobre os lados de triangulo e todos com a mesma altura
m (ver Figura 2.10). Verifica-se entao que ma? + mb*= mc?, isto é, a soma dos volumes
dos dois paralelepipedos com base menores ¢ igual ao volume do paralelepipedo com base

maior.

Figura 2.10: Generalizagao do teorema de Pitagoras em 3d
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Capitulo 3

Aplicacao do Teorema de Pitagoras

Neste capitulo apresentaremos algumas de muitas aplicagoes do teorema de Pitdgoras en-

tre elas destacam-se.

3.1 Altura dos triangulos equilatero e isésceles

a) Triangulo equildtero.
Seja um triangulo equilatero ABC' de lados ¢ e altura h, sendo o ponto H a projecao
do vértice C' sobre o lado AB conforme a Figura 3.1. Aplicando o Teorema de

Pitagoras no triangulo retangulo BHC', temos:

[ ]

Figura 3.1: Altura do triangulo equilatero
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2 = h2+(£>2

2

2 2 l2

o= W
l2_§ — h2
4124—l2 _ e
302

=T
I3

h= 5

b) Triangulo isésceles.
Seja um triangulo isosceles de lados a, altura h e sua base b, dividindo-se a base em
dois segmentos iguais a b/2 (ver Figura 3.2). Aplicando o Teorema de Pitdgoras no

triangulo retangulo formado pelos catetos h e b/2 e hipotenusa a, temos:

2
b2
2 - h2
a 1 +
a2 . %2 — h2
4a? — b?
h =
4
4a? — b2
ho= Y 7
2



Temos provado assim, a seguinte proposicao:

Proposicao 3.1.1. Num triangulo isosceles de base b e lado congruente a, a altura h

relativa a base é dada por:
V4da? — b?
5 .
Se o triangulo for equildtero a = b =1, entao a altura h do triangulo é dada por:

V3
2

h:

h

3.2 Distancia entre dois pontos no plano cartesianos

No plano cartesiano (z,y), dados os pontos P= (z,,y,) e Q= (24, y,), queremos encontrar
a distancia entre esses pontos (ver Figura 3.3). Aplicando o teorema de Pitdgoras no
triangulo retangulo formado pelos catetos (z, — x,) e (y, — y,) € hipotenusa conforme a

Figura 3.3, temos:

'y.ll. Q
Ve
d
{ya-yp)
P
y [5]
d (xq - xp)
x, Xq X

provamos a proposicao a seguir:

Proposicao 3.2.1. Seja o triangulo retangulo PR(Q no plano cartesiano a Quadrado da
distancia PQ) € igual a soma dos Quadrados das distancias PR e RQ).
ou seja: (PQ)?>=(PR)*>+(RQ)?
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3.3 Estabelecimento da relacao sen’f + cos’ = 1

No circulo trigonométrico de raio 1, seja A um ponto na circunferéncia com sua Projecao
C sobre a reta das abcissas, seja o angulo § formado pelo raio e a reta das abcissas, tem-se
o triangulo retangulo OAC de catetos OC= cos(f) e AC= sin(f) e hipotenusa R= AO=

1,( ver a figura 3.4) aplicando o teorema de pitdgoras, temos:

R=0A=1

AC =sen(B)

15

Figura 3.4: relagao

Proposicao 3.3.1. Seja um triangulo retangulo OC'A, reto em C, de hipotenusa OA e
catetos OC' e AC' (wver a figura 3.4). Verefica-se que o quadrado do raio OA € igual a
soma OC? + AC?.

Da proposicao 3.3.1 temos que:
AC? + OC?*= 0 A*
sen?f + cos*f= R2.
como o R=1, concluimos que:

sen? 4 con?B= 1
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3.4 Diagonal do Cubo e Paralelepipedo

a) Diagonal do Cubo.
Seja o cubo ABCDA'B'C'D’'de aresta:
AB=BC=CD=DA=A'B'=B'C'=C"D'=D'A'=AA'=BB'=C(C'=DD’'=a, calcula-se
a diagonal do quadrado ABCD aplicando o teorema de Pitadgoras temos, a seguinte
relacdo: DB?= AD? 4+ AB? = f, logo f = av/2, Seja o triangulo retangulo DD’B,
de catetos DB e DD’e hipotenusa D’B aplicando o teorema de pitagoras temos:
D'B*=DB?* + DD"
sendo D'B= d e n=a, segue:
d*= (a\/§>2 + n?
d*= 2a* + a*

d= a\/3

Figura 3.5: Diagonal do cubo

b) Diagonal do Paralelepipedo.

Seja o paralelepipedos (ABCDEFGH) de arestas: AB=DC=HF=FEF=a,
AD=BC=FG=FH=b e AE=BF=CG=DH= c. Calcula-se a diagonal das faces
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da seguinte forma, seja o triangulo retangulo ABF pelas arestas de umas das fa-
ces,sejam os catetos a e b e hipotenusa dj,, aplicando o teorema de pitagoras temos
dy= Va® + 7.

No trianglulo retangulo ADF formado pelos catetos c e d; e hipotenusa d,,, apli-

cando o teorema de pitagoras temos:

dfg: d? + ¢?
d?):(\/ a? + b?)? + 2
a? + b + 2
Figura 3.6: Diagonal do paralelepipedo
DpQZDbZ + 02

3.5 Relacao entre altura, apétema de base e ap6tema
de piramedes regulares

Seja a piramide regular de base hexagonal, aplicamos o teorema de Pitagoras no triangulo
retangulo formado pelos catetos h que ¢é a altura da piramide e m que é a apétema da

base e a hipotenusa n serd a apotema lateral, temos a seguinte relacao:

n* = h? +m?
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Figura 3.7: piramide de base hexagonal

Proposicao 3.5.1. Na piramide regular de base hexagonal, o quadrado da apotema late-

ral € igual ao quadrados da apotema da base mais o quadrado de sua altura

3.6 Relacao entre altura, raio do circulo circunscrito
a base e aresta lateral em piramides regulares

Na piramide de aresta lateral a e altura h, seja sua base inscrita na circuferéncia de raio
r podemos aplicar o Teorema de Pitdgoras no triangulo formado pelos catetos h e r e a

hipotenusa a (ver Figura 3.8), temos a relacao:

Figura 3.8: Piramide de base triangular

a? = h? +r?
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Proposicao 3.6.1. No triangulo retangulo formado pela aresta lateral de uma piramide
com sua base inscrita em uma circunferéncia de raio v e altura h, o quadrado da aresta

¢ igual ao quadrado do raio somado com o quadrado sua altura.

3.7 Relacao entre Altura, Geratriz e Raio da base
num cone reto

Seja g a geratriz de um cone a hipotenusa de um triangulo retangulo formado pelos cate-
tos h que é a altura do cone e r o raio da base, podemos aplicar o teorema de Pitagoras

e temos a relagao a seguir:

Figura 3.9: cone

92:h2+7’2

Proposicao 3.7.1. O quadrado da geratriz de um cone reto € igual ao quadrado de sua

altura somado com o quadrado do raio .
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Exemplo 1 "R possivel cortar um cubo de queijo em duas partes iguais de modo que o
corte seja um hexagono regular? justifique.” O problema exige que o hexagano seja
regular, isto é os lados devem ser congluentes entre si.

Considerando-se os pontos médios das arestas AB, BF, GH, HD, DA como vértices
de hexagono, fica resolvido o problema.

justificativa.

No triangulo retangulo MBN, a medida da hipotenusa MN pode ser obitida usando-

se o teorema de pitagoras.

E/

7

Figura 3.10: cubo

MN?=M B? + BN?

Analogamente, para os demais lados do hexagono.
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Exemplo 2 "E dado um circulo de centro O e raio R=6 cm. Inscrevem-se trés circulos
conforme a figura abaixo. Calcular a drea da parte hachurada.”( A e B estao no

diametro de centro O)

Figura 3.11: circuferencia

Solugao: Tragando os raios dos trés circulos menores.

Figura 3.12: circuferencia

Teremos o triangulo isoceles ABC' a seguir:

Designando-se o raio do circulo de centro ¢ por r, tem-se:BD=CT + T'B, pois os
R

circulos sao tangentes, porém; CT= r, TB= OB= 5 e OC= R —r. Entao BC=

r+3e0C=6-r

Aplicando-se o Teorema de Pitadgoras no triangulo retangulo OBC, tem-se:
BC*=0B? + 0C?
(r+3)?=32+ (6 —r)?
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Figura 3.13: AABC

r? + 6r 4+ 9=9 + 12r + 2
18r=36 portanto r=2

A area da parte hachurada é igual a area do semicirculo de raio 6¢m, subtraida da

area do circulo de raio 3cm, (pois sao dois semicirculos), menos a area do circulo de

raio r=2.
2
A="T g2 o2
2
36
A= 27 Or — 4n
2
A=bmwem?.
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Capitulo 4

Outras aplicacoes do Teorema de

Pitagoras

4.1 'Triangulos Esféricos

Em [6], Os pontos A, B e C sobre a superficie de raio R (S?(R)), quando nao pertencem
a um mesmo equador, definem um triangulo AABC' esférico. Assim como na geometria
euclidiana, na geometria esférica existem relagoes entre as medidas dos lados com as me-

didas dos angulos de um triangulo.

Teorema 4.1.1. Teorema de Pitdgoras Esférico - Seja AABC um triangulo geodésico so-
bre a esfera S*(R) tal que no vértice A o angulo seja retangulo. Suponha que a hipotenusa

mede a, o lado oposto a B mede b e ¢ seja a medida do lado oposto a C. Entaio,
(3)=eos()eos(3)
cos| = |= cos| = ).cos| =
R R R
Prova. Consideramos o lado AB sobre o equador ¢:g. Em particular, podemos as-
sumir que:

A=(1,0,0), B= (COS(%), Sen(%), 0)e C:(sen(g — }%),0,005(% — }%)

) < OB, OC >= | OB|| OC | cos(0B,0C) = cos (£
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SIS b b b
i) < OB, OC >= cos(}%).sen(g - E) + sen(}%.O + O.Cos(g — E):cos(}%.cos}—%)

Logo temos: cos(a)= cos(c).cos(b)
Portanto,

< OB, OC >= cos(%): cos(%).cos(

=l

Figura 4.1: figura esferica

Conforme dito anteriormente, a nossa experiéncia cotidiana mostra que a expressao
a’= b? + ¢* é adequada para resolvermos problemas de medicao quando, por exemplo,
queremos medir as dimensoes de uma construcao, ou de terrenos e até as distancias den-
tro de uma cidade. Sendo assim, o Teorema de Pitdgoras deve ser obtido a partir da
expressao: cos(%):cos(ﬁ).cos(ﬁ), quando os lados a, b e ¢ do triangulo sdo muito pe-

R R
quenos em relagao ao raio R. Por exemplo, para um segmento AB medindo 10 metros

L. 10 ) )
sobre a superficie da Terra temos que TR Vejamos o que ocorre ao assumirmos na
i da anteri t @ 0. Yo S
expressao provada anteriormente que — , =~ U, — ~U.
p p q R R R

b
g—>O,——>0e£—>0

Quando R — oo, 7 7 7

Usando aproximacao de Taylor

2
cos(r) = 1— % (quando R — oo ou & — 0)
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2 2 2
2 2 2 2 2
@ @ ® G
2 2 2 4
a? b? c? b2
5,6, )6

R? 4
2
L/, 2) e
2R (“ )R R
1b2 2
(IZ — b2 — C2 ~ Z_J:R_c4<_2R2>
1b%c?
2 2 2

Aplicando limite na equagao 4.1 Quando R — oo.

Implica que:

a2 =0 —c*=~0

a? ~ b% + 2

Portanto: a?= b + ¢* (teorema 2.1.1)

Sendo que o Teorema de Pitdgoras deve ser aplicado quando os lados do triangulo sao

muito pequenos em relagao ao raio R, embora ele s6 vale nas situagoes limites descritas

acima ou quando a, b e ¢ sao fixos e R — o0.
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4.2 Ternos Pitagodricos

Em [9], Denominamos um terno pitagérico ao trio formado por trés niimeros naturais a,
b e ¢ tais que a® +b? = ¢®. Se (a,b,c) é termo pitagérico, entdo (Ka,Kb,Kc) também ¢ um
termos pitagorico, para qualquer ntimero natural de k. Um termo pitagoérico primitivo é

um termo pitagérico em que os trés nimeros sao primos entre si.
Uma formula que era ternos pitagoricos
Sendo m e n inteiros positivos com m>n considere:

Proposicao 4.2.1. Seja a soma dos quadrados dos catetos ¢ e b igual a hipotenusa a ao
quadrado , com (a,b,c)=1 entao b,c nao tém a mesma paridade. Admitindo que b seja

impar e que ¢ seja par, conclui-se que a € impar.

Portanto:

F=a>-b"=(a+b)a—c) (4.2)

Mas é verdade que (a+b,a-b)=2, pois a soma e a diferenca de dois nimeros impares

sao numeros pares. Donde:

a+b=2m? (4.3)

a—b=2n (4.4)

Somando as equagoes (4.3) e (4.4) temos (4.5), subtraindo as mesmas equagoes temos

(4.6).

Aplicando o teorema de pitdgoras em (4.5) e (4.6), temos (4.7)
c=2mn (4.7)

No livro (Os Elementos), Euclides apresentou os ternos pitagoricos da seguinte forma:
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a=m? 4+ n?, b=m? — n?, c=2mn

Veja a tabela a seguir, os ternos pitagéricos, menores que 1000.

20 [17 ] 111 | 680 [ 689 |20 |19 (39 [ 760 | 761 )21 [2 | 437 |84 [445Q1 425 | 164 [ 457
21 7 [ 336 | 505021 [10] 341|420 [ 541 |21 |16 [ 185 [ 672 | 697 | 21 41 | 840 | BN
22 483 |44 | 485 |32 (3 | 475 [ 132 | 483 |22 |5 | 450 (230 | 509 | 22 435 | 308 | 533
22 403 [ 306 | 565 | 22 [ 13 | 315 | 572 | 633 | 22

2

2

N
ERERE R

5

3

m | a it b [ m |n |a b « ® |n a b [ w |n |a b «
2 (1 3 4 5 3 [-2 |5 12 13 |4 1 15 | 8 17 14 |3 |7 24 |25
5 [2 121 |20 |29 ][5 [4 |89 40 |41 6 |1 3B |12 |31 |6 |5 1 60 | 61
7 |2 |45 |28 |[h3 )7 [4 |3 |5 |65 |7 |6 113 [84 |8 |8 |1 |63 |16 |65
B [3 |55 |48 |73 |8 |5 |3 |BD |89 |8 |7 15 {2 | 113)9 |2 [77 |36 [85
9 |4 |66 |72 |97 ]9 |8 17 144 | 145 |10 | 1 99 | 20 AR R ENEL 60 109
107 | 51 140 | 149110 |9 | 19 180 [ 181 J11 | 2 117 | 44 125111 ] 4 105 | 88 137
1116 |85 132 1657 111 |8 |57 176 | 185 111 (1021 220 [ 22101211 143 | 24 145
125 119|120 | 160 |12 |7 |95 168 [ 193 |12 |11 |23 | 264 (26513 ]2 [ 165 | b2 173
12 |4 153|104 | 1B5 |13 |6 |133 | 156 (205113 |8 105|208 | 233 | 13| 10| 69 | 260 | 269
1312125 [312 | 313|141 195 | 28 1oy 1143 1B |84 |[205)014]5 | 171 | 140 221
14 |9 115 (252 | 277 |14 |11 |75 | 308 | M7 |14 |13 [27 |64 (365152 (221 |60 | 229
15 |4 | 200120 (241 J15( 8 161 [ 240 [ 289 115 [ 14 | 20 | 420 | 421 J 16 |1 [ 255 | 32 [ 257
163 | 247 |06 | 265 116 |5 | 231 | 160 (281 |16 |7 [ 207 [ 224 | 305116 [ 9 [ 175 | 288 | 337
16|11 ] 135|352 | 377 |16 [13 |87 | 416 [425 |16 | 15| 31 | 480 (481117 |2 | 285 |68 | 203
IT|4 [ 273[136 |35 |17 [6 [253 | 204 (325 17|86 | 225|272 (353 )17 | 10| 189 | 340 | 389
17 12 | 145 | 408 | 433 J 17 |14 |93 | 476 [ 485 |17 |16 | 33 | 544 [B45 18] 1 [ 323 [ 36 | 325
185 | 200 100 | 349 | 18 [T | 215 | 252 | 373 |18 | 11 | 203 | 306 | 445 [ 168 | 13 | 155 | 468 | 493
1B [17 135 [B12 | G13 |19 (2 | 357 [ 76 | 365 |19 04 | 345 [ 152 (3T 196 [ 325 | 228 [ 367
19 (8 | 2097 | 304 | 425 119 [ 10| 261 | 380 [ 461 )19 |12 | 297 [ 456 (505 ) 19| 14 | 165 | 532 | 557
19 |16 | 105 | 608 | B17 | 19| 18 | 37 | 6GB4 (685 |20 |1 390 )40 | 400 ) 20| 3 | 391|120 | 400
20(7 351|280 | 440 120 |9 | 310 | 360 [4681 |20 [ 11| 270 [ 440 | 521 | 20 [ 13 [ 231 | 520 | 560

1

8

1

g

1

[

1

1

1

]

1

(191236836 (g5 22|21 [43 |94 925|232 |55]|92 [50]123 513 | 184 | 845
23 403 | 276 [ 565 |23 |8 [ 465 | 368 | 503 123 |10 ) 420 | 460 [ 629 ] 23 385 | 552 | 673
23 (14333 | 644 (725123 |16 [ 273 | 736 | 785 123 |18 ) 205 | 828 (853 | 23 129 | 920 | 929
24 S5 |48 | 5¥7 )24 |5 | 551 | 240 | 601 | 24 |V | 527 | 336 [ 625 | 24 | 11 | 455 | 528 | 6O7
24 113 [ 407 [ G624 [ 745124 |17 | 287 [ 816 [ 865 |24 [19 | 215 | 912 | 937 | 25| 2 | 621 | 100 | 629
25 609 | 200 [ 6411256 | 580|300 (661 |2508 | 561 (400 (680 ) 25 12 | 481 | 600 | 769
25 |14 420|700 | 821 |35 | 16 [ 360 [ 800 | 881 [25 [ 18 | 301 [ 900 [S40 | 26 |1 | 675 | 52 [ 677
26 (3 | 667|156 [6B5 |26 |5 |[651 | 260 | 701 )26 |7 | 627 | 364 (T25) 26 |9 | 505 | 468 | 757
26 |11 [ 555 | 572 | 7O7 126 (15| 451 | 780 (901 |26 | 17 | 387 | 884 | 965 | 27 |2 | 725 | 108 [ 733
27 |4 [TM3| 216 | 745 1 27 (B | 665 | 432 | 793 | 27 | 10 | 620 | 540 | 820 | 27 | 14 | 533 | 756 | 925
Z7 (16 ) 473 | 864 (985 |28 |1 [ 783 |56 | 7AS )28 |3 | VV5 | 168 (79312815 | 759 | 280 | 809
26 (9 | 703|504 8652811663 616905 128 [13]| 615|728 (95312012 [837 | 116 | 845
2004 [825(232 |B57 |20 |6 |B05| 348 | 877 1208 | 7/7 | 464 [905 | 29|10 | 741 | 580 | o
20 |12 | 697 [GOG [0B5 )30 |1 |80 (60 (901 J30(7 |851 (420 |40 )031]2 | 957 | 124 | 965
314 | 945248 | 77 131 [ 6 | 925 | 372 | 997

Figura 4.2: tabela dos numeros primitivos

Outra forma de encontrar os ternos pitagoéricos
Teorema de Enumeragao
Em [8], Seja h um inteiro positivo (denominado excesso de altura), escrito como pg?, com
p quadrado perfeito e q positivo. Associamos o numero d igual 2pg se p é impar e pq se p
for par. Definimos a funcao p que aplica o par (h, k) no terno (a, b, ¢) de inteiros positivos.

pela formula.
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(d.k)?
2h

Jh+dk,d.k+ M)) = (a,b,c) (4.8)

P(k,h) = (h+d.k+ o

Vamos mostrar que os ternos (a,b,c) sdo ternos Pitagdricos, os quais serdao chamados

de ternos pitagéricos primitivos quando MDC (k,h)=1.

Note na figura que h é a altura e d.k é o incremento de p(k,h)

Figura 4.3: Altura e excesso de um triangulo de Pitdgoras

Proposicao 4.2.2. Os ternos (a,b,c) em 4.8 sao lados de um triangulo retingulo. Isto

é, a’=b> + 2.

d.k)? d.k)?
Prova: De P(k,h)= (h+d.k+ (d.) Jh+dkdk+ %):(a,b, ¢) temos que a=h +
(dk)? B (d.k)?

d.k+ TR b=h + d.k, c=d.k + 5

Segue que:

2 3 4
B4 = (h e dk)?+ (dk+ e g2y opak o @k ake GRS (20
2h h 4h?
E de outro lado:
- (dk)? ., ., ) ,  (dk)?  (dE)*

a*= (h+d.k:+—2h )= h* +2hd.k + (d.k)* + d.k* + T+

portanto: b? + c¢?= a?.
. - . : h
Proposigao 4.2.3. Considerando o cateto b menor que o cateto ¢, verifica-se que k>g\/§
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Prova. Seja o triangulo retangulo de hipotenusa a, cateto menor b e cateto maior c,

d.k)?
com a>c>b. Como b<c, onde b=h + d.k e c= d.k + ( 2h) , temos que:
(d.k)?
h+d.k<d.k+ o

2h*<(dk)? aplicando raiz em ambos os lados.
h
V2h<d.k ou k>3\/§
Esta proposicao permite determinar uma cota inferior para o valor k. Na realidade,
escolhemos os valores para k de modo que (a,b,c) sejam inteiros. Isto é, como h é inteiro

positivo, entao eventualmente k pode assumir valores nao inteiros para forcar o terno ser

inteiro. O algoritmo pode-se resumir da seguinte maneira:
a) Fixar a priori o valor inteiro h

b) Decompor h na forma h = pg*, onde p é quadrado perfeito e ¢ inteiro positivo. Por

exemplo se h=1, temos p=1 e g=1. Se h=2, entdao p=1 e ¢ = /2.
c) Se p é impar, definimos d=2pq, se p é par definimos d=pq

h
d) Escolhemos todos os valores de k tais que k>g\/§, de modo que assegure que (a,b,c)

sejam inteiros.

d.k)? d.k)?
(d-k) ; b=h+d.k, c=d.k + u para cada valor de k.

e) Calculamos a=h + d.k + 5% o7

Exemplo 4.2.1. Para h=1, temos p=1 e q=1. Como p ¢é impar, entao d=2pq = 2.1.1=2
h
e k deve verificar /{:>\/§E > 1. No caso k=1,2,3,....

Segue para k=1:
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b = h+dk=1+21=3

(d.k)? (2.1)?
= =21 =24+4/2=4
¢ 2h o0 +4/
(d.k)? (2.1)?
-~ IR RN (R I
a h+d.k+ o +2.1+ 51 + 5
Portanto (a,b,c)= (5,4,3).
h d K a b c
1 2 1 5 4 3
1 2 2 13 5 12
1 2 3 25 5 24
1| 2 | 4 a1 [ an

Figura 4.4: Tabela para h=1

Exemplo 4.2.2. Para h=2.
h=pg* implica 2= pg?, p=1 e g=v/2, logo 2= 12.(/2)?, entdo por defunicio d= 2pg=

2
2(1).v/2=2v2 ¢ k>g\/_ 2£ 1, portanto k>1, segue para k=+/2:

b = h+dk=2+2vV2/2=6

c = dk+(di) _2f\f+(2\€2‘f) —44+4=38

a = h+dl~c+(d2]2) _2+2\ff+<2\/;2f> =8+2=10

Portanto:(a,b,c)= (10,8,6).

h d K a b [
2 [24z| J2i2 5 4 3
2 [ 22| N2 10 6 B
AR AR 8 15
2 | 242 242 26 10 24

Figura 4.5: Tabela para h=2
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Capitulo 5

Demostracao do teorema no

GeoGebra

Em [9], O Geogebra é um software dinamico de matemadtica que junta geometria, algebra
e calculo. Foi desenvolvido por Markus Hohenwarter e uma equipe internacional de pro-
gramadores para o ensino de matematica nas escolas. Neste capitulo vamos construir no
Geogebra uma outra prova do Teorema de Pitagoras.

Os seguintes passos sao seguidos na construgao:

1. Consideremos o triangulo retangulo de hipotenusa com comprimento ¢, cateto menor

de comprimento a e cateto maior de cumprimento b (ver Figura 5.2).

2. Construir no Geogebra um quadrado de lado a e um outro quadrado de lado b (ver

Figura 5.1).

Figura 5.1: Quadrados de lados iguais aos catetos

42



3. Construir 4 triangulos retangulos similar ao original. Sendo que o cateto a coincide
com o lado do quadrado de aresta a, e o cateto b com o quadrado de aresta b (ver

Figura 5.2).

Figura 5.2: Quatro triangulos retangulos congruentes ao original

4. Considerando a Figura 5.1, pegamos um dos triangulos e encaixamos na aresta

superior do quadrado de lado a conforme a Figura 5.3.

Figura 5.3: Encaixe do primeiro triangulo
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5. Pegamos o triangulo de cateto da base igual a b e encaixamos na aresta superior do

quadrado de aresta b, como mostra a Figura 5.4.

Figura 5.4: Encaixe do segundo triangulo

6. Agora encaixamos os dois triangulos restantes como mostra a Figura 5.5.

Figura 5.5: Encaixe dos tltimos triangulos

7. Logo temos, que o quadrado azul de lado ¢ formado é exatamente 4 vezes a area do
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triangulo original mais o quadrado central de lado b — a. Isto implica a dizer que

b
¢ = 4. <a7) + (b—a)?
A = 2-a-b+b®—2-a-b+b?

& = a®+ b
provando assim o Teorema de Pitagoras.

A decomposicao de Perigal e a prova por areas é implementado facilmente no Geogebra.
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Consideracoes Finais

Neste Trabalho de Conclusao de Curso temos abordado demonstragoes do Teorema
de Pitagoras e algumas de suas aplicagoes. Este Teorema é considerado uma obra prima
da antiguidade e de vital importancia na geometria. Entretanto, observa-se que a pratici-
dade do Teorema nao é abordado no ensino fundamental, a prova por semelhanca ¢ a mais
comum nos textos escolares, onde se prima pelo uso de proporgoes e construcoes auxilia-
res. Quando o aluno escuta que, o quadrado da hipotenusa e igual a soma dos quadrados
dos catetos, o teorema adquire um contexto abstrato e de nenhuma visibilidade pratica.
Acreditamos que o enunciado do Teorema de Pitagoras por areas: A area do quadrado
construido sobre a hipotenusa € igual a soma das dreas construidas sobre os catetos , mo-
tiva mais ao aluno. A prova abordada neste trabalho é simples e quando complementado
com a decomposicao de Perigal apresentado no Geogebra, esclarece ao aluno a utilidade
e a beleza do Teorema. Além mais, a generalizacao do Teorema de Pitagoras para figuras
semelhantes construidas sobre os lados do triangulo retangulo, apresentadas neste traba-
lho, mostra ao aluno como algumas teorias admitem um certo grau de generalizacao.
Durante a realizagao do nosso estagio no Ensino médio e fundamental, observamos que em
algumas aulas de geometria onde se usava o de Teorema de Pitagoras, os professores em
momento algum apresentaram alguma demonstracao do Teorema. Entao questionamos
aos professores sobre o motivo pela qual eles nao demonstravam o teorema, a reposta de
alguns foi que o aluno nao precisava conhecer a demonstracao, s6 precisava aprender as
relacoes do teorema de Pitagoras a?=b? + 2.

Desenvolvemos neste trabalho algumas das intimeras aplicagoes do Teorema de
Pitagoras, focalizando aplicacoes no cdlculo de distancias, areas e volumes. O antigo
problema de encontrar trés nimeros inteiros que verifiquem o Teorema de Pitagoras, ou
terno Pitdgorico, é desenvolvido com base na geracao de trés parametros que dependem

da diferenca dos lados do triangulo. Este método é simples e diferente aos métodos apre-
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sentados nos textos da SBM, determina-se a altura, o qual é o excesso da hipotenusa em
relacao ao cateto maior. Com base na altura se determinam os outros dois parametros
que completam o método.

O ambiente natural do Teorema de Pitagoras é o plano, entretanto baixo certas
condicgoes ele foi formulado no espaco tri-dimensional. Na esfera temos os triangulos
esféricos, os quais sao definidos por trés pontos que nao se encontram sobre o mesmo
circulo maximal. Os lados do triangulo esférico sao arcos maximais que unem cada dois
vértices. Neste contexto, foi formulado e demonstrado na esfera o equivalente ao Teo-
rema de Pitdgoras. Na esfera, o teorema se expressa como cosseno dos lados ou arcos do
triangulo. Demonstramos ainda que quando a esfera se expande e o raio cresce para infi-
nito, o Teorema de Pitdgoras formulado na esfera se transforma no Teorema de Pitagoras
formulado no plano. Pode-se pensar que quando o raio cresce para infinito, um observador
na esfera vé no seu entorno um plano e nao uma esfera.

A prova do Teorema de Pitagoras realizada no Geogebra é de primordial im-
portancia no ensino da geometria nas escolas. Com o investimento da ultima década,
as escolas publicas foram dotadas de computadores, e nos proximos anos o objetivo é
que cada aluno e professor tenha seu préprio computador. De outro lado, cada dia sao
disponibilizados diferentes tipos de softwares livres em diversos sistemas operacionais, em
particular o linux e o windows se beneficiam destas contribuicoes. O desafio presente e
futuro é o que fazer com o ambiente computacional, presentes nas escolas, para conseguir
uma melhoria na educacao. O Geogebra é uma das respostas para o ensino da geometria,
complementa bem as construgoes geométricas feitas manualmente e permite que as com-
ponentes das proposicoes e teoremas possam ser construidos, visualizados e modificados

pelo préprio aluno.
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