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Modelo Matemático da Transmissão
de Dengue

Trabalho de Conclusão de Curso apresentado à Comissão Examinadora do Cole-
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A riqueza da Matemática reside em conjugar,
numa única forma, beleza e utilidade, força
e sutileza, intuição e rigor.

(Santiago Medrano)



Resumo

Neste trabalho é apresentado um modelo matemático que descreve a transmissão
de dengue entre humanos e mosquitos, considerando as formas clássica e hemorrágica da
doença. A forma clássica não é letal; já a forma hemorrágica pode levar o paciente à
morte. São usados parâmetros da literatura, e os cenários obtidos através das simulações
numéricas do modelo ilustram um ciclo da doença, mostrando sua evolução ao longo desse
peŕıodo.

Palavras-chave. dengue, modelo matemático.
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Abstract

This paper presents a mathematical model that describe transmission of dengue
between humans and mosquitoes, considering classical and hemorragic disease forms. The
classical form is not letal; but the hemorragic one is. Parameters found in the literature
are used, and the sceneries obtained by numerical simulations are related to one disease
cycle, showing its evolution over this period.

Keywords: Dengue, Mathematical Model.
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A Código usado nas simulações numéricas xlvii
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Considerações Iniciais

O mecanismo de transmissão de uma doença é conhecido para a maioria das

doenças infecciosas; no entanto, as interações ocorridas na transmissão, em uma deter-

minada população, são muitos complexas, fazendo-se necessário a estrutura formal de

um modelo matemático, a fim de descrever a estrutura de um v́ırus. Estes modelos

matemáticos permitem simulações que oportunizam experimentar a progressão de uma

epidemia.

A modelagem matemática de epidemias é de grande importância para os estudos

epidemiológicos por possibilitar um melhor entendimento do desenvolvimento da epidemia

e a busca por medidas eficientes em sua prevenção ou erradicação. Um dos modelos

bastante utilizado, para estudo, é o modelo compartimental, onde a população é dividida

em compartimentos ou classes.

Em muitas ciências, é posśıvel realizar experimentos a fim de obter informações

e testar hipóteses. Experimentações durante o curso de uma epidemia são eticamente

inaceitáveis e é improvável que produzam resultados convincentes. Além disso, a falta de

dados seguros torna dif́ıcil a estimativa dos valores dos parâmetros envolvidos. Do fato que

tais resultados não estão dispońıveis, os modelos epidemiológicos e simulações realizadas

com a ajuda de computador proporcionam a oportunidade de experimentar a progressão

do curso de uma epidemia em uma população hipotética. Na prática, por exemplo, é

frequentemente dif́ıcil definir o ińıcio e o fim de uma epidemia porque a maioria dos casos

não são detectados ou informados. Tal problemas são resolvidos pelas simulações [16].

Uma modelagem eficiente permite, tomar decisões, fazer previsões, explicar e

entender. Para que isso aconteça, é necessário obter modelos coerentes e úteis, de uma

maneira geral, pode-se classificar como atividade do matemático aplicado a construção e

análise desses modelos matemáticos, que são relacionados com a realidade e vistos como
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pertencentes à Matemática Aplicada [19].

Com o nascimento da bacteriologia, com Louis Pasteur (1822-95) e Robert Koch

(1843-1910), e da descoberta dos v́ırus neste século, foi posśıvel identificar as causas das

doenças infecciosas e, conseqüentemente, aplicar à epidemiologia modelos matemáticos

mais gerais e mais próximos da realidade. Em 1906, W. H. Hamer postulou que o desen-

volvimento de uma epidemia depende da taxa de contato entre indiv́ıduos suscet́ıveis e

infecciosos. Este postulado, hoje conhecido como o prinćıpio de ação das massas, tornou-

se o mais importante conceito da epidemiologia matemática. Este conceito é traduzido

pela idéia de que a disseminação da epidemia em uma população é proporcional ao pro-

duto da densidade de indiv́ıduos suscet́ıveis pela densidade de indiv́ıduos infecciosos. O

prinćıpio de Hamer foi originalmente formulado através de um modelo de tempo discreto,

mas, em 1908, Sir Ronald Ross (que descobriu que a malária é transmitida por mosquitos)

o generalizou para tempo cont́ınuo, em seus trabalhos sobre a dinâmica da malária. Em

1927, W. O. Kermack e A. G. McKendrick estenderam a teoria com o prinćıpio do limiar,

estabelecendo que a introdução de indiv́ıduos infecciosos em uma comunidade não pode

levar a um surto epidêmico a menos que a densidade de indiv́ıduos suscet́ıveis esteja acima

de um certo valor cŕıtico. Este prinćıpio, em conjunto com o prinćıpio de ação das massas,

constitui a base da epidemiologia matemática moderna. A partir destes estudos, e com

o grande avanço obtido pelo conhecimento biológico durante as décadas subseqüentes, a

epidemiologia matemática desenvolveu-se e cresceu rapidamente, generalizando os mode-

los determińısticos iniciais e propondo novos modelos estocásticos que, com a tecnologia

de computação, ganham cada vez mais generalidade e verossimilhança.

Com o avanço dos modelos epidemiológicos, novas idéias, prognósticos vem aju-

dando na otimização de programas no combate a doenças. Segundo King e Solskone

(1998), em uma revisão sobre o uso de modelos em epidemiologia, entendem que o uso

deste instrumento de análise teria um impacto positivo no controle de doenças trans-

misśıveis [14]. A tarefa de construir um modelo matemático para análise da transmissão

de uma doença através de uma comunidade resulta de muitas questões interessantes, al-

gumas das quais de natureza biológica e outras de natureza puramente Matemática. O

crescimento da patologia no último século tornou posśıvel tal construção, de forma que os

modelos podem ser utilizados para produzir resultados qualitativos interessantes. Dessa

idéia surgiu, então, o que se chama de Epidemiologia Matemática [13].

No Brasil, e principalmente na região amazônica, são registrados todos os anos

altos ı́ndices da dengue sobre a população humana. Tendo em vista a alta incidência da

doença, tanto na população ribeirinha como em população que vive em áreas urbanas,

torna-se fundamental um estudo sobre a interação humano-vetor na presença do v́ırus da

dengue. À medida que os estudos avançam no sentido de melhor descrever a dinâmica

da transmissão da dengue, melhores são os subśıdios que podem ser oferecidos aos órgãos

13
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relacionados à saúde pública para reduzir os ı́ndices da doença.

O modelo proposto descreve o mecanismo da transmissão da dengue em uma

população suscet́ıvel ou parcialmente suscet́ıvel, destacando os principais cenários que

surgem durante a epidemia, tornando o processo de transmissão mais compreenśıvel e

destacando a importância de cada um dos parâmetros envolvidos.

1.2 A Dengue

A dengue é uma doença febril aguda causada pela picada de um mosquito do

gêrero Aedes sendo a espécie Aedes (stegomyila) aegypti1 a principal transmissora. O

arbov́ırus2 pertence a famı́lia Flaviviridae, gênero Flaviv́ırus e são conhecidos quatro

sorotipos: Den1, Den2, Den3 e Den4.

Os hospedeiros naturais para os v́ırus da dengue são os homens (únicos capazes de

desenvolverem manifestações cĺınicas), os mosquitos do gênero Aedes e pequenos primatas

(que desenvolvem apenas viremia) [16].

Uma vez infectada pelo v́ırus da dengue uma pessoa pode contrair desde a forma

clássica (assintomática ou sintomática) à forma hemorrágica da doença. A dengue

clássica (DC) é a forma mais leve da doença, com sintomas semelhantes aos da gripe

que podem ser febre alta, dor de cabeça, cansaço, fraqueza muscular, náuseas, perda de

apetite, dores na região atrás dos olhos. Sua duração é de cinco a sete dias [4].

A dengue hemorrágica (DH) é mais letal ocorre principalmente em crianças

menores de dezesseis anos e devido à gravidade dos sintomas pode levar o individuo a

morte. Os sintomas iniciais assemelham-se aos da dengue clássica, com surgimento de dor

abdominal, sangramento pelo nariz, boca e gengiva, vômito com ou sem sangue, pulso

rápido e fraco, sonolência, podendo aparecer o choque circulatório depois das primeiras

quarenta e oito horas. A recuperação é rápida com terapia apropriada [9] [21] [22].

A suscetibilidade em relação à febre hemorrágica da dengue não está totalmente

esclarecida. Três teorias mais conhecidas tentam explicar sua ocorrência [21]:

1. Relaciona o aparecimento de FHD à virulência da cepa infectante, de modo que

as formas mais graves sejam resultantes de cepas extremamente virulentas;

2. A FHD se relaciona com infecções seqüenciais por diferentes sorotipos do v́ırus da

dengue, num peŕıodo de 3 meses a 5 anos. Nessa teoria, a resposta imunológica

na 2o infecção é exacerbada, em que resulta em forma mais grave da doença;

1Nome binominal. aedes do grego “odioso” e aegypti do latim “do egipto”.
2v́ırus transmitido pelo inseto.
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3. Uma hipótese integral de multicausalidade tem sido proposta por autores cuba-

nos, segundo a qual se aliam vários fatores de risco (sexo feminino, raça branca,

bom estado nutricional, presenças de doenças crônicas).

Embora não se saiba qual o sorotipo mais patogênese, tem-se observado que as

manifestações hemorrágicas mais graves estão associadas ao sorotipo Den2. A suscetibi-

lidade individual parece influenciar a ocorrência da FHD. Além disso, a intensidade da

transmissão do v́ırus da dengue e a circulação simultânea de vários sorotipos, também

têm sido consideradas fatores de risco [15].

1.3 Ciclos de Transmissão do Vı́rus da Dengue

O ciclo de transmissão do v́ırus da dengue começa quando o mosquito pica uma

pessoa infectada e compreende dois peŕıodos: o intŕınseco, que ocorre no organismo

humano durante a viremia, que vai de um dia antes do aparecimento da febre até o sexto

dia da doença, e o extŕınseco, no mosquito, em que o v́ırus se multiplica, por peŕıodo de

oito a doze dias e, a seguir, migra para as glândulas salivares. A partir de então, o vetor

torna-se competente para transmitir a doença, até o final da vida.

Além disso, a dengue parece interferir na alimentação dos mosquitos infectados,

já que a duração da picada, isto é, o tempo que a fêmea leva para realizar sua refeição ao

picar um ou mais individuos suscet́ıvel, é significativamente aumentado. Isto se justifica

pela interferência da infecção nos órgãos que estão associados à atividade alimentar [16].

Enquanto ao modo de transmissão, o v́ırus não é transmitido através da água

ou alimento e uma pessoa contaminada não poderá transmitir o v́ırus diretamente para

outra pessoa, a doença só é transmitida quando uma pessoa infectada é picada por um

mosquito suscet́ıvel que, ao picar outra pessoa repassa o v́ırus. Após a infecção o indiv́ıduo

desenvolve imunidade permanente para aquele sorotipo espećıfico pelo resto da vida [6]

[16]. Quanto ao tratamento, não existe uma vacina para o combate à doença. O paciente

deve ficar em repouso e usar somente analgésicos e antitérmicos3. Evitando, contudo, os

salicilatos como o AAS e a Aspirina, pois causam sangramento e acidose.

1.4 Vetores

Os principais vetores da dengue são: o Aedes aegypti , também transmissor da

febre amarela, e o Aedes albopictus4, insetos da famı́lia Culicidae, gênero Aedes, sendo

encontrados no Sudeste Asiático, na África e nas Américas.

3dipirona, por exemplo.
4Vetor da Dengue como de vários tipos de encefalite equina.
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1.4.1 O Vetor Aedes Aegypti

O Aedes aegypti é de origem africana veio ao Brasil em navios negreiros no peŕıodo

colonial. É uma espécie encontrada em regiões tropicais e subtropicais, preferencialmente

na estação quente, já que não sobrevivem ao inverno [12]. Trata-se de um mosquito

urbano, essencialmente doméstico, que pode ser transportado em vasos domésticos, onde

se encontram ovos e larvas deste vetor.

Seu desenvolvimento pode ser dividido em quatro fases distintas, que são:

ovo −→ larva −→ pupa −→ adulto

sendo as três primeiras aquáticas e a última fora d’agua (ver Imagem 1.1).

Imagem 1.1: Fases de desenvolvimento do Aedes Aegypti [37]

O verão é a época do ano em que se registra o maior número de casos de dengue,

pois o calor e a água acumulada pelas chuvas favorecem a proliferação do mosquito.

Enquanto que no verão o ovo pode chegar a fase adulta em 10 dias, no inverno ele pode

levar mais de 30 dias; além disso, na ausência de água os ovos podem sobreviver em

ambiente seco por até dois anos [4], eclodindo logo que tiverem contato com a água. As

larvas passam a maior parte do tempo comendo material orgânico acumulado nas paredes

e fundos de depósitos, podem sobreviver em galeria de água e esgotos, onde haja pouca

ou nenhuma luz e dificilmente são encontradas em águas polúıdas [4]. As pupas não se

16
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alimentam, por isso que raramente são afetadas por larvicidas, elas flutuam na superf́ıcie

das águas o que facilita a emergência do inseto adulto. Já o adulto representa a fase

reprodutora, é um inseto diurno, pequeno, branco e preto, com listras no dorso e nas patas

(ver Imagem 1.2). O macho se distingue da fêmea por possuir antenas plumosas e papos

mais longos, alimentam-se de néctar e ĺıquidos doces, mas somente a fêmea é hematófaga

[4]. Ela se alimenta de sangue, principalmente humano, para o amadurecimento dos

ovos. O seu peŕıodo de sobrevivência pode chegar até quarenta e cinco dias [6]. Já a

significância da transmissão transovarina do dengue no Aedes aegypti não é conhecida.

(a) Fase Adulta [34] (b) Larva [36]

Imagem 1.2: Aedes Aegypti

Observe a classificação do vetor.

Reino Filo Classe Ordem Famı́lia Gênero Espécie
Animalia Arthopoda Insecta Diptera Culicidae Aedes Aedes Aegypti

Tabela 1.1: Classificação Cient́ıfica completa do vetor Aedes Aegypti

1.4.2 O Vetor Aedes Albopictus

Assim como o seu antecessor5 o Aedes Arbopictus é uma espécie estrangeira

comum em áreas de clima temperado e tropical de regiões orientais como a Austrália, a

Nova Guiné, As Ilhas Mariane, Havaianas, Madagascar, Oeste do Irã, Japão, etc. Sendo

originalmente descrita na Índia.

A sua primeira aparição na américa ocorreu através do sul dos estados unidos e

foi constatada no Brasil por volta de 1986 em Minas Gerais e Rio de Janeiro. Proliferou-se

5Em relação à estrutura do texto.

17
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progressivamente pelos estados vizinhos usando o porto do Espirito Santo e as ferrovias

da Vale do Rio Doce.

(a) Fase Adulta [38] (b) Pupa [39]

Imagem 1.3: Aedes Albopictus

Aqui a população desse mosquito está relacionada com a exportação de minério

de ferro ao Japão pelos portos, pois a versão encontrada em terras brasileiras é diferente6

da norte americana.

Uma das suas caracteŕısticas é a tolerância a baixas temperaturas. Diferente do

Aed. Aegypti que é senśıvel a essas condições. Cria-se tanto em ambientes naturais

quanto artificiais tornando-se competitivo dentro das cidades. Usa os mesmos criadouros

e as fêmeas da outra espécie, reduzindo a população concorrente7.

As fêmeas depositam ovos aos poucos em lugares diversos o que facilita a pro-

liferação. Possui hábitos noturnos e as aves e os seres humanos são as suas v́ıtimas

principais.

Não é considerado um vetor da dengue no páıs, pois a sua distribuição não coincide

com a da doença. Em outras palavras, é um vetor em potencial tendo ocorrido apenas

um caso relatado de larvas contaminadas com dengue tipo 1 [23]. Nos demais apectos

assemelha-se muito ao Aed. Aegypti.

1.5 Controle e Prevenção

A única garantia para que não exista dengue é a ausência do vetor, logo, em

áreas com Aedes aegypti, o seu monitoramento deve ser realizado constantemente, para

se conhecer as áreas infestadas e desencadear medidas de combate ao mosquito [11].

Para resultados de longa duração, um programa de controle deve incluir, além

da melhoria dos serviços de saneamento básico e de informação a respeito dos criadouros

6Possui diferenças biológicas.
7O cruzamento entre as duas espécies Aegypti e Albopictus resulta em ovos inférteis.
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frequentes em cada local, um sistema ativo de vigilância dos casos de dengue que trabalhe

em conjunto com os profissionais de saúde e a participação da comunidade na redução

dos criadouros do mosquito [7].

Com a expansão geográfica do mosquito Aedes aegypti e a crescente incidência

da doença nos últimos anos. Algumas medidas foram adotadas com o intúıto de controlar

a população do vetor, são elas:

• Controle qúımico: são métodos de controle qúımico contra o Aedes aegypti ba-

seados em aplicações de larvicidas e inseticidas (Adulticidas) em áreas infestadas;

• Controle f́ısico: é um conjunto de medidas que pode ser colocado em prática

com finalidade de proteger as pessoas. A melhor maneira de evitar a dengue

é evitar a picada do mosquito Aedes aegypti. Para não ser picado, o indiv́ıduo

deve está consciente dos hábitos alimentares do mosquito e fazer uso dos métodos

de controle f́ısico, tais como: uso de tela em janelas, uso de mostiqueiros, usos

de tampas em caixas d’águas, instalação sanitária adequadas (bom saneamento

básico);

• Controle biológico: consiste no emprego de um organismo (v́ırus, bactérias,

fungos,peixes) que atua sobre as larvas do Aedes aegypti que vivem na água.

Além disso, ultilizam - se mosquitos machos estérios que se acasalam com a

fêmea e está deposita seus ovos que não se desenvolvem [17].

• Controle Cultural: é feito através de campanhas educativas8 que objetivam

a mudança de hábito da população no que diz respeito aos problemas do uso

inadequado do armazenamento de água e lixo.

1.6 A Dengue no Mundo

A dengue é um dos principais problemas de saúde pública no mundo. A Or-

ganização Mundial da Saúde (OMS) estima que entre 50 a 100 milhões de pessoas se

infectem anualmente, em mais de 100 páıses, em todos os continentes, exceto a Europa.

Cerca de 550 mil doentes necessitam de hospitalização e 20 mil morrem em conseqüência

desta enfermidade [30].

É uma doença bastante conhecida no mundo e após a segunda guerra mundial

ocasionou epidemias principalmente na Ásia devido aos danos ambientais causados pela

guerra e pelo aumento do tráfego comercial. Ela é responsável por várias internações e

mortes de crianças nas regiões do Sudeste asiático e Paćıfico Sul.

8Geralmente, feitas através de palestras, divulgações e panfletos.
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Imagem 1.4: Criadouro do mosquito [35]

Na América a primeira epidemia de dengue, e

mais grave, ocorreu em Cuba, em 1981, sendo

o sorotipo DEN2 responsável por está efer-

midade e ocasionando 158 mortes. Na Vene-

zuela, em 1989, ocorreu um surto de dengue

hemorrágico, sendo 117 óbitos, prevalecendo

os sorotipos DEN1, DEN2 e DEN4 este foi

considerado o segundo episódio mais grave

no continente americano. Está vem se es-

palhando por todo continente causando epi-

demias no Brasil, México e Venezuela.

1.7 Casos de Dengue no Brasil

No Brasil, as primeiras referências acerca da Dengue datam de 1846 a 1848 no

Rio de Janeiro e em São Paulo de 1852 a 1853, com leituras imprecisas que impossibilitam

qualquer conclusão a respeito da etiologia da mesma.

Em 1930 foi erradicada do páıs devido a campanhas de controle da Febre Amarela

o que resultou no seu desaparecimento aparente. No entanto, em 1976 foi novamente

notificada em Salvador (BA), ocorrendo em 1981 uma epidemia dos sorotipos DEN1 e

DEN2 em Boa Vista (RR). Atualmente, a doença é registrada em todos as regiões.

Somente no Rio de Janeiro já ocorreram quatro grandes epidemias: em 1986-1987

(DEN 1), 1990-1991 (DEN 2), 2001-2002 (DEN 3) e 2007-2008 (DEN 1 e DEN 3).

Totalizando mais de meio milhão de casos [5].

Quem mais sofre com a doença é o sudeste devido a sua grande massa populacio-

nal. Outro fator que justifica o grande número de casos é a disponibilidade de recursos

para diagnóstico e notificação existente nessa região.

Como já foi dito os vetores da dengue são comuns em regiões de clima temperado

e tropical. Fato que torna dificil o controle do v́ırus em certas épocas9 do ano devido a

intensidade das chuvas.

As regiões mais atingidas pela cepa10 segundo o Sistema de Vigilância em Saúde

(SVS) até a 7o semana de 2010 são o centro-oeste, o sudeste e o norte, respectivamente.

A Imagem 1.5 mostra um comparativo dos dados notificados.

9Épocas em que as condições ambientais são proṕıcias para a o desenvolvimento do vetor.
10Raça de uma espécie, sobretudo de microorganismos.
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Imagem 1.5: Casos de dengue por semana epidemiológica, 2009/2010 [33]

De acordo com o SVS os estados com maior incidência da doença nas primeiras

sete semanas de 2010 foram Rondônia (1.162 casos/100 mil habit.), Mato Grosso do Sul

(1.074 casos/100 mil habit.), Acre (1.064,2 casos/100 mil habit.), Goiás (588,7 casos/100

mil habit.) e Mato Grosso (511,8 casos/100 mim habit.).

As variações no número de casos nas primeiras 7 semanas de 2010 em 11 das 27

unidades federadas (ver Imagem 1.2), se comparadas ao mesmo peŕıodo de 2009 apresen-

taram um aumento total de 77,7% .

No diz respeito a Imagem 1.5, houve uma redução de 85% nos casos11 graves de

dengue e de 55,6% nos casos12 de óbito. A Imagem 1.6 mostra a situação nos estados do

Pará, Amapá e Tocantins.

Imagem 1.6: Casos de dengue - Pará, amapá e Tocantins - 2009/2010 [33]

111.403 casos graves foram notificados.
1224 óbitos notificados.
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Observe o comparativo de casos notificados de dengue por unidade federada.

Tabela 1.2: Comparativo. Semanas epidemiológicas de 1 a 7 de 2009/2010 [33]

Segundo o Instituto Evandro Chagas circula hoje no Brasil os quatro sorotipos

da dengue, sendo o DEN4 reintroduzindo no ano de 2010 no Estado de Roraima.
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Caṕıtulo 2

Epidemiologia Matemática

Este caṕıtulo tem o objetivo de dar ao leitor uma idéia preliminar sobre os prin-

cipais modelos epidemiológicos usados atualmente.

2.1 Contexto Histórico

No século XIV as rotas maŕıtimas entre a Europa e o Oriente Médio eram constan-

temente assoladas por epidemias de maior ou menor porte. As caravelas, além de suas

preciosas cargas, transportavam um estoque razoável de vetores transmissores de doenças,

os quais foram responsáveis por epidemias. Contudo, os médicos da época foram inca-

pazes de impedir a disseminação das doenças, atribuindo-lhes um caráter religioso, como

forma de punição divina. Com o passar do tempo, percebeu-se que doenças com alto

grau de mortalidade e morbidade eram mais eficazmente combatidas através de medidas

profiláticas1 e, com isso, deu-se então o ińıcio dos estudos epidemiológicos.

Apenas compreender o mecanismo de funcionamento das doenças não bastava.

Fez-se necessário também considerar o problema da doença do ponto de vista quantitativo,

a fim de decidir sobre vacinações ou outras medidas imprescind́ıveis para sua contenção.

E está é a grande justificativa para as tentativas de utilizar modelos matemáticos em

epidemiologia [8].

Os primeiros desenvolvimentos em Epidemiologia Matemática parecem ter sido

realizadas por Daniel Bernoulli, membro de uma famı́lia de matemáticos, na última me-

tade do século XVIII. No entanto, somente a partir da segunda metade do século XIX,

com o avanço do conhecimento médico sobre as causas das doenças infecciosas, ocorreu o

desenvolvimento de teorias matemáticas para fenômenos em larga escala, em oposição às

descrições emṕıricas.

No ı́nicio do século XX, Kermack e McKendrick estabeleram a celebrada teoria

1Profilaxia (sc) sf. parte da medicina que tem por objeto as medidas preventivas contra enfermidades.
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do limiar, segundo a qual a introdução de poucos indiv́ıduos infectados, dentro de uma

comunidade de suscet́ıveis não irá proporcionar um aumento no surto de uma epidemia,

a menos que o número de suscet́ıveis esteja acima de um certo valor cŕıtico.

A partir da segunda metade do século XX, a Epidemiologia Matemática pas-

sou por um rápido desenvolvimento. Estudos recentes têm desenvolvido temas como

aplicações de teoria de controle em modelos epidemicos, espalhamento espacial de doenças,

investigação de mecanismo de sazonalidade de epidemias, teoria do limiar em modelos es-

tocáticos e determińıstico mais complexos, além de outros temas [8].

A Epidemiologia Matemática é uma área de caráter interdisciplinar, resultado da

interação entre epidemiologista, matemáticos, biológos, f́ısicos, entre outras ciências. Ela

surge com o intuito de auxiliar no estudo quantitativo de fatos e formalizar o fenômeno

de interação da doença e seu hospedeiro, explicando de forma precisa os acontecimen-

tos observados, ajudando na interpretação de dados e nas estimativas de parâmetros e

indicando posśıveis abordagens para controle de doenças, para o planejamento e gestão

de poĺıticas e ações relativas à saúde, além de avaliar seu impacto; para isso, ultiliza-se

modelos matemáticos, e estes são ferramentas auxiliares nos estudos de transmissão e

controle de doenças infecciosas geradas por microparasitas.

Devido a importância deste assunto vem-se desenvolvendo cada vez mais modelos

matemáticos que possam contribuir para a erradicação de doenças.

2.2 Conceitos Epidemiológicos

O 1o primeiro artigo do caṕıtulo sobre crimes contra a saúde pública dispõe
sobre a pena aplicável a quem causar epidemia, mediante a propagação de
germes patogênicos, sendo o crime qualificado como hediondo se resultar em
morte.

Código Penal

Vez por outra, noticias são veiculadas pelos meios de comunicação sobre epidemias

que assolam diferentes regiões do mundo, atingindo não apenas populações humanas mas

também animais (casos em que são denominados epizootias) e preocupando populares e

autoridades de Saúde Pública. Algumas epidemias tiveram (e tem) reflexos históricos

importantes, afetando a economia e o comportamento social. Como exemplo, podemos

citar a Grande Peste que assolou Lodres, em 1665, quando a mortalidade chegou a 20%

da população londrina e dois em cada três estabelecimentos comerciais fecharam [1].

Segundo Rouquayrol e Almeida citados por [19] epidemiologia é a ciência que

estuda o processo saúde-doença na comunidade, analisando as distribuições, freqüências,

causas e agravos das enfermidades a saúde coletiva, com a finalidade de propor medidas
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espećıficas de prevenção, controle ou erradicação de doenças, fornecendo indicadores que

sirvam de suporte ao planejamento, administração e avaliação das ações da saúde.

Epidemia é a ocorrência de uma doença onde o número de casos desta enfermidade

é excessivo em relação à expectativa normal.

Em pesquisa epidemiológica em infecção por microparasitas, duas informações

são importantes para análise do comportamento e agressividade da epidemia. São elas:

1. A incidência da infecção - fornece o número de casos da doenças durante um

peŕıodo de tempo definido dividido pela população total em estudo;

2. A prevalência da infecção - representa o número de pessoas que têm a doença

num tempo espećıfico dividido pela população total.

Outro conceito de fundamental importância no estudo da dinâmica de transmissão

dos agentes infecciosos é o Número Reprodutivo Básico (R0) é essencialmente o

número de infecções secundárias produzidas por um único indiv́ıduo infectado em uma

população inteiramente suscet́ıvel [18].

2.3 Número Reprodutivo Básico - R0

O número reprodutivo básico R0 é um número conseguido através da média de

indiv́ıduos infectados por um indiv́ıduo infeccioso durante toda a sua fase infecciosa. A

partir do momento em que o mesmo entra em uma população totalmente suscet́ıvel. Um

exemplo pode ser visto na Imagem 2.1.

Imagem 2.1: Espalhamento de uma doença durante o peŕıodo infeccioso [31]

O exemplo mostra a introdução de uma doença em um grupo. As circunferências

representam os indiv́ıduos: as brancas os suscet́ıveis e as pretas os infecciosos. Os números
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(ver Imagem 2.1) dizem respeito à quantidade de suscet́ıveis para os quais um infeccioso

passa a doença. Note que com o tempo 15 indiv́ıduos contraem a doença através de 10

infecciosos. A média conseguida é
15

10
que implica em R0 = 1, 5.

Após a fase de infecção os indiv́ıduos passam por imunização fazendo com que a

taxa atual R descreça devido a interação imunizado-infeccioso. Porém, o número repro-

dutivo básico R0 não sofre alteração.

As condições que tornam posśıvel ou não o surgimento de uma epidemia são:

1. R0 > 1 - a epidemia ocorre devido a um aumento cont́ınuo no número de infec-

tados;

2. R0 = 1 - a doença é considerada endêmica, ou seja, permanece no meio de forma

controlada;

3. R0 < 1 - a doença desaparecerá com o tempo, pois as novas ondas de infecção

resultarão em menos infectados.

2.4 Modelos Compartimentais

Uma das idéias usadas em alguns modelos matemáticos é a divisão da população

em compartimentos que se referem ao estado ou momento em que os indiv́ıduos se encon-

tram no desenvolvimento patológico2. Geralmente esses compartimentos são rotulados

com as letras M, S, E, I e R que definem as diferentes classes epidemiológicas.

A classe M diz respeito aos indiv́ıduos com imunidade passiva. Essa imunidade

é temporária e passada pela mãe durante a gestação através da transmissão de alguns

anticorpos. Após o término o indiv́ıduo passa para a classe S dos suscet́ıveis que engloba

todos aqueles que podem contrair a doença.

O contato3 entre indiv́ıduos suscet́ıveis e infectados dá origem a uma nova classe.

Em outras palavras, o sucet́ıvel migra para a classe E dos expostos. Essa classe inclui todos

aqueles que foram infectados, mas que ainda não podem transmitir a doença. Terminado

esse peŕıodo o exposto passa para a classe dos infectados I na qual torna-se capaz de

infectar outros indiv́ıduos. Estes podem ter ou não sintomas da doença. Quando esse

peŕıodo chega ao fim, ocorre outra mudança de classe. O infectado passa para a classe

dos recuperados R que abriga todos aqueles que se recuperaram e adquiriram imunidade,

mesmo que temporária, à doença.

Pode-se modelar padrões de comportamento baseando-se nas diferentes manei-

ras que um indiv́ıduo flutua entre tais compartimentos. O conceito basea-se no processo

2Patologia s.f. parte da medicina que trata da origem, natureza das doenças.
3Contato em que a doença pode ser transmitida.
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saúde-doença e se faz mediante estudos de frequência e distribuição das doenças na po-

pulação humana com a identificação de seus fatores determinantes.

Tomando N como o número total de indiv́ıduos da população e os números absolu-

tos pertencentes a cada classe. No caso, M= imunes passivos, S= suscet́ıveis, E=latentes,

I= infeciosos, R= recuperados. Podemos montar o seguinte esquema:

M + S + E + I +R = N

Para as proporções de indiv́ıduos em cada categoria temos a representação através

de letras minúsculas. A soma dessas proporções é igual a 1.

m+ s+ e+ i+ r = 1

Onde s = R/N , e = E/N , i = I/N e r = R/N .

2.5 Modelos Elementares

Podemos dividir em dois grupos as doenças causadas por microparasitas.

1. doenças que tornam o infectado imune após a recuperação;

2. doenças que voltam após a recuperação do infectado tornando-o novamente sus-

cet́ıvel.

Os modelos epidemiológicos mais usados dividem-se em três grupos. Levando em

consideração os diversos estágios do processo infeccioso.

1. SIS - modelo Suscet́ıvel-Infectado-Sucest́ıvel, usado em casos onde não ocorre

a imunização após a recuperação;

2. SIR - Modelo Sucest́ıvel-Infectado-Recuperado, usado em casos onde ocorre

a imunização permanente após a recuperação.

3. SIRS - modelo Sucest́ıvel-Infectado-Recuperado-Suscet́ıvel, usado em ca-

sos onde a imunização adquirida após a recuperação não é permanente.

A escolha dos compartimentos a serem usados depende das caracteŕısticas da

doença a ser modelada. Classes como imunes passivos M e latentes E são omitidas por

não serem importantes na interação suscet́ıvel-infeccioso. Caso contrário, teŕıamos uma

série de modelos como MSEIR, MSEIRS, SEIRS, SIR, SIRS, SEI, SEIS, SI e SIS.

Que possuem comportamento qualitativo idêntico. Veja a Imagem 2.2.
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Imagem 2.2: Diagrama para o modelo MSEIR

Outra coisa a ser dita é que os modelos compartimentais levam em consideração

as taxas de natalidade b e mortalidade d. Desconsiderando, portanto, a transmissão

vertical onde as crianças já nascem infectadas.

2.5.1 O Modelo SIS

O modelo SIS é utilizado em casos em que a doença não confere imunidade,

passando o indiv́ıduo, assim, de infectado para suscet́ıvel novamente. Um caso particular

deste modelo é quando o indiv́ıduo infeccioso, uma vez infectado, nunca se recupera da

doença. Neste caso tem - se o modelo SI. Os modelos SIS são apropriados para várias

doenças causadas por agentes bacterianos, nas quais a recuperação não protege contra

uma reinfecção, como a meningite meningocócica, a peste, muitas doenças venéreas, e

também por protozoários, como a malária e a doença do sono.

Neste modelo, admite-se que a população N seja constante, β e γ são, respecti-

vamente, coeficiente de transmissibilidade e a taxa de recuperação da doença, com S os

indiv́ıduos suscet́ıveis (sadios) e I os indiv́ıduos infectados (os doentes), então:

N = S(t) + I(t) = constante.

O modelo SIS com população constante considera que uma pessoa sadia é infec-

tada (agindo o coeficiente de transmissibilidade, β) e posteriormente é recuperada (agindo

a taxa de recuperação da doença, γ). Tal situação pode ser esquematizada através do

ciclo da doença representado pela Imagem 2.3.

Imagem 2.3: Diagrama de fluxo do modelo SIS
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Para obter a taxa de variação de pessoas suscet́ıveis, as pessoas que estão pas-

sando de sadios para infectados devem ser subtráıdos (−βSI) e os indiv́ıduos recuperados,

que passam a pertencer ao grupo dos suscet́ıveis devem ser adicionados (γI). Já para a

taxa de variação de indiv́ıduos infectados, as pessoas que são infectadas devem ser adico-

nadas (βSI) e os recuperados, que agora pertencem ao grupo dos suscet́ıveis, devem ser

subtráıdos (γI). Portanto o modelo SIS pode ser escrito como o conjunto de equações

diferenciais descrito pelo sistema 2.1:
dS(t)

dt
= −βS(t)I(t) + γI(t) (1)

dI(t)

dt
= βS(t)I(t)− γI(t) (2)

(2.1)

A respeito deste modelo considera-se as seguinte caracteŕısticas:

1. Desconsidera-se a população por natalidade e mortalidade;

2. Tipo de doença que não confere imunidade;

3. Peŕıodo de incubação curto;

4. Incidência sazonal pequena;

5. Doenças sexualmente transmitidas, como a gonorréia, e infecções bacterianas.

2.5.2 O Modelo SIR

O modelo SIR está relacionado com as doenças em que os indiv́ıduos infecciosos

podem recuperar-se e adquirir imunidade permanente. Doenças infecciosas que ocorrem

com maior frequência na infância, como rubéola, varicela, sarampo e caxumba são exem-

plos de doenças que costumam ser modeladas através de modelos SIR.

O modelo foi proposto por Kermack e McKendrick em 1927, sendo o mais utili-

zado para representação de doenças infecciosas. É composto por equações diferenciais e

analisa a disseminação de doença em uma população. O modelo divide a população em

três compartimentos ou Classes:

1. Suscet́ıveis (S): São os indiv́ıduos que ainda não foram afetados pela doença, mas

que pode ser infectado em contato com uma pessoa doente;

2. Infectados (I): São os indiv́ıduos doentes, responsável pela propagação da doença;

3. Recuperados ou Removidos (R): São os indiv́ıduos curados e que se tornam tem-

porariamente ou permanentemente imunes à doença em questão.
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O modelo SIR tem como caracteŕıstica:

1. Uma ou mais pessoas infectadas são introduzidas em uma comunidade de in-

div́ıduos suscet́ıveis à doença em questão;

2. A doença se espalha através de contato entre pessoas infectadas e suscet́ıveis;

3. Considera - se os nascidos e os mortos;

4. A população suscet́ıvel realimentada pelos indiv́ıduos imunizados;

5. O fato em que se um indiv́ıduo foi infectado e está recuperado, este não se torna

novamente suscet́ıvel a está doença, além disso, como o número de pessoas re-

cuperadas aumenta, temos que a quantidade de pessoas infectadas diminuirá à

medida que esse número de recuperados cresce.

Para se obter o conjunto de equações que representa o modelo SIR algumas consi-

derações simplificadas são feitas. Condidera-se a população total constante, o que equivale

afirmar que µ = δ. A Imagem 2.4 representa o diagrama esquemático do modelo epide-

miológico SIR:

Imagem 2.4: Diagrama de fluxo do modelo SIR

Onde



µ é a taxa de natalidade;

δ é a taxa de mortalidade;

β é o coeficiente de transmissibilidade;

γ é a taxa de recuperação.

Portanto o modelo SIR pode ser escrito como o conjunto de equações diferenciais

descrito pelo sistema 2.2:



dS(t)

dt
= µN(t)− βS(t)I(t)− µS(t) (1)

dI(t)

dt
= βS(t)I(t)− µI(t)− γI(t) (2)

dR(t)

dt
= γI(t)− µR(t) (3)

(2.2)
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O número total de indiv́ıduos da população (N) permanece constante,

N = S(t) + I(t) +R(t) = constante.

As equações diferenciais (1), (2) e (3) representam as trocas dentro da população.

Somando-as, obtemos:

dS(t)

dt
+
dI(t)

dt
+
dR(t)

dt
= 0

já que a população total N é considerada constante a sua variação é nula.

O modelo SIR vem sendo utilizado juntamente com várias técnicas de controle de

epidemias na busca pela erradicação de doenças, mas na prática, há uma certa dificuldade

para a determinação dos parâmetros do modelo SIR que melhor se adequam na previsão da

evolução da epidemia e simulação da propagação da doença, devido às inúmeras incertezas

existentes no problema. A determinação dos parâmetros do modelo SIR é feita por meio

de estudos estat́ısticos de uma epidemia em uma determinada região.

2.5.3 O Modelo SIRS

O modelo SIRS é usado para representar casos onde indiv́ıduos recuperados per-

dem a imunidade com o tempo. um exemplo que tem comportamento parecido com o

modelo é a meningite. Exige algumas simplicações para ser utilizado.

1. O peŕıodo de latência que antecede o peŕıodo infeccioso não pode ser considerado;

2. As taxas de natalidade e mortalidade precisam ser tratadas como equivalentes.

Veja o diagrama a seguir,

Imagem 2.5: Diagrama de fluxo do modelo SIRS

O modelo é descrito pelo sistema 2.3. Observe,



dS(t)

dt
= −βSI + µ(N − S) + fR (1)

dI(t)

dt
= βSI − γI − µI (2)

dR(t)

dt
= γI − µR− fR (3)

(2.3)
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O número N de indiv́ıduos4 da população é constante.

N = S(t) + I(t) +R(t) = constante.

Assim como ocorre com o modelo SIR a soma das variações é nula. Resultado

da constante N da população gerada pelo equilibrio entre a natalidade e a mortalidade.

Logo,

dS(t)

dt
+
dI(t)

dt
+
dR(t)

dt
= 0

Observe na Imagem 2.6 outro exemplo de diagrama do modelo SIRS.

Imagem 2.6: Diagrama de fluxo do modelo SIRS

4Note que no fluxo o indiv́ıduo passa duas vezes pela condição de suscest́ıvel.
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Caṕıtulo 3

Modelo Matemático da Transmissão

de Dengue

Este caṕıtulo tem o objetivo de descrever o contagio da dengue através de um

modelo epidemiológico baseado nos trabalhos de Newton e Reiter.

3.1 Explicando o Modelo

O modelo matemático apresentado a seguir é baseado no modelo de Newton e

Reiter [20], com o diferencial de considerar simultaneamente as duas principais formas de

infecção da doença: a forma clássica e a forma hemorrágica. Dessa forma, um indiv́ıduo

que se recupera de uma infecção retorna à classe dos suscet́ıveis após o peŕıodo de imuni-

dade, tornando-se suscet́ıvel a infecção por outro sorotipo. A imunidade para o sorotipo

já contráıdo permanece intacta.

No modelo a ser apresentado, não estamos especificando sorotipos, apenas consi-

derando as duas principais formas com que a doença se apresenta: clássica e hemorrágica.

A garantia de que cada indiv́ıduo não adquira dengue mais do que quatro vezes se dá na

escolha da taxa de perda de imunidade cruzada (heteróloga), dessa forma o peŕıodo dessa

imunidade não deve ser inferior a 25% da expectativa de vida humana.

Tal como no modelo proposto por Newton e Reiter [20], o tamanho da população

humana foi considerado constante e o tamanho da população de mosquitos foi conside-

rado estabilizado na capacidade de suporte ambiental. Quanto à população humana, as

taxas migratórias se equivalem (imigração=emigração), bem como as taxas vitais (nas-

cimentos=mortes). Como foi considerada uma taxa de mortalidade atribúıda à dengue

hemorrágica, foi inclúıdo na equação de humanos suscet́ıveis um termo que garante a

constância do tamanho da população humana. Já para a população de mosquitos, foi

considerado um crescimento loǵıstico, baseado no modelo de Verhulst.
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Os quatorze compartimentos do modelo, incluindo humanos e mosquitos, mudam

de magnitude ao longo do tempo e representam os diferentes estágios da doença. São

considerados indiv́ıduos de todas as idades e de ambos os sexos e, em relação aos mos-

quitos, somente as fêmeas adultas, pois somente elas são hematófogas. Além disso são

desconsideradas eventuais infecções mistas, tanto em humanos como em mosquitos.

O diagrama de fluxo deste modelo está representado abaixo

Imagem 3.1: Diagrama de fluxo do Modelo Matemático de Transmissão de Dengue.

O diagrama nos mostra que um mosquito suscet́ıvel ao picar um indiv́ıduo com

dengue clássico (Ih1) sai da classe dos suscet́ıveis (Sv) e passa para o compartimento dos

indiv́ıduos expostos (Ev1), nesta classe o v́ırus está se replicando dentro do organismo

do vetor por um peŕıodo de seis dias, passando este tempo o mosquito estará infectado,

passa para a classe dos infectados (Iv1), e pronto para transmitir a doença.

Agora, este mosquito pica um indiv́ıduo suscet́ıvel (Sh) e este passa para a classe

dos suscet́ıveis com dengue clássico (Sh1) que vai imediatamente para a classe dos expostos

(Eh1), onde o v́ırus se desenvolve por um peŕıodo de oito a doze dias, passando este tempo

o indiv́ıduo está infectado, passa agora para a classe dos infectados (Ih1) ficando neste
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compartimento até se curar, ou seja, por uma semana. Passando este tempo ele sai da

classe dos infectados e entra na classe dos recuperados (Rh1) e passando o peŕıodo de

imunidade ele entra na classe dos indiv́ıduos suscet́ıveis com dengue hemorrágica (Sh2),

pois ele pode pegar dengue mais uma vez. A mesma idéia é usada para o segundo tipo

da doença citada no diagrama.

As variáveis de estado para a população humana são designadas por:

• Sh(t) = número de indiv́ıduos suscet́ıveis a todos os sorotipos no instante t;

• Sh1(t) = número de indiv́ıduos suscet́ıveis à forma clássica de dengue no instante

t, e que já tiveram dengue hemorrágica;

• Sh2(t) = número de indiv́ıduos suscet́ıveis à forma hemorrágica de dengue no

instante t, e que já tiveram dengue clássica;

• Eh1(t) = número de indiv́ıduos expostos à dengue clássica no instante t;

• Eh2(t) = número de indiv́ıduos expostos à dengue hemorrágica no instante t;

• Ih1(t)= número de indiv́ıduos infectados por dengue clássica no instante t;

• Ih2(t)= número de indiv́ıduos infectados por dengue hemorrágica no instante t;

• Rh1(t)= número de indiv́ıduos recuperados de dengue clássica no instante t;

• Rh2(t)= número de indiv́ıduos recuperados de dengue hemorrágica no instante t.

Em relação às variáveis de estado para a população do vetor, usaremos:

• Sv(t) = número de mosquitos suscet́ıveis no instante t;

• Ev1(t) = número de mosquitos expostos a dengue clássica no instante t;

• Ev2(t) = número de mosquitos expostos a dengue hemorrágica no instante t;

• Iv1(t) = número de mosquitos infectados por dengue clássica no instante t;

• Iv2(t) = número de mosquitos infectados por dengue hemorrágica no instante t.

Note que para a população do vetor a classe de recuperados é desconsiderada,

pois, uma vez que o mosquito esteja infectado, permanece assim até a morte, tendo em

vista que sua expectativa de vida é curta.

Por simplificação de escrita, vamos assumir que são funções de t as seguintes

variáveis,
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Sh, Sh1, Sh2, Eh1, Eh2, Ih1, Ih2, Rh1, Rh2, Sv, Ev1, Ev2, Iv1, Iv2

O modelo matemático é expresso por um sistema de equações como mostra o

texto a seguir:



dSh

dt
= δIh2 +

1
T lh

(Sh+ Sh1 + Sh2 + Eh1 + Eh2 + Ih1 + Ih2 +Rh1 +Rh2)

− ShIv1 + ShIv2
Sh+ Sh1 + Sh2 + Eh1 + Eh2 + Ih1 + Ih2 +Rh1 +Rh2

cvh− Sh

T lh

dSh1

dt
=
Rh2

Tim
− Sh1Iv1
Sh+ Sh1 + Sh2 + Eh1 + Eh2 + Ih1 + Ih2 +Rh1 +Rh2

cvh− Sh1

T lh

dSh2

dt
=
Rh1

Tim
− Sh2Iv2
Sh+ Sh1 + Sh2 + Eh1 + Eh2 + Ih1 + Ih2 +Rh1 +Rh2

cvh− Sh2

T lh

dEh1

dt
=

ShIv1 + Sh1Iv1
Sh+ Sh1 + Sh2 + Eh1 + Eh2 + Ih1 + Ih2 +Rh1 +Rh2

cvh−
(

1
T lh

+
1
Tiit

)
Eh1

dEh2

dt
=

ShIv2 + Sh2Iv2
Sh+ Sh1 + Sh2 + Eh1 + Eh2 + Ih1 + Ih2 +Rh1 +Rh2

cvh−
(

1
T lh

+
1
Tiit

)
Eh2

dIh1

dt
=
Eh1

Tiit
−
(

1
Tid

+
1
T lh

)
Ih1

dIh2

dt
=
Eh2

Tiit
−
(

1
Tid

+
1
T lh
− δ
)
Ih2

dRh1

dt
=
Ih1

Tid
−
(

1
Tim1

+
1
T lh

)
Rh1

dRh2

dt
=
Ih2

Tid
−
(

1
Tim2

+
1
T lh

)
Rh2

dSv

dt
=

k

T lv
− SvIh1 + SvIh2

Sh+ Sh1 + Sh2 + Eh1 + Eh2 + Ih1 + Ih2 +Rh1 +Rh2
chv − Sv

T lv

dEv1
dt

=
SvIh1

Sh+ Sh1 + Sh2 + Eh1 + Eh2 + Ih1 + Ih2 +Rh1 +Rh2
chv −

(
1

Teit
+

1
T lv

)
Ev1

dEv2
dt

=
SvIh2

Sh+ Sh1 + Sh2 + Eh1 + Eh2 + Ih1 + Ih2 +Rh1 +Rh2
chv −

(
1

Teit
+

1
T lv

)
Ev2

dIv1
dt

=
Ev1
Teit

− Iv1
T lv

dIv2
dt

=
Ev2
Teit

− Iv2
T lv

De acordo com o sistema, temos que:
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a) Para os humanos:

• T lh é a expectativa de vida;

• 1/T lh representa as taxas de natalidade e mortalidade;

• Tiit é o peŕıodo latente intŕınseco;

• 1/T iit representa a taxa na qual as pessoas passam da classe dos expostos para

a classe dos infectados;

• Tid é a duração da infecção;

• 1/T id representa a taxa de recuperação da doença;

• Tim é a duração da imunidade cruzada (heteróloga);

• 1/T im é a taxa de perda dessa imunidade;

• δ é a taxa de mortalidade atribúıda a dengue hemorrágica.

b) Para os mosquitos:

• T lv é a expectativa de vida do mosquito;

• 1/T lv representa a taxa de mortalidade;

• Teit é o peŕıodo latente extŕınseco;

• 1/Teit representa a taxa na qual os mosquitos passam da classe dos expostos

para a classe dos infectados;

• K é a capacidade de suporte ambiental do vetor;

• K/Tlv representa a taxa de recrutamento para a classe dos suscet́ıveis (maturação

dos mosquitos);

• chv = ahv × ps é a taxa efetiva de contato, humano para vetor;

• cvh = avh× pi é a taxa efetiva de contato, vetor para humano;

• ahv é a probabilidade de transmissão do arbov́ırus durante a picada, de humano

infectado para mosquito suscet́ıvel;

• avh é a probabilidade de transmissão do mosquito infectado para humano sus-

cet́ıvel;

• ps representa o número de picadas por um mosquito suscet́ıvel por unidade de

tempo;

• pi representa o número de picadas por mosquito infectado por unidade de tempo.
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3.2 Simulações Numéricas

Os cenários obtidos a partir das simulações numéricas evidenciam o peŕıodo de um

ciclo da doença, isto é, mostra sua evolução desde a introdução dos primeiros infectados

até a eliminação da doença naquele ciclo. Dengue é uma doença sazonal, ocorre durante

o verão ou peŕıodo de chuvas, atinge o seu ápice e a seguir tende a decrescer devido a

imunidade que confere.

Os parâmetros utilizados nas simulações são apresentados na tabela a seguir e

foram obtidos de [16].

T lh T iit T id cvh T im δ k T lv chv Teit

25.000 5 3 0, 375 8.000 0, 05 20.000 4 0, 375 10

Tabela 3.1: Parâmetros do modelo (em dias)

O sistema foi resolvido numericamente usando o método Runge-Kutta de quarta

ordem. As condições iniciais usadas nas simulações a seguir são Sh(0) = 5000, Sh1(0) = 0,

Sh2(0) = 0, Eh1(0) = 0, Eh2(0) = 0, Rh1(0) = 0, Rh2(0) = 0, Sv(0) = 200, Ev1(0) = 0,

Ev2(0) = 0, Iv1(0) = 0, Iv2(0) = 0. As condições iniciais para Ih1(0) e Ih2(0) variam

conforme as Imagens.

Imagem 3.2: Ciclo epidêmico de dengue clássico e hemorrágico com condições iniciais
Ih1(0) = 1 e Ih2(0) = 1.
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Na Imagem 3.2 foram considerados Ih1(0) = 1 e Ih2(0) = 1. Isso significa que

em uma população de 5000 pessoas suscet́ıveis chegaram duas pessoas infectadas, uma

com dengue clássico e outra com dengue hemorrágico. Podemos observar que a epidemia

começa a surgir a partir do vigésimo dia da introdução da doença na população, este

atraso é devido à existência dos peŕıodos latentes intŕınseco e extŕınseco.

O pico epidêmico ocorre aproximadamente 90 dias após a introdução dos infec-

tados, decrescendo a seguir. Antes de completar seis meses de epidemia, já não há mais

casos de infeção. Houve uma menor incidência de dengue hemorrágica, em comparação

com dengue clássico; isso se deve ao fato de ser atribúıda uma taxa de mortalidade de 5%

aos infectados por esta forma.

Imagem 3.3: Ciclo epidêmico de dengue clássico e hemorrágico com condições iniciais
Ih1(0) = 1 e Ih2(0) = 0, 5.

Na Imagem 3.3 foram considerados Ih1(0) = 1 e Ih2(0) = 0, 5. Nesse caso a

incidência de dengue hemorrágica sobre dengue clássico foi ainda menor do que na situação

apresentada na Imagem 3.2 pois, além da redução atribúıda à mortalidade, há também

um desfavorecimento nas condições iniciais com uma inserção de pessoas infectadas por

dengue hemorrágica 50% menor do que aquelas infectadas pela forma clássica.
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Uma situação inversa é mostrada na Imagem 3.4. Aqui temos uma inserção de

pessoas infectadas por dengue hemorrágica 50% maior do que de pessoas infectadas pela

forma clássica, pois estamos considerando Ih1(0) = 0, 5 e Ih2(0) = 1.

Observe que ainda assim existe uma incidência maior da forma clássica, signi-

ficando que a mortalidade atribúıda a forma grave da doença ainda se impõe sobre a

população inicial de infectados.

Imagem 3.4: Ciclo epidêmico de dengue clássico e hemorrágico com condições iniciais
Ih1(0) = 0, 5 e Ih2(0) = 1.

Um equiĺıbrio aproximado entre a incidência das formas clássica e hemorrágica

da doença foi obtido na Imagem 3.5, com Ih1(0) = 0, 5 e Ih2(0) = 1, 5. Nesse caso foi

necessária uma introdução de indiv́ıduos infectados por dengue hemorrágica três vezes

maior do que a introdução de pacientes com dengue clássica.

No caso de condições iniciais dadas por Ih1(0) = 0, 5 e Ih2(0) = 2, temos o

cenário mostrado na Imagem 3.5, onde se observa uma prevalência significativa de pa-

cientes afetados por dengue hemorrágica.

Em todos os casos, foi posśıvel observar a influência dos peŕıodos latentes intŕınseco

e extŕınseco. Além disso, independente das condições iniciais, podemos perceber que o

pico da epidemia ocorre aproximadamente na metade do ciclo, que tem duração aproxi-

mada de 6 meses.
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Imagem 3.5: Ciclo epidêmico de dengue clássico e hemorrágico com condições iniciais
Ih1(0) = 0, 5 e Ih2(0) = 1, 5.

Imagem 3.6: Ciclo epidêmico de dengue clássico e hemorrágico com condições iniciais
Ih1(0) = 0, 5 e Ih2(0) = 2.
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Considerações Finais

A busca de um modelo matemático que represente fielmente a dinâmica de uma

dada epidemia tem motivado muitos pesquisadores a desenvolverem seus estudos nesta

direção. Ao longo dos últimos séculos uma enorme quantidade editorial foi dedicado a

modelos matemáticos, com a pretenção de ter aplicabilidade imediata em problemas de

saúde pública, mas é de ser pensar que a pouca aplicação desses modelos, até o momento,

deve-se em grande parte ao desconhecimento de sua existência por parte de profissionais

da saúde pública. A linguagem Matemática aplicada na comunicação especializada é

outro fator limitante da compreensão dos modelos, e sua consequente não aplicação.

Neste trabalho foi desenvolvido um modelo epidemiológico a fim de descrever

matematicamente a transmissão do v́ırus da dengue, os resultados obtidos das simulações

numéricas do sistema mostraram-se bastante satisfatórios do ponto de vista qualitativo,

visto que seriam necessários estudos de campo para se obter a magnitude real de uma

epidemia em curso.

Com a introdução de diferentes sorotipos em uma mesma região, torna-se ne-

cessário considerar os seus efeitos e as infecções por eles produzidas na população. A

imunidade cruzada provoca certamente um efeito de decrescimento na incidência do ou-

tro sorotipo e favorece as oscilações epidêmicas, com a sua perda.

Os modelos matemáticos ajudam muito a compreender a evolução das epidemias,

fornecendo diretrizes para o seu controle. Podemos perceber, por exemplo, que a partir dos

primeiros relatos de incidência de dengue, é necessário um programa imediato de controle

do vetor, cuidados médicos e conscientização da população sobre os riscos da doença e

sua prevenção. Se isso não for feito de imediato, o quadro agrava-se exponencialmente

até atingir o ápice. Por outro lado, uma vez atingido o pico da epidemia, o processo de

decaimento é natural, o que significa que investimentos tardios implicam um alto custo

para pouco retorno.
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Anexo A

Código usado nas simulações

numéricas

restart;

with(DEtools):

with(plots):

Tlh:=25000:

cvh:=0.75:

alpha_3:=0.001:

alpha_1:=0.001:

Tiit:=5:

Tid:=3:

delta:=0:

k:=20000:

Tlv:=4:

chv:=0.375:

Teit:=10:

eq1:=(Sh(t)+Sh12(t)+Sh21(t)+Eh1(t)+Eh12(t)+Eh2(t)+Eh21(t)

+Ih1(t)+Ih12(t)

+Ih2(t)+Ih21(t)+Rh1(t)+Rh12(t)+Rh2(t)+Rh21(t))/Tlh

-Sh(t)*Iv1(t)*cvh/(Sh(t)

+Sh12(t)+Sh21(t)+Eh1(t)+Eh12(t)+Eh2(t)+Eh21(t)+Ih1(t)

+Ih12(t)+Ih2(t)+Ih21(t)

+Rh1(t)+Rh12(t)+Rh2(t)+Rh21(t))-Sh(t)*Iv2(t)*cvh/(Sh(t)

+Sh12(t)+Sh21(t)+Eh1(t)

+Eh12(t)+Eh2(t)+Eh21(t)+Ih1(t)+Ih12(t)+Ih2(t)+Ih21(t)

+Rh1(t)+Rh12(t)+Rh2(t)

+Rh21(t))-Sh(t)/Tlh;



> eq2 := Sh(t)*Iv1(t)*cvh/(Sh(t)+Sh12(t)+Sh21(t)+Eh1(t)

+Eh12(t)+Eh2(t)+Eh21(t)+Ih1(t)

+Ih12(t)+Ih2(t)+Ih21(t)+Rh1(t)+Rh12(t)+Rh2(t)+Rh21(t))

-Eh1*(1/Tiit+1/Tlh); 1;

eq3:=Eh1(t)/Tiit-Ih1(t)*(1/Tid+1/Tlh);

eq4:=Ih1(t)/Tid-Rh1(t)/Tlh-alpha_1*Rh1(t);

eq5:=alpha_1*Rh1(t)-Sh12(t)*Iv2(t)*cvh/(Sh(t)+Sh12(t)

+Sh21(t)+Eh1(t)+Eh12(t)

+Eh2(t)+Eh21(t)+Ih1(t)+Ih12(t)+Ih2(t)+Ih21(t)+Rh1(t)

+Rh12(t)+Rh2(t)

+Rh21(t))-Sh12(t)/Tlh;

eq6:= Sh12(t)*Iv2(t)*cvh/(Sh(t)+Sh12(t)+Sh21(t)

+Eh1(t)+Eh12(t)+Eh2(t)

+Eh21(t)+Ih1(t)+Ih12(t)+Ih2(t)+Ih21(t)

+Rh1(t)+Rh12(t)+Rh2(t)

+Rh21(t))-Eh12*(1/Tiit+1/Tlh);

eq7:=Eh12(t)/Tiit-Ih12(t)*(1/Tid+1/Tlh);

eq8 := Ih12(t)/Tid-Rh12(t)/Tlh;

eq9 := Sh(t)*Iv2(t)*cvh/(Sh(t)+Sh12(t)+Sh21(t)

+Eh1(t)+Eh12(t)+Eh2(t)

+Eh21(t)+Ih1(t)+Ih12(t)+Ih2(t)+Ih21(t)+Rh1(t)

+Rh12(t)+Rh2(t)

+Rh21(t))-Eh2*(1/Tiit+1/Tlh);

eq10:=Eh2(t)/Tiit-Ih2(t)*(1/Tid+1/Tlh);

eq11 := Ih2(t)/Tid-Rh2(t)/Tlh-alpha_1*Rh2(t);

eq12:=alpha_1*Rh2(t)-Sh21(t)*Iv1(t)*cvh/(Sh(t)

+Sh12(t)+Sh21(t)

+Eh1(t)+Eh12(t)+Eh2(t)+Eh21(t)+Ih1(t)+Ih12(t)

+Ih2(t)+Ih21(t)

+Rh1(t)+Rh12(t)+Rh2(t)+Rh21(t))-Sh21(t)/Tlh;

eq13:= Sh21(t)*Iv1(t)*cvh/(Sh(t)+Sh12(t)+Sh21(t)

+Eh1(t)+Eh12(t)

+Eh2(t)+Eh21(t)+Ih1(t)+Ih12(t)+Ih2(t)+Ih21(t)+Rh1(t)

+Rh12(t)+Rh2(t)+Rh21(t))-Eh21*(1/Tiit+1/Tlh);

eq14:=Eh21(t)/Tiit-Ih21(t)*(1/Tid+1/Tlh);

eq15 := Ih21(t)/Tid-Rh21(t)/Tlh;

> ‘?‘;



Mosquitos!!!

eq16:= k/Tlv-Sv(t)*(Ih1(t)+Ih21(t))*chv/(Sh(t)

+Sh12(t)+Sh21(t)+Eh1(t)

+Eh12(t)+Eh2(t)+Eh21(t)+Ih1(t)+Ih12(t)+Ih2(t)

+Ih21(t)+Rh1(t)+Rh12(t)

+Rh2(t)+Rh21(t))-Sv(t)*(Ih2(t)+Ih12(t))*chv/(Sh(t)+Sh12(t)

+Sh21(t)+Eh1(t)+Eh12(t)+Eh2(t)+Eh21(t)+Ih1(t)

+Ih12(t)+Ih2(t)

+Ih21(t)+Rh1(t)+Rh12(t)+Rh2(t)+Rh21(t));

eq17:=Sv(t)*(Ih1(t)+Ih21(t))*chv/(Sh(t)+Sh12(t)

+Sh21(t)+Eh1(t)

+Eh12(t)+Eh2(t)+Eh21(t)+Ih1(t)+Ih12(t)+Ih2(t)+Ih21(t)

+Rh1(t)+Rh12(t)+Rh2(t)+Rh21(t))-Ev1(t)*(1/Teit+1/Tlv);

eq18:=Ev1(t)/Teit-Iv1(t)/Tlv;

eq19:=Sv(t)*(Ih2(t)+Ih12(t))*chv/(Sh(t)+Sh12(t)+Sh21(t)

+Eh1(t)+Eh12(t)+Eh2(t)+Eh21(t)+Ih1(t)+Ih12(t)+Ih2(t)

+Ih21(t)+Rh1(t)+Rh12(t)+Rh2(t)+Rh21(t))

-Ev2(t)*(1/Teit+1/Tlv);

eq20:=Ev2(t)/Teit-Iv2(t)/Tlv;

Montagem das EDOs

ed1:=diff(Sh(t),t)=eq1:

ed2:=diff(Eh1(t),t)=eq2:

ed3:=diff(Ih1(t),t)=eq3:

ed4:=diff(Rh1(t),t)=eq4:

ed5:=diff(Sh12(t),t)=eq5:

ed6:=diff(Eh12(t),t)=eq6:

ed7:=diff(Ih12(t),t)=eq7:

ed8:=diff(Rh12(t),t)=eq8:

ed9:=diff(Eh2(t),t)=eq9:

ed10:=diff(Ih2(t),t)=eq10:

ed11:=diff(Rh2(t),t)=eq11:

ed12:=diff(Sh21(t),t)=eq12:

ed13:=diff(Eh21(t),t)=eq13:

ed14:=diff(Ih21(t),t)=eq14:



ed15:=diff(Rh21(t),t)=eq15:

ed16:=diff(Sv(t),t)=eq16:

ed17:=diff(Ev1(t),t)=eq17:

ed18:=diff(Iv1(t),t)=eq18:

ed19:=diff(Ev2(t),t)=eq19:

ed20:=diff(Iv2(t),t)=eq20:

CI1:=[[Sh(0)=100,Eh1(0)=0,Ih1(0)=0.01,Rh1(0)=0,Sh12(0)

=0,Eh12(0)=0,Ih12(0)=0,Rh12(0)=0, Eh2(0)=0,Ih2(0)=0.01,

Rh2(0)=0,Sh21(0)=0,Eh21(0)=0,Ih21(0)=0,Rh21(0)=

0,Sv(0)=200,Ev1(0)=0, Iv1(0)=0,Ev2(0)=0,Iv2(0)=0]]:

Tf:=200:

passo:=0.1:

SH:=DEplot([ed1,ed2,ed3,ed4,ed5,ed6,ed7,ed8,ed9,ed10,

ed11,ed12,ed13,ed14,ed15,ed16,ed17,ed18,ed19,ed20],[Sh(t),

Eh1(t),Ih1(t),Rh1(t),Sh12(t),Eh12(t),Ih12(t),Rh12(t),Eh2(t),

Ih2(t),Rh2(t),Sh21(t),Eh21(t),Ih21(t),Rh21(t),Sv(t),

Ev1(t),Iv1(t),Ev2(t),Iv2(t)],t=0..Tf,CI1,scene=[t,Sh(t)],

stepsize=passo,linecolour=red):

EH1:=DEplot([ed1,ed2,ed3,ed4,ed5,ed6,ed7,ed8,ed9,ed10,

ed11,ed12,ed13,ed14,ed15,ed16,ed17,ed18,ed19,ed20],[Sh(t),

Eh1(t),Ih1(t),Rh1(t),Sh12(t),Eh12(t),Ih12(t),Rh12(t),Eh2(t),

Ih2(t),Rh2(t),Sh21(t),Eh21(t),Ih21(t),Rh21(t),Sv(t),

Ev1(t),Iv1(t),Ev2(t),Iv2(t)],t=0..Tf,CI1,scene=[t,Eh1(t)],

stepsize=passo,linecolour=red):

IH1:=DEplot([ed1,ed2,ed3,ed4,ed5,ed6,ed7,ed8,ed9,ed10,ed11,

ed12,ed13,ed14,ed15,ed16,ed17,ed18,ed19,ed20],[Sh(t),Eh1(t),

Ih1(t),Rh1(t),Sh12(t),Eh12(t),Ih12(t),Rh12(t),Eh2(t), Ih2(t),

Rh2(t),Sh21(t),Eh21(t),Ih21(t),Rh21(t),Sv(t),Ev1(t),

Iv1(t),Ev2(t),Iv2(t)],t=0..Tf,CI1,scene=[t,Ih1(t)],

stepsize=passo,linecolour=red):

RH1:=DEplot([ed1,ed2,ed3,ed4,ed5,ed6,ed7,ed8,ed9,ed10,ed11,

ed12,ed13,ed14,ed15,ed16,ed17,ed18,ed19,ed20],[Sh(t),

Eh1(t),Ih1(t),Rh1(t),Sh12(t),Eh12(t),Ih12(t),Rh12(t),

Eh2(t), Ih2(t),Rh2(t),Sh21(t),Eh21(t),Ih21(t),Rh21(t),Sv(t),

Ev1(t),Iv1(t),Ev2(t),Iv2(t)],t=0..Tf,CI1,scene=[t,Rh1(t)],

stepsize=passo,linecolour=red):

SH12:=DEplot([ed1,ed2,ed3,ed4,ed5,ed6,ed7,ed8,ed9,ed10,ed11,



ed12,ed13,ed14,ed15,ed16,ed17,ed18,ed19,ed20],[Sh(t),

Eh1(t),Ih1(t),Rh1(t),Sh12(t),Eh12(t),Ih12(t),Rh12(t),Eh2(t),

Ih2(t),Rh2(t),Sh21(t),Eh21(t),Ih21(t),Rh21(t),Sv(t),Ev1(t),Iv1(t),

Ev2(t),Iv2(t)],t=0..Tf,CI1,scene=[t,Sh12(t)],stepsize=passo,

linecolour=red):

EH12:=DEplot([ed1,ed2,ed3,ed4,ed5,ed6,ed7,ed8,ed9,ed10,ed11,

ed12,ed13,ed14,ed15,ed16,ed17,ed18,ed19,ed20],[Sh(t),Eh1(t),

Ih1(t),Rh1(t),Sh12(t),Eh12(t),Ih12(t),Rh12(t),Eh2(t),

Ih2(t),Rh2(t),Sh21(t),Eh21(t),Ih21(t),Rh21(t),Sv(t),Ev1(t),

Iv1(t),Ev2(t),Iv2(t)],t=0..Tf,CI1,scene=[t,Eh12(t)],

stepsize=passo,linecolour=red):

IH12:=DEplot([ed1,ed2,ed3,ed4,ed5,ed6,ed7,ed8,ed9,ed10,

ed11,ed12,ed13,ed14,ed15,ed16,ed17,ed18,ed19,ed20],[Sh(t),

Eh1(t),Ih1(t),Rh1(t),Sh12(t),Eh12(t),Ih12(t),Rh12(t),Eh2(t),

Ih2(t),Rh2(t),Sh21(t),Eh21(t),Ih21(t),Rh21(t),Sv(t),

Ev1(t),Iv1(t),Ev2(t),Iv2(t)],t=0..Tf,CI1,scene=[t,Ih12(t)],

stepsize=passo,linecolour=red):

RH12:=DEplot([ed1,ed2,ed3,ed4,ed5,ed6,ed7,ed8,ed9,ed10,

ed11,ed12,ed13,ed14,ed15,ed16,ed17,ed18,ed19,ed20],

[Sh(t),Eh1(t),Ih1(t),Rh1(t),Sh12(t),Eh12(t),Ih12(t),

Rh12(t),Eh2(t), Ih2(t),Rh2(t),Sh21(t),Eh21(t),Ih21(t),Rh21(t),Sv(t),

Ev1(t),Iv1(t),Ev2(t),Iv2(t)],t=0..Tf,CI1,scene=[t,Rh12(t)],

stepsize=passo,linecolour=red):

EH2:=DEplot([ed1,ed2,ed3,ed4,ed5,ed6,ed7,ed8,ed9,ed10,

ed11,ed12,ed13,ed14,ed15,ed16,ed17,ed18,ed19,ed20],

[Sh(t),Eh1(t),Ih1(t),Rh1(t),Sh12(t),Eh12(t),Ih12(t),

Rh12(t),Eh2(t), Ih2(t),Rh2(t),Sh21(t),Eh21(t),

Ih21(t),Rh21(t),Sv(t),

Ev1(t),Iv1(t),Ev2(t),Iv2(t)],t=0..Tf,CI1,scene=[t,Eh2(t)],

stepsize=passo,linecolour=red):

IH2:=DEplot([ed1,ed2,ed3,ed4,ed5,ed6,ed7,ed8,ed9,ed10,

ed11,ed12,ed13,ed14,ed15,ed16,ed17,ed18,ed19,ed20],

[Sh(t),Eh1(t),Ih1(t),Rh1(t),Sh12(t),Eh12(t),

Ih12(t),Rh12(t),Eh2(t), Ih2(t),Rh2(t),Sh21(t),Eh21(t),

Ih21(t),Rh21(t),Sv(t),

Ev1(t),Iv1(t),Ev2(t),Iv2(t)],t=0..Tf,CI1,scene=[t,Ih2(t)],

stepsize=passo,linecolour=red):

RH2:=DEplot([ed1,ed2,ed3,ed4,ed5,ed6,ed7,ed8,ed9,

ed10,ed11,ed12,ed13,ed14,ed15,ed16,ed17,ed18,ed19,



ed20],[Sh(t),Eh1(t),Ih1(t),Rh1(t),Sh12(t),

Eh12(t),Ih12(t),Rh12(t),Eh2(t), Ih2(t),Rh2(t),Sh21(t),

Eh21(t),Ih21(t),Rh21(t),Sv(t),

Ev1(t),Iv1(t),Ev2(t),Iv2(t)],t=0..Tf,CI1,scene=

[t,Rh2(t)],stepsize=passo,linecolour=red):

SH21:=DEplot([ed1,ed2,ed3,ed4,ed5,ed6,ed7,ed8,ed9,ed10,

ed11,ed12,ed13,ed14,ed15,ed16,ed17,ed18,ed19,ed20],

[Sh(t),Eh1(t),Ih1(t),Rh1(t),Sh12(t),Eh12(t),Ih12(t),Rh12(t),

Eh2(t), Ih2(t),Rh2(t),Sh21(t),Eh21(t),Ih21(t),Rh21(t),Sv(t),Ev1(t),

Iv1(t),Ev2(t),Iv2(t)],t=0..Tf,CI1,scene=[t,Sh21(t)],

stepsize=passo,linecolour=red):

EH21:=DEplot([ed1,ed2,ed3,ed4,ed5,ed6,ed7,ed8,ed9,

ed10,ed11,ed12,ed13,ed14,ed15,ed16,ed17,ed18,ed19,ed20],

[Sh(t),Eh1(t),Ih1(t),Rh1(t),Sh12(t),Eh12(t),Ih12(t),Rh12(t),Eh2(t),

Ih2(t),Rh2(t),Sh21(t),Eh21(t),Ih21(t),Rh21(t),Sv(t),

Ev1(t),Iv1(t),Ev2(t),Iv2(t)],t=0..Tf,CI1,scene=[t,Eh21(t)],

stepsize=passo,linecolour=red):

IH21:=DEplot([ed1,ed2,ed3,ed4,ed5,ed6,ed7,ed8,ed9,ed10,

ed11,ed12,ed13,ed14,ed15,ed16,ed17,ed18,ed19,ed20],

[Sh(t),Eh1(t),Ih1(t),Rh1(t),Sh12(t),Eh12(t),Ih12(t),Rh12(t),Eh2(t),

Ih2(t),Rh2(t),Sh21(t),Eh21(t),Ih21(t),Rh21(t),Sv(t),Ev1(t),

Iv1(t),Ev2(t),Iv2(t)],t=0..Tf,CI1,scene=[t,Ih21(t)],

stepsize=passo,linecolour=red):

RH21:=DEplot([ed1,ed2,ed3,ed4,ed5,ed6,ed7,ed8,ed9,ed10,

ed11,ed12,ed13,ed14,ed15,ed16,ed17,ed18,ed19,ed20],

[Sh(t),Eh1(t),Ih1(t),Rh1(t),Sh12(t),Eh12(t),Ih12(t),

Rh12(t),Eh2(t), Ih2(t),Rh2(t),Sh21(t),Eh21(t),Ih21(t),

Rh21(t),Sv(t),

Ev1(t),Iv1(t),Ev2(t),Iv2(t)],t=0..Tf,CI1,scene=[t,Rh21(t)],

stepsize=passo,linecolour=red):

SV:=DEplot([ed1,ed2,ed3,ed4,ed5,ed6,ed7,ed8,ed9,ed10,

ed11,ed12,ed13,ed14,ed15,ed16,ed17,ed18,ed19,ed20],

[Sh(t),Eh1(t),Ih1(t),Rh1(t),Sh12(t),Eh12(t),Ih12(t),

Rh12(t),Eh2(t), Ih2(t),Rh2(t),Sh21(t),Eh21(t),

Ih21(t),Rh21(t),Sv(t),

Ev1(t),Iv1(t),Ev2(t),Iv2(t)],t=0..Tf,CI1,scene=

[t,Sv(t)],stepsize=passo,linecolour=red):

EV1:=DEplot([ed1,ed2,ed3,ed4,ed5,ed6,ed7,ed8,ed9,

ed10,ed11,ed12,ed13,ed14,ed15,ed16,ed17,ed18,



ed19,ed20],[Sh(t),Eh1(t),Ih1(t),Rh1(t),Sh12(t),

Eh12(t),Ih12(t),Rh12(t),Eh2(t), Ih2(t),Rh2(t),

Sh21(t),Eh21(t),Ih21(t),Rh21(t),

Sv(t),Ev1(t),Iv1(t),Ev2(t),Iv2(t)],t=0..Tf,CI1,

scene=[t,Ev1(t)],stepsize=passo,linecolour=red):

IV1:=DEplot([ed1,ed2,ed3,ed4,ed5,ed6,ed7,ed8,

ed9,ed10,ed11,ed12,ed13,ed14,ed15,ed16,ed17,ed18,

ed19,ed20],[Sh(t),Eh1(t),Ih1(t),Rh1(t),Sh12(t),

Eh12(t),Ih12(t),Rh12(t),Eh2(t), Ih2(t),Rh2(t),

Sh21(t),Eh21(t),Ih21(t),Rh21(t),Sv(t),

Ev1(t),Iv1(t),Ev2(t),Iv2(t)],t=0..Tf,CI1,scene=

[t,Iv1(t)],stepsize=passo,linecolour=red):

EV2:=DEplot([ed1,ed2,ed3,ed4,ed5,ed6,ed7,ed8,

ed9,ed10,ed11,ed12,ed13,ed14,ed15,ed16,ed17,

ed18,ed19,ed20],[Sh(t),Eh1(t),Ih1(t),Rh1(t),

Sh12(t),Eh12(t),Ih12(t),Rh12(t),Eh2(t), Ih2(t),

Rh2(t),Sh21(t),Eh21(t),Ih21(t),Rh21(t),

Sv(t),Ev1(t),Iv1(t),Ev2(t),Iv2(t)],t=0..Tf,CI1,

scene=[t,Ev2(t)],stepsize=passo,linecolour=red):

IV2:=DEplot([ed1,ed2,ed3,ed4,ed5,ed6,ed7,ed8,ed9,

ed10,ed11,ed12,ed13,ed14,ed15,ed16,ed17,ed18,ed19,

ed20],[Sh(t),Eh1(t),Ih1(t),Rh1(t),Sh12(t),Eh12(t),

Ih12(t),Rh12(t),Eh2(t), Ih2(t),Rh2(t),Sh21(t),

Eh21(t),Ih21(t),Rh21(t),

Sv(t),Ev1(t),Iv1(t),Ev2(t),Iv2(t)],t=0..Tf,

CI1,scene=[t,Iv2(t)],stepsize=passo,linecolour=red):

display({SH});

display({EH1});

display({IH1});

display({RH1});

display({SH12});

display({EH12});

display({IH12});

display({RH12});

display({EH2});

display({IH2});

display({RH2});

display({SH21});

display({EH21});



display({IH21});

display({RH21});

display({SV});

display({EV1});

display({IV1});

display({EV2});

display({IV2});

>
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