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Resumo

Este trabalho tem a fundamentacao da Teoria dos Numeros, que € utilizada para
escrever o livro “Numero Uma Introducao a Matematica”, e descreve de maneira formal
os Numeros Inteiros apartir da axiomatica de Giuseppe Peano.

Inicialmente abordamos a linguagem formal utilizada, e o seu valor para a re-
presentacao matematica, abordamos o contexto historico para dar a nogao da grande
importancia que tem esse tema para a evolucao da matematica ao longo do tempo e
dando énfase ao surgimento dos nimeros.

Apés a apresentacao da linguagem matemédtica de forma resumida num con-
texto de teoria dos nimeros comecamos expor as propriedades fundamentais utilizadas
na construcao dos mesmos tendo como ponto inicial a nocao de equivaléncia: definicao e
proposicao, seguida da definicao de Numero Inteiro, as operagoes de “Adicao”’e “Multi-
plicacao”assim como a relagao de “ordem”em Z.

Palavras-chave: Numeros Inteiros, Axiomas, Propriedades.



Abstract

This work is based on the Theory of Numbers, which is used to write the book
“Numbers a introduction to math 7, and describes in a formal way the whole numbers
from Giuseppe Peano axiomatic.

Initially we address the formal language used, and its value for the mathematical
representation, we discuss the historical context to give the notion of the great importance
of this issue for the evolution of mathematics over time and emphasizing the appearance
of numbers.

After the brief presentation of mathematical language in the context of number
theory, we began to expose the fundament properties used in the construction of it having
as starting point the notion of equivalence: definition and proposition, then the definition
Integer, the operations of “addition”and “Multiplication”as well as the relation with “or-
der”in Z.

Keywords: Numbers Integer, Axiom Properties.
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Introducao

O trabaho aqui apresentado tem como objetivo a conclusao do curso e foi criado
usando como eixo tematico a teoria dos ntumeros, cujo foi tirado como tema principal
a Construcao dos Niumeros Inteiros passando pelos naturais usando os axiomas de Giu-
seppe Peano. E a construgao foi feita focada no livro “Numeros uma Introducao a Ma-
tematica” que foi escrito por Cesar Polcino Milies e Sonia Pitta Coelho e nos apoiando em
outras bibliografias que serao citadas nas referéncias bibliograficas.

Neste trabalho consideramos uma estrutura algébrica que ja é muito familiar para
aqueles académicos da area de algebra: A estrutura algébrica do conjunto 7 dos Numeros
Inteiros. Por estrutura algébrica do conjunto Z entende-se o conjunto de propriedades
dos Numeros Inteiros que dizem respeito as suas duas operagoes habitual, a adicao e a
multiplicagao, bem como a ordem definida no conjunto Z pela relacao <, a chamada
relagao de ordem “menor”

Entre os vérios ramos da matematica, a Teoria dos Conjuntos ocupa um lugar de
destaque e, juntamente com a logica, fundamentam toda a matematica conhecida. Desse
modo, os varios ramos da matematica podem ser considerados formalmente incluidos na
Teoria dos Conjuntos.

Como consequéncia desta inclusao, questoes fundamentais a cerca da natureza da
matematica reduzem-se as perguntas relacionadas a teoria dos conjuntos. Perguntas como:
O que é um conjunto? O que é um nimero? Motivaram grande parte dos matematicos e
dos filésofos dos fundamentos da matematica durante o século XIX e parte do século XX.
A caracterizacao dos Numeros Inteiros, Racionais e dos Nuimeros Reais foi um problema
central para as investigacoes de Weierstrass, Dedekind, Kronnecker, Frege, Peano, Russell,
Whitehead, Brower e outros.

Para Peano nao tornava-se necesséario a definicao de niimero, admitia o conceito
de ntmero primitivo, ou seja, nao definido. No entanto, a exigéncia de rigor de Peano

nao podia deixar o conceito de niimero sujeito a arbitrariedade. Por este motivo explicita



08 termos primitivos que serao usados e fixa com os termos utilizados. Peano mostrou
que para isso precisaria de 3 conceitos logicos, além de 5 axiomas. Ele pensou que se
encontrasse um sistema légico partindo dos niimeros naturais, ele seria valido para toda a
matematica, ja que a matematica pura tradicional, inclusive a geometria analitica, eram
derivadas de proposicoes referentes as propriedades dos nimeros naturais. Em outras
palavras, a validade do sistema para os nimeros naturais implica na validade do sistema
para todo o resto.

Esta forma teria a preferéncia de Peano, o qual sempre defendeu (radicalmente)
a simbolizagdo como um elemento simplificador, que evita ambiguidades da linguagem
comum. De fato, fica claro na forma refraseada que existe uma operacgao s : N — N, deno-
minada sucessora. Esta operacao sucessora origina, indutivamente, a uma nova operagao:
a operacao soma, nos permite, ainda, definir a ordem de um elemento, e entao verifica-se

que: a aritmética comega, realmente, com os Axiomas de Peano.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Nocoes Primitivas

A evolucao dos niimeros, assim como a dos conjuntos numéricos, ocorreu de modo
a colaborar com a necessidade da humanidade. Os nimeros inteiros apareceram quando
os nimeros naturais nao satisfaziam todas as necessidades , por exemplo, na contagem da
medida de temperatura.

Os Numeros Inteiros positivos foram os primeiros nimeros trabalhados pela hu-
manidade e tinham como finalidade contar objetos, animais, enfim, elementos do contexto
historico no qual se encontravam.

O conjunto dos nimeros inteiros positivos recebe o nome de conjunto IN dos
nimeros naturais. Sendo ele:

N=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,...}

Enquanto que o conjunto dos numeros inteiros contempla também os inteiros

negativos, constituindo o seguinte conjunto:
Z=A{.,-8,-7,—6,—5,—4,-3,-2,—1,0,1,2,3,4,5,6,7,8, ...}

Os numeros inteiros estao presentes até hoje em diversas situagoes do cotidiano
da humanidade como, por exemplo, para medir temperaturas, contar dinheiro, marcar
horas, etc. Sua importancia é indiscutivel.

Diante disso, mostraremos todas as propriedades desse conjunto numérico que
existe ha tanto tempo, formalizada pela axiomatica de Giuseppe Peano.

Para que os conceitos primitivos sejam empregados adequadamente torna-se ne-
cessario estabelecer regras que regulamentem sua utilizacao e estabelecam suas proprie-
dades de maneira formal.

Peano, em sua fundamentacao de 1879, admite trés entes primitivos: numero
natural, zero e sucessor, relacionados entre si por cinco axiomas. Indicaremos por o(n) o

“sucessor” do nimero n e, como é usual, utilizaremos o simbolo 0 para indicar o zero.
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Vejamos algumas definigoes:

Azioma: Na matematica, um axioma é uma hipdtese inicial as quais outros enun-
ciados sao logicamente derivados. Pode ser uma sentenga, uma proposicao, consideradas
como 6bvias ou como um consenso inicial necessario para a construcao ou aceitagao de
uma teoria. Diferentemente de teoremas, axiomas nao podem ser derivados por principios
de deducao e nem sao demonstraveis por derivacoes formais, simplesmente porque eles
sao hipdteses iniciais. Isto é, nao hé mais nada a partir do que eles seguem logicamente.
Em muitos contextos, “axioma”, “postulado”e “hipotese’sao usados como sinénimos. A
palavra “axioma”vem do grego, que significa “considerado valido ou adequado”ou “con-
siderado auto-evidente”.

Teorema: Um Teorema é uma proposicao fundamental. Ou seja, é um resultado
importante que se destaca. Usualmente deixa-se o termo “teorema’para as afirmagoes que
podem ser provadas de grande “importancia matematica”. Sao dados outros nomes para
os outros tipos dessas afirmagoes (proposigoes):

Proposicao: Proposicao é uma sentenca declarativa, que pode ser verdadeira ou
falsa. Geralmente, de simples prova e de importancia Matematica menor.

Lema: é um “pré-teorema”. Um teorema que serve para ajudar na prova de outro
teorema maior. A distincao entre teoremas e lemas é um tanto quanto arbitraria, uma vez
que grandes resultados sao usados para provar outros. Por exemplo, o Lema de Gauss e o
Lema de Zorn sao muito interessantes, e muitos autores os denominam de Lemas, mesmo

que nao os usem para provar alguma outra coisa.
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1.2 Histéria dos Numeros 6

1.2 Historia dos Numeros
1.2.1 Primeiros Indicios

Quase quatro mil anos separam as primeiras manifestacoes de numeragao escrita
da construcao do sistema de numeragao posicional decimal que utilizamos, munido do
simbolo denominado zero. Esse simbolo foi criado pelos hindus nos primeiros séculos da
era crista. A concepcao do zero foi ignorada, durante milénios, por civilizagbes matemati-
camente importantes como a dos gregos e dos egipcios.

Até que se iniciasse o desenvolvimento tedrico do conceito de ntimero foi lento e
complexo, envolvendo diversas civilizagoes.

O conjunto usado para contagens é o conjunto IN = {1,2,3,...}. De tao natural,
IN ganha o nome Conjunto dos Numeros Naturais e é o primeiro conjunto numérico que
aparece na histéria de qualquer civilizagao ou em qualquer tratado sobre os fundamentos
da Matematica. Os nimeros naturais formam um dos conceitos mais antigos conhecidos
pelo ser humano. Entretanto, a sua evolucao de uma nocao intuitiva para um conceito
mais elaborado foi muito lenta. Sé no final do século XIX, quando os fundamentos de toda
a Matematica foram questionados e intensamente repensados, ¢ que a nocao de nimero
passou a ser baseada em conceitos da teoria dos conjuntos, considerados mais primitivos.

A nocao de nimero natural, como vimos, desenvolveu-se gradativamente a partir
da experiéncia cotidiana. Seu emprego foi-se generalizando aos poucos e as propriedades
das operagoes foram admitidas como um fato experimental. O mesmo nao aconteceu com
os nimeros negativos. O primeiro uso conhecido desses niimeros encontra-se numa obra
indiana, atribuida a Brahmagupta (628 d.C. aproximadamente), na qual sdo interpreta-
dos como dividas. Foi preciso a possibilidade de dar diversas interpretagoes aos nimeros
negativos que fez com que eles fossem aceitos aos poucos na coletividade matematica.
Porém, desde seu aparecimento, esses numeros sucitaram duvidas quanto a sua legitimi-
dade. Em 1543 Stieffel ainda os chamava de nimeros absurdos, e Cardano, contemporaneo
de Stieffel, denominava-os solucoes falsas de uma equagao. A nogao de nimero natural
(a partir da qual se pode explicitar a no¢ao dos inteiros) foi fundamentada com precisao,
pela primeira vez, pelo matematico italiano Giuseppe Peano, em 1889 na sua Arithmetica
Principia Nova Methodo Ezposita. O Método de Peano, com leves variantes, é usado até
hoje por numerosos textos.

Segundo esta teoria, a definicao de ntimero natural é estabelecida a partir de
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1.2.2 Giuseppe Peano - Vida e obras 7

trés conceitos primitivos e cinco axiomas. Que ao longo do tempo foi aplicada também
essa fundamentagao axiomatica para o conjunto dos Inteiros. Mas, afinal, o que sao os
“nimeros inteiros” assim também como para os outros conjuntos de niimeros presente no
leque de ramos da matematica?

Os registros histéricos nos mostram a utilizacao de varios sistemas de numeracao,
os babilonios de 2000 a.C., desenvolveram o sistema de numeracao sexagesimal e empre-
garam o principio posicional; os romanos, fizeram histéria através do uso simultaneo do
principio da adicao e do raro emprego do principio da subtragao, os egipcios que ja usa-
vam o sistema decimal (ndo posicional); e os gregos antigos, povos que utilizavam diversos
sistemas de numeracao. A invencao do zero foi um passo decisivo para a consolidacao do
sistema de numeracao indo-arabico, devido a sua eficiéncia e funcionalidade em relacao
aos demais sistemas de numeragao.

Podemos inferir que o processo historico da conceituagao de nimero assemelha-se
a nossa propria formacao desse conceito. A preocupacao em fazer contagens, em diversas
situagoes do dia-a-dia, fez-se a necessidade de criarmos uma estrutura de elementos para

o conjunto dos nimeros com que vamos trabalhar.

1.2.2 Giuseppe Peano - Vida e obras

Giuseppe Peano foi considerado o maior matematico italiano da época, nasceu
em Spinetta em 1858 e morreu em Turim em 1932. Seus principais trabalhos se distribuem
por contribuigoes tedricas nas areas de andalise matematica, logica,teoria dos conjuntos,
equacoes diferenciais e andlise vetorial. Escreveu varios livros e artigos e é considerado
fundador da moderna légica matematica e teoria dos conjuntos. Sua obra “Arithmetices
Principia Nova Methodo Exposita”de 1889, apresenta os famosos axiomas de Peano, con-
siderados até hoje como a axiomatizacao padrao dos numeros naturais. E considerado,
ainda, responsavel pela criacao de um sistema de simbolos que permite a descricao e o
enunciado de proposicoes logicas sem recorrer a linguagem comum. Durante a maior parte
de sua carreira, ensinou matematica na Universidade de Turim.

Giuseppe Peano, é um autor , cujo nome ¢é lembrado até hoje em conexao com os
axiomas por ele introduzidos, dos quais dependem tantas construcoes rigorosas da algebra
e da andlise. O que motivou seu trabalho foi o desejo de expressar toda a matemaética
em termos de um calculo l6gico. Em seu Formulaire de Mathématiques, que contém cinco

volumes escrito com a participagao de colaboradores publicados a partir de 1894, desen-
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1.2.2 Giuseppe Peano - Vida e obras 8

volveu uma linguagem formalizada que continha nao sé a légica matematica como todos
os ramos mais importantes da matematica.

Atraiu um grande numero de colaboradores e discipulos pelo fato de evitar o uso
de uma linguagem metafisica e de introduzir simbolos muitos deles usados até hoje. Para
seus fundamentos da aritmética ele escolheu trés conceitos primitivos - zero, niumero (
que, no contexto, se refere a inteiros positivos), a relacao “e sucessor de”satisfazendo os
cinco postulados proposto por ele.

Em 1888, introduziu a definicao axiomatica de espaco vetorial, chamando de
sistemas lineares. Os axiomas de Peano, foram formulados pela primeira vez em 1889 na
Arithmetices Principia nova methodo exposita, que representava a tentativa de reduzir a
aritmética comum a puro simbolismo formal. Peano exprimia os postulados em simbolos,
em vez das palavras que usamos. O método postulacional atingiu novo nivel de precisao,
sem ambiguidade de sentido e sem hipdteses ocultas. Ele também desenvolveu a logica
simbdlica.

Em 1890, Peano mostrou que a matematica podia surpreender o senso comum
quando construiu curvas continuas que enchem o espaco, isto é, curvas dadas por equagoes
paramétricas x = f(t), y = g(t), onde f e g sdo fungdes reais continuas no intervalo , cujos
pontos preenchem completamente o quadrado unitario . Esse paradoxo combina perfei-
tamente com a descoberta de Cantor de que nao ha mais pontos no quadrado unitario
que no segmento de reta unitario. Porém, em 1903, Peano se distraiu com a invencao da
linguagem internacional que ele chamou Interlingua ou Latino sine flexione, com voca-
bulario tirado do latim, frances, inglés e alemao. Esse movimento foi mais efémero que
sua estrutura axiomatica da aritmética.

No final do século XIX, com a aritmetizagao da analise e os axiomas de Peano,
a maior parte da matematica conseguiu base estritamente axiomaéatica. Peano foi um dos
precursores do logicismo cuja expressao definitiva é a monumental obra Principia Mathe-
matica de Whitchead e Russell.

Em seu livro “Arithmetices Principia Nova Methodo Fxposita”, Giuseppe Peano
estabeleceu importantes axiomas, os quais permitiram o desenvolvimento da Aritmética
e levaram a construgoes rigorosas em Algebra e Analise. A motivacao foi o desejo de ex-
pressar toda a Matemaética em termos de um calculo que envolvesse o raciocinio logico.
Serao apresentados tais axiomas de modo a entender a estrutura do conjunto dos ntimeros

naturais e demonstrar algumas propriedades basicas por meio da légica. Estabelecendo
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1.3 Fundamentos 9

uma relacao de ordem no conjunto dos nimeros naturais e utilizando a axiomatica desen-
volvida, é possivel obter uma construcao légico formal do conjunto dos niimeros inteiros.

Na obra “Arithmetices Principia Nova Methodo FEzxposita”de 1889, introduziu
notagoes como U e N para uniao e interseccao de conjuntos. Descobriu um tipo de curva
continua denominada curva de Peano em 1890. Grande parte da sua vasta obra cientifica
foi dedicada a Matematica e a Logica, sendo a restante parte a Filosofia e a construgao

da interlingua.

1.3 Fundamentos

1.3.1 Notacoes

V : leia-se “para todo” ou “qualquer que seja’”.

3 : leia-se “existe (pelo menos) um”.
1.3.2 Implicagao
Suponhamos, P e Q sdo “asser¢oes” (ou “propriedades”). Quando escrevemos:
P=Q
queremos dizer que:
P implica em Q

Ou seja, sempre que P for verdadeiro, também (@ sera verdadeiro.

Também podemos dizer que (a verdade de) P é condicao suficiente para (a validade

de) Q.
e Ou Q ¢é condicao necessaria para P;
e Ou Q vale se P vale;
e () vale se P vale;
e Se P, entao Q.
Temos ainda que:

P = Q significa o mesmo que ) < P.
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1.3.3 Conceito Primitivos e conjuntos 10

Observacao 1.3.1. A seta numa implicacao P <= () ndo pode ser simplesmente inver-
tida. Se P ¢ condi¢ao suficiente para (), isto €, significa que () € condicao necessdria para

P, mas nao que Q) € condigcao suficiente para P.

Existem assercoes P e Q que ambas implicam na outra, ou seja, as quais satisfazem

simplesmente:
P<—QeQ<«=P.

Temos entdo que P é suficiente para Q e também P é necessario(a) para Q.
Dizemos que P é (condigao) necessério (a) e suficiente para Q, ou seja, P vale se, e
somente se, vale Q.

Indicaremos isto por:
P = Q.

Dizemos que P e Q sao assercoes equivalentes, ou ainda, que P constitui uma
propriedade de caracteristica para Q (e vice-versa).
Se P é uma asserc¢ao, indicaremos por P a asser¢oes “nao P”, a qual é verdadeira

se, e somente se, P é falsa. Sejam P e (Q duas asser¢oes e suponha:
P = Q.
Caso as duas assercoes forem falsas, temos:
Q=P
Ou seja, se P é suficiente para Q, entdo @) é suficiente para P, ou ainda, se P é

suficiente para Q, entao P é necessaria para Q).

1.3.3 Conceito Primitivos e conjuntos

13 2

Como conceitos admitiremos: A nocao de elemento, a relacao de igualdade “=",
a nocao de conjunto e a relagao da pertencia “€”.

Um conjunto A é uma “colecao” ou “familia” de “elementos” ou “objetos”.

Dado um conjunto A. Para indicarmos que um elemento a pertence a A, escreve-
remos a € A, enquanto sua negagao é escrita a ¢ A.

Admitimos também que, para qualquer objeto de a ocorre exatamente uma das

propriedades:
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Ouae€ Aoua ¢ A

Além disso, para dois elementos a,b € A teremos exatamente uma das possibili-

dades:
Oua="boua#b.

Temos que:

A ={al...}, é lido: A é um conjunto de todos os elementos a tal que.

1.3.4 Igualdade entre Conjuntos
Definigao 1.3.1 (Igualdade entre Conjuntos). Dados dois conjuntos A e B, sdo iguais

quando eles possuem 0s mesmos elementos, isto é:

A=B<+=Vac A=—ac BeVbe B=— bc A.

Exemplo 1.3.1. Os sequintes conjuntos tem notagao padrdao e serao sempre usados :
N ={1,2,3,...} representa o conjunto dos nimeros naturais.
Z={-2,—-1,0,1,2,...} representa o conjunto dos nimeros inteiros.

Q= {%|m,n €EZen# 0} representa o conjunto dos niumeros racionais.

R representa o conjunto dos nimeros reais.

1.3.5 A Ordem de um Conjunto

Definicao 1.3.2. Um conjunto A € dito finito quando possui uma quantidade finita de

elementos distintos.

Definicao 1.3.3. A quantidade de elementos distintos pertencentes a um conjunto A

qualquer € um nimero natural e indicado por | A |, é chamado de a ordem de A.
Definicao 1.3.4. Os conjuntos A = {a} que | A |= 1 sdao chamados de conjunto unitdrios.

Definicao 1.3.5. Um conjunto que nao possui elementos é denominado de conjunto vazio,

representado pelo simbolo ¢ ou {}.
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1.3.6 Subconjuntos

Definigao 1.3.6. Se A e B sdo dois conjuntos, dizemos que A é um subconjunto (ou uma
parte) de B (também B abrange A), se todo o elemento de A for elemento de B, ou seja,

se para todo o elemento a, a implicacao
a€ A= ac€B.

se for verdadeira. Fscreve-se como B 2O A ou A C B.

Temos:
A=B << AC Be BC A.
Observacao 1.3.2. Considere A,B e C trés conjuntos, valem as regras:
a) Sempre A C A;
b) AC BeBC A, entao A = B;
c) Se ACBeBCC, entao A C C.

A negacao de A C B é simbolizada por A € B.
Se A C B e A # B, diremos que A é subconjunto préprio de B. Assim, A C B
significa que existe um b € B tal que B ¢ A.

1.3.7 Diferenca e Complementar

Definicao 1.3.7. Dados dois conjuntos A e B, a diferenca A menos B € o conjunto,
A\B={zlrecAex¢ B }.

Definigao 1.3.8. Quando B C A, a diferenca A \ B € denotada por Cptb(B) e é chamada

de complementar de B em relagao a A. Se A = B, temos que:
Cptp(A) = Cptp(B) = {be B/b¢ B} = ¢ .
Observagao 1.3.3. Se A C B C (C, entao:

Cpte(B) C Cpte(A).

Demonstragao: Considere A C B C C e considere x € Cpte(B), dai;
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r e Cex ¢ B, entao x ¢ A.

logo, x € Cptc(A).
Desse modo temos que: Cpte(B) C Cpta(A).

1.3.8 Reuniao e Intersecgao

Definicao 1.3.9. Dados dois conjuntos A e B, a sua reunido € o conjunto de todos o0s

elementos que pertence a A ou pertence a B, e serdo denotados por:
AUB ={zlr € Aoux € B}

Definicao 1.3.10. A intersecio de A e B € o conjunto formado por todos os elementos

que pertencem a A e pertencem a B, e serd denotado por:
ANB={zlrc Aexe B}

Observagao 1.3.4. Para quaisquer conjunto A,B e C temos:

i) ACAUBeBC AUB.

iil) ADANBeB2B.

iii) Se AC Ce BC C, entao AU B C C.

iv Se AD CeBD C, entao AN BD C.

Definicao 1.3.11. Se Ay, As, A3, ..., A, sdo n conjuntos dados, entdo:

AjUAUA;. UA, =,_, Ak

¢ o conjunto dos elementos x que pertencem a pelo menos um dos Ay, As, Az, ..., A,, en-

quanto
AiNAN Az NA, =i A

Eo conjunto dos elementos x que pertencem a todos os Ay, As, Az, ..., A,.
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1.3.9 Propriedade Fundamental em N

Admitiremos a adi¢ao “ + ” em N e Z, a qual da origem a uma ordem natural “
<7 em Z:
vV m,n € 7, temos:

m < n <> a equacao m + x = n possui uma solucao r € N.

1.3.10 O Conjunto das Partes

Definigao 1.3.12. Considere um conjunto A, indicamos por: 24 = {X|X C A}
o confronto de todas as partes de A, ou seja, o conjunto formado por todos os subconjunto

de A.

Observagao 1.3.5. Ver referéncia/8]

1.3.11 Produtos Cartesianos

Definicao 1.3.13. Considere Ay, As, ..., Ay # O conjuntos. O conjunto M = Ay X Ay X
o X Ay =A{(ay, a9, ...;an)|a1 € Ay, a9 € Ay...ap, € Ay}, chama-se produto cartesiano dos
Ay, Ag, ..., Ay (nesta ordem). Os elementos (ay,as, ...,an,) em M chama-se m-uplas. O

elemento a; € A; € a i-nésima coordenada da m-upla (a1, as, ..., an)(1 <i < m).
Para dois elementos (ay,as, ...,am) € (b1,ba, ...,b,) em M temos sua igualdade de-
finida por:
(CLl, ag, ..., am) = (bl, bg, ey bm)<:>a1 = bl; a9 = bg; ey Ay = bm.

No caso de m arbitrario e Ay = Ay = ... = A,, = A o produto cartesiano passa a

ser a poténcia cartesiana m-ésima de A, indicada por:
M = AM = {(ay,az, ...,am ) |a1,a9, ...,a,, € A}.
Observagao 1.3.6. Se C = {x,22,....4m} € B = {y1,%2, ....,Ym} sGo conjuntos finitos,

entao temos:

(]31, yQ)? (Ila y2)"’7 (131, yn>
OB = ($2ayl)a($2ay2)~-a(xz,yn)

(-xm)yl)(xmayQ)---(xmayn)
Portanto, |C.B| = m.n = |C||B|;
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Observagao 1.3.7. Se Ay, Ao, ..., A, sao conjuntos finitos, entdo vale:
| A} X Ag... X Ap| = |A1] X |Aa] X ..o X |Ap
Particularmente, se Ay = Ay = ... = A,, = A, temos :

A" =A™

Demonstragao: Ver referéncia/8]

1.3.12 Relagoes

Definicao 1.3.14. Considere A,B # ) dois conjuntos, uma relagio R em A e em B um

subconjunto de A x B:
R C A x B, ou seja, R € 24%5,
em que 2°%B € o conjunto de todas as relacdes de A em B.

Para indicar que (a,b) € R usaremos a notagao a R b (lé-se: “a relaciona-se com

b segundo R”), se (a,b) ¢ R, escrevemos a R b.

Definicao 1.3.15. Chama-se dominio de R o subconjunto de A constituido pelos elemen-

tos “a” de A para os quais existe algum b em B tal que a R b, ou seja:
D(R) ={ a€ A|3be B com aRb}C A.
Exemplo 1.3.2. Para quaisquer dois conjuntos A,B # O, temos que:
Ax B e 2B ¢ () € 2478

Temos a(A x B)b, V¥ a € A, isto €, todo o elemento a € A é (A x B)relacionado
com todo b € B.

Portanto, AxB € também denominada a relacao universal entre A e B.

Temos a @ b nunca, isto €, nenhum elemento a € A € D-relacionado com nenhum
elemento b € B.

As relagoes A x B e () sao relagoes triviais entre A e B.
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Definicao 1.3.16. Considere A # O um conjunto e R € 24 uma relagdo em A. Dize-

mos que R é uma relagao

(i) Refleziva, se a R a,V a € A.

(ii) Simétrica, seV a,b € A:a Rb <= b R a.

(iii) Anti-Simétrica, se ¥ a,b,c € A:a Rbeb Ra = a=0b.
(iv) Transitiva, seV a,b,c € Aza Rbeb Rc— a=c.

1.3.13 Relagao de Equivaléncia

Definicao 1.3.17. Uma relagcdo R € 224 chama-se relacio de equivaléncia em A, se R

€ ao mesmo tempo:
(i) Refleziva.

(ii) Simétrica.
(iii) Transitiva.

O conjunto de todos as classes de equivaléncia em A denotamos por Fq(A). Temos

entao, Eq(A) C 24%4,

Definicao 1.3.18. Se R é uma relagao de equivaléncia em A e se a € A, entdo colocamos
a={xz€A|zRa}

a chama-se classe de equivaléncia de a mod R (lido: a mddulo R).

Denotamos a relagao de equivaléncia R por ~ ou =, ou seja, se (a,b) € R usaremos

a notacao a ~ b ou a =b, que é lido: “a equivaléncia a b moédulo R”.

Proposicao 1.3.13.1. Considere A # O um conjunto e ~€ Eq(A). Entao valem para
todos o0s a,b € A.

a) € a, particularmente, @ # ¢.

b) @ =b <= a ~b.

c)a#beanb=0.
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d Ja=A
acA
Demonstracao:

a) Pela reflexividade de ~ temos a € a # ¢, ¥V a € A.

b) (=) Dea =bseqguea €b={x € A|x~b}. Logoa~b. (<=) Considere a ~ b.
Para todo x € @ temos x ~ a ~ b e dai x € b, seque @ C b, da mesma forma: ¥V
=b.

€btemoszr ~br~aedaiz €a. Sequeb C a. Logoa
c) Suponhamosa@ Nb# O e sejax € aNb, temosa ~ x ~ b e dai porba = b=T.

d) Claramente, |J @ = A, mas como a € @, temos de fato |J @ = A.
acA acA

1.3.14 Relacao de Ordem

Definicao 1.3.19. Uma relacio R € 24%4 chama-se relagcio de ordem sobre A, se R €

a0 mesmo tempo:
(i) Refieziva.
(ii) Anti-Simétrica.

(iii) Transitiva.

SOUZA, Alex R; JESUS,Jonildo A; MORAES, Josué Cardoso Matematica - Unifap



Capitulo 2

A Construcao dos Numeros Naturais

Neste capitulo iremos considerar que os ntimeros naturais podem ser ordenados
em uma sequencia, em que cada elemento tem um “sucessor”, permitindo, assim, construir

um conjunto que satisfaca os axiomas de Peano.

2.1 Axiomatica de Peano

Peano considera trés entes primitivos: numero natural, zero e sucessor, correlaci-
onados por cinco axiomas. Indicaremos por o(n) o “sucessor” do nimero n e, para indicar
o zero utiliza-se o simbolo 0.

Os axiomas apresentados sao o seguinte:
1. 0 é um ntmero natural.
2. Todo nimero natural n tem um “sucessor” o(n).
3. 0 nao é “sucessor” de nenhum nimero.
4. Se o(n) = o(m), entdo n =m

5. (Principio da Indugao Completa) Considere S um conjunto de niimeros naturais tal

que:

(a) 0es

(b) en €S, entao o(n) € S.

entao, S é o conjunto de todos os niimeros naturais.

Os axiomas de Peano sustentam-se nas ideias intuitivas de conjunto e fungao, em
que o conceito primitivo de sucessor indica uma funcao, isto é, cada nimero associa-se a

outro; e, de acordo com o principio de inducao, essa funcao esta definida em todo N.
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Considere que existe um conjunto N e uma fungao o: N — N:

P1. Existe um elemento 0 € N tal que 0 ¢ Im (o).
P2. A funcao o é injetora.
P3. Considere A um subconjunto de N tal que:

(i) 0 € A.

(ii) Sen € A, entdao o (n) € A.

entao A = N

Denotaremos por N* o conjunto dos niimeros naturais diferentes de zero. Observe
que o(0) € NT e, de acordo com P.2, tem-se que 0 # o(0); provando que NT é nao-vazio,

mostrando ainda, que todo natural diferente de zero é sucessor de algum nimero.
Proposigao 2.1.1. Im(o) = NT

Demonstragdo: Considerando o conjunto A = 0 U Im(o). Nota-se que, 0 € A e, sen
€ A,entao o(n) € A (pois o(n) € Im(0)).
Pelo axioma P.3 temos que A = N. Desta forma, dado um natural n € N, como

neAen#0, tem-sen € Im(o).

Definigao 2.1.1. Considerando um natural n # 0, o nimero natural m tal que o(m) =n

denomina-se o antecessor de n, e n denomina-se o sucessor de m.
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2.2 Operacgoes com Numeros Naturais

Mostraremos que é possivel definir as operagoes Soma e Produto no conjunto dos

nimeros naturais, demonstraremos ainda, as propriedades dessas operacoes.

2.2.1 Soma de Numeros Naturais

Proposicao 2.2.1. Im(c) = {n € N|n € diferente de zero} = NT.

Demonstracao: Considerando o conjunto
A={0}UIm(o)

note que, 0 € A e, se n € A, entao o(n) € A (pois o(n) € Im(c)). Pelo arioma P.3
temos que A = {0} U Im(c) = N. Desta forma, dado um natural n nao nulo, comon € A

en #0, tem-se n € Im(o), ja que {0} N Im(c) = ¢ devido ao axioma P1.

Definigao 2.2.1. Considere n um natural nao nulo, o nimero natural m tal que o(m) =n

denomina-se o antecessor de n, e n denomina-se o sucessor de m.

Designamos m + n a adi¢ao de todo par de nimeros m, n € N, Considere um m
arbitrariamente fixado, indicaremos m +n para qualquer n € N. De acordo com o axioma

de Indugao, a adicao m + n esta definida para todo par de ntimeros naturais.
Definicao 2.2.2. Considere m € N um numero natural dado. Entao:
(i) m+0=m.
(il) m+o(n) =o(m+n).
Com isso, ¢ possivel somar m com 0, a segunda condi¢cao nos permite somar m

com o sucessor de 0, com o sucessor do sucessor de 0. Somando m a todos os nimeros

naturais. Temos:

Proposicao 2.2.2. Considere m € N um numero natural. Entdo, a soma m + n estd

definida para todo nimero natural n.

[

Demonstracao: Considere A o conjunto de naturais “n”, no qual a soma m + n estd

definida. De acordo com a condi¢do (i) da defini¢ao, tem-se que,
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0c A,

e da condigdo (ii) tem-se que, se a soma m + n estd definida, entdo, m + o(n) também
define-se em A. Ou seja, se, n € A, entao o € A.

De fato: temos que,
0c Aesene A, entioo(n) € A,
PO1S,
m + o(n) =o(m + n),
Portanto, por inducdo temos que A = N, como m € arbitrdrio,
A =N, para todo m € N,

ou seja m + n estd definida para todo par (m, n) de nimeros naturais.

Proposicao 2.2.3. Para toda terna m, n, p de numeros naturais arbitrdrios, sao verda-

deiras as afirmagoes:

m + (n+p)=(m+n)+p.

Demonstracao: Considere S o conjunto dos nimeros naturais p tais que,
m+ (n+p)=(m+n)+p
para todo par de naturais m, n. Devemos provar que S = N, temos que:
m+ (n+0)=m+n=(m+n)+ 0.

Portanto, 0 € S.
Supondo a validade para p € S,ou seja:

m + (n+p)=(m+n)+ p.
Mostraremos também para

o (p)es.
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De fato:
m + (n +o(p)) =m +o(n+p)=c(m+ (n+p))=0c((m+n)+p)=
=(m +n) +o(p).

Proposicao 2.2.4. Para qualquer nimero natural m, tem-se que:
m+0=m=10+m.
Demonstragao: Considere A = {m € N | 0 + m = m}. Logo, 0 € A.
Se 0 + m = m. Temos que:
0+ao(m)=0c(0+m)=oc(m)
Portanto, por hipotese de inducdao, temos que:
A =N.
Definigao 2.2.3 (Elemento neutro aditivo). O ndmero natural e que satisfaz
e+n=mn+e=mn,
para todo natural n € dito elemento aditivo.
Afirmacao: Efdcil ver que 0 = e, € o elemento neutro multiplicativo, pois:
0+n=n+10=n,
Portanto, 0 é elemento neutro aditivo.
Proposicao 2.2.5. O neutro aditivo é unico.
Demonstracao: Suponha u um elemento neutro e consideremos a soma,
0 + u,
como,
u, € neutro,

por hipotese, temos,
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0+ u=20.
Como provamos que 0 € neutro da soma, verifica-se que:
0+ u=u,
Portanto, temos que:
0 = u.
Assim, 0 € o unico elemento neutro para a operag¢ao soma.
Para demonstrar a proxima proposicao introduziremos o elemento 1.

Definicao 2.2.4. Indicaremos por 1 o numero natural que € o sucessor de 0, isto €,
=0(0).
Proposicao 2.2.6. Para qualquer natural m, tem - se, que o(m) = 1 + m.
Demonstragao: Considere o conjunto:
A={meN]|o(m)=1+m}.

Note que 0 € A, pois 0(0) = 1 + 0 = 1. Suponha que m € A. Mostraremos que:

o(m) € A.

como,
om)=14+m
consequentemente,
olo(m)) =o(l +m)=1+oc(m).

ou seja:

o(m) € A.
pelo Principio de inducao, temos que:

A=N
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Proposicao 2.2.7. Para quaisquer m, n de numeros naturais, tem-se que:

m-+n=mn-+ m.

Demonstracao: Considere o conjunto:
A={meN|m+n=n+m,VnN}

Note que 0 +n =n + 0 para todo n € N,dai 0 € A. Suponha agora que m € A.
Provaremos que o(m) € A. Temos:
n+o(m)=ocmn+m)=c(m+n)=1+m+n=o(m)+ n.

Desta forma, do axioma P.3 seque, que:

A =N.

Proposicao 2.2.8 (Lei do Cancelamento da Soma). Para toda terna a,b,c de nimeros

naturais, se a +c¢=>b+ ¢, entao a = b.
Demonstracao: Considere
A={z€eNl|sea+z=0b+ z entao a = b}.

obviamente 0 € A. Considere entdo m € A. Mostraremos que o(m) € A.
Sea +o(m)=">b+c(m), entio o(a + m) = o(b + m). Como o € injetora, vem
que a + m =b + m. Como m € A, seque que a = b.

Pelo principio de inducao decorre que

A =N.

2.2.2 Produto de Numeros Naturais

Definicao 2.2.5. Considere m € N um natural dado, entao:

(i) m-0=0.
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(i) m-o(n)=m-n+m.
Observagao 2.2.1. Em (ii) acima faca n =0, daim-o(0) =m -0+ m

m-1=04+m
m-1=m, Vm € N.

Proposicao 2.2.9. Considere m € N um numero natural dado. Entao, o produto m -n

esta definido para todo numero naturais n € N.

Demonstragao: Considere A como sendo o conjunto de numeros “n” para 0s quais o

produto m - n estd definido, isto €,
A={neN|m-n estd definido}

Conforme (i) da defini¢io 2.2.4 temos que m -0 =0, ou seja, 0 € A.
Suponha que m -n estd bem definido. Daim-o(n) = m-n+m estd bem definida,
pois a soma m -n +m estd bem definida.

Portanto, o(n) € A, e pelo principio de indugdo

A=N

Proposicao 2.2.10. Para todo natural “n” vale que

Demonstracao:
(i) 1-n=n, de fato:

Considere A como sendo o conjunto formado por todos os naturais m tais que

1-n=mn, isto €,

A={neN|1-n=n}
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Note que da defini¢ao 2.2.4 condi¢ao (i) seque que 1-0 =0, basta tomar m = 1,
assim 0 € A. Temos também que 1 € A, pois1-1=10(0) =1-0+1=0+1=1.
Suponha que 1-n=n. Dai'l- o(n) =1-n+1=n+ 1= o(n).

Portanto,

Logo,

(ii) n-1=n, de fato;
De forma andloga tome
A={neN|n-1=1}.

dai conforme condi¢ao (i) da condicao 2.2.4 tome m = 0, logo, 0-0 = 0, isto é, 0 € N.
Temos que1-1=1-0(0) =1-0+1=0+1=1, isto ¢,

1€ A

Suponha que 1-n =n, dai
on)-1=Mn+1)-1=Mn+1)-0n) =n+1)-0+(n+1)=0+(n+1) =0c(n).
Logo, o(n) € A.

Portanto,

Definicao 2.2.6 (Elemento neutro multiplicativo). O nidmero natural e que satisfaz

e-n=mn-e=mn, para todo natural n € dito elemento multiplicativo.

Afirmacao: Efdcil ver que 1 = e, € o elemento neutro multiplicativo, pois:

Portanto, 1 € elemento neutro multiplicativo.
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Proposicao 2.2.11. O elemento neutro multiplicativo € unico.
Demonstracao: Considere 1, 1’ dois numeros naturais tais que,
Il -m=m=m-1lel’m=m-1

para todo niumero natural m. dai 1 = 1-1' pois 1’ € o elemento neutro, por outro lado

1-1"=1', pois 1 € também elemento neutro, logo 1 =1-1"=1', portanto 1 = 1.

Proposicao 2.2.12. Considere a terna m, n, p de naturais, entao:

(m+n)-p=m-p+n-p.

Demonstracao: Considere o sequinte conjunto
A={peN|(m+n)-p=m-p+n-p}.
Dai note que
(m+n)-0=0=04+0=m-0+n-0,

isto €, 0 € A.

Note também
(m+n)-1=(m+n)-00) =(m+n)-0+(m+n)=m+n=m-1+n-1.

logo 1 € N
Suponha que (m+mn)-p=m-p+n-p. Dai,

(m +mn)o(p) =(m+n)-p+(m+n) =m-p+n-p+m+n =
=m-p+m+n-p+n=moa(p) +n,

Logo,

Proposicao 2.2.13. Considere m, n dois naturais, entao:

m-n=mn-m
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Demonstracao: Considere
A={neN|m-n=n-m,V me N}

Daim-0 =0-m, logo 0 € A, e vale também m-1=1-m, isto €, 1 € A. Suponha

que m-n =n-m para algum n € N. Dai,
m-o(n)=m-n+m=n-m+1-m=m+1)-m=o(n) m,

isto €, 0 € A.

Portanto,

Observacgao 2.2.2. Como consequéncia da proposicao 2.2.11. Vale para toda terna m, n,

p de naturais que: p(m+n) =p-m+p-n.
Demonstracao: Imediato.
Proposicao 2.2.14. Considere m, n dois naturais, entdo m-n =n -m.
Demonstracao: Considere
A={neN|m-n=n-m,¥ me N}

daim-0=0-m, logo 0 € A, e vale também m -1 =1-m, isto é, 1 € A. Suponha que

m-n=mn-m para algum n € N. Dai
m-o(n)=m-n+m=n-m+1-m=(m+1)-m=o(n) -m,

isto €, 0 € A.

Portanto,

Proposicao 2.2.15. Para toda terna m, n, p de naturais, tem-se
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(m-n)-p=m-(n-p).

Demonstracao: Considere o sequinte conjunto
A={peN]|(m-n)p=m-(n-p)}.
dai (m-n)0=0=m-0=m(n-0), isto €, 0 € A, temos também que
(m-n)-1=(m-n)-o(0)=(m-n)-0+m-n=0+m-n=m-n=m(n-1),
ou seja, 1 € A. Suponha que (m -n)p =m(n - p), para algum p € N. Daf,
(mn)- o(p) = (m-m)p+m-n=m- (n-p) +m-n=m-(np-n) =m- (v o ().

Logo o (p) € A.

Portanto,

2.3 Relacao de Ordem sobre N

Definicao 2.3.1. Dados m,n dois nimeros naturais quaisquer, diz-se que m € menor do
que ou igual a n, que simbolizamos por m < n, se existe algum natural r tal que m+r = n.

Ou seja,
m < n se existir € N tal que m+1r =n

Proposicao 2.3.1. Para quaisquer a e b numeros naturais, verifica-se apenas uma das

condigoes:
(i) a=b;
(ii) Eziste x € N,  # 0, tal que b= a + x.

(iii) Erzistey € N, y # 0, tal que a = b+ y.
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Demonstracao: Primeiro mostraremos que nao podem ocorrer duas condicoes simulta-
neamente. De fato, se ocorrem (i) e (ii), seque que a = a + z ou a + 0 = a + x. Da
proposicao 2.2.14, vem que x = 0, uma contradicao.

Similarmente, ndo podem ocorrer (i) e (iii).

Suponhamos, entao, que ocorrem (ii) e (iii).

Entao, b = a +x = (b +y) + (y + x). Como acima, y + x = 0. Como = # 0,
vem que = o (z’), para algum x” € N. Entao, y + x =y + o(z’) =0 (y + ') = 0, e estd
na imagem de o, o que contradiz a proposi¢ao 2.1.1.

Provaremos agora que deve acontecer uma das trés condicoes. Considere entao

[

a” um natural dado, e
A ={2€ N | ouz=a+z para algum x # 0, ou a = z + y para algum y # 0}.

Obviamente, 0 € A, pois ou 0 = a ou 0 # a e, neste ultimo caso, seque que
a = 0 + a; isto €, 0 verifica a ultima condi¢ao.

Considere entdo m € A, e mostraremos que o(m) € A. Se m = a, entdo
o(m) =oc(a) =a+ 1,

e verifica-se a sequnda condigdo. Considere entdo m € A, e mostraremos que o(m) € A.
Se m = a, entao o(m) = o(a) = a+ 1, e verifica-se a sequnda condi¢io. Se m = a + x,
entio o(m) = o(a + ) = a + o(x), e novamente a sequnda condi¢go. Suponhamos,
entdo, que a = m +y. Como y # 0, vem que y = o(y'), para algum y' € N. Logo
a=m+y=m+oy)=m+y+1=m+1+y =a(m)+y Sey =0, vale a primeira
condi¢ao para o(m). Se y' # 0, vale a terceira condigdo. Pelo principio de indu¢ao, temos
que A = N. Suponhamos, entdo, que a = m + y. Como y # 0, vem que y = o(y’), para
algum y” € N. Logo,

a=m+y=m+o(y)=m+1+y =oc(m)+y

Se y’ = 0, vale a primeira condi¢do para o(m). Se y’# 0, vale a terceira condigao.

Pelo principio de inducao, temos que

A =N.
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Proposicao 2.3.2. A relagcao < definida em N satisfaz os sequintes axiomas.

(1P

A. 1 Tricotomia: Dados dois inteiros quaisquer “a” e “b”, tem-se que ou a < b ou a = b

ou b < a.
A. 2 Para toda terna a, b, ¢ de inteiros, se a < b, entao a + b < b + c.

A. 3 Para toda terna a, b, ¢ de inteiros, se a < b e 0 < ¢, entao ac < be.

Demonstracao:

A. 1 Observe que, sequndo a definicao 2.3.1, a < b se e somente se existe r € N,r #£ 0,

tal que b = a +r. De acordo com proposi¢ao 2.3.2, decorre que ou a =b, ou a < b

ou b <a.
A. 2 Imediato.
A. 3 Imediato.
Proposicao 2.3.3. A relacao < para o conjunto N, satisfaz as sequintes propriedades:
(1) Refleziva
(i) Anti-simétrica
(iii) Transitiva

ou seja, a relacao < € uma relacao de ordem sobre N.
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Demonstracao:

(1) Reflexiva: Note que a = a, portanto, a < a.

(ii) Anti-simétrica: Se a, b sao naturais tais que a < b ou b < a, entdo a = b.

A prova € imediata, pois a < b significa b < a ou b = a, logo a = b.

(iii) transitiva: Para toda terna a,b,c tem - se que, se a < b e b <c, entio a < c
Lema 2.3.1. Considere z, y € N. Entao,

(i) Sex# 0, z> 1.

(i) z < o(y) se e somente se < y.

(iii) o(y) < z se e somente se y < .

Demonstragao: Para (i), suponhamos por absurdo que © < 1. Logo, 1 =z + y, com v

€ N, v# 0. Como v # 0, tem-se que v = o (v’), com v’ € N. Substituindo vem
=z+v=z+o0(v)+ I

da lei do cancelamento para a soma, da preposi¢ao 2.3.1, vem x + v’ = 0. Como z # 0,

tem-se que © = o(x’), com z’ € N. Entdo:
ox’) +v =0z +v)=0.

e 0 esta na imagem do o, o que contradiz a proposicao 2.1.1.

Para (i), suponhamos primeiro que x < vy, isto €, x < y ou © = y. No primeiro
caso, vem que © =1y + r, com r € N. Logo, o(y) =o(x +1) =2+ 0o(r), ex < o(y). No
sequndo caso, tem-se que o(y) =o(x) =z + 1, e < a(y).

Reciprocamente, suponhamos que © < o (y). Logo, o(y) =z + s, com s #. Fazendo

s=o0(s’), s"€ N, tem-se
oly) =z +s=x+0(s)) =o(x+5s)

e, consequentemente, y = x + s’. Portanto, v < v.
Para (i1i), suponhamos primeiro que y < x e que y < = e que z o (y). De (i), vem
que x < y, um absurdo. Suponhamos agora que o(y) < x e que x < y. De (ii), seque-se

que T < o(y), novamente uma contradi¢ao.
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A relagao < verifica a relacao de Boa Ordem.

Proposicao 2.3.4. Todo conjunto nao-vazio de inteiros nao negativos contém um ele-

mento minimo.

Demonstracao: Considere A C N um tal conjunto, e suponhamos por absurdo que A
nao tenha minimo.

Considere entao
B={zeN|z<yVye A}

entdo, BN A = 0. De fato, suponhamos que exista BN A, entio v < x, que contradiz a
anti- simetria da proposi¢ao 2.3.4.

Provaremos agora que B = N o que implica A = (), uma contradigdo.

De fato, 0 € B, pois 0 < y, ¥V y € A, e se 0 pertencesse a A, seria seu elemento
minimo, contra nossa proposicao de absurdo. Logo, 0 < y, ¥V y € A.

Suponhamos agora que x € B, e mostraremos que o(x) € B. Para todo y € A,
tem-se que x < y. Logo, pelo lema(iii), o(x) < y. Se o(x) € A, entdo o(z) seria o elemento
minimo de A, novamente um absurdo. Logo o (x) < y,V y € A, e o(z) € B. Pelo principio

de inducao temos que
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Capitulo 3

A Construcao Dos Numeros Inteiros

Para construir o conjunto Z dos Ntumeros Inteiros a partir do conjunto IN dos
Numeros Naturais, vamos seguir uma estratégia apoiando-nos na nocao de equivaléncia.
Consideramos inicialmente o conjunto:

INXIN = {(a,b)|a,b € IN} De todos os pares ordenados de Numeros naturais.

Nesse conjunto introduzimos uma relagao, que notaremos por =, do seguinte modo:

3.1 Definicao (Equivaléncia)

Dados dois elementos (a,b) e (¢,d) do conjunto NXN, diremos que (a,b) =
(c,d) se e somente se a +d =0b+ c.
Por exemplo, notamos que (4,6) = (7,9), pois 4+9 = 6+ 7 e da mesma forma,

(0,1) = (5,6), ja que 0 +6 =5+ 1.

3.2 Proposicao

A relacao definida acima € uma relagao de equivaléncia.

Considere agora o conjunto quociente; isto é, o conjunto de todas as classes de equivaléncia

definidas por essa rela¢ao. Denotaremos a classe do par (a,b) pelo simbolo (a,b) ; assim,
segue que:
(a,0) = {(z,y) € NXN|(z,y) = (a,b)}.

3.3 Definicao 7

Denotaremos por Z o conjunto NXIN = {(a, b)|(a,b) € ]NX]N}. e chamaremos
nimeros inteiros os elementos desse conjunto.

O proximo passo serd introduzir operacoes em 7.
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3.4 Definicao (Soma)

Considere a = (a, b) e = (¢, d) elementos de Z. Definimos a soma de « e § por.
a+ 8= (a+cb+d).
A primeira providéncia serda mostrar que essa soma estd bem definida; isto é, que

ela independe dos representantes escolhidos.

3.5 Lema

Considere (a,b) = (a/, V') e (¢,d) = (¢, d’) numeros inteiros. Entao,

(a+ec,b+d) = (a+,V+d).

Demonstracao:
Da hipdtese, tem-se que:
a+b =d+b
c+d = +d. Logo,
(a+c)+ U +d)=(ad+ )+ (b+d), segue que,
(a+c,b+d)=(a+), V0 +d).

3.6 Proposicao

A soma em 7. tem as sequintes propriedades:
(i)  Associativa: Para toda terna «, 8,7y € Z, tem-se que
(a+B)+y=a+(B+7).
(ii) Existéncia de neutro: Existe um tinico elemento, que denotaremos por 0 € Z,
tal que
a+0=0+a=a,VaeZ.
(iii)  Existéncia de Oposto: Para cada inteiro a existe um unico elemento, que
chamaremos seu oposto e denotaremos por —« tal que
a+(—a)=(—a)+a=0
(iv) Comutativa: Para todo par «, § € Z tem-se que
a+8=0+a.
E importante observar que o elemento neutro da soma é m, que também pode
ser representado como m, para qualquer a € Z. Note ainda que, se a = m, entao
—a = (b,a).
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Demonstracao:

Associativa.

Se m = (a,b), n = (¢,d), r = (e, f) sao elementos quaisquer de Z, entao:
(m4+n)+r=(a+c,b+d) +(e,f)=(a+c)+e (b+d)+ f)=
(a4 (c+e),b+(d+ f)) =(a,b)+ (c+ed+ f) =
(a,b) + (c,d) + (e, f) =m+ (n+7).

Comutativa.

Se m = (a,b) e n = (¢, d) sado elementos quaisquer de Z, entao:

m+n=(a+c,b+d) =(c+a,d+b) =n+m.

Elemento Neutro.

Seja m = (a,b) € Z. Temos
n+10,0) = (@8) + (0,0) = @+ 0,570) = (@) = m.

Claramente, (a,a) = (0,0), para todo a € IN. Usaremos a Notagao: 0 = (0, 0).

Elemento oposto.

Sejam = (a,b) € Z. Entdo mostremos que existe m’ € Z tal que m+(m') =

Veremos que m' = (b, a) e ultilizaremos a notagao:

—m=m'= (b,a).

Como (a,b) + (b,a) = (a+b,b+a) = (a+ b,a+b) = 0, segue que m = (a,b) =

m' = (b,a).

3.7 Proposicao

Lei do cancelamento da adi¢ao em 7.

Sem-+r=n-+rem7Z, entao m =n

Demonstracao.

temos que
m=m+0=m+[r+(-r)=m+r)+(-r)=n+r)+(-r)=
n+r+(-r)=n+0=n.
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3.8 Definicao (Subtracao em 7))

Para cada par m,n € Z, a diferenga entre m e n, m — n, é o elemento m + (—n) € Z:
m—n=m+ (—n).
A subtracdo em Z nao é associativa, nem comutativa e nao admite elemento

neutro.

3.9 Defini¢ao (Produto)

Considere o = (a,b) e f = (¢, d) nimeros inteiros. Definimos o produto de «a por

[ por

aff = (ac + bd, ad + bc).

3.10 Lema

Considere (a,b) = (a't/) e (¢,d) = (¢, d") nimeros inteiros. Entao,

(ac+bd,ad + bc) = (a/d + Vd',d'd + b ).

Demonstracao.
vamos fazer a demonstracao em duas etapas. Afirmamos primeiro que

(ac+bd,ad + bc) = (a'd + Vd',d'd + b ).

Para provar essa afirmagao, notamos que, da hipotese, temos
a+b =b+d.

Multiplicando essa equagao por ¢, obtemos
ac+bc=dadc+bc

e, multiplicando-a por d e trocando a posicao dos membros, obtemos
bd + d'd = ad + b'd.

Somando as duas equacgoes obtidas, resulta
ac+bd+add+bc=ad+bc+dc+d,

donde

(ac+bd,a'd +Vc)=(ac+bd,a'd+ Vc),
0 que prova nossa primeira afirmacao.

Afirmamos agora que

(a'c+bd,a'd+bc) = (a'd +bd,a'd+ Vc).

Novamente, da hipdtese, vem que
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c+d =d+d.
Multiplicando essa equacao por b, obtemos
be+bd="Vbc+bd
e, multiplicando-a por a’ e trocando a posicdo dos membros, obtemos
ad+add=dc+dd.
Somando essas equacoes, resulta
ad +vd +dd+be=0d+dd +bd+de,
donde
(a'd +Vd,a'd + V) = (dc+Vd,a'd+bc),

0 que prova nossa segunda afirmacao.

De ambas as afirmacoes segue, por transitividade, o resultado que queriamos

demonstrar.

3.11 Proposicao

A multiplicacao em 7. tem as sequintes propriedades:

(i)  Associativa: Para toda terna «, 3,7 € Z tem-se que:
(af)y = a(B7).

(ii) Existéncia de Neutro: Existe um tnico elemento, que denotaremos por

1 € Z, tal que:

la=al =a, Va € Z.

(iii)  Cancelativa: Para toda terna «, 5,y € Z, com « # 0, se
avy = avy, entao [ = 7.

(iv)  Comutativa: Para todo par a, f € Z, tem-se que
af = fBa.

(v)  Distributiva: Para toda terna «a, 3,y € Z, tem-se que
a(f+7) =ab+ay.

Gostariamos de observa que 1 = (1,0) = (a + 1,a), Va € Z.

Agora, vamos introduzir uma relagao de ordem em Z.

3.12 A relacao de ordem em 7

Se m € Z, entao m = (a,0) ou m = (0,a), para algum a € IN. Assim, se colocarmos

(0,0) =0; (1,0) = +1;(2,0) = +2,
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(0,1) = —1;(0,2) = —2 etc,

serd valido escrever Z = {...,—2,—1,0,+1,+2, ...}.
Notagoes:

Z, ={+0,+1,42,+3,...}

7i ={+1,+2,43,...}

Z_={..-3,-2—-10}

7z ={.,-3,-2,—1}

3.13 Defini¢ao (Ordem)

Considere m,n € Z. Dizemos que m é menor do que ou igual a n e denotamos m < n se
n = m + u, para algum u € Z.

Podemos também escrever n > m, onde lemos “n é maior do que ou igual a m”.

se n = m +u, onde u € Z , entao m ¢é dito menor do que n e denotamos m < n.
Da mesma forma, n > m indica que n é maior do que m.

Particularmente, 0 < u, Yu € Z,, pois u = u+0e v < 0, Yv € Z_, pois
0=v+(—v). Ainda, 0 <u, Vu € Z} ev <0, Vv € Z*.

3.14 O principio do menor Inteiro

Considerando f : IN — Z definida por f(a) = (a,0), para todo a € IN, é possivel consi-
derarmos IN como parte de Z. Na verdade, no que se refere aos aspectos algébricos e a
ordenacao, é posivel mostrar que Z. é uma cépia de IN.

Definicao

Seja S C Z, S # (). Um elemento ¢ € Z é dito cota inferior de S se ¢ < z,para
todo x € S.

A préxima proposi¢ao mostra que < é uma relagdo de ordem compativel com a

operacgao de Z.

3.15 Proposicao

(i)  Reflexiva: para todo « € Z, tem-se que:
a < a.

(ii)  Simétrica: Dados a, f € Z, se « < e 8 < «, entdo
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a=p.
(iii)  Transitiva: Dados «, 8,7 € Z, se « < f e B < v, entao
a < .
(iv) Tricotomia: Dados «, 8 € Z, tem-se que ou @ < S oua = S ou 8 < a,

(aqui o < 3 significa que a < 3, com « # [3).
(v) Dados «, 3, € Z, se a < [ entao:
a+vy=p3+7.
(vi) Dados a, 8,7 € Z, se a < e 0 < 7, entao:
ay < By
(vii) Seja S C Z, S # . Se S admite uma cota inferior, entdao S possui
elemento minimo.

Um inteiro o = (a,b) diz-se positivo se @ > 0 e diz-se negativo se o < 0. Note

que « é positivo se e somente se a > b e ngativo se e somente se b > a. Note ainda que os

inteiros positivos podem ser representados na forma a = (m,0), em que m = b — a, e os
negativos, na forma a = W, que m = b — a.

Também ¢ interessante observar que o conjunto de inteiros nao-negativos é uma
“copia”’de IN, no sentido que explicitaremos a seguir.

Seja Z" = (a,0)|a € N o conjunto dos inteiros nao-negativos. Consideramos a
funcao ® : N — Z* definida por

a € N®(a,0) € Z*.

Verifica-se facilmente que ® é bijetora e que ela “copia”’também as operagoes e
ordem; mais precisamente, para todo par a,b € IN, tem-se que

(i) O(a+b) = P(a) + D(b).

(ii))  P(ab) = P(a)P(D).

(ili)  se a < b, entao ®(a) < (b).

Note que isso significa, em particular, que vale o axioma P.4 para os inteiros
nao-negativos.

Para mostrar que o conjunto Z aqui definido satisfaz todos axiomas que foram

admitidos no Capitulo 1, falta apenas provar que vale o Principio da Boa ordem.

3.16 Proposicao(Principio da Boa Ordem)

Seja A C Z um conjunto nao-vazio de inteiros nao-negativos.

SOUZA, Alex R; JESUS,Jonildo A; MORAES, Josué Cardoso Matematica - Unifap



3.16 Proposigao(Principio da Boa Ordem) 41

Entao, A contém um elemento minimo (isto é, existe um elemento ag € A tal que

ap < a,Va € A).
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Consideracoes Finais

Com este trabalho realizado, constatou-se a importancia da contribuicao dos diver-
sos tépicos estudados para a construcao dos niimeros inteiros, utilizando os Axiomas de
Peano e a veracidade das propriedades a qual foram demonstradas. E importante ressaltar
ainda que, a construcao dos Numeros Inteiros a partir dos axiomas esclarece uma nova
abordagem para a conceituacao que resulta na manipulacao imediata das propriedades e
suas extensoes.

Nesse sentido verificou-se que os axiomas atendem a uma nova descoberta para
caracterizar que realmente sao validas tais propriedades, concretizando a sua aplicacao
através dos Numeros Inteiros. Além disso, este trabalho visa padronizar a ideia de que
os Numeros Inteiros podem ser obtidos a partir dos Axiomas, e compreendidos como um
modelo de extensao dos Numeros Naturais, em que a verificacao das propriedades de fato
define as operagoes de Adigao, multiplicacao e a relacao de ordem; além do Principio da
Boa Ordenacao, satisfazendo os Axiomas de Peano. Sendo assim, esses Axiomas foram
fundamentais na Construcao dos Ntumeros Inteiros.

Por outro lado, comparando os inteiros com o Conjunto dos Numeros Naturais,
vimos que apesar dos nimeros realmente usados no processo de contagem natural serem
os inteiros positivos, os inteiros negativos conseguiram preencher uma lacuna que existia,
quando se pensava em comparacao de medidas e grandezas. Assim, os Numeros Inteiros

foram fundamentais para o desenvolvimento nao s6 da matematica, mas de toda a ciéncia.
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