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“A matemdtica € um instrumento poderoso

nas maos daqueles que a sabem usar”

(Sir Calculus)



Resumo

Neste trabalho apresentaremos dois dos mais importantes teoremas da matematica, mais
precisamente da analise no espaco R", sendo eles, o Teorema da funcao Inversa e o Teo-
rema da Funcao Implicita, que sao fundamentais nos estudos das equacoes diferenciais e
problemas que exigem o uso de equagoes de varias variaveis. Antes das demonstragoes dos
principais teoremas, serao apresentados defini¢oes, conceitos e lemas que serao utilizados
nas demonstragoes e também o teorema do ponto fixo de Banach que sera usado na prova
do teorema da Funcao Inversa. Também apresentaremos alguns exemplos e aplicagoes dos

teoremas, para a melhor compreensao.

Palavras-chaves: Teorema, Funcao Inversa, Funcao Implicita, demonstracao, ponto fixo

de Banach.
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Resumen

En este trabajo presentaremos dos de los teoremas mas importantes de la matematica,
mas precisamente del andlisis en el espacio R", siendo ellos, el Teorema de la Funcion
Inversa y el Teorema de la Funcion Implicita que es fundamental en los estudios de las
ecuaciones diferenciales y problemas que exigen el uso de ecuaciones de varias variables.
Antes de las demostraciones de los teoremas principales, se presentara las definiciones,
conceptos y lemas que se usaran en las demostraciones y también el teorema del punto fijo
de Banach que se usara en la prueba del teorema de la Funcién Inversa. Nosotros también

presentaremos algunos ejemplos y aplicaciones de los teoremas, para la mejor comprension.

Las palabra-llave: El Teorema, la Funcién Inversa, la Funcién Implicita, la demos-

tracion, el punto fijo de Banach.
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Capitulo 1

Introducao

Dentro da ciéncias exatas, a matematica joga um papel preponderante em
auxiliar as outras areas para seu desenvolvimento. Dentro da drea da matematica temos
as subareas: andalise, geometria, algebra e as interdisciplinares que engloba a matematica
aplicada. O estudo do Teorema da Funcao Inversa e a Fungao Implicita é de vital im-
portancia para todas as sub-areas da matematica, por exemplo no estudo das curvas e
superficies regulares na geometria diferencial, no estudo dos grupos isomorfos em algebra
e em andlise é uma ferramenta poderosa para estudar as caracteristicas das solugoes das
equacoes diferenciais.

Na matematica, se F' é uma aplicacdo ou uma funcao que leva elementos
do conjunto A em elementos do conjunto B, sob certas condicoes serd possivel definir a
aplicacao F~! que realiza o caminho de volta de B em A, nesse caso diremos que F~!

a aplicagao inversa ou reciproca de F. Seja F' uma funcao real injetiva, cujo dominio

[©N

o conjunto A € R, isto é, F' é crescente ou decrescente no conjunto A, e cuja imagem

[©N

o conjunto B € R entdo, a funcao reciproca ou inversa de F denotada por F~ 1, é a

[N

fungao de dominio B e imagem A definida pela seguinte regra: F(z) =y < F~'(y) = z.
Ressaltamos que F'~! ao igual que F' é uma aplicacao bijetiva, que fica determinada de
maneira tinica por F que satisfaz F~'oF = idy e F o F~! = idg. Em andlise matemética
o teorema da funcao inversa proporciona as condic¢oes suficientes para que uma aplicagao
seja invertivel localmente numa vizinhanca de um ponto P em termos de sua derivada
em dito ponto. O teorema enuncia-se para aplicacoes em R™ ou se pode generalizar a

variedades diferenciais ou espacos de Banach.



Se utiliza o termo funcao implicita para designar fungoes definidas por ex-
pressoes da forma F(x1,z5) = 0 ou em forma geral F'(zy, xq, 3, .....,x,) = 0. Uma fungao
explicita fornece uma prescricao para a determinacao do valor de saida da funcao y em
termos do valor de entrada x, isto é y = f(x) para uma varidvel. Em contraste, a fungao
é implicita se o valor de y é obtido x resolvendo uma equagao da forma F'(x,y) = 0 (para
duas varidveis), isto é, ela é definida como o conjunto de nivel de uma fungao em vérias
variaveis. As utilidades das fungoes implicitas se da frequentemente em situagoes onde
seja conveniente resolver explicitamente uma equagao da forma F'(z,y) = 0 em termos
de x. Mesmo que seja possivel reorganizar a equacao para obter y como uma fungao
explicita y = f(x) pode nao ser desejavel fazé-lo desde a expressao de f que pode ser
muito mais complicado que a expressao de F. Algumas técnicas de célculo, tais como
diferenciacao, pode ser realizada com relativa facilidade usando diferenciacao implicita.
O teorema da funcao implicita fornece uma ligacao entre func¢oes implicitas e explicitas.
Ele estabelece que se a equagao F'(x,y) = 0 satisfaz algumas condigbes brandas sobre suas
derivadas parciais, entao pode-se, em principio, resolver esta equagao para y, pelo menos
durante alguns pequenos intervalo. Geometricamente, o grafico definida por F(z,y) = 0
ird sobrepor-se localmente com o grafico de uma fungao y = f(x). Existem véarios métodos
numéricos para resolver a equagao F'(x,y) = 0 para encontrar uma aproximagao para a
funcao implicita y. Muitos destes métodos sao iterativos em que eles produzem melhores
aproximacoes sucessivas, de modo que uma precisao requerida pode ser alcancada. Muitos
destes métodos iterativos sao baseados em alguma forma do método de Newton.

Fazendo um estudo histérico e cronoldgico sob a funcao implicita, René Des-
cartes (1596 — 1650), estudou a funcao implicita algebricamente para resolver questoes
geométricos, de forma particular trabalhou com a relacao implicita az? + bx + cy? + dx +
ey + f = 0 hoje conhecido como uma quadrica. Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716)
estudou a mesma quéadrica dando um tratamento do calculo diferencial e integral, fa-

zendo uma substituicao de x + Az, e y + Ay no lugar de xey, obtendo a relacao m =
Ar  by+2cr+d
A_y - 2ay + bx + e
(1667 — 1748) trabalhou com a resolucao de equagoes diferenciais ordinérias, particular-

relacao conhecida como a derivada implicita. Johann Bernoulli
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mente com a equagao y'(z) = M
quagio ' (z) = \/ ==

No capitulo 2 apresentaremos as definigoes e conceitos importantes a serem
utilizados no desenvolvimento do trabalho, como Aplicacao, Diferenciabilidade, Desigual-
dade do Valor Médio, entre outros. No capitulo 3 apresentaremos algumas nogoes de
Algebra Linear, como Espacos Vetoriais, Transformacoes Lineares e Matrizes. No capitulo
4 sera introduzida algumas defini¢oes de Espagos Métricos e o Teorema do ponto fixo de
Banach sobre contracoes, que é fundamental ferramenta para a construcao do objetivo
desse trabalho. No quinto capitulo demonstraremos o primeiro dos dois teoremas funda-
mentais desse trabalho, o Teorema da Funcao Inversa. No sexto, a prova do Teorema da
Funcao Implicita, que é a outra peca chave do trabalho. No capitulo 7, algumas aplicagoes

do teoremas e finalmente no proximo capitulo as consideracoes finais.
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Capitulo 2

Nocoes de Algebra Linear

Neste capitulo sera apresentada algumas defini¢oes e observacoes sobre algebra
linear, como espacos vetoriais e aplicacoes lineares, que serao de grande ajuda nas provas

posteriores.

2.1 Espacos Vetoriais

Definigao 2.1.1 Um espacgo vetorial (sobre um corpo F') é um conjunto nao vazio V
munido de uma regra (lei) de adi¢ao interna e uma regra (lei) da multiplicagdo por escalar,
tais que para todos vetores u,v,w € V e todo escalar o € F' as sequintes condigoes sejam

satisfeitas:
1. u+v=v+u
2. (u+v)+w=u+(v+w);
3. existe 0 € V tal que v+ 0 = v (vetor nulo);
4. existe vy € V tal que v + vy = 0 (vetor oposto de v, denotado por —v);
5. alu+v) =au+ av;
6. (a+ B)v=av+ fu;

7. (aB)o = a(Bv);



8. 1v =wv (vetor unitdrio).

2.2 Subespaco vetorial

Defini¢ao 2.2.1 Seja (V) f) um espago vetorial e W C V' um subconjunto nao vazio.
Dizemos que W € um Subespaco vetorial de V ou simplesmente subespaco de V,
quando para todos vetores wi,wy,w € W e todo escalar a € F' as sequintes condi¢oes

sejam satisfeitas

1. w1 + Wy € W,'

2. aw e W.

2.3 Base e dimensao

2.3.1 Independéncia Linear

Defini¢ao 2.3.1 Seja (V, F) um espago vetorial e {vy, vy, ...,v,} um conjunto finito de
vetores nao nulos. Dizemos que esses vetores sao linearmente independentes se as

unicas solugoes para a equacao
101 + Tovs + X303 + ... + 2,0, = 0(vetor)
sejam r1 = To = T3 = ... = T, = 0.

2.3.2 Conjunto gerador

Definicao 2.3.2 Dizemos que um subespaco wvetorial W € gerado por wvetores
{wy, we, w3, ..., w,} sobre F, se C(wq,wq, ws, ...,wy,), conjunto de todas as combinagoes

lineares de wy, wq, ws, ..., wy,, for iqual a W.

2.3.3 Bases

Definicao 2.3.3 Uma Base para V' é um conjunto B C V' de vetores nao nulos tais que
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1. Os vetores de B sdo linearmente independentes;

2. Os vetores de B geram o subespaco V.

2.3.4 Dimensao

Definigao 2.3.4 Seja (W, F') um subespago vetorial nao nulo. Se existe um subconjunto
de W com n vetores linearmente independentes, e nao existe nenhum conjunto com n+ 1
vetores linearmente independentes dizemos que a dimensao de W é n. Denotado por

dimW =n

2.4 Transformacoes Lineares e Matrizes

2.4.1 Transformacao Linear

Definicao 2.4.1 Uma transformacgao linear de um espago vetorial V no espaco W é
uma fungao T : V. — W que para todos vetores vi,vy € V e a € F(corpo) satisfaz as

condicoes:
1. T(vy +ve) = T(vy) + T(vg);
2. T(awy) = aT(vy).

Exemplo 1 Seja V =R3 W =R? ¢ F =R. A funcio T : R* — R? definida por
T(x,y,2) = (x+y,y+2)

E facil ver que T € transformacao linear, pois atende as condicoes da definicao anterior.

2.5 Isomorfismo e Automorfismo

Definicao 2.5.1 Entende-se por isomorfismo do espago vetorial V' no espaco vetorial W
uma transformacao linear F : V. — W que seja bijetiva. Um isomorfismo F :'V — V

¢ um automorfismo

16



2.6 O Espaco Vetorial L(F, F)

Definigao 2.6.1 Sejam E, F espagos vetoriais. Denotaremos por L(E,F) o conjunto
das transformagoes lineares T : E — F. Quando E = F denotaremos L(E, E) = L(E).

2.6.1 Imagem e Nucleo

Definicao 2.6.2 Seja T : V. — W wuma transformacao linear sobre F. Pela defini¢ao a

imagem de T é o conjunto
Im(T)={weW | JveV tal que T'(v) = w}

Definicao 2.6.3 Seja T : V — W uma transformacao linear sobre F. O nicleo de T

€ o conjunto

ker(T) = {v eV | T(v) = 0,}

Definicao 2.6.4 A matriz da transformacao linear T : V — W nas bases B, B,

€ a matriz A € My (F) cujas entradas a;; sio os coeficientes a;;:

T(Ul) = anw; —+ GawW2 -+ + Q1 W,
T(v2) = appwi + apws + T AW,
= + + +
| T(vn) = apwr + agwz + + GnnWi
Denotaremos essa matriz por
aipx Q2 - Qin
BY o a21 a22 e a2n
[Tz, =
Am1 Am2  °° Amn

17



Capitulo 3

Definicoes sobre o Espaco R"

Apresentaremos neste capitulo a base do objetivo deste trabalho, que sao as
principais defini¢coes de andlise matematica para o espaco euclidiano R™, como aplicacao,

continuidade, diferenciabilidade e matriz jacobina.

3.1 O Espaco Euclidiano R”

Definicao 3.1.1 O espaco euclidiano n-dimensional é o produto cartesiano:
R"=RxRxRx..xR
Os pontos de R™ sdo as listas v = (x1, T2, X3, ..., T,) onde x; € R

Dados x,y € R™ e a € R, temos:

r+y= (xl +y17x2+y27“'7xn+yn>

ar = (o, oy, ..., axy,)

3.2 Aplicagao

Definicao 3.2.1 Uma aplicagio f: A — R"™, definida no conjunto A C R™, associa a
cada ponto x € A sua imagem f(x) = (fi(x), fa(2), f3(z), ..., fu(z)). As funcdes reais
fisfo, f3,- s fn o A — R, assim definidas, chama-se as funcgoes coordenadas de f.

FEscreve-se entao: f = (fi1, fo, f3,- - fn)-



3.3 Aplicacoes continuas

Definicao 3.3.1 Diz-se que f ¢ continua no ponto a € A quando, para cada € > 0

arbitrariamente dado, pode-se obter 6 > 0 tal que:

reAlr—a <d=|f(x)— fla)] <€

Diremos que f : A — R™ é uma aplicacao continua no conjunto A C R™

quando f é continua em todos os pontos a € A.

3.4 Aplicacao uniformemente continua

Definigao 3.4.1 Uma aplicagio f : A — R" diz-se uniformemente continua no

conjunto A € R"™ quando, para cada todo € > 0, for possivel obter 6 > 0 tal que:

|z —y| <d=|f(x) — fly)| <e para todo x,yec A

3.5 Caminho

Definicao 3.5.1 Um caminho em R™ € uma aplicacao f : I — R"™, cujo dominio é
um intervalo I C R. Para cada t € I, temos f(t) = (fi(t), f2(t), f5(t), ..., fu(t)), onde

3.6 Normas Vetoriais

Definicao 3.6.1 Chama-se norma em R" a qualquer aplica¢ao

|l.l=R* —R

z = |z

que satisfaz os sequintes ariomas:
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L =] = 0;

2. |zl =0 x=0;

3. Naxl| = |efll=]l;

4. lz+y| < |lz|| + [|v]| (Desigualdade Triangular)
Exemplo 2

1. [[#][oc = max|x;|
i=1n

n

2. Nzl =) lail

Z |z;]2 (Norma Euclidiana)

=1

3. Nzl =

3.7 Normas Matriciais

Definicao 3.7.1 Normas matriciais sao escalares que representam magnitudes matrici-

ais. As normas matriciais mais comuns sao (para a matriz A de ordem n):

e Norma de soma mdxima de coluna:

n

41 = s 3o
1=

e Norma de soma madzima da linha:

n

4]l = max > " [ay|
1<i<n 4 1
]:

3.8 Diferenciabilidade

Definigao 3.8.1 Seja A um subconjunto de R e seja f : A — R™ uma aplicacao.

Suponha que A contém uma vizinhanga em torno de a. Definimos a derivada de f em

20



a por:

(tal que exista o limite.)

Definicao 3.8.2 Sejam f: A C R™ — R" uma aplicacao, a um ponto interior de A e

u € R™. Definimos

D f(a) — tim £ 1) = F(a)

t—0 t

(desde que exista o limite.)
Este limite € chamado de deritvada direcional de f no ponto a na direcao de u.
Quando u = e; para j = 1,2,...,m, a derivada direcional de f em a na direcao de u é
chamada de derivada parcial e denotamos por:

of

D;f(a), D'f(a) ou 8_95]

Definicao 3.8.3 Dizemos que uma aplicagio f : U C R™ — R™ ¢ de classe C' em

i . . : .
—— para 1t = 1,2,3,...nm e j =1,2,3,....m existem e sao

U se as deriwadas parciais, 5
x
j

continuas em U.

Definicao 3.8.4 Seja A C R™ um aberto e f : A C R* — R™. Dizemos que [ é
diferencidvel num ponto a, se existe uma aplicacdo linear L : R™ — R"™ tal que

L (atw) ~ (o)~ L)

=0
|u|—0 |ul

A aplicacao linear L quando existe € unica. Fla ¢ chamada derivada de f em a e €

denotado por Df(a). Escrevemos:

Df(a)(u)

a0 nvés de



No capitulo seguinte definiremos aplica¢ao linear para a melhor compreensao

da definicao anterior.

3.9 Matriz Jacobiana

Definigao 3.9.1 Seja A C R™ um aberto e f : A C R™ — R™. Se as derivadas parciais
das fungoes coordenadas f; de f existem em a, entao podemos formar uma matriz que

i . 7/
tem ——(a), como entradas, isto é:

837]'
df1 af
8_x1(a) ﬁ(a)
df; B . . .
a—x?(a) 8%:L(a) .

Esta matriz € chamada de Matriz Jacobiana de f no ponto a.

Definicao 3.9.2 Sejam A C R™ um aberto e f : A C R" — R". Se f ¢ diferencidvel

em a, o determinante
Difi(a) -+ Dyfi(a)

Jf(a) =

len(a) ann<a)
E chamado de Jacobiano de f no ponto a.
O fato que a aplicagdo linear Df(a) : R® — R™ é bijetiva se, e 86 se,

Jf(a) # 0, é crucial, como veremos para o teorema da func¢ao inversa e teorema da fungao

implicita.

Exemplo 3 Seja
f R — R?

(z,y) = f(r,y) = (r +y,x —y)

22



Temos que f € diferencidvel em (ay,as) € R?, pois f € linear. E mais,

Jf(a) = =—-2+#0

3.10 Homeomorfismo

Definicao 3.10.1 Dados dois conjuntos X C R™ e Y C R", um homeomorfismo
entre X e Y é uma bijecao continua f : X — Y, cuja inversa f~':Y — X também é

continua. Diz-se entao que X e Y sdo conjuntos homeomorfos.

3.11 Difeomorfismo

Definicao 3.11.1 Sejam U e V abertos do espaco euclidiano. Uma bijecao f: U — V
chama-se um difeomorfismo de U sobre V quando € diferencidvel e sua inversa f~1 :

U—V também o é.

3.12 Difeomorfismo Local

Definicao 3.12.1 Dizemos que uma aplicacao diferencidvel f : U — R™, definida no
aberto U C R™, € um difeomorfismo local quando para cada x € U existe um aberto

V, comz €V CU, tal que a restricio de f a'V é um difeomorfismo de classe C*.

3.13 Desigualdade do Valor Médio

Definicao 3.13.1 Dado um aberto U C R™, seja f : U — R"™ diferencidvel em cada
ponto do segmento de reta aberto (a,a + v) e tal que sua restrigio ao segmento fe-
chado [a,a + v] C U seja continua. Se |f'(x)] < M para todo z € (a,a + v) entdo

[fla+v) = fla)] < M.Jo|.

Demostracao:
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O caminho ¢ : [0,1] — R", definido por ¢(t) = f(a + tv), é continua e
diferencidvel no intervalo aberto (0, 1), com ¢(0) = f(a), ¢(1) = f(a + v) e pela Regra da
Cadeia, segue:

dt) = flla+tv)w

de onde

@) < [f(a+tv)|.Jo] < M|v|

para todot € (0,1). Segue-se que se f : [a,b] — R™ é um caminho continuo, diferencidvel
no intervalo a aberto (a,b) e se |f'(t)] < M para todo t € (a,b), entao |f(a) — f(b)| <
M.(a — b). Logo:

(1) = c(0)] < M Jvl, i.e., [fla+v) = f(a)] < M.|v| 0
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Capitulo 4

Espacos Métricos

No atual capitulo serao apresentados a definicao de espaco métrico e exemplos,
assim como o Teorema do ponto fixo de Banach sobre contragoes, que sao usados nas

demonstragoes posteriores.

4.1 Definicoes

Definicao 4.1.1 Uma métrica num conjunto M € uma funcao d : MaxM — R, que
associa a cada par ordenado (x,y), chamada a distancia de x ay que sejam satisfeitas as

sequintes condicoes para quaisquer x,y € M:
dl) d(z,x) =0

d2) Se x # y entao d(z,y) >0

d3) d(z,y) = d(y,z)

d4) d(z,z) < d(z,y)+d(y, 2)

Definigao 4.1.2 Um espago métrico € um par (M, d), onde M €é um conjunto e d € uma

métrica em M.
Exemplo 4 O Espaco Métrico R™

Os pontos do R" sdo as listas © = (x1, 29, 3, ..., 2,). Existem trés maneiras naturais de

definir a distancia entre dois pontos em R".



M1) d(z,y) = /(1 —y1)2 + (22 — y2)> + (x5 — y3)2 + - + (Tp — Yn)?
M2) d'(z,y) = |1 — il + |22 — 2| + |23 — y3| + - + |20 — Ya]
M3) d”(l’,y) = max{|x1 - yl‘v |£C2 - y2|7 ‘513'3 - y3|7 Tty |'rn - yn‘} = Hl,<};|$i - yz‘

1<e

obs.: A métrica M1 é chamada Euclidiana.
Exemplo 5 O espaco de fungoes:

Uma funcao real f : X — R chama-se limitada quando existe uma constante K = Ky >
0 tal que |f(x)] < K,Vz € X.
Indicaremos por B(X;R) o conjunto das fungoes limitadas.

Definimos uma métrica em B(X;R) pondo, para f,g € B(X;R):

d(f,g) = sup |f(z) — g()]

Verificando a métrica:

d1)
d(f,f)=0, VfeB(X;R)
=d(f, f)= Sup |f(x) = f(z)| = Sup 0] =0
d2)

Se f#g, = d(f,g) >0= d(f,g) =Sg§|f(x)—g(x)|

Considerando os casos:

i) f>9=F-9>0=|f-9gl >0 = supex|f(z) - g(x)] > sup,ex0 =
sup,ex |f(z) —g(x)] >0

i) g>f=9g—f>0=|g—fl >0 = supex|9(x) — f(z)] > sup,ex0 =
sup,ex [9(x) — f(x)] >0

d3)

d(f,g) = d(g, f)

= d(f,9) = sup |f(x) = g(z)| = sup|g(x) — ()| = d(g, f)

zeX zeX
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da)

d(f,h) < d(f,g)+d(g,h)

= d(f,h) = sup |f(z) = h(z)| = sup | f(z) — g(x) + g(x) — h(x)| = d(g, f)

reX zeX

Pela desigualdade triangular:

[f(2) = g(x) + g(x) = M) < [f(x) — g(=)] + [9(z) — h(z)]

Entao temos:

sup (f(z) — g(@)| + lg(x) = h(@)[) = sup [f(x) — g(x)] + [9(x) — h(z)|

rzeX zeX

= d(f,h) < d(f,9) +d(g, h)

4.2 Espacos Métricos Completos

Defini¢ao 4.2.1 Uma sequéncia (x,) num espa¢o métrico M chama-se uma sequéncia

de Cauchy quando, Ve > 0, eziste ng € N tal que m,n > ng = d(xm, x,) < €.

ie.
(x,) é uma sequéncia de Cauchy quando, para todo € > 0 dado, existe np € N

tal que m,n > ng = |z, — x,| <€

Definicao 4.2.2 Diz-se que o espaco métrico M é completo, quando toda sequéncia de

Cauchy em M ¢ convergente.
Exemplo 6 A reta € um espago métrico.

Demostracao:

Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em R, ou seja, para todo € > 0 dado, existe ng € N tal
que m,n > ng implica d(z,, x,) < €. Pondo, para cadan € N, X,, = {x,, Tp11, Tnio, - - -},
temos X1 D Xy D X3 D --- D X,, D -+ e os conjuntos X,, sao limitados, isto é, existe

uma bola B(z,, €) contendo inteiramente o conjunto X, Vz,, € X,,.
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Seja a, = inf X,,,Vn € N. Entao a; <as <az3 <...<a, <...<b=supX;. Sabemos
que toda sequéncia momotona limitada de ntimeros reais é conevergente, logo existe o
nimero a = lima,. Afirmamos que a = limz,. Para provar isto, basta mostrar que a
é limite de uma subsequéncia de (z,), ou seja, que dada arbitrariamente € > 0 e njey,
podemos obter n > ny tal que x,, € (a — €,a + ¢€). Ora, sendo a = lima,,, existe m > n;

tal que a — € < a,, < a+¢€. Como a,, = inf X,,, existe n > m (e portanto n > n;) tal que

am <, < a+e€ isto é, x, € (a—€,a+¢). O

Definicao 4.2.3 Seja X C R™. Uma aplicacao f : X — R™ chama-se uma contracao
quando existe A € R, 0 < XA < 1, e uma norma em R"™ relativamente a qual se tem

[f(x) = f(Y)l < Alz — y| para quaisquer z,y € X.

Toda contracao é uniformente continua. As vezes, quando for preciso especificar a cons-

tante \, diremos que f é uma A-contragao.

Definicao 4.2.4 Sejam M, N espacos métricos. Uma aplicagao f : M — N chama-se

contracao quando existe uma constante ¢, com 0 < ¢ < 1, tal que:

Toda contracao é uniformemente continua.

4.3 Teorema do ponto fixo de Banach sobre contracgoes

Teorema 4.3.1 Seja (X, d) um espago métrico completo. Seja T uma contragao definida

em X. Entao:
i) Eziste um inico ponto T pertencente a X tal que T(T) = T;

it) Qualquer que seja xo € X a sequéncia definida por ag = g € a, = T'(an,—1) converge

para T;

iii) Qualquer sequéncia da forma anterior satisfaz




Demostragao: Vamos provar que, se existe um ponto fixo, ele é inico. Suponhamos que

1 € o sejam pontos fixos, entao:

T(z1) =z e T(x3) = xo

Logo,
d(T(z1),T(z9)) = d(1, 9)

Como T é uma contracao,

d(T(x1),T(22)) < c.d(z1,22) 0<c<1

Entao

d(z1,29) < cd(xy,20) = d(x1,22) — c.d(xy,22) < 0= d(x1,22)(1 —¢) <0

como 0 < ¢ < 1, entdao (1 —¢) > 0, logo d(x1,2z2) < 0, (=<«). Provaremos agora que,
qualquer que seja xg fixado em X, a sequéncia definida como no Teorema é uma sequéncia
de Cauchy e que o limite dessa (que existe, pois X é completo) satisfaz a condigao de

ponto fixo. Para isso precisamos do seguinte lema:

d(p, any1) < " td(ag,a1) Vn €N

Suponhamos que essa relacao seja valida para n < k. Para n = k + 1, segue:

A(Tps1, Ty2) = d(T(2k), T(wp11)) < C.d(Tp, Tpsr) (4.1)

Usando a hipotese de indugao:
A(Tpi1, Thy2) < .M d(wo, 1) = d(Tpi1, Tpy2) < Fd(zo, 1) VEEN

Agora provaremos que a sequéncia é de Cauchy.

Segue-se que, para quaisquer k,p € N:
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d(xn7 $n+p) S d(mna mn—i—l) + d(xn+17 xn+2) + - d(xn-i—p—l; mn—i—p)
< " Ld(zg, z1) + M Ed(xg, 1) + P d(mg, 21) + -+ TP (2, 1)

= d(xo, 1) [c" TN TP T P

p—1
= d(zo,z1).[c" 7] )
k=0
p—1
Vamos analisar a soma Z ¢*, sabendo que 0 < ¢ < 1, ou seja, le| < 1.
k=0
p—1
F= A
k=0

p—1 0
Claramente, Z & < Z ¢ De fato,

k=0 k=0

1

bS]

S=Y ="+t + A+ P! (4.2)

k=0
cS=c++c 4P (4.3)

Fazemos a diferenca entre (4.2) e (4.3).

S—cS=1-¢c"
1—¢P
S = 4.4
T o (4.4)
1—¢ 1 )
Como || <lepeN, temos 0 < (1 —¢P) <1. Mas 0 < ] < - sabemos ainda
—c —c
que:
- 1
k
= 4.
>t =1 (45)
k=0
Pois é uma série geométrica. Logo,
p—1 00 1
k ko
C<ZC_1—C (4.6)
k=0 k=0
entao,
p—1 1 Cnfl
=d =10y F<d Reiy = d
(20, x1).C kzgc < d(xg,x1).C T2 1-¢ (20, x1)
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temos,

n—1

c
d(@n, Tntp) < d(zo, 1)
1—c¢
tomando limite:
n—1 d
lim — Ad(xg, 1) = M. lim "1 =0
n—oo 1 — ¢ l1—c n—ooo
cn—l Cn—l

ie., .d(zg,x1) é arbitrariamente pequeno. Logo € =

d(xo, 1), temos:

d(Tn,zn+p)<e n,p+n>ng €N

Entao a sequéncia é de Cauchy.
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Capitulo 5

Teorema da Funcao Inversa

Neste capitulo sera demonstrado o Teorema da Fungao inversa de maneira

pratica destacando cada passo da demonstracao.

Teorema 5.0.2 Seja f: W C R"™ — R™ uma aplicagio de classe C'. Se Df(a), para
a € W, € bijetiva e f(a) = b, entdo:

i) Ezistem abertos U,V C R"™ tal que f: U — V € bijetora, coma €U ebe V.

ii) Emiste uma fungdo g :V — U de classe C* tal que g = f~1.
Devemos mostrar que

Dglf(z)] = [Df(z)]™"
Demonstragao:
Se f € CY(W), entao D f é continua em W e ainda se D f(a) é bijetora, temos que D f(a)
é inversivel. Seja A = Df(a) e escolhemos A tal que:

2M[A7H <1 (5.1)

Considerando o fato que f’ é continua em a, segue que existe uma bola aberta em R™

By(a) =U C W tal que:

IDf(z) — Df(a)|| < A ou |[Df(zx)— Al <A VaeU (5.2)



Definamos uma funcao ¢(z), tal que:
p(z)=x+ A (y— f(z)),Ve €U (5.3)

De (5.3) segue:
fl@)=yed@)=z (5.4)

Além disso temos:
Dé(x) = I+ A~ (=Df(x)) = A" A= A7 Df(a) = ANA= Df(x))  (5.5)

Aplicando Norma:
= | Dg(x)|| = [|A7 (A = Df(x))] (5.6)

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schawarz:

1, 1
IDé@)| < [IATIIA = Df(z)l| < 53X = 5 (5.7)

[1D¢()]| <

N | —

A bola aberta B ¢é convexa, entao para quaisquer x; € T, temos que
(1 —t)zy +txy € U.

Consideremos a funcao:

h(t) = ¢((1 —t)xy +txs) Vit el0,1] (5.9)

Entao, usando Regra da Cadeia, segue:

Dh(t) = qu((l — Zf)l'l + t$2)(l‘1 + 1’2) (510)
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Tomando a Norma:
[IDA()]| = |DG((1 = t)zy + L) (21 + 22) |
Aplicando Desigualdade de Cauchy-Schawarz
IDR()]| < |1DO((1 = t)ay + taa)|[[[ (1 + 22)]] < %H(fﬁl +22) ||

IDA( < 3l +22)]

Da Desigualdade do Valor Médio:
[[7(1) = h(O)[| < (1 = O)[[ DA (t)]]
De (5.9) e (5.13), temos:
1
l9(21) = ¢(@2)ll < [DRE)I < 5llzr — 22l

= l6(e2) — 6(s)]| < g lles — ]

.. ¢ é uma contracao sobre a bola U.

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

Como ¢(U) C U e ainda mais, ¢ : U — U, logo ¢ tem um tnico ponto fixo, z € U. Temos

y = f(z) paraum x € U. Logo f: U — f(U) é injetiva e sobrejetiva.

Agora mostraremos que V = f(U) é um aberto.

Seja yo = f(zog) € U. Agora seja B; a bola aberta de centro xy e raio r > 0 tal que o

fecho de By, B, C U.
Tomemos y € U, tal que:

1y = yoll < Ar

Provaremos que y pertence a f(U), segue por (5.3):

l¢(w0) — zoll = [A™ (y — wo) | < [IA™H[[Ar
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De (5.1):

o) = ol < (5.19)

Se x pertence By C U, entdo x é ponto de acumulacdo. Segue de (5.16):

I6(2) — 2ol < 16(2) = p(ao) + I6(e0) — woll < glle —woll +5 <r  (5.20)

Disso temos que ¢(z) € By C B;. Assim:
¢:B, — B (5.21)

é uma contracao e como By é um espaco métrico completo, B; tem um tnico ponto fixo
x.
Para este z, f(z) =y e assim y € f(B;) C f(U)=V.
Logo, V' é um aberto, pois y é ponto interior de V. Isto prova que:
Existem abertos U e V da R" tal que f: U — V é bijetiva, com a € U e b € V. Faltando
provar que g : V — U é de classe Ct e g = f~1.
Para isto, tomemos U = Be V = f(B). Sejay € Vey+ k € V. Entao existe z € B e
xr + h € B tal que:

flx)=y e flr+h)=y+k (5.22)

De (5.3), segue:
p(x+h)=x+h+ A y— f(z+h)) (5.23)

A diferenga entre (5.23) e (5.3):

¢(x+h)—¢(@)=z+h+ Ay~ flz+h) —a+ Ay~ f(2))
=h+ Ay~ fle+h)—y+ f(x)) =h+ A (f(x) = f(z+h))

onde f(z) — f(x +h) =y — (y+ k) = —k, entao:
=h+ A ~k)=h—-Ak (5.24)

Por (5.16),
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1 1
l6(z + 1) = d(@)ll = [|h = AT < Sllw+h =l = S|4l
1
1]l = AR < SRl

1
isto & —[|A71k| < —§||h||, ou seja,
IRl < 2 A7H[1I%]

Usando (5.1):
1
Il < S Ikl (5.25)

Devemos usar o seguinte resultado:

Se A ¢ inversivel e B € £(R",R") tal que ||B — A||||A]| < 1, entdo B ¢é inversivel. A
Aplicacao A — A~! é continua para todo A.

De (5.1) e (5.2), segue:

_ A1
IDf(@) - A4 < < 5 <1 (526)

e assim D f(x) tem inversa, que denotemos por 7.

Suponhamos que g é inversa de f, logo:

gly+k)=z+h e gy =2
gy+k)—gly)=x+h—-—x="h
=gly+k)—gly) =Tk=h—-Tk

sabendo que k = f(z + h) — f(), segue
9y +k)—g(x) —Thk=h-T(f(z+h)— f(z))

= g(y+k)—g(@) =Tk=1h-T(f(z +h) - f(z))

= gy + k) — g(x) — Tk =T.T""h — T(f(x + h) — f(z))

= g(y+ k) —g(x) =Tk =T(hT~" - f(x +h) + f(2)) = T(Df(x)h - f(z+h) + f(x))
De (4.25), temos: [|g(y + k) — g(z) — Tk|| = |T(Df(x)h — f(z + h) + f(z))||

= [lg(y + k) = g(z) = Tk|| < [ITI|Df(x)h = f(x +h) + f(z)] (5.27)

36



De (5.25) e (5.27),

lgCy + k) = g(y) = TkllIAl < [T Df(2)h = f(a+h) +f(x)\\@
lg(y + %) —g(y) = Tk|| _ 7] [|IDf(@)h — f(a+h)+ f(2)]
1] oA 4]

(5.28)

Sabemos que de (5.25), se k — 0 entdo h — 0. Portanto ambos os lados de (5.28) tendem

a zero. Usando a definicao de Derivada de uma funcao,

Dg(y) =T = [Df(x)]™

Sabendo que g é diferenciavel , entao concluimos que g é continua em V. E como Dg(y) =
T = [Df(g(y))]" !, temos que Dg é continua, pois a conposigao de fungoes continuas é

continua

Isso finaliza a demonstracao do teorema. 0
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Capitulo 6

Teorema da Funcao Implicita

Apresentaremos agora a demonstracao do Teorema da fungao Implicita com

seus argumentos necessarios.

Teorema 6.0.3 Seja U C R" um aberto e f : U — R uma funcdo de classe C* para

(k <1). Se (x0,y0) € U tal que f(zo,y0) =c € g—f(p) # 0, entao existe uma bola aberta
)
B = B(x0,0) C R™ e um intervalo J = (yo — €,yo + €) tais que f~(c)N (B x J) € o

grdfico de uma funcdio & : B — J, de classe C*. Para todo x € B, tem-se:

of

0z; B of
a—y(x,i(ﬂf))

parai=1:n

Demonstracao:

0
Consideremos a—f(xo,yo) > 0, sem perda de generalidade, pois como
Y

0 0
a—f(xo, Yo) # 0, a fungao é crescente ou decrescente. Como 8_f é continua, existe § > 0,
Y Y

e > 0 tais que, consideremos a bola aberta B(xg; ) e o intervalo J = (yo — &, 4o +¢), onde

temos que:

BxJcU e g—]yc(x,y)>0 V (r,y)€BxJ

Entdo a funcdo f restita ao intervalo J = [Yo — €,90 + €] é estritamente crescente. Por

hipotese que f(xg,y0) = ¢, segue:



f(zo,y0—€) <c e f(xo,yo+e)>c

Pelo teorema do valor intemediario existe um unico valor y € J tal que:

flz,y)=c VzeB
Dai definimos a funcao

& B — J

Logo f~1(c) N (B x J) é o gréifico de £&. Agora mostraremos que £ é de classe C?.
Afirmacgao: ¢ é continua em B.
De fato, seja B! uma bola aberta em B e J' = (£(a) — &', £(a) + ') um intervalo em J e

a € B. Temos que:

B''x J'c B x J,

ou seja,

&BYcJ?

Logo £ é continua em B. Uma outra justificativa que £ é continua pode ser vista no lema

que mostraremos logo apés o final da demonstragao. Devemos mostrar que existe 5 (x),
L5

V x € B, para (i = 1 : n). Definigao:

03 (z) = lim §(x +te;) — &(x)

8Ii t—0 t

para facilitar a demosntracao faremos:
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Entao:

o (x) =lim = h(t)

ox; t—0 t

Sabemos que f(x,&(x)) = ¢, logo sendo (x + te;), temos:

[, &(x)) = f(x +tes, E(x) + h) = ¢

para todo t € (—9,0).

Pelo Teorema do Valor Médio, V ¢t € (—9,0), existe & = a(t) € (0,1) de modo que:

0= f(z+te,&(x)+h)— f(z,{(x)) = gj (x—l—oztei,g(x)—l—ozh)t—l—Z—ch(x+atei,£(x)+ah)h
0
nt) &i (x + ate;, £(x) + ah)
t %(x + ate;, &(x) + ah)

Como & ¢ continua, lim; 0 h(t) = 0. Como f é de classe C?, entéo:

of
6 () St te) —e(@) )
ox; t—0 t Zf (2, &(x))

Logo € € CL.

Se f € C?, entao suas derivadas parciais sao de classe C'!, como ja sabemos que £ € C1,
suas derivadas parciais sao de classe C, logo ¢ € C?. Concluimos que: Se f € C*, entdo,
£ ek O

Agora vejamos o lema usado na demonstracao.

Lema 6.0.1 Sejam X C R™ K C R" limitado e fechado, fX x K — R"™ ec € R". Se
f~1(c) € o grifico de uma aplicagio & : X — K, isto €, para cada x € X existe um

unico y = &(x) € K com f(x,&(x)) = ¢, entao & é continua.
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Demonstragao:

Dado zg € X, seja yo = ()

Consideremos a sequéncia de pontos z,, € X com limx, = zy, e queremos provar que
lim &(zn) = yo.

Sabemos que &(z,,) é limitada, pois {(z,) € K é limitado, basta provar que toda sub-
sequéncia &(z,,), convergente em R™, tem limite yo.

Suponhamos que lim{(z,,;) = y, entao deve ser y € K, pois K ¢ fechado.

Como f(zn;,&(xs;)) = ¢, ¥V n € N, temos

F(0,y) = lim f (2, &) =

Pelo unicidade do limite, y = . 0
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Capitulo 7

Exemplos

Agora apresentaremos algumas aplicagoes dos teoremas da Funcao Inversa e

Funcao Implicita que ajudarao na melhor compreensao dos mesmos.

7.1 Exemplos do Teorema da Funcao Inversa

Exemplo 7 Seja f : R? — R? dada por
f(z,y) = (cosz + cosy,sinx + siny)

Vamos mostrar que f tem uma vizinhanga de todos os pontos (xg,yo) tal que xo—yo # n,
comn € 7.

solucgao:

—sinxzg —sinyy
D f(xo,50) =

cosSTy  COSYo
Para que Df tenha inversa, Jf # 0, logo:
—sinxy, —siny

Jf(a) = = —sin(zo — yo)
COS g COS Yo

Podemos notar que J f(a) = —sin(xg —yo) # 0 se, e sd se, xg — yo # nw, logo f tem uma



inversa localmente.

Exemplo 8 Seja f: R? — R? dada por

f(x,y)z - ) /
VIta2+y2 1+ 22+ 12

vamos provar que existe uma inversa local em toda vizinhanca de qualquer ponto do R2?.
Solucao:

Temos

1

Jf(ﬁay):Hx—W%O

logo, pelo teorema da funcdo inversa, f admite inversa local em qualquer ponto de R2.

Sendo ¢ a inversa, entdao

Jo(z,y) = =1+a"+y"#0

L
Jf(z,y)

Exemplo 9 Consideremos a funcio f : R® — R3 dada por

f1:<xayaz>:x+y+z
fo=(z,y,2) =y + 2y + w2

f3 = (%Z/vZ) = XYz

€ To,Yo € 2o Sao numeros reais dois a dois distintos.

Mostraremos que f tem uma inversa v em uma vizinha do ponto (zo, Yo, 20) € que

Jp(z,y,2) ==y — 2)(z —x) (@ —y)]

Solucao:

Temos
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1 1 1

Jf(l“o,yo,zo): Yo+ 20 Lo+ 20 Zo+ Yo

Yoo To<o ZoYo

Temos

1 1 1

Yo+ 20 To+20 To+Y | —

Yo<o ToZo ToYo
1 0 0
Yo + 2o Zo — Yo To — 20 = —(3/0 - ZO)(Z’O - il?o)(i’fo - yo)
YoZo 20(370 - 3/0) 3/0(3(50 - Zo)

Portanto, J f(xo, Yo, 20) = — (Yo — 20) (20 — o) (2o — o) # 0, pois xg, yo € zo sao dois a dois
distintos.
Desde que J f(xo, Yo, 20) # 0 pelo Teorema da Fung¢do Inversa existe uma inversa ¢ de f

definida numa vizinhanga de (o, Yo, z0) €

To(z,y,2) = W = -2 — )z — )"

Vejamos agora alguns exemplos do Teorema da Funcao Implicita.

7.2 Exemplos do Teorema da Funcgao Implicita

Exemplo 10 Encontraremos um ponto (o, Yo, z0) na vizinhanga do qual a equagdo
sinyz + sin zx + sinxy = 0

tem uma unica solu¢ao z = ¢(x,y).
Solucao:

Temos
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F, =cosyz +cosxz # 0

por exemplo, para (xq,0,0) com xg # 0, entdo F,(x9,0,0) = 2 # 0, e, pelo Teorema da
Fungao Implicita na vizinhanga do ponto (x,0,0), a equagio F(x,y,z) = 0 possui uma

inica solugio z = ¢(x,y)
Exemplo 11 Sejam

xy® +yu® + 20° =1

2oy + yPu+ Pv =1

mostraremos que eziste uma unica solu¢ao u = ¢1(x,y,2),v = ¢o(x,y, 2) na vizinhanga
do ponto (x,y,z,u,v) = (0,1,1,1,0) e encontraremos a matriz de D¢(0,1,1,1,0), onde
¢ = (¢17 ¢2)-

Solucao:

Si(w,y, 2) = 2y® + yu® + 20" =1 =0 (7.1)
foz,y,2) =2y +y’u+ v —1=0 (7.2)

Sep=(z,y,2),q = (u,v) e f = (f1, f2) entdo as equacoes (7.1) e (7.2) podem ser escritas

na forma f(p,q) =0, seque

J2f(p,q) = S = byu'z® — 5zu'y’
P 55
Sepo=(0,1,1) e go = (1,0), entao Jof(po,q0) = 5 # 0. Portanto, pelo teorema, existe
uma vizinhanga do ponto (0,1,1,1,0) tal que a equagao f(p,q) = 0 possui uma Unica
solug¢do q = ¢(p), isto €, (y,z) = ¢(x) = (P1(x), Pa(x)). Logo, y = ¢1(x) € z = ¢o(x).
Temos D¢ (po) = —[Daf (Pos 90)] " D1.f (o, q0)-

150 5 0 1 5
D f(po,q0) = . Daf(po,qo) = . Daf(po,qo0)~ " = Logo,
05 0 11 1
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D¢(p07 qO) = - =
1
—— 1 —— 4 0
5 )
Exemplo 12 Mostraremos que na vizinhanca de qualquer ponto os quais satisfaz as

equacoes

+ (z+2)yP—3=0

o'+ (22 +32)y  —6=0

existe uma unica solugcio y = ¢1(x) e z = ¢o(x) dessas equagaies.
Solucao:

filz,y,2) =a* + (x+2)y* —3=0 (7.3)
folz,y,2) =2 + 2z +32)y> —6 =0 (7.4)

Sep=ux,q9=(y,2) e f(f1,[2), entdo as equagioes (7.3) e (7.4) podem ser escritas na

forma f(p,q) = 0.

Logo,

3(x+2)y* P
Jof(p,q) = = 3zy” #0 se xy # 0
3(2x + 32)y* 3y°

Portanto, para o ponto (x,y,z) com x # 0 ey # 0, pelo Teorema da Funcao Implicita,
existe uma vizinhanga do ponto (x,y,z) com x #0 ey # 0 tal que a equagao f(p,q) =0
possui uma unica solu¢ao q = ¢(p), isto é, (y,z) = ¢(x) = ($1(x), p2(x)). Logo y = ¢1(x)
ez = Pa(z).
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Consideracoes Finais

Este trabalho teve como objetivo expor tépicos da andlise matematica com
requintes do calculo avancado. O foco foi o enunciado e a demonstracao dos Teoremas
da Funcao Inversa e Teorema da Funcao Implicita, onde podemos observar a utilizacao
e importancia dos conteiudos que giram em torno da anélise, voltado para o espaco R",
como defini¢coes de algebra linear, espagos métricos e outros, que foram base necessaria
para a demonstracao dos teoremas. Na demonstracao do Teorema da Funcao Inversa,
observa-se que podemos inverter uma funcao de varias variaveis localmente. Para isso é
necesséario algumas condicoes. sendo elas: A funcao f ser de classe C! e a sua derivada
no ponto a, Df(a), seja bijetiva. Na prova do Teorema da Funcao Implicita, observa-se
que para a expressao f(x,y) = ¢, podemos definir y = £(z), ou seja, y em fungao de x,
desde que f(x,y) = ¢ tenha soluc¢ao. Por fim, foi apresentado alguns exemplos aplicando

os teoremas para assim facilitar na compreensao dos mesmos.



[10]
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Referéncias Bibliograficas

LIMA, Elon lages. Curso de andlise. Rio de Janeiro: IMPA, 11* edicao. vol 2. 2009.
LIMA, Elon lages. Curso de andlise. Rio de Janeiro: IMPA, 12* edicao. vol 1. 2009.
LIMA, Elon lages. Espacos Métricos. Rio de Janeiro: IMPA, 2% edi¢ao. 1977.

SHOKRANIAN, Salahoddin. Uma introducdo a Algebm Linear. Rio de Janeiro:
Ciéncia Moderna Ltda. 2009.

CALLIOLI, C.A, DOMINGUES, H.H., COSTA, R.C.F. f[lgebm Linear. Editora
Atual.

LOUREDO, A. T., OLIVEIRA, A. M., LIMA, O. A. Cdlculo Avancado. Campina
Grande: Eduepb. 2010.

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA. Sistema de Bibliotecas. Normas para

a apresentacao de documentos cientificos. Curitiba, 2001. 10v;

GOMES, J.R.M. Teorema do ponto fixo de Banach, em http://www.ime.usp.br/ jgo-

mes,/pontofixo.pdf

ANDRADE, D. O Teorema da Funcao Inversa e da Funcao Implicita, em

http://www.dma.uem.br/kit /arquivos/arquivos.pdf/inversa.pdf

ALVES, L.V.  Autovalores, autovetores e  mormas  matriciais, em

http://homepages.dcc.ufmg.br/ rfortes/analisenum/Aula6.pdf

SCARPELLO,G. RITELLI, D. A Historical Outline of the Theorem of Implicit Func-

tions, em http://www.emis.de/journals/DM /vX2/art6.pdf



