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“A matemática é um instrumento poderoso

nas mãos daqueles que a sabem usar”

(Sir Calculus)



Resumo

Neste trabalho apresentaremos dois dos mais importantes teoremas da matemática, mais

precisamente da análise no espaço Rn, sendo eles, o Teorema da função Inversa e o Teo-

rema da Função Impĺıcita, que são fundamentais nos estudos das equações diferenciais e

problemas que exigem o uso de equações de várias variáveis. Antes das demonstrações dos

principais teoremas, serão apresentados definições, conceitos e lemas que serão utilizados

nas demonstrações e também o teorema do ponto fixo de Banach que será usado na prova

do teorema da Função Inversa. Também apresentaremos alguns exemplos e aplicações dos

teoremas, para a melhor compreensão.

Palavras-chaves: Teorema, Função Inversa, Função Impĺıcita, demonstração, ponto fixo

de Banach.
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Resumen

En este trabajo presentaremos dos de los teoremas más importantes de la matemática,

más precisamente del análisis en el espacio Rn, siendo ellos, el Teorema de la Función

Inversa y el Teorema de la Función Impĺıcita que es fundamental en los estudios de las

ecuaciones diferenciales y problemas que exigen el uso de ecuaciones de varias variables.

Antes de las demostraciones de los teoremas principales, se presentará las definiciones,

conceptos y lemas que se usarán en las demostraciones y también el teorema del punto fijo

de Banach que se usará en la prueba del teorema de la Función Inversa. Nosotros también

presentaremos algunos ejemplos y aplicaciones de los teoremas, para la mejor comprensión.

Las palabra-llave: El Teorema, la Función Inversa, la Función Impĺıcita, la demos-

tración, el punto fijo de Banach.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Dentro da ciências exatas, a matemática joga um papel preponderante em

auxiliar as outras áreas para seu desenvolvimento. Dentro da área da matemática temos

as subáreas: análise, geometria, álgebra e as interdisciplinares que engloba a matemática

aplicada. O estudo do Teorema da Função Inversa e a Função Impĺıcita é de vital im-

portância para todas as sub-áreas da matemática, por exemplo no estudo das curvas e

superf́ıcies regulares na geometria diferencial, no estudo dos grupos isomorfos em álgebra

e em análise é uma ferramenta poderosa para estudar as caracteŕısticas das soluções das

equações diferenciais.

Na matemática, se F é uma aplicação ou uma função que leva elementos

do conjunto A em elementos do conjunto B, sob certas condições será posśıvel definir a

aplicação F−1 que realiza o caminho de volta de B em A, nesse caso diremos que F−1

é a aplicação inversa ou rećıproca de F . Seja F uma função real injetiva, cujo domı́nio

é o conjunto A ∈ R, isto é, F é crescente ou decrescente no conjunto A, e cuja imagem

é o conjunto B ∈ R então, a função rećıproca ou inversa de F denotada por F−1, é a

função de domı́nio B e imagem A definida pela seguinte regra: F (x) = y ⇔ F−1(y) = x.

Ressaltamos que F−1 ao igual que F é uma aplicação bijetiva, que fica determinada de

maneira única por F que satisfaz F−1 ◦F = idA e F ◦F−1 = idB. Em análise matemática

o teorema da função inversa proporciona as condições suficientes para que uma aplicação

seja invert́ıvel localmente numa vizinhança de um ponto P em termos de sua derivada

em dito ponto. O teorema enuncia-se para aplicações em Rn ou se pode generalizar a

variedades diferenciais ou espaços de Banach.



Se utiliza o termo função impĺıcita para designar funções definidas por ex-

pressões da forma F (x1, x2) = 0 ou em forma geral F (x1, x2, x3, ....., xn) = 0. Uma função

expĺıcita fornece uma prescrição para a determinação do valor de sáıda da função y em

termos do valor de entrada x, isto é y = f(x) para uma variável. Em contraste, a função

é impĺıcita se o valor de y é obtido x resolvendo uma equação da forma F (x, y) = 0 (para

duas variáveis), isto é, ela é definida como o conjunto de ńıvel de uma função em várias

variáveis. As utilidades das funções impĺıcitas se dá frequentemente em situações onde

seja conveniente resolver explicitamente uma equação da forma F (x, y) = 0 em termos

de x. Mesmo que seja posśıvel reorganizar a equação para obter y como uma função

expĺıcita y = f(x) pode não ser desejável fazê-lo desde a expressão de f que pode ser

muito mais complicado que a expressão de F . Algumas técnicas de cálculo, tais como

diferenciação, pode ser realizada com relativa facilidade usando diferenciação impĺıcita.

O teorema da função impĺıcita fornece uma ligação entre funções impĺıcitas e expĺıcitas.

Ele estabelece que se a equação F (x, y) = 0 satisfaz algumas condições brandas sobre suas

derivadas parciais, então pode-se, em prinćıpio, resolver esta equação para y, pelo menos

durante alguns pequenos intervalo. Geometricamente, o gráfico definida por F (x, y) = 0

irá sobrepor-se localmente com o gráfico de uma função y = f(x). Existem vários métodos

numéricos para resolver a equação F (x, y) = 0 para encontrar uma aproximação para a

função impĺıcita y. Muitos destes métodos são iterativos em que eles produzem melhores

aproximações sucessivas, de modo que uma precisão requerida pode ser alcançada. Muitos

destes métodos iterativos são baseados em alguma forma do método de Newton.

Fazendo um estudo histórico e cronológico sob a função impĺıcita, René Des-

cartes (1596 − 1650), estudou a função impĺıcita algebricamente para resolver questões

geométricos, de forma particular trabalhou com a relação impĺıcita ax2 + bx+ cy2 + dx+

ey+ f = 0 hoje conhecido como uma quádrica. Gottfried Wilhelm Leibniz (1646− 1716)

estudou a mesma quádrica dando um tratamento do cálculo diferencial e integral, fa-

zendo uma substituição de x + ∆x, e y + ∆y no lugar de xey, obtendo a relação m =

∆x

∆y
= −by + 2cx+ d

2ay + bx+ e
relação conhecida como a derivada impĺıcita. Johann Bernoulli

(1667 − 1748) trabalhou com a resolução de equações diferenciais ordinárias, particular-
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mente com a equação y′(x) =

√
a2 + y2

a2 + x2

No caṕıtulo 2 apresentaremos as definições e conceitos importantes a serem

utilizados no desenvolvimento do trabalho, como Aplicação, Diferenciabilidade, Desigual-

dade do Valor Médio, entre outros. No caṕıtulo 3 apresentaremos algumas noções de

Álgebra Linear, como Espaços Vetoriais, Transformações Lineares e Matrizes. No caṕıtulo

4 será introduzida algumas definições de Espaços Métricos e o Teorema do ponto fixo de

Banach sobre contrações, que é fundamental ferramenta para a construção do objetivo

desse trabalho. No quinto caṕıtulo demonstraremos o primeiro dos dois teoremas funda-

mentais desse trabalho, o Teorema da Função Inversa. No sexto, a prova do Teorema da

Função Impĺıcita, que é a outra peça chave do trabalho. No caṕıtulo 7, algumas aplicações

do teoremas e finalmente no próximo caṕıtulo as considerações finais.
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Caṕıtulo 2

Noções de Álgebra Linear

Neste caṕıtulo será apresentada algumas definições e observações sobre álgebra

linear, como espaços vetoriais e aplicações lineares, que serão de grande ajuda nas provas

posteriores.

2.1 Espaços Vetoriais

Definição 2.1.1 Um espaço vetorial (sobre um corpo F ) é um conjunto não vazio V

munido de uma regra (lei) de adição interna e uma regra (lei) da multiplicação por escalar,

tais que para todos vetores u, v, w ∈ V e todo escalar α ∈ F as seguintes condições sejam

satisfeitas:

1. u+ v = v + u;

2. (u+ v) + w = u+ (v + w);

3. existe 0 ∈ V tal que v + 0 = v (vetor nulo);

4. existe v1 ∈ V tal que v + v1 = 0 (vetor oposto de v, denotado por −v);

5. α(u+ v) = αu+ αv;

6. (α + β)v = αv + βv;

7. (αβ)v = α(βv);



8. 1v = v (vetor unitário).

2.2 Subespaço vetorial

Definição 2.2.1 Seja (V, f) um espaço vetorial e W ⊂ V um subconjunto não vazio.

Dizemos que W é um Subespaço vetorial de V ou simplesmente subespaço de V ,

quando para todos vetores w1, w2, w ∈ W e todo escalar α ∈ F as seguintes condições

sejam satisfeitas

1. w1 + w2 ∈ W ;

2. αw ∈ W .

2.3 Base e dimensão

2.3.1 Independência Linear

Definição 2.3.1 Seja (V, F ) um espaço vetorial e {v1, v2, ..., vn} um conjunto finito de

vetores não nulos. Dizemos que esses vetores são linearmente independentes se as

únicas soluções para a equação

x1v1 + x2v2 + x3v3 + ...+ xnvn = 0(vetor)

sejam x1 = x2 = x3 = ... = xn = 0.

2.3.2 Conjunto gerador

Definição 2.3.2 Dizemos que um subespaço vetorial W é gerado por vetores

{w1, w2, w3, ..., wn} sobre F , se C(w1, w2, w3, ..., wn), conjunto de todas as combinações

lineares de w1, w2, w3, ..., wn, for igual a W .

2.3.3 Bases

Definição 2.3.3 Uma Base para V é um conjunto B ⊂ V de vetores não nulos tais que

15



1. Os vetores de B são linearmente independentes;

2. Os vetores de B geram o subespaço V .

2.3.4 Dimensão

Definição 2.3.4 Seja (W,F ) um subespaço vetorial não nulo. Se existe um subconjunto

de W com n vetores linearmente independentes, e não existe nenhum conjunto com n+1

vetores linearmente independentes dizemos que a dimensão de W é n. Denotado por

dimW = n

2.4 Transformações Lineares e Matrizes

2.4.1 Transformação Linear

Definição 2.4.1 Uma transformação linear de um espaço vetorial V no espaço W é

uma função T : V −→ W que para todos vetores v1, v2 ∈ V e α ∈ F (corpo) satisfaz as

condições:

1. T (v1 + v2) = T (v1) + T (v2);

2. T (αv1) = αT (v1).

Exemplo 1 Seja V = R3,W = R2 e F = R. A função T : R3 −→ R2 definida por

T (x, y, z) = (x+ y, y + z)

É fácil ver que T é transformação linear, pois atende as condições da definição anterior.

2.5 Isomorfismo e Automorfismo

Definição 2.5.1 Entende-se por isomorfismo do espaço vetorial V no espaço vetorial W

uma transformação linear F : V −→ W que seja bijetiva. Um isomorfismo F : V −→ V

é um automorfismo

16



2.6 O Espaço Vetorial L(E,F )

Definição 2.6.1 Sejam E,F espaços vetoriais. Denotaremos por L(E,F ) o conjunto

das transformações lineares T : E −→ F . Quando E = F denotaremos L(E,E) = L(E).

2.6.1 Imagem e Núcleo

Definição 2.6.2 Seja T : V −→W uma transformação linear sobre F . Pela definição a

imagem de T é o conjunto

Im(T ) = {w ∈ W | ∃ v ∈ V tal que T (v) = w}

Definição 2.6.3 Seja T : V −→ W uma transformação linear sobre F . O núcleo de T

é o conjunto

ker(T ) = {v ∈ V | T (v) = 0w}

Definição 2.6.4 A matriz da transformação linear T : V −→W nas bases Bv, Bw

é a matriz A ∈Mmxn(F ) cujas entradas aij são os coeficientes aij:



T (v1) = a11w1 + a21w2 + . . . + am1wm

T (v2) = a12w1 + a22w2 + . . . + am2wm

... =
... + . . . +

... +
...

T (vn) = a1nw1 + a2nw2 + . . . + amnwm

Denotaremos essa matriz por

[T ]B
v

Bw
=



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn



17



Caṕıtulo 3

Definições sobre o Espaço Rn

Apresentaremos neste caṕıtulo a base do objetivo deste trabalho, que são as

principais definições de análise matemática para o espaço euclidiano Rn, como aplicação,

continuidade, diferenciabilidade e matriz jacobina.

3.1 O Espaço Euclidiano Rn

Definição 3.1.1 O espaço euclidiano n-dimensional é o produto cartesiano:

Rn = R× R× R× ...× R

Os pontos de Rn são as listas x = (x1, x2, x3, ..., xn) onde xi ∈ R

Dados x, y ∈ Rn e α ∈ R, temos:

x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn)

αx = (αx1, αx2, ..., αxn)

3.2 Aplicação

Definição 3.2.1 Uma aplicação f : A −→ Rn, definida no conjunto A ⊂ Rm, associa a

cada ponto x ∈ A sua imagem f(x) = (f1(x), f2(x), f3(x), . . . , fn(x)). As funções reais

f1, f2, f3, . . . , fn : A −→ R, assim definidas, chama-se as funções coordenadas de f .

Escreve-se então: f = (f1, f2, f3, . . . , fn).



3.3 Aplicações cont́ınuas

Definição 3.3.1 Diz-se que f é cont́ınua no ponto a ∈ A quando, para cada ϵ > 0

arbitrariamente dado, pode-se obter δ > 0 tal que:

x ∈ A, |x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ϵ

Diremos que f : A −→ Rn é uma aplicação cont́ınua no conjunto A ⊂ Rm

quando f é cont́ınua em todos os pontos a ∈ A.

3.4 Aplicação uniformemente cont́ınua

Definição 3.4.1 Uma aplicação f : A −→ Rn diz-se uniformemente cont́ınua no

conjunto A ∈ Rn quando, para cada todo ϵ > 0, for posśıvel obter δ > 0 tal que:

|x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ϵ para todo x, y ∈ A

3.5 Caminho

Definição 3.5.1 Um caminho em Rn é uma aplicação f : I −→ Rn, cujo domı́nio é

um intervalo I ⊂ R. Para cada t ∈ I, temos f(t) = (f1(t), f2(t), f3(t), ..., fn(t)), onde

fi : I −→ R.

3.6 Normas Vetoriais

Definição 3.6.1 Chama-se norma em Rn a qualquer aplicação

∥.∥ = Rn −→ R

x 7→ ∥x∥

que satisfaz os seguintes axiomas:
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1. ∥x∥ ≥ 0;

2. ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0;

3. ∥αx∥ = |α|∥x∥;

4. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥v∥ (Desigualdade Triangular)

Exemplo 2

1. ∥x∥∞ = max
i=1:n

|xi|

2. ∥x∥1 =
n∑

i=1

|xi|

3. ∥x∥2 =

√√√√ n∑
i=1

|xi|2 (Norma Euclidiana)

3.7 Normas Matriciais

Definição 3.7.1 Normas matriciais são escalares que representam magnitudes matrici-

ais. As normas matriciais mais comuns são (para a matriz A de ordem n):

• Norma de soma máxima de coluna:

∥A∥1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij|

• Norma de soma máxima da linha:

∥A∥∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij|

3.8 Diferenciabilidade

Definição 3.8.1 Seja A um subconjunto de R e seja f : A −→ Rn uma aplicação.

Suponha que A contém uma vizinhança em torno de a. Definimos a derivada de f em

20



a por:

f ′(a) = lim
t→0

f(a+ t)− f(a)

t

(tal que exista o limite.)

Definição 3.8.2 Sejam f : A ⊂ Rm −→ Rn uma aplicação, a um ponto interior de A e

u ∈ Rn. Definimos

Duf(a) = lim
t→0

f(a+ tu)− f(a)

t

(desde que exista o limite.)

Este limite é chamado de derivada direcional de f no ponto a na direção de u.

Quando u = ej para j = 1, 2, ...,m, a derivada direcional de f em a na direção de u é

chamada de derivada parcial e denotamos por:

Djf(a), D
if(a) ou

∂f

∂xj

.

Definição 3.8.3 Dizemos que uma aplicação f : U ⊂ Rm −→ Rn é de classe C1 em

U se as derivadas parciais,
∂fi
∂xj

, para i = 1, 2, 3, ..., n e j = 1, 2, 3, ...,m existem e são

cont́ınuas em U .

Definição 3.8.4 Seja A ⊂ Rn um aberto e f : A ⊂ Rn −→ Rn. Dizemos que f é

diferenciável num ponto a, se existe uma aplicação linear L : Rm −→ Rn tal que

lim
|u|→0

|f(a+ u)− f(a)− L(u)|
|u|

= 0

A aplicação linear L quando existe é única. Ela é chamada derivada de f em a e é

denotado por Df(a). Escrevemos:

Df(a)(u)

ao invés de

L(u).
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No caṕıtulo seguinte definiremos aplicação linear para a melhor compreensão

da definição anterior.

3.9 Matriz Jacobiana

Definição 3.9.1 Seja A ⊂ Rm um aberto e f : A ⊂ Rm −→ Rn. Se as derivadas parciais

das funções coordenadas fi de f existem em a, então podemos formar uma matriz que

tem
∂fi
∂xj

(a), como entradas, isto é:

(
∂fi
∂xj

(a)

)
=


∂f1
∂x1

(a) · · · ∂f1
∂xm

(a)

...
. . .

...

∂fn
∂x1

(a) . . .
∂fn
∂xm

(a)


n×m

Esta matriz é chamada de Matriz Jacobiana de f no ponto a.

Definição 3.9.2 Sejam A ⊂ Rn um aberto e f : A ⊂ Rn −→ Rn. Se f é diferenciável

em a, o determinante

Jf(a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
D1f1(a) · · · Dnf1(a)

· · · . . . · · ·

D1fn(a) · · · Dnfn(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
É chamado de Jacobiano de f no ponto a.

O fato que a aplicação linear Df(a) : Rn −→ Rn é bijetiva se, e só se,

Jf(a) ̸= 0, é crucial, como veremos para o teorema da função inversa e teorema da função

impĺıcita.

Exemplo 3 Seja

f : R2 −→ R2

(x, y) 7→ f(x, y) = (x+ y, x− y)
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Temos que f é diferenciável em (a1, a2) ∈ R2, pois f é linear. E mais,

Jf(a) =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1

−1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −2 ̸= 0

3.10 Homeomorfismo

Definição 3.10.1 Dados dois conjuntos X ⊂ Rm e Y ⊂ Rn, um homeomorfismo

entre X e Y é uma bijeção cont́ınua f : X −→ Y , cuja inversa f−1 : Y −→ X também é

cont́ınua. Diz-se então que X e Y são conjuntos homeomorfos.

3.11 Difeomorfismo

Definição 3.11.1 Sejam U e V abertos do espaço euclidiano. Uma bijeção f : U −→ V

chama-se um difeomorfismo de U sobre V quando é diferenciável e sua inversa f−1 :

U −→ V também o é.

3.12 Difeomorfismo Local

Definição 3.12.1 Dizemos que uma aplicação diferenciável f : U −→ Rm, definida no

aberto U ⊂ Rm, é um difeomorfismo local quando para cada x ∈ U existe um aberto

V , com x ∈ V ⊂ U , tal que a restrição de f a V é um difeomorfismo de classe Ck.

3.13 Desigualdade do Valor Médio

Definição 3.13.1 Dado um aberto U ⊂ Rm, seja f : U −→ Rn diferenciável em cada

ponto do segmento de reta aberto (a, a + v) e tal que sua restrição ao segmento fe-

chado [a, a + v] ⊂ U seja cont́ınua. Se |f ′(x)| ≤ M para todo x ∈ (a, a + v) então

|f(a+ v)− f(a)| ≤M.|v|.

Demostração:
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O caminho c : [0, 1] −→ Rn, definido por c(t) = f(a + tv), é cont́ınua e

diferenciável no intervalo aberto (0, 1), com c(0) = f(a), c(1) = f(a+ v) e pela Regra da

Cadeia, segue:

c′(t) = f ′(a+ tv).v

de onde

|c′(t)| ≤ |f ′(a+ tv)|.|v| ≤M.|v|

para todo t ∈ (0, 1). Segue-se que se f : [a, b] −→ Rn é um caminho cont́ınuo, diferenciável

no intervalo a aberto (a, b) e se |f ′(t)| ≤ M para todo t ∈ (a, b), então |f(a) − f(b)| ≤

M.(a− b). Logo:

|c(1)− c(0)| ≤M.|v|, i.e., |f(a+ v)− f(a)| ≤M.|v| �
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Caṕıtulo 4

Espaços Métricos

No atual caṕıtulo serão apresentados a definição de espaço métrico e exemplos,

assim como o Teorema do ponto fixo de Banach sobre contrações, que são usados nas

demonstrações posteriores.

4.1 Definições

Definição 4.1.1 Uma métrica num conjunto M é uma função d : MxM −→ R, que

associa a cada par ordenado (x, y), chamada a distância de x a y que sejam satisfeitas as

seguintes condições para quaisquer x, y ∈M :

d1) d(x, x) = 0

d2) Se x ̸= y então d(x, y) > 0

d3) d(x, y) = d(y, x)

d4) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

Definição 4.1.2 Um espaço métrico é um par (M,d), onde M é um conjunto e d é uma

métrica em M .

Exemplo 4 O Espaço Métrico Rn

Os pontos do Rn são as listas x = (x1, x2, x3, . . . , xn). Existem três maneiras naturais de

definir a distância entre dois pontos em Rn.



M1) d(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2 + · · ·+ (xn − yn)2

M2) d′(x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|+ |x3 − y3|+ · · ·+ |xn − yn|

M3) d′′(x, y) = max{|x1 − y1|, |x2 − y2|, |x3 − y3|, · · · , |xn − yn|} = max
1≤i≤n

|xi − yi|

obs.: A métrica M1 é chamada Euclidiana.

Exemplo 5 O espaço de funções:

Uma função real f : X −→ R chama-se limitada quando existe uma constante K = Kf >

0 tal que |f(x)| ≤ K, ∀x ∈ X.

Indicaremos por B(X;R) o conjunto das funções limitadas.

Definimos uma métrica em B(X;R) pondo, para f, g ∈ B(X;R):

d(f, g) = sup
x∈X

|f(x)− g(x)|

Verificando a métrica:

d1)

d(f, f) = 0, ∀ f ∈ B(X;R)

⇒ d(f, f) = sup
x∈X

|f(x)− f(x)| = sup
x∈X

|0| = 0

d2)

Se f ̸= g, ⇒ d(f, g) > 0 ⇒ d(f, g) = sup
x∈X

|f(x)− g(x)|

Considerando os casos:

i) f > g ⇒ f − g > 0 ⇒ |f − g| > 0 ⇒ supx∈X |f(x) − g(x)| > supx∈X 0 ⇒

supx∈X |f(x)− g(x)| > 0

i) g > f ⇒ g − f > 0 ⇒ |g − f | > 0 ⇒ supx∈X |g(x) − f(x)| > supx∈X 0 ⇒

supx∈X |g(x)− f(x)| > 0

d3)

d(f, g) = d(g, f)

⇒ d(f, g) = sup
x∈X

|f(x)− g(x)| = sup
x∈X

|g(x)− f(x)| = d(g, f)
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d4)

d(f, h) ≤ d(f, g) + d(g, h)

⇒ d(f, h) = sup
x∈X

|f(x)− h(x)| = sup
x∈X

|f(x)− g(x) + g(x)− h(x)| = d(g, f)

Pela desigualdade triangular:

|f(x)− g(x) + g(x)− h(x)| ≤ |f(x)− g(x)|+ |g(x)− h(x)|

Então temos:

sup
x∈X

(|f(x)− g(x)|+ |g(x)− h(x)|) = sup
x∈X

|f(x)− g(x)|+ |g(x)− h(x)|

⇒ d(f, h) ≤ d(f, g) + d(g, h)

4.2 Espaços Métricos Completos

Definição 4.2.1 Uma sequência (xn) num espaço métrico M chama-se uma sequência

de Cauchy quando, ∀ϵ > 0, existe n0 ∈ N tal que m,n > n0 ⇒ d(xm, xn) < ϵ.

i.e.

(xn) é uma sequência de Cauchy quando, para todo ϵ > 0 dado, existe n0 ∈ N

tal que m,n > n0 ⇒ |xm − xn| < ϵ.

Definição 4.2.2 Diz-se que o espaço métrico M é completo, quando toda sequência de

Cauchy em M é convergente.

Exemplo 6 A reta é um espaço métrico.

Demostração:

Seja (xn) uma sequência de Cauchy em R, ou seja, para todo ϵ > 0 dado, existe n0 ∈ N tal

que m,n > n0 implica d(xm, xn) < ϵ. Pondo, para cada n ∈ N, Xn = {xn, xn+1, xn+2, . . .},

temos X1 ⊃ X2 ⊃ X3 ⊃ · · · ⊃ Xn ⊃ · · · e os conjuntos Xn são limitados, isto é, existe

uma bola B(xn, ϵ) contendo inteiramente o conjunto Xn, ∀xn ∈ Xn.

27



Seja an = infXn, ∀n ∈ N. Então a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ . . . ≤ an ≤ . . . ≤ b = supX1. Sabemos

que toda sequência momótona limitada de números reais é conevergente, logo existe o

número a = lim an. Afirmamos que a = lim xn. Para provar isto, basta mostrar que a

é limite de uma subsequência de (xn), ou seja, que dada arbitrariamente ϵ > 0 e n1∈N,

podemos obter n > n1 tal que xn ∈ (a − ϵ, a + ϵ). Ora, sendo a = lim an, existe m > n1

tal que a− ϵ < am < a+ ϵ. Como am = infXm, existe n ≥ m (e portanto n > n1) tal que

am ≤ xn ≤ a+ ϵ, isto é, xn ∈ (a− ϵ, a+ ϵ). �

Definição 4.2.3 Seja X ⊂ Rn. Uma aplicação f : X −→ Rn chama-se uma contração

quando existe λ ∈ R, 0 ≤ λ < 1, e uma norma em Rn relativamente à qual se tem

|f(x)− f(y)| ≤ λ|x− y| para quaisquer x, y ∈ X.

Toda contração é uniformente cont́ınua. As vezes, quando for preciso especificar a cons-

tante λ, diremos que f é uma λ-contração.

Definição 4.2.4 Sejam M,N espaços métricos. Uma aplicação f : M −→ N chama-se

contração quando existe uma constante c, com 0 ≤ c < 1, tal que:

d(f(x), f(y)) ≤ c · d(x, y) ∀x, y ∈M

Toda contração é uniformemente cont́ınua.

4.3 Teorema do ponto fixo de Banach sobre contrações

Teorema 4.3.1 Seja (X, d) um espaço métrico completo. Seja T uma contração definida

em X. Então:

i) Existe um único ponto x pertencente a X tal que T (x) = x;

ii) Qualquer que seja x0 ∈ X a sequência definida por a0 = x0 e an = T (an−1) converge

para x;

iii) Qualquer sequência da forma anterior satisfaz

d(an, x) ≤
cn−1

1− c
.d(a0, a1)
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Demostração: Vamos provar que, se existe um ponto fixo, ele é único. Suponhamos que

x1 e x2 sejam pontos fixos, então:

T (x1) = x1 e T (x2) = x2

Logo,

d(T (x1), T (x2)) = d(x1, x2)

Como T é uma contração,

d(T (x1), T (x2)) ≤ c.d(x1, x2) 0 ≤ c < 1

Então

d(x1, x2) ≤ c.d(x1, x2) ⇒ d(x1, x2)− c.d(x1, x2) ≤ 0 ⇒ d(x1, x2)(1− c) ≤ 0

como 0 ≤ c < 1, então (1 − c) > 0, logo d(x1, x2) ≤ 0, (⇒⇐). Provaremos agora que,

qualquer que seja x0 fixado em X, a sequência definida como no Teorema é uma sequência

de Cauchy e que o limite dessa (que existe, pois X é completo) satisfaz a condição de

ponto fixo. Para isso precisamos do seguinte lema:

d(an, an+1) ≤ cn−1.d(a0, a1) ∀ n ∈ N

Suponhamos que essa relação seja válida para n ≤ k. Para n = k + 1, segue:

d(xk+1, xk+2) = d(T (xk), T (xk+1)) ≤ c.d(xk, xk+1) (4.1)

Usando a hipótese de indução:

d(xk+1, xk+2) ≤ c.ck−1d(x0, x1) ⇒ d(xk+1, xk+2) ≤ ckd(x0, x1) ∀ k ∈ N

Agora provaremos que a sequência é de Cauchy.

Segue-se que, para quaisquer k, p ∈ N:
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d(xn, xn+p) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + · · ·+ d(xn+p−1, xn+p)

≤ cn−1.d(x0, x1) + cn−2.d(x0, x1) + cn−3.d(x0, x1) + · · ·+ cn+p−1.d(x0, x1)

= d(x0, x1).[c
n−1 + cn−2 + cn−3 + · · ·+ cn−p−1]

= d(x0, x1).[c
n−1].

p−1∑
k=0

ck

Vamos analisar a soma

p−1∑
k=0

ck, sabendo que 0 ≤ c < 1, ou seja, |c| < 1.

p−1∑
k=0

ck = c0 + c1 + c2 + c3 + · · ·+ cp−1

Claramente,

p−1∑
k=0

ck <
∞∑
k=0

ck De fato,

S =

p−1∑
k=0

ck = c0 + c1 + c2 + c3 + · · ·+ cp−1 (4.2)

c.S = c+ c2 + c3 + · · ·+ cp (4.3)

Fazemos a diferença entre (4.2) e (4.3).

S − c.S = 1− cp

S =
1− cp

1− c
(4.4)

Como |c| < 1 e p ∈ N, temos 0 ≤ (1 − cp) < 1. Mas 0 ≤ 1− cp

1− c
≤ 1

1− c
, sabemos ainda

que:

∞∑
k=0

ck =
1

1− c
(4.5)

Pois é uma série geométrica. Logo,

p−1∑
k=0

ck <
∞∑
k=0

ck =
1

1− c
(4.6)

então,

= d(x0, x1).c
n − 1.

p−1∑
k=0

ck ≤ d(x0, x1).c
n−1.

1

1− c
=

cn−1

1− c
.d(x0, x1)
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temos,

d(xn, xn+p) ≤
cn−1

1− c
.d(x0, x1)

tomando limite:

lim
n→∞

cn−1

1− c
.d(x0, x1) =

d(x0, x1)

1− c
. lim
n→∞

cn−1 = 0

i.e.,
cn−1

1− c
.d(x0, x1) é arbitrariamente pequeno. Logo ϵ =

cn−1

1− c
.d(x0, x1), temos:

d(xn, xn + p) ≤ ϵ n, p+ n > n0 ∈ N

Então a sequência é de Cauchy. �
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Caṕıtulo 5

Teorema da Função Inversa

Neste caṕıtulo será demonstrado o Teorema da Função inversa de maneira

prática destacando cada passo da demonstração.

Teorema 5.0.2 Seja f : W ⊂ Rn → Rn uma aplicação de classe C1. Se Df(a), para

a ∈ W , é bijetiva e f(a) = b, então:

i) Existem abertos U, V ⊂ Rn tal que f : U → V é bijetora, com a ∈ U e b ∈ V .

ii) Existe uma função g : V → U de classe C1 tal que g = f−1.

Devemos mostrar que

Dg[f(x)] = [Df(x)]−1

Demonstração:

Se f ∈ C1(W ), então Df é continua em W e ainda se Df(a) é bijetora, temos que Df(a)

é inverśıvel. Seja A = Df(a) e escolhemos λ tal que:

2λ∥A−1∥ ≤ 1 (5.1)

Considerando o fato que f ′ é cont́ınua em a, segue que existe uma bola aberta em Rn

Bλ(a) = U ⊂ W tal que:

∥Df(x)−Df(a)∥ < λ ou ∥Df(x)− A∥ < λ ∀ x ∈ U (5.2)



Definamos uma função ϕ(x), tal que:

ϕ(x) = x+ A−1(y − f(x)), ∀x ∈ U (5.3)

De (5.3) segue:

f(x) = y ⇔ ϕ(x) = x (5.4)

Além disso temos:

Dϕ(x) = I + A−1(−Df(x)) = A−1A− A−1Df(x) = A−1(A−Df(x)) (5.5)

Aplicando Norma:

⇒ ∥Dϕ(x)∥ = ∥A−1(A−Df(x))∥ (5.6)

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schawarz:

∥Dϕ(x)∥ ≤ ∥A−1∥∥A−Df(x)∥ ≤ 1

2λ
λ =

1

2
(5.7)

∥Dϕ(x)∥ ≤ 1

2
(5.8)

A bola aberta B é convexa, então para quaisquer x1 e x2, temos que

(1− t)x1 + tx2 ∈ U .

Consideremos a função:

h(t) = ϕ((1− t)x1 + tx2) ∀ t ∈ [0, 1] (5.9)

Então, usando Regra da Cadeia, segue:

Dh(t) = Dϕ((1− t)x1 + tx2)(x1 + x2) (5.10)
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Tomando a Norma:

∥Dh(t)∥ = ∥Dϕ((1− t)x1 + tx2)(x1 + x2)∥ (5.11)

Aplicando Desigualdade de Cauchy-Schawarz

∥Dh(t)∥ ≤ ∥Dϕ((1− t)x1 + tx2)∥∥(x1 + x2)∥ ≤ 1

2
∥(x1 + x2)∥ (5.12)

∥Dh(t)∥ ≤ 1

2
∥(x1 + x2)∥ (5.13)

Da Desigualdade do Valor Médio:

∥h(1)− h(0)∥ ≤ (1− 0)∥Dh(t)∥ (5.14)

De (5.9) e (5.13), temos:

∥ϕ(x1)− ϕ(x2)∥ ≤ ∥Dh(t)∥ < 1

2
∥x1 − x2∥ (5.15)

⇒ ∥ϕ(x1)− ϕ(x2)∥ <
1

2
∥x1 − x2∥ (5.16)

∴ ϕ é uma contração sobre a bola U .

Como ϕ(U) ⊂ U e ainda mais, ϕ : U → U , logo ϕ tem um único ponto fixo, x ∈ U . Temos

y = f(x) para um x ∈ U . Logo f : U → f(U) é injetiva e sobrejetiva.

Agora mostraremos que V = f(U) é um aberto.

Seja y0 = f(x0) ∈ U . Agora seja B1 a bola aberta de centro x0 e raio r > 0 tal que o

fecho de B1, B1 ⊂ U .

Tomemos y ∈ U , tal que:

∥y − y0∥ < λr (5.17)

Provaremos que y pertence a f(U), segue por (5.3):

∥ϕ(x0)− x0∥ = ∥A−1(y − y0)∥ < ∥A−1∥λr (5.18)
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De (5.1):

∥ϕ(x0)− x0∥ <
r

2
(5.19)

Se x pertence B1 ⊂ U , então x é ponto de acumulação. Segue de (5.16):

∥ϕ(x)− x0∥ ≤ ∥ϕ(x)− ϕ(x0)∥+ ∥ϕ(x0)− x0∥ ≤ 1

2
∥x− x0∥+

r

2
< r (5.20)

Disso temos que ϕ(x) ∈ B1 ⊂ B1. Assim:

ϕ : B1 → B1 (5.21)

é uma contração e como B1 é um espaço métrico completo, B1 tem um único ponto fixo

x.

Para este x, f(x) = y e assim y ∈ f(B1) ⊂ f(U) = V.

Logo, V é um aberto, pois y é ponto interior de V . Isto prova que:

Existem abertos U e V da Rn tal que f : U → V é bijetiva, com a ∈ U e b ∈ V . Faltando

provar que g : V → U é de classe C1 e g = f−1.

Para isto, tomemos U = B e V = f(B). Seja y ∈ V e y + k ∈ V . Então existe x ∈ B e

x+ h ∈ B tal que:

f(x) = y e f(x+ h) = y + k (5.22)

De (5.3), segue:

ϕ(x+ h) = x+ h+ A−1(y − f(x+ h)) (5.23)

A diferença entre (5.23) e (5.3):

ϕ(x+ h)− ϕ(x) = x+ h+ A−1(y − f(x+ h))− x+ A−1(y − f(x))

= h+ A−1(y − f(x+ h)− y + f(x)) = h+ A−1(f(x)− f(x+ h))

onde f(x)− f(x+ h) = y − (y + k) = −k, então:

= h+ A−1(−k) = h− A−1k (5.24)

Por (5.16),
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∥ϕ(x+ h)− ϕ(x)∥ = ∥h− A−1k∥ ≤ 1

2
∥x+ h− x∥ =

1

2
∥h∥

∥h∥ − ∥A−1k∥ ≤ 1

2
∥h∥

isto é: −∥A−1k∥ ≤ −1

2
∥h∥, ou seja,

∥h∥ ≤ 2∥A−1∥∥k∥

Usando (5.1):

∥h∥ ≤ 1

λ
∥k∥ (5.25)

Devemos usar o seguinte resultado:

Se A é inverśıvel e B ∈ L(Rn,Rn) tal que ∥B − A∥∥A∥ < 1, então B é inverśıvel. A

Aplicação A 7−→ A−1 é cont́ınua para todo A.

De (5.1) e (5.2), segue:

∥Df(x)− A∥∥A−1∥ < λ

2λ
<

1

2
< 1 (5.26)

e assim Df(x) tem inversa, que denotemos por T .

Suponhamos que g é inversa de f , logo:

g(y + k) = x+ h e g(y) = x

g(y + k)− g(y) = x+ h− x = h

⇒ g(y + k)− g(y)− Tk = h− Tk

sabendo que k = f(x+ h)− f(x), segue

g(y + k)− g(x)− Tk = h− T (f(x+ h)− f(x))

⇒ g(y + k)− g(x)− Tk = Ih− T (f(x+ h)− f(x))

⇒ g(y + k)− g(x)− Tk = T.T−1h− T (f(x+ h)− f(x))

⇒ g(y + k)− g(x)− Tk = T (hT−1 − f(x+ h) + f(x)) = T (Df(x)h− f(x+ h) + f(x))

De (4.25), temos: ∥g(y + k)− g(x)− Tk∥ = ∥T (Df(x)h− f(x+ h) + f(x))∥

⇒ ∥g(y + k)− g(x)− Tk∥ ≤ ∥T∥∥Df(x)h− f(x+ h) + f(x)∥ (5.27)
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De (5.25) e (5.27),

∥g(y + k)− g(y)− Tk∥∥h∥ ≤ ∥T∥∥Df(x)h− f(x+ h) + f(x)∥∥k∥
λ

⇒ ∥g(y + k)− g(y)− Tk∥
∥k∥

≤ ∥T∥
λ
.
∥Df(x)h− f(x+ h) + f(x)∥

∥h∥
(5.28)

Sabemos que de (5.25), se k → 0 então h→ 0. Portanto ambos os lados de (5.28) tendem

a zero. Usando a definição de Derivada de uma função,

Dg(y) = T = [Df(x)]−1

Sabendo que g é diferenciável , então concluimos que g é cont́ınua em V . E como Dg(y) =

T = [Df(g(y))]−1, temos que Dg é cont́ınua, pois a conposição de funções continuas é

cont́ınua

Isso finaliza a demonstração do teorema. �
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Caṕıtulo 6

Teorema da Função Impĺıcita

Apresentaremos agora a demonstração do Teorema da função Impĺıcita com

seus argumentos necessários.

Teorema 6.0.3 Seja U ⊂ Rn+1 um aberto e f : U −→ R uma função de classe Ck para

(k ≤ 1). Se (x0, y0) ∈ U tal que f(x0, y0) = c e
∂f

∂y
(p) ̸= 0, então existe uma bola aberta

B = B(x0, δ) ⊂ Rn e um intervalo J = (y0 − ε, y0 + ε) tais que f−1(c) ∩ (B × J) é o

gráfico de uma função ξ : B −→ J , de classe Ck. Para todo x ∈ B, tem-se:

∂ξ

∂xi
= −

∂f

∂xi
(x, ξ(x))

∂f

∂y
(x, ξ(x))

para i = 1 : n

Demonstração:

Consideremos
∂f

∂y
(x0, y0) > 0, sem perda de generalidade, pois como

∂f

∂y
(x0, y0) ̸= 0, a função é crescente ou decrescente. Como

∂f

∂y
é cont́ınua, existe δ > 0,

ε > 0 tais que, consideremos a bola aberta B(x0; δ) e o intervalo J = (y0− ε, y0+ ε), onde

temos que:

B × J ⊂ U e
∂f

∂y
(x, y) > 0 ∀ (x, y) ∈ B × J

Então a função f restita ao intervalo J = [y0 − ε, y0 + ε] é estritamente crescente. Por

hipotese que f(x0, y0) = c, segue:



f(x0, y0 − ε) < c e f(x0, y0 + ε) > c

Pelo teorema do valor intemediário existe um único valor y ∈ J tal que:

f(x, y) = c ∀x ∈ B

Dai definimos a função

ξ : B −→ J

x 7−→ ξ(x)

Logo f−1(c) ∩ (B × J) é o gráfico de ξ. Agora mostraremos que ξ é de classe C1.

Afirmação: ξ é cont́ınua em B.

De fato, seja B1 uma bola aberta em B e J1 = (ξ(a)− ε1, ξ(a) + ε1) um intervalo em J e

a ∈ B. Temos que:

B1 × J1 ⊂ B × J,

ou seja,

ξ(B1) ⊂ J1

Logo ξ é cont́ınua em B. Uma outra justificativa que ξ é cont́ınua pode ser vista no lema

que mostraremos logo após o final da demonstração. Devemos mostrar que existe
∂ξ

∂xi
(x),

∀ x ∈ B, para (i = 1 : n). Definição:

∂ξ

∂xi
(x) = lim

t→0

ξ(x+ tei)− ξ(x)

t

para facilitar a demosntração faremos:

ξ(x+ tei)− ξ(x) = h(t)

39



Então:

∂ξ

∂xi
(x) = lim

t→0
=
h(t)

t

Sabemos que f(x, ξ(x)) = c, logo sendo (x+ tei), temos:

f(x, ξ(x)) = f(x+ tei, ξ(x) + h) = c

para todo t ∈ (−δ, δ).

Pelo Teorema do Valor Médio, ∀ t ∈ (−δ, δ), existe α = α(t) ∈ (0, 1) de modo que:

0 = f(x+ tei, ξ(x)+h)−f(x, ξ(x)) =
∂f

∂xi
(x+αtei, ξ(x)+αh)t+

∂f

∂y
(x+αtei, ξ(x)+αh)h

h(t)

t
= −

∂f

∂xi
(x+ αtei, ξ(x) + αh)

∂f

∂y
(x+ αtei, ξ(x) + αh)

Como ξ é cont́ınua, limt→0 h(t) = 0. Como f é de classe C1, então:

∂ξ

∂xi
(x) = lim

t→0

ξ(x+ tei)− ξ(x)

t
= −

∂f

∂xi
(x, ξ(x))

∂f

∂y
(x, ξ(x))

Logo ξ ∈ C1.

Se f ∈ C2, então suas derivadas parciais são de classe C1, como já sabemos que ξ ∈ C1,

suas derivadas parciais são de classe C1, logo ξ ∈ C2. Conclúımos que: Se f ∈ Ck, então,

ξ ∈ Ck. �

Agora vejamos o lema usado na demonstração.

Lema 6.0.1 Sejam X ⊂ Rm, K ⊂ Rn limitado e fechado, fX ×K −→ Rn e c ∈ Rn. Se

f−1(c) é o gráfico de uma aplicação ξ : X −→ K, isto é, para cada x ∈ X existe um

único y = ξ(x) ∈ K com f(x, ξ(x)) = c, então ξ é cont́ınua.
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Demonstração:

Dado x0 ∈ X, seja y0 = ξ(x0)

Consideremos a sequência de pontos xn ∈ X com limxn = x0, e queremos provar que

lim ξ(xn) = y0.

Sabemos que ξ(xn) é limitada, pois ξ(xn) ∈ K é limitado, basta provar que toda sub-

sequência ξ(xnj
), convergente em Rn, tem limite y0.

Suponhamos que lim ξ(xnj
) = y, então deve ser y ∈ K, pois K é fechado.

Como f(xnj
, ξ(xnj

)) = c, ∀ n ∈ N, temos

f(x0, y) = lim f(xnj
, ξ(xnj

)) = c

Pelo unicidade do limite, y = y0. �
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Caṕıtulo 7

Exemplos

Agora apresentaremos algumas aplicações dos teoremas da Função Inversa e

Função Impĺıcita que ajudarão na melhor compreensão dos mesmos.

7.1 Exemplos do Teorema da Função Inversa

Exemplo 7 Seja f : R2 −→ R2 dada por

f(x, y) = (cosx+ cos y, sinx+ sin y)

Vamos mostrar que f tem uma vizinhança de todos os pontos (x0, y0) tal que x0−y0 ̸= nπ,

com n ∈ Z.

solução:

Df(x0, y0) =

 − sinx0 − sin y0

cos x0 cos y0


Para que Df tenha inversa, Jf ̸= 0, logo:

Jf(a) =

∣∣∣∣∣∣∣
− sinx0 − sin y0

cos x0 cos y0

∣∣∣∣∣∣∣ = − sin(x0 − y0)

Podemos notar que Jf(a) = − sin(x0 − y0) ̸= 0 se, e só se, x0 − y0 ̸= nπ, logo f tem uma



inversa localmente.

Exemplo 8 Seja f : R2 −→ R2 dada por

f(x, y) =

(
x√

1 + x2 + y2
,

y√
1 + x2 + y2

)

vamos provar que existe uma inversa local em toda vizinhança de qualquer ponto do R2.

Solução:

Temos

Jf(x, y) =
1

1 + x2 + y2
̸= 0

logo, pelo teorema da função inversa, f admite inversa local em qualquer ponto de R2.

Sendo ϕ a inversa, então

Jϕ(x, y) =
1

Jf(x, y)
= 1 + x2 + y2 ̸= 0

Exemplo 9 Consideremos a função f : R3 −→ R3 dada por

f1 = (x, y, z) = x+ y + z

f2 = (x, y, z) = yx+ zy + xz

f3 = (x, y, z) = xyz

e x0, y0 e z0 são números reais dois a dois distintos.

Mostraremos que f tem uma inversa ψ em uma vizinha do ponto (x0, y0, z0) e que

Jψ(x, y, z) = −[(y − z)(z − x)(x− y)]−1

Solução:

Temos
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Jf(x0, y0, z0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

y0 + z0 x0 + z0 x0 + y0

y0z0 x0z0 x0y0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Temos

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

y0 + z0 x0 + z0 x0 + y0

y0z0 x0z0 x0y0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

y0 + z0 x0 − y0 x0 − z0

y0z0 z0(x0 − y0) y0(x0 − z0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −(y0 − z0)(z0 − x0)(x0 − y0)

Portanto, Jf(x0, y0, z0) = −(y0−z0)(z0−x0)(x0−y0) ̸= 0, pois x0, y0 e z0 são dois a dois

distintos.

Desde que Jf(x0, y0, z0) ̸= 0 pelo Teorema da Função Inversa existe uma inversa ϕ de f

definida numa vizinhança de (x0, y0, z0) e

Jϕ(x, y, z) =
1

Jf(x, y, z)
= −[(y − z)(z − x)(x− y)]−1

Vejamos agora alguns exemplos do Teorema da Função Impĺıcita.

7.2 Exemplos do Teorema da Função Impĺıcita

Exemplo 10 Encontraremos um ponto (x0, y0, z0) na vizinhança do qual a equação

sin yz + sin zx+ sin xy = 0

tem uma única solução z = ϕ(x, y).

Solução:

Temos
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Fz = cos yz + cos xz ̸= 0

por exemplo, para (x0, 0, 0) com x0 ̸= 0, então Fz(x0, 0, 0) = 2 ̸= 0, e, pelo Teorema da

Função Impĺıcita na vizinhança do ponto (x0, 0, 0), a equação F (x, y, z) = 0 possui uma

única solução z = ϕ(x, y)

Exemplo 11 Sejam

xy5 + yu5 + zv5 = 1

x5y + y5u+ z5v = 1

mostraremos que existe uma única solução u = ϕ1(x, y, z), v = ϕ2(x, y, z) na vizinhança

do ponto (x, y, z, u, v) = (0, 1, 1, 1, 0) e encontraremos a matriz de Dϕ(0, 1, 1, 1, 0), onde

ϕ = (ϕ1, ϕ2).

Solução:

f1(x, y, z) = xy5 + yu5 + zv5 − 1 = 0 (7.1)

f2(x, y, z) = x5y + y5u+ z5v − 1 = 0 (7.2)

Se p = (x, y, z), q = (u, v) e f = (f1, f2) então as equações (7.1) e (7.2) podem ser escritas

na forma f(p, q) = 0, segue

J2f(p, q) =

∣∣∣∣∣∣∣
5yu4 5zv4

y5 z5

∣∣∣∣∣∣∣ = 5yu4z5 − 5zv4y5

Se p0 = (0, 1, 1) e q0 = (1, 0), então J2f(p0, q0) = 5 ̸= 0. Portanto, pelo teorema, existe

uma vizinhança do ponto (0, 1, 1, 1, 0) tal que a equação f(p, q) = 0 possui uma única

solução q = ϕ(p), isto é, (y, z) = ϕ(x) = (ϕ1(x), ϕ2(x)). Logo, y = ϕ1(x) e z = ϕ2(x).

Temos Dϕ(p0) = −[D2f(po, q0)]
−1D1f(po, q0).

D1f(p0, q0) =

 1 5 0

0 5 0

, D2f(p0, q0) =

 5 0

1 1

, D2f(p0, q0)
−1 =


1

5
0

−1

5
1

 Logo,
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Dϕ(p0, q0) = −

 1 5 0

0 5 0




1

5
0

−1

5
1

=


−1

5
1 0

−1

5
4 0


Exemplo 12 Mostraremos que na vizinhança de qualquer ponto os quais satisfaz as

equações

x4 + (x+ z)y3 − 3 = 0

x4 + (2x+ 3z)y3 − 6 = 0

existe uma única solução y = ϕ1(x) e z = ϕ2(x) dessas equações.

Solução:

f1(x, y, z) = x4 + (x+ z)y3 − 3 = 0 (7.3)

f2(x, y, z) = x4 + (2x+ 3z)y3 − 6 = 0 (7.4)

Se p = x, q = (y, z) e f(f1, f2), então as equações (7.3) e (7.4) podem ser escritas na

forma f(p, q) = 0.

Logo,

J2f(p, q) =

∣∣∣∣∣∣∣
3(x+ z)y2 y3

3(2x+ 3z)y2 3y3

∣∣∣∣∣∣∣ = 3xy5 ̸= 0 se xy ̸= 0

Portanto, para o ponto (x, y, z) com x ̸= 0 e y ̸= 0, pelo Teorema da Função Impĺıcita,

existe uma vizinhança do ponto (x, y, z) com x ̸= 0 e y ̸= 0 tal que a equação f(p, q) = 0

possui uma única solução q = ϕ(p), isto é, (y, z) = ϕ(x) = (ϕ1(x), ϕ2(x)). Logo y = ϕ1(x)

e z = ϕ2(x).
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Considerações Finais

Este trabalho teve como objetivo expor tópicos da análise matemática com

requintes do cálculo avançado. O foco foi o enunciado e a demonstração dos Teoremas

da Função Inversa e Teorema da Função Impĺıcita, onde podemos observar a utilização

e importância dos conteúdos que giram em torno da análise, voltado para o espaço Rn,

como definições de álgebra linear, espaços métricos e outros, que foram base necessária

para a demonstração dos teoremas. Na demonstração do Teorema da Função Inversa,

observa-se que podemos inverter uma função de várias variáveis localmente. Para isso é

necessário algumas condições. sendo elas: A função f ser de classe C1 e a sua derivada

no ponto a, Df(a), seja bijetiva. Na prova do Teorema da Função Impĺıcita, observa-se

que para a expressão f(x, y) = c, podemos definir y = ξ(x), ou seja, y em função de x,

desde que f(x, y) = c tenha solução. Por fim, foi apresentado alguns exemplos aplicando

os teoremas para assim facilitar na compreensão dos mesmos.
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