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Resumo

Esta monografia refere-se ao teorema do ponto fixo sobre espacos métricos, que se
aplica principalmente em Teoria Topolégica do Ponto Fixo e Teoria Métrica do Ponto
Fixo. O trabalho volta-se para a ultima, a qual teve inicio com o Teorema do Ponto
Fixo de Banach. Partindo da seguinte idéia. Considere M um espago métrico e seja
f M — M uma fun¢ao continua. Tomemos xy € M e calculemos a sequéncia definida
por:

flzp) =2, =1n=1,2,3,...)

Com certas hipdteses pode ocorrer que a sequéncia (zg;x9;...) convirja para o ponto

p € M. Mostremos que, nestas condigoes, teremos entao f(p) = p. De fato

p=limz, +1=1lim f(z,) = f(limz,) = f(p)

Este Teorema pode ser chamado ainda de Teorema da Contracao Uniforme, tendo como
enunciado: “Se M ¢é um espago métrico completo, entao a contracao f : M — M tem
um unico ponto firo em M7 ponto esse, que pode ser obtido como o limite da sequéncia
(x0, f(0), f(f(x0)),...), para qualquer ponto zo € M. Em outras palavras, significa que
uma contracao definida num espago métrico completo, possui um tunico ponto fixo, o
que é o apice de nossa monografia, nos permitindo impetrar a conclusao acima citada.
Porém, apesar do teorema ser de Banach, a base estd em Sequéncias de Cauchy, devido
justamente a definicao de espago métrico completo, como veremos. Esta monografia tem
como objetivo, nao as aplicacoes possiveis desse teorema, que sao varias, mas uma sélida
base para que o leitor possa ter condigoes de compreender o enunciado e a demonstracao
do Teorema do Ponto Fixo de Banach, proporcionando uma firme base tedrica dentro da

matematica pura referente ao tema, para que assim ele possa realizar suas aplicagoes.

Palavras-chave: teorema do ponto fixo de Banach, espacos métricos, sequéncias em espagos

métricos, completamento de espago métrico, bolas abertas, sequéncias de Calchy.



Abstract

This monograph refers to the fixed point theorem on metric spaces, which applies
mainly in Topological Fixed Point Theory and Metric Fixed Point Theory. The work
turns to the last, which began with the Fixed Point Theorem of Banach. Based on the
following idea. Consider M a metric space and let f : M — M a continuous function.

Take xqg € M and compute the sequence defined by:
flzp) =2, =1n=1,2,3,...)

In certain situations it may happen that the sequence (xq; xs;...) converges to the point

p € M. Let us show that under these conditions, then we have f(p) = p. Indeed

p=limz, +1=1m f(z,) = f(limz,) = f(p)

This theorem can be still called a Uniform Contraction Theorem, with the statement: “If
M is a complete metric space, then the contraction f : M — M has a unique fixed point in
M 7, this point, which can be obtained as the limit of the sequence (xq, f(0), f(f(x0)),...),
for any point zo € M. In other words, means that a contraction defined on a complete
metric space has a unique fixed point, which is the culmination of our monograph, allow-
ing us to implore the conclusion quoted above. However, despite the theorem is Banach,
the base is in Cauchy sequences, precisely because the definition of complete metric space,
as we shall see. This monograph aims not possible applications of this theorem, which are
many, but a solid base so that the reader may be able to understand the statement and
demonstration of the Fixed Point Theorem Banach, providing a firm theoretical founda-

tion in pure mathematics concerning the theme, so that it can perform its applications.

Keywords: fixed point theorem of Banach, metric spaces, sequences in metric spaces,

completion of metric space, open circles, Calchy sequences.
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Capitulo 1
Introducao

Abordaremos primeiramente uma breve visao historica de nossos principais personagens,
Cauchy e Banach, dois grandes matematicos responsaveis pelo teorema titulo desta mono-
grafia. Em seguida faremos apresentacao capitulo a capitulo de maneira sucinta. Au-
gustin Louis Cauchy nascido em 21 de agosto de 1789, Paris - Franca, filho de Louis-
Francois Cauchy e Marie-Madeleine Desestre, considerado um dos mais importantes mate-
maticos da Franca, porém sua vida nao foi facil. Criado na rigorosa doutrina catélica da
época passou parte de sua infancia durante a severa revolucgao francesa, fato esse que fez de
seu pai o seu primeiro professor, pois as escolas foram fechadas, tiveram que mudar para
o campo, em Arcueil, onde passaram por grandes dificuldades, inclusive de alimentacao.
Laplace e Lagrange eram frequentes visitantes da familia, os quais foram os primeiros
a perceber as habilidades do garoto Cauchy para matematica e ajudaram a estimula-la,
guiando seu pai a inicialmente lhe dar uma boa orientagao em linguas. Em 1800 com a
nomeacao de seu pai ao senado, mudaram-se para Luxemburgo. No periodo de 1802 a 1804
estudou linguas na Ecole Centrale du Panthéon, em 1805 entrou para Escola Politécnica e
em 1807 para Escola de Engenharia Civil. Deu inicio a sua notéria carreira em 1814 com
o artigo sobre definite integral swith complex number limits, e chamou a atencao para si
em 1815 ao provar um dos principais teoremas de Fermat sobre niimeros poligonais, todo
numero integral positivo é a soma de trés triangulos, quatro quadrados, cinco pentéagonos
e assim por diante. Em 1816 ganhou um importante prémio da Academia de Ciéncias
pelo seu trabalho na area da fisica sobre ondas. Em 1817, teve finalmente seu lugar como
professor no College de France, onde lecionou cadeiras sobre métodos de integracao que
ele tinha descoberto, mas que estavam ainda por publicar. Casou-se em 1818 com Aloise
de Bure, com quem viveu quarenta anos e teve duas filhas. Incentivado por Lagrange, em
1821 escreveu para publicacao, o curso e conferéncias sobre andlise que ele tinha dado na
Politécnica. Sua produtividade era tao prodigiosa que acabou fundando uma espécie de
jornal, o Ezxercices de Mathématiques (1826-1830) seguido de outro, Exercices d’Analyse
Mathématiqueet de Physique, para publicacao de sua exuberante produgao de trabalhos

em matematica pura e aplicada. Em 1833 se exilou por solidariedade ao Rei Carlos X e
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em 1838 ao voltar do exilio retomou suas atividades matematicas a pleno vapor. Chegou
a candidatar-se para a uma vaga no College de France e foi aceito, mas devido as suas
convicgoes politicas nao assumiu o cargo. A sua obra completa é constituida de 789 ar-
tigos que abordam véarias dareas da matematica, entre eles definicoes sobre convergéncia
de sucessoes e séries, desenvolvimentos na teoria da integragao, no cdlculo de residuos, e
em equacoes diferenciais. Cauchy morreu inesperadamente aos sessenta e oito anos, em
23 de maio de 1857. “Os homens morrem, mas as suas obras ficam” (Cauchy).

Estefan Banach, nascido em 30 de margo de 1892 na Cracdvia, territério Império Austro-
Hingaro, passou sua infancia em Ostrowsko com sua avod, pois seus pais nao tinham
condicao de sustenta-lo. Quando ela ficou doente, seu pai o enviou para Cracovia para
viver com Franciszka Plowa e sua filha, Maria. Estudou até os 10 anos com o tutor de
Maria, Juliusz Mien, o primeiro a perceber a habilidade de Banach para matemaética, e
também o ensinou a falar fluentemente francés. Em 1902 foi para Henryk Sienkiewicz
Gymnasium No 4 cursar o ensino secundario, sendo reconhecido como um prodigio. L&
conheceu Witold Wilkosz, um futuro matematico, e se tornaram grandes amigos, mas
acabaram se separando em 1906, pois seu amigo foi para um ginasio melhor, para poder
se aprofundar em matemadtica e Banach continuou no mesmo, mas mantiveram contato.
Em 1910, Banach foi com Witold Wilkosz a Lviv, até entao a capital da Galiza, com a
intencao de se inscrever em engenharia na Escola Politécnica Lwéw, porém devido a sua
dificuldade financeira, estava por conta prépria e tinha que trabalhar para manter seus
estudos com apenas 18 anos, vindo assim entao, a se formar sé em 1914. Saiu de Lviv,
devido a Primeira Guerra Mundial, mas acabou nao servindo ao exército em decorréncia
da sua deficiéncia visual no olho esquerdo. Mas em 1916 conheceu Hugo Steinhaus, o
que ocasionou uma revolugao em sua vida, tornaram-se amigos e juntamente com Otto
Nikodym fundaram uma sociedade matematica. Foi com Steinhaus que Banach produziu
seu primeiro trabalho, porém nao foi possivel publicar na época devido a guerra, apos
ela, com a publicagao, Banach apareceu pela primeira vez no boletim da Academia de
Cracovia em 1918 ao lado de Steinhaus, com quem ainda produziu diversos trabalhos
matematicos. Em 1920 casou-se com Lucja Braus e em 1922 ocupou o cargo de assis-
tente de Antoni Lomnicki na Universidade Técnica de Lviv. Em 1922 a Universidade
Jan Kazimierz em Lviv deu a Banach a sua habilitacao pela tese “Teoria da Medida”.
Em 1929 lancou o jornal Studia Mathematica junto com Steinhaus, sendo os dois os
primeiros editores, tendo como politica o foco em anédlise funcional e tépicos relaciona-
dos. Em 1939 tornou-se presidente da Sociedade Matematica da Polonia. Quando a
Segunda Guerra Mundial estourou, nao afetou muito a vida dele, pois ele tinha alguns
importantes amigos matematicos soviéticos. Banach morreu em 31 de agosto de 1945,
aos 53 anos em Lviv de cancer de pulmao. Dentre suas principais obras temos: a série
de Monografias matemadaticas, sob a redagao de Banach e Steinhaus em Lviv e Knaster,

Kuratowski, Mazurkiewicz, e Sierpinski em Varsévia. O primeiro livro da série Teoria das



operacoes lineares foi escrito por Banach e apareceu em 1932, Teoria das séries ortogonais
e inovagoes na Teoria de medida e integragao, Teoria das operagoes lineares (o mais impor-
tante em andlise funcional), conceito de espagos vetoriais normados, conhecido também
como Fspaco de Banach, além de provar varios teoremas dessa area. Suas aplicagoes
ajudaram em muitos estudos na analise funcional.

Este trabalho estd dividido em cinco capitulos, sendo o primeiro uma introducao histérica
de nossos principais personagens, Cauchy e Banach, pesquisado principalmente na inter-
net, veja referéncias [1] e [4] e fazemos também uma explanacdo dos capitulos decor-
rentes como segue. O segundo capitulo de titulo Espagos Métricos ¢é na realidade de
abrangencia geral do assunto que nos da uma visao ampla do que necessitaremos para os
capitulos seguintes, pois de sua generalizacao podemos calcular a distancia entre dois ele-
mentos de quaisquer conjuntos arbitrarios, desde que possa ser introduzida uma métrica.
O espago métrico nao é um conjunto, mas sim uma “estrutura” munida de um conjunto e
uma métrica, pois o mesmo conjunto munido com métricas distintas da origem a espacos
métricos distintos, como veremos. Nele definimos o que é uma métrica, suas condigoes
necessarias e propriedades que serao utilizadas no trabalho, além de exemplos de suma
importancia no seu entendimento e generalizacao como a métrica “zero-um”e a métrica
usual, que sao as mais elementares possiveis. Entre seus principais subtopicos destacam-
se: Espagos vetoriais normados, Espago com produto interno, Espaco de fungoes reais
limitadas e o topico Bolas Abertas, devido as suas ligacoes diretas com o capitulo trés e
por seguinte a sequéncia de Cauchy de total relevancia para o titulo tema deste trabalho
e ainda as defini¢coes importantes de Métricas e Normas equivalentes. No capitulo treés,
Sequéncias Em Espago Métrico, o mais “profundo”da monografia, por se tratar exata-
mente de uma introducao para Sequéncia de Cauchy, lembrando que a ideia de sequéncia
¢ bem simples, pois a utilizamos desde cedo em nossa vida escolar em progressoes aritmé-
ticas e geométricas. Aqui enfatizamos a convergéncia de sequéncia ou vice-versa, porque
esta presente em todos os seus subtopicos: Sequéncias-Limite de uma Sequéncia, Sequéncia
num Espacgo Produto, Sequéncia em Espacgos Vetoriais Normados, pois dela temos que uma
sequéncia é convergente se, a medida que o seu indice aumenta, o termo da sequéncia vai se
tornando arbitrariamente proximo de um certo nimero, chamado o limite da sequéncia.
O quarto capitulo de titulo Espagos Métricos Completos carrega o teorema titulo
deste trabalho, Teorema do Ponto Fixo de Banach em Espacos Métricos, e ainda
o topico Sequéncia de Cauchy com sua definicao e proposicoes importantes como a 19:
toda sequéncia convergente de um espaco métrico é uma sequéncia de Cauchy. E nele ver-
emos também que toda Sequéncia de Cauchy ¢ limitada, fundamental para nosso teorema.
Nesse capitulo tem o topico Espagos Completos, pois nao é possivel falar de Ponto Fixo de
Banach sem apresenta-lo porque o mesmo é necessario para a definicao de nosso teorema,
sendo necessario assim falar um pouco do tema completamento de espacgos métricos. E

finalmente, o Teorema do ponto fizo em espacos métricos fundamentado no Teorema do



Ponto Fixo de Banach ou como preferimos Teorema da Contragao Uniforme. Para melhor
demonstra-lo, dividimos sua prova em trés partes: existéncia, unicidade e que a sequéncia
(x,,) é de Cauchy. A prova consiste em construir uma sequéncia (z,); mostrar que o limite
dela é o unico ponto fixo de f e, se a sequéncia converge num espaco métrico completo,
entao é de Cauchy. Agora na préxima pagina passaremos para o capitulo dois comegando

a apresentacao de nossa monografia.



Capitulo 2

Espacos Métricos

2.1 Meétricas

Neste capitulo vamos apresentar a nocao de espago métrico que na sua forma mais elemen-
tar é medir distancia entre dois pontos. Importante lembrar que as nogoes de distancias
estao em “Os elementos de Fuclides”, geometria analitica, entre outros; tendo mais de
uma maneira de ser medida, as seguintes propriedades devem ser respeitadas:

A distancia entre dois pontos nunca é negativa.

A distancia é zero se, somente se, os dois pontos coincidem.

Entre dois pontos quaisquer o ponto de origem nao importa, a distancia é sempre igual,
ou seja, a distancia é simétrica.

A desigualdade triangular diz que a distancia entre dois pontos é sempre menor ou igual
a soma das distancias desses pontos a um terceiro qualquer.

Por fim, verificaremos que todas as métricas gozam das mesmas propriedades.

2.1.1 Definicao

Definicao 1. Considere M um conjunto nao vazio em que a funciod: M x M — R,. A
distancia d(x,y) € Ry € a imagem do par ordenado (x,y) € M x M, € dita uma sobre M
se, somente se, para quaisquer x,y,z € M, verificam-se as sequintes condigcoes que SGo

axiomas:

(M) dz,y) =0<=x =y
(M2) d(z,y) = d(y, x)

(M;) d(z,y) < d(z, 2) +d(z,y)
(My) Se x #+ vy, entao d(x,y) >0

O axioma (M) afirma que duas varidveis coincidentes tem distancia zero. O (M) diz

que duas varidveis distintas possuem a mesma distancia, ou seja, a fungao é simétrica.
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CAPITULO 2. ESPACOS METRICOS 17

A desigualdade triangular no (Mj), por se inspirar na geometria euclidiana, afirma

que cada lado de um triangulo é menor que a soma dos outos dois.

M

Figura 2.1: Desigualdade triangular

O axioma (M,) fala que a distancia entre duas varidveis distintas é positiva. Porém
se tivermos qualquer funcao que satisfaga (M), (Ms), (M3), mas ndao (My) é conhecida
como pseudométrica.

A representagao do espago métrico é o par (M,d), onde M é o conjunto que pode
representar nimeros, vetores, fungoes, matrizes, entre outros e d é a métrica sobre o con-
junto M, ou apenas “espago métrico M”, deixando subtendido a métrica correspondente.
Podemos ter mais de uma métrica sobre o mesmo conjunto, mas independente da métrica,
os elementos desses espacos sao chamados de pontos.

Agora, veremos alguns exemplos.

Exemplo 1.1 (Métrica “zero-um”) Se M é um conjunto arbitrdrio nao vazio, entao M

torna-se um espaco métrico com a seguinte métrica
d: MxM—R,

tal que,

ny= dz,y) =1<=x #y.

Com efeito, (M;) decorre direto da defini¢ao acima, pois se x = y entao d(z,y) = 0.
Para verificar (M,) basta observar que se x =y, entao d(z,y) =0 e d(y,z) = 0.
Logo, d(z,y) = d(y, ).
Se x # y, entao d(z,y) =1 e d(y,z) = 1.
Logo, d(z,y) = d(y, x).
Quanto a (Ms;) tomamos trés pontos quaisquer em M e vamos analisar todos os casos
possiveis. Vejamos:

Para x = y em qualquer situagao de z, seja para z = x ou z # x teremos

d(z,y) < d(z,z)+d(z,vy).



CAPITULO 2. ESPACOS METRICOS 18

Sex £y, r# zey# z tem-se que
d(z,y) < d(x, 2) +d(y, 2),
pois d(z,y) =1, d(z,2) =1 e d(y,z) = 1.
Sex £y, xr# zey=z teremos

d(z,y) < d(z,2) +d(y, 2),

Figura 2.2: Distanciade r a y = z
pois d(z,y) =1, d(z,z) =1 e d(y,z) = 0.
Sex #y, r=2z2ey# z entao
d(x,y) < d(z,z) +d(y, 2),

pois d(z,y) =1, d(x,z) =0 e d(y, z) = 1.
Concluindo (Ms).
Por fim, como por defini¢ao x # y, tem-se d(x,y) = 1 > 0 o que justifica (M,).

Exemplo 1.2 (A reta usual) Se R é um conjunto dos nimeros reais, entao R torna-se

um espaco métrico com a seguinte métrica.
d:RxR—R,,

tal que
d(xz,y) = |x — y|, para todo z,y € R.

De fato, pela definicao de médulo tem-se que do axioma (M),
d(z,y) = |x —y| = 0, entao

para (x —y) = 0 se, somente se, x = y ou para —(z — y) = 0 se, somente se, r = y.



CAPITULO 2. ESPACOS METRICOS 19

Para mostrar (M) que d(z,y) = |z —y| > 0 e d(y,x) = |y — x| > 0 sdo iguais, basta ver

que

diz,y)=lz—yl=[(-1)-(y—2)[=|-1] - ly—z| =y — 2| =d(y, z).

Agora, tomando trés pontos quaisquer em R, temos para (M3),
d(z —y) = |z —y|

=|z—z+z2—y

Também a definigdo de mddulo satisfaz (My),

d(z,y) = |z —y[ > 0.

Logo, R é um espaco métrico.

Exemplo 1.3 Dadas as func¢oes D, Dy, Dy : R" Xx R™ — R com métricas definidas respec-

tivamente por

" 1/2
D(l‘,y) = \/<x1 — y1>2 +o+ (xn - yn)2 = [Z(flh — 91)2] )

Dy(z,y) = [(x1 =yl + ...+ [2n — yal = Z|37i = yil,
=1

D2($7y) = maX{le - y1|7 BRI |IL‘n - yn|} = 1111?%}% |x2 - yl|’
onde (1,9, X3, ...,Ty) € (Y1,Y2, Y3, - - ., Yn) SA0 pontos arbitrarios de R™, entdo D, Dy, Do

sao métricas sobre R™.

A métrica euclidiana D utilizada no espaco R™ decorre da generalizacao da distancia
entre dois pontos do espago usual. Por outro lado, as métricas D; e Dy além de serem
parecidas com a D, sao mais faceis, necessitando apenas da desigualdade de Cauchy-
Schwarz no item (Ms),

“Considerem (z1, T2, Z3,...2,) € (Y1,Y2,Y3, - .- Yn) € R™, entao

n n 1/2 n 1/2
2 2 59
e (zw ) (zw ) |
j=1 j=1 j=1
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De fato, na métrica D, temos

[d(z,y))* = (z1 —11)* + (22 —12)° + .. + (20 — Yn)’

=(m—zn+za—y)+@—2+t2—y)’+. .+ (Tn— 20+ 20— Yn)?

= Z(% — zi+ 2z — i)’
i=1

= Z( — 2i) —1—22 i — zi) (2 yi)+Z(Zi_yi)2
i=1 i=1
1/2

n 1/2 n
< Z — zZ Z(Sﬂz - 21)2] [Z(Zz - yi)2

i=1

n n

=S+ | S| = e ) + )

Logo, d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Proposicao 1. Considerando D, Dy, Dy as métricas definidas, no exemplo acima, para
quaisquer z,y € R"™, temos

Dg(l‘,y) < D(:L‘,y) < D1<x7y) < an(.Z',y).

Prova. Ora, para todo r > 0, tal que 1 < r <mn, tem-se Dy(z,y) = |z, — y,|, entdo

Dy(z,y) = |z, — yr| = V(20 —y:)? < D(,y)

< D(z,y) = Z(% —y;)? < Z(iﬂz —yi)? +2- Z o —wil - |2; — v

=1 =1 i=1=j+1

= Z |z — yil = Di(z,y).
i=1
Tomando |z, — y,| = max {Z |z; — y@\} Segue,
i=1
’xi - yi| < ‘xr - yrla SRR ’$n - yn’ < |xr - yr‘a

temos

Dy =\z; =il |20 — yn| < nlz, — yr| = nDo(z,y).
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2.1.2 Espacgo Vetoriais Normados

Considere E' um espaco vetorial. Uma aplicacao
|-|:E—R

chama-se norma se para quaisquer x,y € E e \ escalar, cumprir as seguintes condigoes

que sao conhecidas como axiomas.

(i) Se x # 0, entao |z| # 0.
(i) A -l = Al .
(iif) [l + yll < {l] + llyll-

Um espaco vetorial munido de uma norma é dito espaco vetorial normado ou simples-

mente espaco normado.

Note que para todo x € E decorre que ||z|| > 0 se, somente se, z # 0,

e quando tomamos A = 0 para (ii), temos

10.zf| = [0] - [|z[| = [|0.|| = [[o]| = 0
e tomando A = —1, obtemos | — x| = |z|.
Enquanto para (iii) fazendo y = —z, entao

0] =0 = [lz + (=) || < [le]l + [[(=2) | = llz ]| + [z ]} = 2[]].

Enfatizamos que o espago normado é o par (E,| |) em que E é o espago vetorial e || ||
é a norma sobre E, com isso temos a métrica d : E x E — R, dada por d(z,y) = |x — y|
sendo uma aplicacao em F.

De fato, para quaisquer x,y, z € F, para (M;) tem-se que

d(z,y) = |z = yll =0,

entao para (r —y) =0 ou —(z —y) = 0, temos x = y, valendo a reciproca.
Para (M;), temos

d(z,y) = llz =yl = (=D = 2)[| = [ = 1] [ly — 2] = lly — z[| = d(y, z).
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Enquanto para (Mj;) devemos considerar o elemento neutro da soma, entao

d(z,y) = [z = yll

= [l +0 =yl
=llz =2+ 2=y
< lz =zl + Iz =yl = d(z, 2) + d(z,y).

As condigdes de espago normado satisfazem (My).

Observe ainda que um espaco métrico nao é necessariamente um espaco vetorial.

Exemplo 1.4 Sobre um espago vetorial (R" +,-), (x1,%2,...,2n) € (Y1,Y2, .-, Yn), tal

que z—y = (1 —Y1, Ta—Ya, - - - , Ln—Ypn)-Obtem-se uma norma induzida para as distancias.

d(z,y) = |z = yll = V(&1 — 91)? + (23 — 12)2 + ..

dz,y) = llz =yl = Vier — gl + |22 —m2) [+ + |20 — yal =

d@,y) = llo —yll = max{ler — ], |r2 = go)l, -, |20 — yal} = max |zi —uil-

2.1.3 Espacgo com produto interno

Considere um espacgo vetorial £ sobre R. O produto interno em FE ¢é a aplicacao
(V: ExE—R

(z,y) — (7,9)

que para quaisquer z,vy,z € E'e A € R, tem que atender as seguintes condicoes:

(T,y+2) = (z,y) + (z,2)
(Az,y) = Mz, y)
(z,y) = (y, )

r# 0= (z,z) >0

RIS

(
(
(
(
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O espaco vetorial que admite um produto interno é dito espaco com produto interno.

E possivel definir uma norma por meio de um produto interno pondo,

]l = v/, ),

com isso satisfazendo a (P;) e (P2), enquanto a (P3) depende da desigualdade de Cauchy-

Schwarz, tendo z,y € E, entao |(z,y)| < |lz| - |ly]|-
De fato, quando x = y = 0 é imediato e quando = # 0 e y # 0 para a € R, temos

0 < flz+ayl* = (z+ay,x + ay) = [«]|* + 2a(z, y) + [ly]*e’

= yl*o® + 2(z, y)o + [|z]*.

Aplicando a resolugao nesse trinomio do segundo grau em «, temos
A =4z, y)* = 4f)? - [ly]* < 0,
note que esse valor é negativo, entao
Az, y)® = 4ll)? - ly]* <0

Az, y)* < Afjz)* - [ly)®

[{z o) < llzll - Nlyll-

Dessa forma chegamos ao resultado,
lz +yl* = (& +y, 2 +y)

= (z,z) + 2(z,y) + (y,y)
= [l2)1* + 2(z,v) + |lylI?
< |lzl* + 2z, y)| + lyl]?
< ll® + 2llz, yll + yl* = (lz]* + [ly]1*).

Portanto, ||z + y|| < ||z|| + ||yl-

2.1.4 Espaco de funcgoes reais limitadas

Considere N um conjunto qualquer. Uma aplicagao f : N — R ¢ limitada se existir
k € R de modo que |f(x)| < k para todo z € N. Indicaremos F(N,R) o conjunto das

funcoes limitadas. Quaisquer operacoes de soma, diferenca e produto continuam limitadas.
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Para se obter uma métrica induzida em (N, R) para quaisquer f,g € G(N,R), basta
por

d(f,9) = sup{lf(z) = g(@)| ; = € N} = sup | f(z) — g()]

zeN

Em outras palavras, a distancia é o comprimento de maior corda vertical que liga os

graficos de f ao de g. Veja o grafico

&

L

Figura 2.3: Distancia de f a g

Vamos verificar as condicoes de d ser uma métrica.
De fato, se d(f,g) = 0, isto é, sup|f(z) — g(x)| = 0, implica que |f(x) — g(z)| = 0,
TeN
mas isto sé ocorre quando f(z) = g(z), para todo = € N.

Agora, observe que

d(f,g) = sup | f(z) — g(z)]

—sup| 1] g(&) ~ 1(2)
= gsclelzl\)[ |g($> — f(-il?)’ = d(g, f)

Para verificar a desigualdade triangular basta ver que

d(f,g9) = igjglf(af) —g(z)]

= sup | f(z) — h(z) + h(z) — g(2)]

< sup(|f(z) = h)] + [A(z) = g(@)])

< sup |f(z) = h(z)] + sup |h(x) — g(x)| = d(f,h) + d(h, g).
Por fim, se f # g, para todo x € N, entao f(z) # g(x) implica que f(z) — g(z) # 0,
entdo | f(x) — g(x)| > 0.
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Dai,
d(f,g) sup |f(z) = g(z)] > 0.

Concluindo assim que a aplicagao é uma métrica em B(N,R).

Exemplo 1.5 Espago de fungoes reais continuas definidas num intervalo fechado.

Para um intervalo fechado [a,b] € R, indiquemos por [a,b] o conjunto das fungoes
reais continuas definidas em [a,b]. Com relagdo a adigdo de fungoes e a multiplicagao
de uma por um escalar(nimero real), definidas naturalmente como no exemplo anterior,

&[a, b] é um espago vetorial sobre R. E a funcao

b
f e lfll = / f(@)|dx

¢ uma norma sobre esse espago uma vez que || f|| € R,, para qualquer f € £[a, b].

Observe que

If]l=0<|f(z)| =0, para todo z € [a,b].

Pois | f(z)| define uma fungao continua, isto é,

f(z) =0, Vz € [a,b] & f =0.

Com relagao a multiplicagao por escalar temos que

b b
Hafl\=/ !(af)(w)!dﬂ:\al/ |f(@)ldz = |af|[ f]

Por fim, a desigualdade triangular

I+l = / (F + g)(@))de = / (@) + gla)lde < / F(@)ldx + / l9(e)ldz = (1] + gl

Assim, £[a, b] é um espago métrico, sendo uma métrica definida da seguinte maneira

A(f.g) = / (@) - gla)|de

para quaisquer f, g € &[a, b].
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Observe abaixo a area de um figura compreendida entre o grafico de f e o de g.

()

gax)

=V

Figura 2.4: Distancia entre as fungoes f, g € [a, b

2.1.5 Subespagos Métricos

Definicao 2. Considerem M um espago métrico e N C M, nao vazio. Definimos N
subespaco de M, para quaisquer x,y e z em N. A métrica d em M € restrita somente a
N, ou seja, satisfaz 0os mesmos axiomas de distancia que correspondem a M e o subespaco

N serd denominado métrica induzida por M.

Proposicao 2. Sejam x,y e z pontos genéricos do espago métrico M, entao
d(y, z) = |d(z,y) — d(z, z)|.
Prova. Utilizando o axioma (M3) da desigualdade triangular, temos
d(z,y) < d(z,z) + d(2,y)

d(Z,y) Z d(:%y) - d(l‘,Z),

a simetria (M) em d(z,y)

Usando analogamente (Ms) na desigualdade,
d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)

d(ya Z) > d(ZL’, Z) - d(ZL‘, y)
d(y, z) = —(d(z,y) — d(z, 2)), (2.2)

necessariamente com (2.1) e (2.2) se obtem

d(y, 2) = |d(z,y) — d(z, z)|.
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Exemplo 1.6 Um subespago de 3([a, b], R).

Vimos (exemplo 5) que o conjunto (3([a,b],R) das funcoes f : [a,b] — R limitado em
um espago vetorial normado é um espaco métrico.

Visto que toda fungao continua ¢ : [a,b] — R é limitada, entao {[a,b](conjunto das
fungoes reais continuas definidas no intervalo [a, b] é subconjunto de 3([a, b], R), também

¢ um espaco métrico em relagao a métrica definida por

d(f,9) = sup{|f(z) — g(x)[ : x € [a, 0]}

para quaisquer f,g € &[a,b].

2.1.6 Produto de Espacos Métricos

Considere d uma métrica de M em um nimero finito de espacos métricos My, My, Ms, ..., M,,
n
tal que o produto cartesiano M = H M, = My X%, ..., xM, que é o conjunto das sequéncias
n=1
= (T1,...,2,) €y = (Y1,...,Yn) onde z,,y, € M,, identificam-se com uma das trés

funcoes métricas,

DZ(wa y) = maX{dl<xla y1)7 s adn<xnayn)}7
Di(z,y) = di(x1,91) + - . + dn(Tn, Yn),

D(z,y) = /di(z1,91)2 + ... + dp(Tp, Yn)2.

Para z,y € M arbitrariamente, valem as seguintes desigualdades,
Dy < D(z,y) < Di(z,y) < nDa(,y),

onde k é uma constante e dizemos que as métricas sao equivalentes, como veremos.

Se My = My = M, =...= M, =R chegamos ao espaco euclidiano R".

2.2 Distancia entre ponto e conjunto

Vamos analisar inicialmente a distancia de um ponto P a um plano «, na geometria

classica.

Note que com o ponto ) em « é formado um triangulo retangulo e pelo teorema de

Pitagoras, temos
d(P,Q)* = d(P,0)* +d(0,Q)*

d(P,Q)* < d(0,Q)?
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S

Figura 2.5: Distancia do ponto P ao plano «

d(P,Q) < d(0,Q).

O conceito que serd apresentado segue o mesmo principio.

Definigao 3. Considere (M,d) um espago métrico. Definimos distancia entre um ponto

p € M a um subconjunto A, nao vazio, de M como o numero real nao-negativo
d(p, A) = inf d(p, z) = nf{d(p, z)|z € A}.
xe

O conjunto formado pelas distancias de p aos diversos pontos de A é limitado inferi-

ormente pelo zero, garantindo a existéncia de um elemento minimo desse conjunto que é

d(p, A).

1

Exemplo 1.7 Considerando, na métrica usual, p=0e A={n € N| 1 < —} em R, entao
n

d(p,A) = 0.

T
I | I
14 13 112 1

o

Figura 2.6: Retal real

Com efeito, sempre existe n € N para qualquer € > 0 dado, tal que

/-

1
Logo, d(0, A) = inf d <O, —) =0.

lea r
Observe que é possivel se ter d(p, A) =0 com p ¢ A, mas se p € A entdo d(p, A) =0,

1 1
——O’——<e.
n n

pois o numero 0 neste caso pertence ao conjunto d(p, z),x € A.
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Proposicao 3. Se M € um espaco métrico e A é um subconjunto nao vazio de M, entdao
para quaisquer p,q € M, d(p,q) = |d(p, A) — d(q, A)|.

Prova. Considere a € A, tal que d(p,a) > irelgd(p, x) = d(p, A). Sendo d(p,a) de
;22 d(p, ), entao

d(p, A) < d(p,a) < d(p,q) +d(q,a)

suprimindo d(p, a), temos a desigualdade para a € A,

d(p, A) < d(p,q) + d(q,a)

d(p, A) — d(p,q) < d(q,a),

a constante real d(p, A) — d(q,a) é o limite inferior do conjunto in£ d(q,x). Dal,
S

d(p, A) —d(p,q) < d(q, A)

d(p, A) < d(q, A) +d(p, q)
d(p, A) —d(q, A) < d(p, q). (2.3)
Por outro lado, s6 permutando p e ¢, teremos analogamente a desigualdade,

d(q, A) — d(q,p) < d(p, A)

d(q, A) < d(p, A) + d(q, p)
d(q, A) — d(p, A) < d(q,p)
—(d(p, A) —d(q, A)) < d(p,q). (2.4)

Portanto, unindo as desigualdades (2.3) e (2.4), temos

2.3 Distancia entre conjuntos

Definicao 4. Considere M um espago métrico. Definimos como distancia entre dois

subconjuntos nao vazios A, B em M o sequinte niumero real ndo negativo.

d(A, B) = inf{d(z,y)|r € A ey € B}.
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O conjunto formado das distancias dos diversos pontos de A aos diversos pontos de
B ¢ limitado inferiormente pelo zero e garante a existéncia de d(A, B) para quaisquer

subconjuntos nao vazios A, B € M.

Exemplo 1.8 Considere sobre R? a métrica usual, tal que os conjuntos A = {(z,y) €
R?*ly = 0} e B = {(z,y) € R*zy = 1}, entdo a distancia d(4, B) = 0.

Y

Figura 2.7: Plano R x R

Ora, existem p € A e q¢ € B para qualquer € > 0, tal que d(p, q) < €. De fato, sempre
1

existe um n > 0 para um dado € > 0 de maneira que — < .

1
Desta forma, se tomarmos p = (n,0) e ¢ = (n, —), entao
n

ip.a) =m0 2=y fhp st

Quando os conjuntos A e B nao forem disjuntos, ou seja, se tiver ao menos um elemento

comum, entao a distancia entre esses elementos comuns serd zero. A recipocra é falsa.

2.4 Diametro

Definicao 5. Considere A uma métrica induzida de M. Se A € limitado por uwm nimero
real k > 0, tal que d(z,y) < k para quaisquer x e y em A, definimos por diametro d(A),

o extremo superior das distancias entre os pontos x ey de A.

d(A) = sup d(v,y) = sup{d(z,y)|r,y € A}.

z,y€A

Se o conjunto A nao é limitado, por defini¢ao temos que d(A) = co.
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Exemplo 1.9 Consideramos o R? dotado da métrica euclidiana(usual) e verificamos que
o diametro de A = {(z,y) € R?| 2% + y* < 1} é igual a 2.

Indiquemos por p = (0,0) a origem e tomemos dois pontos arbitréarios r, ¢, € A. Entao
d(q,r) < d(q,p) +d(p,;r) <1+1=2,

0 que garante que o numero 2 é um limite superior do conjunto {d(q,r)|q,r € A}.

Mostremos que 2 é o menor desses limites superiores. Seja [ um limite superior e supo-

nhamos que [ < 2. Tomemos um nimero natural n, tal que < n. Nessas condigoes

2—1

n n
( O) e (——, O) sao pontos de A cuja distancia é
n

n+1’ +1
2
n n 2n
0% = .
\/(n+1+n+1> * (n+1)

Como porém 37 <n, entao [ < 2n — In.

2n
Dai l < R ou seja, existem dois pontos de A cuja distancia é maior que I.
n

Absurdo, ja que [ é um limite superior do conjunto dessas distancias. Portanto, 2 <

para todo limite superior [ desse conjunto e entdo d(A) = 2.

2.5 Bolas Abertas

Para melhor compreensao de espago métrico vamos introduzir o conceito de bolas abertas

que é muito mais amplo e diverso.

2.5.1 Definicao

Definicao 6. Considere p um ponto do espaco métrico M. Dado um nimero real € > 0,
a bola aberta centrada no ponto p de raio €, que indicaremos por B(p,€), € o conjunto dos

pontos de M e a distancia de p inferior a €, ou seja,
B(p,e) ={x e M [ d(z,p) <e}.

Exemplo 1.10 Bolas em um espaco cuja métrica é a “zero-um”.
Considere p um ponto de um espaco métrico M, teremos os seguintes casos a consi-

derar:

Para 0 < ¢ < 1, temos que B(p,e) = {x € M | d(z,p) < €} = {p}, pois o unico
ponto cuja distancia a p é menor que 1 é o proprio p. Observe que 0 < € < 1 nao admite

x # p, pois teriamos entdo d(z,p) = 1. Logo, d(x # p,p) =1 < e < 1 0 que é um absurdo.
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Para € > 1 acontece, B(p,€) = {x € M | d(x,p) < ¢} = M, porque todos os pontos de

M estao a uma distancia de p igual a zero ou igual a 1, portanto, menor que €. Observe

ainda que
B(p,e) ={z e M [ d(z,p) < €}.
Como,
0 <d(z,p) <1,
entao

0 <d(x,p) <1 < e é satisfeita Vo € M.

Resumindo, podemos obter a seguinte defini¢ao.

{p}, se0<e<1

M(p,€) =
(pc) {M, se € > 1.

Exemplo 1.11 Bolas na reta usual. Considere M = R , entao na reta real a bola de

centro p € R e raio € é o conjunto

B(p,e)={zeR||jz—p|<e}={zeR|p—e<z<pt+e}=]p—e€p+e|

B(p; €)
® O

p-€ p p+e

v

Figura 2.8: Bolas na reta real

Exemplo 1.12 Considere o espago métrico (R, u) comp=2e e = % Assim,
B(p,e) ={x € M | d(z,p) <€}

B2.3) = {zeR | u(x2) < 1)

1
:{ZL‘ER||I—2|<§}

1 1
fweR| -5 <z-2<3}

1 1
:{$ER|2—§<{E<§+2}
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Figura 2.9: Bolas B, em espago métrico (R, p)

Exemplo 1.13 Considere o espago métrico (R, d) ( definicdo de M do exemplo 1.1) com

os mesmos valores para p e € acima. Entao temos
B(p,e) ={z € M | d(z,p) <€}

B(2,1/2) = {z € R | d(z,2) < 1/2}.

Ou seja, s6 pertencem a esta bola os nimeros reais que satisfazem a seguinte desigual-
dade:

d(xz,2) < 1/2.

Logo,
1l <= x#2
B(p,e) = {

0 <— z=2.

Observe que o inico nimero que satisfaz a desigualdade é x = 2, pois d(2,2) =0 < 1/2.
Consequentemente,

B(2,1/2) = {z € R | d(z,2) < 1/2} = {2}.

v

Figura 2.10: Bolas B em espago métrico (R, d)
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Exemplo 1.14 Bolas no espaco R%. No espaco R? temos trés métricas anteriormente

definidas D, Dy e D5 para quaisquer x = (x1,12) e y = (y1,y2) de R%

D(z,y) = v/(x1 — 1) + (z2 — 12)2,

Dy(z,y) = |z1 — 1| + |72 — w2,

Dy(x,y) = maLX{|ﬂ51 - yl’? |z — y2|}-

Sendo p = (a,b) um ponto fixo de R?, a bola B(p, €) com € > 0, segundo a métrica D,

¢ o conjunto
B(p,e) = B((a,b),¢) = {(z,y) € R? [(x — a)* + (y = 0)* < €’}

Ou seja, a bola B(p,e) = B((a,b),e) é o conjunto dos pontos internos do circulo

(x —a)®+ (y — b)? < €2, cujo grafico é um disco aberto, conforme a figura.

IRa
Bp ((ab); €)

0 a IR

Figura 2.11: Bolas no R? segundo métrica D

Agora na métrica D; da bola de centro p e raio € > 0, é o conjunto
B(p,e) = B((a,b),¢) = (z,y) € R* | |(z — a)| + [(y = D)| < e.

O préximo grafico é um quadrado aberto (sem os lados) de diagonais paralelas aos
eixos coordenados e de medida igual a 2¢, com centro em p = (a,b) da relagao dada por
[(z—a)|+|(y —b)| <e
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IRa
Bp,((a,b); €)

0 a IR
Figura 2.12: Bolas no R? segundo métrica D,
Por ltimo, da métrica D5, temos
B(p,€) = B((a,b),¢) = {(X,Y) € R* | max{[(X —a)[,|(Y = D)[} < ¢}

e o gréfico da relagao max{|(X —a)|, [(Y —b)|} < € é o interior de um quadrado de centro
p = (a,b) da bola B(p, €), cujos os lados sao paralelos aos eixos coordenados e tem medida

igual a 2e, de acordo com a figura a seguir.

IRa
Bp,((a,b); €)
P € [
b,_. ................ .__ 2¢
; :
0 a IR

Figura 2.13: Bolas no R? segundo métrica D,

Ou seja,
B(p,e) =la—e,a+¢€[ X |b—€,b+ €.

Exemplo 1.15 Bolas no espago das fungoes [a,b] com a métrica no supremo. Vimos

que a funcao dada por

d(f,9) = sup{|f(z) — g(x)| | = € [a, 0]}

para quaisquer f,g € &[a,b], é uma métrica sobre este conjunto. Veremos agora que
¢ possivel visualizar uma bola aberta desse espago. Consideremos o espaco (£la,bl, ),
através dos graficos das fungoes que a ela pertencem. Uma bola B(h,¢€) é formada pelas

fungoes cujos os graficos se situam na regiao do plano em que a < x < b, estritamente
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entre os graficos de h 4 € e h — €, conforme a figura abaixo.

y

hel

0 a b X

Figura 2.14: Bolas de métrica d(f, g) com f,g € {a, b

De fato, se f € B(h,¢€), entao sup{|f(x)—h(x)| |z € [a,b]} <€, assim |f(z)—h(z)| <€,
para todo z € [a, b], 0 que mostra que f tem seu gréfico na regiao citada. Por outro lado,

se f € |a, b] é uma fungdo cujo o grafico esta localizado nessa regiao, temos
B(h,e) ={f € {la,b] | B(f,h) <€}

= [ €la,b] | supf[f(z) = h(2)] | © € a,b]} <,

entao

sup{|f(z) — h(x)| | x € [a,b]} < e <= |f(x) — h(z)| < ¢,Vx € [a,b].

Logo,
h(z) —e< f(x) < h(z)+ea<x<b= f e B(h,e).

Exemplo 1.16 Bolas abertas no subespaco. Considere um espaco métrico M com um
subespaco NV, ou seja, N é subconjunto de M. Dado entao p € N e € > 0, indicaremos a
bola de centro p e raio € do espago M pela nossa usual B(p, €), enquanto a do subespago

N por By(p,€). Assim, por definigdo temos
Bn(p,e) ={z € N | d(z,p) < €} de B(p,e) = {x € M | d(z,p) < €}.
Logo,

Bn(p,€) = B(p,e) N N.



CAPITULO 2. ESPACOS METRICOS 37

(M; d)

Bn(p; €)

Figura 2.15: Bolas no subespaco N

Exemplo 1.17 Se M = R (com métrica usual) e N = [2,5], qual é a bola de centro 2 e
raio € = 1, em relacao a N7

Devemos encontrar o intervalo da bola By(2,1), mas antes acharemos o intervalo da

bola B(2,1). Entao
B(p,e) ={z € M | d(z,p) < ¢}
B(2,1)={r e R |d(x,2) <1}
={zreR||z—-2| <1}
={reR| -1l<z-2<1}
—{zeR|2-1<z<2+1}

={reR|1<z<3}
segue que
B(2,1) =]1,3[.

Portanto,

» N
2 5
1 : > B2 1)=11,9
e > Bn(2; 1) =[2; 3]

Figura 2.16: Bolas B(p,e) NN
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Definicao 7. Considere um ponto p em um espaco métrico M. Se existe € > 0 de maneira
que B(p,e) = {p}, entao diz-se que p € ponto isolado de M. Em outras palavras, significa
que o ponto p € M e € isolado no espago métrico M, se nao existir outro ponto de M a

uma distancia de p menor que €.

(13

Exemplo 1.18 Considere M um espaco cuja métrica é a “zero-um”. Entao todo ponto

p € M =R ¢ isolado, pois tomando € € R é gerado

0 <e<1= B(p,e) = {p}, para todo p € R.

Exemplo 1.19 Pode ocorrer de todos os pontos de um espaco métrico serem isolados sem
que a métrica seja a ”zero-um”. De fato, se em N = {0, 1,...} considerarmos N subespago

de R, para qualquer p € N vamos ter
B(p.e) ={z e N[ |z —p| <€},

entao
B(p,e) ={p}, se 0 <e < 1.

Exemplo 1.20 Em um espago normado F, diferente do vazio, nao existem pontos isola-
dos.
Mostremos primeiro que o valor nulo 0 nao ¢ isolado. Considere € > 0 arbitrario. Dado

u € F,u # 0, tomemos d € R tal que 0 < § < € e construamos o vetor

v =

U
—U
lull ™
como

d(v,0) = lv =0l = [[ol| = rllul =6 <e,

entao v € B(0,¢€) e sendo v # 0 fica provado que 0 nao é ponto isolado.

Agora se tomarmos um ponto w # 0 e uma bola qualquer B(w, €), construindo um

distinto de w e pertencente a bola B(w, €), posto que

(g 1) = e

ponto w + — ||u|| onde § e u sdo tomados como exemplo anterior, entao esse ponto ¢é

=) <e
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2.5.2 Bolas Abertas no Espaco Produto

Abordamos anteriormente as bolas abertas no espaco R? nas métricas D, D; e D,. Con-

sideremos a métrica usada D, definida por
Do(z,y) = max{|z1 — y1, |22 — yal},
para qualquer x = (z1,22) e y = (y1,%2) de R?, se p = (a,b), entao
B(p,€) = B((a,b),€) =Ja —€,a+¢[ x |b—€,b+€[.

Quer dizer, B(p,€) é o produto cartesiano de bolas de centro a e raio € e de centro b

e raio €, ambas em R com a métrica usual d. Assim

B(p,€) = B(a,€) x B(b,e¢).

B((a,b); € )

2¢

.
B+ & s m e X
2

b @

S X

e 4

Figura 2.17: Bolas B(p,¢) = B(a,€) x B(b,€)

n
Proposicao 4. Considere um espago produto M = H M, = My x ... x M, com a métrica
n=1

Dy(x,y) = max{di(x1,41), - - -, dp(Tn, Yn)} para quaisquer x = (x1,...,2,) ey = (Y1, -, Yn)
pontos de M, entdo a igualdade B(a,e) = B(aj,€) X ... X B(ay,€) € vdlida para todo

a=(ay,...,a,) em M.
Prova. Se p = (p1,...,pn) é um ponto arbitrario de M, entdo
p € B(a,¢) <= max{di(p1,a1),...,dn(pn,an)} <€

<:>dl(pl,al) < €<Z: 1,2,...,n)
< p; € Bla;,e)(i=1,2,...,n)

< p € B(aj,€) X ... x Blay,¢€).
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2.5.3 Propriedades

Veremos a seguir propriedades de bolas abertas B(p, €) e um espago métrico M.

(Py) Dadas duas bolas abertas B(p,€) e B(p,d) com o mesmo centro e € < §, entao
B(p.¢) C B(p,0).
Prova. Considere x € B(p,¢€), entao d(x,p) < €, decorre pela hipétese

d(x,p) <e<$§
d(xz,p) < d = = € B(p,9).
Logo, B(p,€) C B(p, ).
(P,) Considere um ponto ¢ em B(p, €), entao existe r > 0 de modo que
B(g,r) € B(p,e).

Prova. Se ¢ € B(p,¢) entao d(q,p) < e. Logo, observando a figura a temos que
r=¢€—d(q,p), e demonstremos que efetivamente B(q,r) C B(p,€), figura b.
Considerando = € B(q,r)

~ s -~

------------

Figura a Figura b

Figura 2.18: Bolas B(q,r) C B(p,€)

Pela desigualdade triangular podemos concluir que

d(z,p) < d(x,q) + d(q, p).
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Como d(x,p) <r =¢€—d(q,p), entdo
d(z,p) <e—d(p,q) +d(q,p) =€

0 que garante que = € B(p,€).
Logo, B(g,r) C B(p,e)

(P3) Considere B(p,€) e B(q,d) bolas que se interceptam. Se t € B(p,e) N B(q,9),

entao existe r > 0, tal que B(t,r) C B(p,e) N B(q, ).
Prova. A prova de P; é simples. Basta usarmos P; e P».
Observe que t € B(p,e) N B(q,d) se, e somente se, t € B(p,€) et € B(q,J).

Logo, pela propriedade P, existem r; > 0 e ro > 0, tal que

B(t,r1) C B(p,€) e B(t,r) C B(q,9).

Dali, temos
B(t,r1) N B(t,rs) C B(p,€e) N B(q,0).

Se r = min{ry, 2}, entao aplicando a propriedade Py
B(tarl) C B(p7 6) € B(t7r2) - B(Q75)

< B(t,r) C B(t,r1) N B(t,r2)

< B(t,r1) N B(t,r5) C B(p,e) N B(q, ).

Logo, B(t,r) C B(p,€) N B(q,9).

B(p; €) B(q; d)
- -~ - ~
// \\// \\
e /\ \
/ N \
/ / \ \
/
I/ 1 Y A
I o | . ‘I o ‘I
1 S I e ]
\ VD et
o ol /
\ A% /
\ <7 7
g 0 ’
~ 2N o

Figura 2.19: Bolas B(t,r) C B(p,e) N B(g,9)
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(Py) Considerando p e g dois pontos de um espaco M, tal que p # ¢. Se d(p,q) = e,
entao B(p,€e/2)NB(q,€/2) = {}. Isto é, em cada ponto podemos centrar uma bola aberta.
Se p # q, entao d(p,q) > 0 e tomando € = d(p, q), devemos mostrar que

B(p,€/2) N B(g,€¢/2)

sao bolas separadas.

Suponhamos o contrario, que estas bolas se intersecao, ou seja, existe um
x € B(p,€/2) N B(q, €/2),

tal que x € B(p,e/2) e x € B(q,€/2), além disso d(z,p) < €/2 e d(x,q) < €/2.

Pela desigualdade triangular,
€ €
e=d(p,q) <dp,x) +d(z,q) <5 +5=¢

o que é absurdo.
Portanto, B(p,¢/2) N B(q,€/2) = {}.

(M; d)

---------

_____

Figura 2.20: Bolas de ponto p # ¢

(Ps) Dadas as bolas B(p,€) e B(q,d), se e+ < d(p,q), entao B(p,e) N B(g,0) = {}.

Prova. Suponhamos que isto nao seja verdade. Entao existe um ponto
x € B(p,e) € B(g,0),tal que d(z,p) < € e d(z,q) < 0.
Logo, utilizando a desigualdade triangular segue que
d(p,q) < d(p,x) + d(z,q) < e+ <d(p,q),

absurdo.
Portanto, B(p,d) N B(g,0) ={}.
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5 N
e+d<dp;q)

Figura 2.21: Bolas de raios € + ¢ < d(p, q)

(Ps) O diametro de uma bola B(p, €) < 2e¢. Denotado por diam(B(p,¢€)) < 2e.
Prova. Se z e y sao pontos quaisquer de B(p, €), entao d(z,p) < € e d(y,p) < €. Logo,

d(z,y) < d(z,p) +d(p,y) < €+ € = 2¢,

isto significa que
sup{d(z,y) | z;y € B(p,€)} < 2e.

Logo, diam(B(p,€)) < 2e.

pe

Figura 2.22: Bolas B(p,¢) < 2¢

Exemplo 1.21 Consideremos o espago métrico M com a métrica “zero-um”e o ponto

p € M. Se tomarmos € como um numero real, tal que 0 < ¢ < 1 tem-se que
B(p,€) = {p},
entao para toda bola com 0 < € <1 temos
diam(B(p, €)) = sup{d(z,y) | z,y € B(p,€)}

= Sup{d(l‘, y) | r,Y € {p}}
= sup{d(p,p)} = sup{0} = 0,

o diametro é zero. Portanto, diferente de 2e.
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Exemplo 1.22 Em um espago vetorial normado E nao vazio o diam(B(p,€)) = 2,
isto é, 2¢ é exatamente a menor cota do conjunto {d(z,y) | z,y € B(p,€)}, ou seja,
diam(B(p,¢€)) = sup{d(z,y) | z,y € B(p,€)} = 2¢. Para provar tal afirmagao basta
mostrar que nao existe nenhum nimero z < 2e¢. Devemos encontrar dois vetores v e w em
B(p,e€) | d(v,w) > x. Para isto, suponhamos que o diam(B(p,€)) = 6§ < 2¢, e tomemos

x € R de maneira que z < § < 2¢. Se v é um vetor nao nulo de F, entao incluimos que

u u
V=p+t—ew=p— —.
[ [
Multiplicando ambos os vetores por €/2, temos
n )
v = ——Uew=p— ——u.
T ol 2l

Dai, obtem-se que os vetores v e w em B(p, €), pois

o )
d(wp) = o=l = = 5 <<
e analogamente
4]
d(w,p) = 5 <€

Logo,

) u SN\ [ul
ot o) ol

Entao d(v,w) > z.

Portanto, diam(B(p, €)) = 2e.

2.6 Métricas Equivalentes

. 7 . ! .
Analisemos duas métricas, d e d , sobre o mesmo conjunto M, de bolas centradas no ponto

p e raio €. As indicaremos respectivamente por By(p,€) e By (p,¢€).
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Definicao 8. Considere as métricas d e d sobre o mesmo conjunto M. Definimos que
d ed sio métricas equivalentes se, para cada p € M e qualquer que seja a bola By(p,e),
existe um x > 0 de forma que By (p,x) C Ba(p,€) e, vice-versa. Indicaremos d e d sendo

’ . . /
métricas equivalentes por d ~ d .

Exemplo 1.23 Vejamos as nossas conhecidas métricas D e D5, por exemplo, do espaco
R2, definidas por

D(z,y) = V(21 = 1) + (22 — 2)?

Dy(x,y) = max{|zy — y1| + |22 — y2|}.

Para qualquer z = (z1,72) e ¥y = (y1,¥2) de R? sdo equivalentes, visto que todo disco
aberto do plano contém um quadrado aberto, de mesmo centro, com os lados paralelos
aos eixos e que todo quadrado nessas condigoes contém um disco aberto no mesmo centro,

conforme pode verificar na figura abaixo.

Figura 2.23: Bolas em métricas equivalentes

Exemplo 1.24 Considere M um espago métrico. Com auxilio da métrica d vamos definir

outra métrica, v, dada por

v(x,y) = min{l,d(x,y)}.

Devemos mostrar que,
(i) Para todo € € R tal que 0 < € < 1, temos By(a,€) = B,(a,€).
(i) d e v sdo equivalentes.
De fato,
(i) Observe
By(a,€) = By(a,€) <= By(a,e) C By(a,€) (a)

<= B,(a,€) C By(a,e) (b)
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(a) Se By(a,€) C By(a,e€), entdo existe um x € Bd(a,€), ou seja, d(x,a) < e. Logo

devemos mostrar, do mesmo modo que
x € Bou(a,€),
isto é,
v(z,a) = min{l,d(z,y)} < e.

Entao temos o seguinte
0<e<led(zr,a) <e= min{l,d(z,a)} <e.
Unindo as hipdteses temos,
d(z,a) < e <1= min{l,d(z,a)} =d(z,a) < e.
(b) Se By(a,€) C By(a,€) entao existe um x € B,(a,€), ou seja,
v(z,a) = min{l,d(z,a)} < e.

Logo devemos mostrar, igualmente, que z € By(a,¢€), isto é, d(z,a) < e. Entao temos o
seguinte
0<e<le min{l,d(z,a)} <e= d(z,a) <e.

Unindo as hipoteses temos
min{1,d(z,a)} <e<1.

Logo,
min{l,d(z,a)} = d(z,a) < e.

Observe que nao pode ser min{1,d(z,a)} = 1, se ndo terfamos 1 < e < 1.
Portanto, By(a,€) = B,(a,€).

(ii) Se d e v sdo equivalentes, d ~ v, significa que dada By(a,€) existe § > 0, tal que
By(a,6) C Bg(a,€) e vice-versa. Mas pelo item (i) se 0 < € < 1, basta tomar 0 = € e
teremos B,(a,d) = By(a,€). Portanto, resta considerar € > 1.

Se € > 1, entao existe um § > 0, tal que B,(a,0) C By(a,€) e vice-versa.

Se x € By(a,0), entdo v(z,a) = min{l,d(z,a)} < . Assim queremos mostrar (com

uma escolha adequada de ) que = € By(a,¢€), isto é, que d(z,a) < e. Isto significa que

e>1e min{l,d(z,a)} <0 = d(z,a) <e.
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Adotando 6 = 1, teremos
e>1e min{l,d(z,a)} <1 = d(z,a) <1

= d(z,a) <1<e
=z € By(a,e).

Agora mostraremos, de maneira andloga, para By(a,d) C B,(a,e). Ou seja, se
xr € By(a,0), devemos mostrar que = € B,(a,€), isto é, se € > 1 e d(z,a) < J, entao
min{l,d(z,a)} <e.

Adotando § = 1 teremos,
e>1led(x,a) <1= min{l,d(z,a)} =d(z,a) <1

= min{l,d(z,a)} <e
= x € By(a,e€).

Logo, d ~ v.

Temos ainda, da definicdo e da propriedade P», sobre bolas abertas que se d e d sio
métricas equivalentes sobre M, entao toda bola By(p, €) é uma uniao de bolas B (pi, €i)
e vice-versa. De fato, dado ¢ € By(p, €) existe x > 0 tal que By(q,x) C By(p,€). Como
d ~ d, entdo existe y > 0 de modo que By(q,y) C Ba(q, ) entdo By (q,y) C Ba(p,e).

Isto prova que By(p,€) é a unido de bolas segundo d . A volta é aniloga.

« ~ / ~ P . . . .
Proposicao 5. Se d e d sdao métricas sobre o mesmo conjunto M e existirem as cons-

tantes, pertencente aos reais, r,s > 0, tais que
rd(z,y) < d (z,y) < sd(z,y)

para quaisquer x,y € M, entio d ~ d .

Prova. Considere p um ponto de M e a bola By(p, €). Devemos mostrar que
Bd' (pa 7’6) C Bd(pa 6)'

De fato, dado x € By (p,re), entdo d (z,p) < 7e,

dai podemos incluir que
rd(z,p) < d(z,p) = rd(z,p) < re.

Logo, d(z,p) < e.

x € By(p,€).
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Por outro lado, da bola By (p, €) temos que mostrar que
Ba(p,€/s) C By (p; e).
Dado = € By(p,€/s), podemos escrever
d(x,p) < €/s = sd(x,p) < e,

CcOo1mo

d (z,p) < sd(z,p) = d (z,p) < e.

Logo, x € By (p, ).

Desta forma a recipocra nao é verdadeira.

2.7 Normas Equivalentes

Defini¢ao 9. Considerem duas normas, || |1 e || |2, sobre o mesmo espago vetorial E,
dizem-se equivalentes se, e somente se, as métricas induzidas por essas normas sobre E
sao equivalentes. Indicaremos as métricas induzidas pelas normas, respectivamente por
d e d, dadas por d(z,y) = [l =yl e d (z,y) = [[x —yll. Se || [ el [l sdo normas
consideradas e d e d as métricas induzidas, respectivamente por essas normas, entio a
equivaléncia definida sugere que: dada uma bola By(p,€), com p € E, exista uma bola
By (p,0) de modo que
By (p,6) C Bu(pc)

e vice-versa.

Proposicao 6. Dadas duas normas || ||1 e || |2 sobre 0o mesmo espago vetorial E sao

equivalentes se, e somente se, existirem r,s >0 € R tal que
rllzlly < flofle < sl

para qualquer x € E.
Prova. Dados x,y € E, pela conjectura temos

rllz =yl < fle = ylla < sllez = ylh

dai pela proposicao 4,
rd(z,y) < d (z,y) < sd(z,y)

/ . .« o~ ~ .
a qual nos garante que d ~ d . Assim, as normas dadas, por defini¢cao, sao equivalentes.
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Por outro lado, pela hipdtese as normas || ||; e || ||2 sdo equivalentes. Logo, dada a
bola B,4(0,1) existe uma bola B, (0, ), tal que

By(0,8) C By(0,1).

Tomando r € R, tal que 0 < r < 9§, o vetor ﬁ, para todo z em F tal que =z # 0,
T2
pertence a bola By (0, §), visto que
T ol = ([ = T_||x||2 =7 <9,
el iy Hlll2fly 2]l

entao este vetor também pertence a bola By(0, 1), por consequéncia, tem-se

1

_ Nzl

v =l

rT rr

0
]l

1 ‘

]l

ou seja,
rllzfly <zl

Por outro lado, dada a bola B, (0, 1), existe 5 > 0, tal que
By(0,5) € By(0,1).

Tomemos um nimero s € R que verifique a desigualdade 0 < 1/s < (3, entao para x

em F tal que x # 0, o vetor Hx” pertence a B,4(0, 3), posto que
S||T|1
ol === = d=le
slell o isllzlllly szl

ou seja,

[zll2 < sl

Assim, temos

rllzlly < llzfla < szl

para todo vetor x # 0.

Considerando também o vetor nulo de E, teremos

10[x = 0 = [[0]lz == [|0[}x = [|Of|2 = 0]}

Que resulta exatamente na tese: existem r,s > 0 € R de maneira que

rl|zl|1 < ||z]ls < s||z||; para todo x € E.



Capitulo 3

Sequéncias em Espacos Métricos

3.1 Sequéncias-Limite de uma Sequéncia

Considere uma aplicagao de nimeros naturais N = {1,2,3, ...} em um espago métrico M

zr: N — M

n — a(n),

é uma sequéncia de elementos de M. A imagem em vez de ser x(n), serd indicada por

(1,29, T3, ..., Tp,...), (Tn)nen O (x,), onde z, é o n-ésimo termo da sequéncia e o con-
junto de termos da sequéncia {x1,%2,23,...,%pn,...}, {¥, | n € N} ou z(N). Dessa
. . . !
forma, para qualquer subconjunto infinito crescente n € N = {n; < ng < ... < nyg,...}

de N, a restrigdo z|y : N — M é uma subsequéncia de (z,) representada pela notacao

(s Ty - o T -+ )5 (Tn) ey OU T -

Defini¢ao 10. Considere uma sequéncia (x,) em um espag¢o métrico M. Diremos que o
ponto p € M € limite da sequéncia (x,) se, para cada bola B(p,€) que contém p, existe

um inteiro v > 0 de forma que n > r, entao
z, € B(p,€).
As notagoes lim z, = p, limz,, = p ou x — p indicam que p é o limite da sequéncia
T— 00
(z,), ou seja, (z,) converge para p.
Proposicao 7. Considere uma sequéncia x,, de elementos de M que converge parap € M

se, so se para qualquer € > 0, existe um indice r > 0 tal que n > r, entao

d(m,p) < €.

20
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Prova. E evidente, pois
zn, € B(p,€) & d(z,,p) < €.

Exemplo 3.1 Seja um espaco métrico M uma sequéncia estacionaria, isto é, uma sequéncia
(z,) de pontos de M, tal que x,, = p a partir de um certo indice.

Assim, (z,) = (z1,...,2.,p,p,...), tais sequéncias sdo convergentes para o termo que se
repete, ou seja, (x,) = (x1,..., 2, p,p,...) — p. Uma vez que Z,41 = Tpio = ... = D,

entao para todo € > 0,
n<r+1=d(z,,p)=dp,p) =0<e

Em particular as sequéncias constantes (p,p,...) convergem para p.

Exemplo 3.2 Consideremos R dotado de uma métrica usual. A sequéncia (zq,x,...),

tal que
n

n+1

Ty =

converge para o ponto 1. De fato, dado € > 0, tomemos r € N* de maneira que 1 <€
r
Entao para todo n > r, temos
n -1 1 1
d(x,,1) = -1 = = < <
(wn, 1) n—+1 ‘ n+1‘ n+1"r+4+1 ‘

0 que vem garantir nossa afirmacao.

Exemplo 3.3 Consideremos o conjunto &[0, 1] das fungoes continuas reais definidas no

intervalo [0, 1] e, nesse conjunto, a métrica
d(f,g) = sup{|f(z) —g(z)| | = € [0,1]}.

1
A sequéncia (fi, fo,...), onde f,(x) = — para todo x € [0, 1], converge para a fungao
n

constante nula, isto é, a funcao definida por
f(z) =0, para todo x € [0, 1].

Com € > 0.
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172
1/3

1

Figura 3.1: Gréfico de f,(x) = —
n

Observemos que para todo niimero natural n > 0,

1

n .

1
d(fu, f) = sup{|fu(2) = f(2)] s @ € [0,1]} = sup{} =
Assim, considerando um indice r tal que % < €, para todo n > r temos

< - <e

S|
S | =

d(fn7f) =

Exemplo 3.4 Considere (M, d) um espago métrico, tal que M nao é um conjunto unitério.

Entao, se p,q € M e p # q, a sequéncia (p,q,p,q,...) ndo é convergente para nenhum
d(p, q)

ponto de M. Suponha que tal sequéncia convirja para a € M. Entao, sendo € = —5
a bola B(a, €) deve conter todos os pontos da sequéncia, a partir de um deles, e portanto,

deve conter p e q. Dali,
d(p,q) < d(p,a) +d(a,q) < e+e=2e=d(p,q),

o que ¢é absurdo.

Proposicao 8. Se (x,) € uma sequéncia convergente de um espago métrico M, entdo é

unico o limite dessa sequéncia.

Prova. Considere (z,) uma sequéncia em um espago métrico M e p,q € M, de
maneira que

limz, =pe limz, = p,

entao para todo € > 0, existem r > 0 e s > 0 de modo que, respectivamente, n > r e
n > s, entao
€ €
d(x,,p) < 7 © d(xn,q) < 5
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Fazendo o indice ¢t = max{r, s} para todo n > ¢, entao

Dai, temos para todo € > 0,
0<d(p,q) <e,

decorre que d(p, q) = 0 se, somente se, p = q.

Portanto, o limz, = p =q.

A proposicao a seguir reforga a idéia de convergéncia ou divergéncia de uma sequéncia

usando subsequéncias.

Proposicao 9. Se a sequéncia (x,) em um espaco métrico M converge para o ponto

p € M, entdo qualquer subsequéncia de (z,) converge para p.

Prova. Considere (z,,) uma subsequéncia de (z,) com
N ={nj<no<..<mp<..

o subconjunto infinito de N.

Dado um € > 0 arbitrario, existe ¢ € N, tal que para todo n; € N’ temos ny > ¢, entao

d(zp,,p) < €.

Pela hipétese temos que lim x,, = p, entao dado € > 0 qualquer, existe » € N de maneira
que n > r, entao

d(2s,p) <e.

. /
Decorre que existe um ¢ € N de modo que ¢ > r, temos

ng >c>r = d(x,,p) <e

Logo, limz,,, = limz, = p.
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Exemplo 3.5 Seja (M, d) um espago métrico cuja métrica é a “zero-um”, e mostremos
que uma sequéncia (x,) em M converge se, somente se, é estaciondria. E claro que se
(x,,) ¢é estaciondria, entdo (x,) converge. Suponhamos que limz, = p € M. Tomando
e >0, € <1, entao existe um indice r, tal que x,, z,41,... € B(p,€) = {p}.

Donde z, = x,.1 = ... =p.

Proposicao 10. Considerando sobre o conjunto M as métricas d e d equivalentes.
Quando a sequéncia (x,), no espago (M,d), converge para p € M se, somente se, a

sequéncia (x,) converge para p € M em (M,d ).

Prova. De fato, da hipétese temos que d ~ d ¢ o limz,, = p em (M, d), entao dada

uma bola By (p, €), existe A > 0 tal que
Ba(p,A) C By (p,€).
Assim, garantindo que existe um r > 0 de modo que n > r, entao
Tn € By(p,\) = x, € By(p,e),

entdo limx, = p em (M,d).
Por outro lado, temos que limz, = p em (M, d), entdo dada uma bola By(p, \), existe

¢ > 0 de modo que
Bd<p7 6) C Bd' <p7 )‘>7

desta forma garante que existe r > 0 tal que n > r, entao
z, € By(p,€) = x, € By(p, A).

Portanto, limz,, = p em (M, d).

Sequéncia Limitada

Definigao 11. Considere em um espago métrico M a sequéncia (x,). Dizemos que (z,,)

¢ limitada se, somente se, o conjunto de seus termos {x,} for limitado, ou seja
d(l’,y) S ¢, CcE R+7 RNTIS {xn}

Proposicao 11. Se a sequéncia (z,) em um espago métrico M converge para o ponto

p € M, entio (x,) € limitada.
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Prova. Por hipétese lim z,,, com isso temos uma bola B(p, €), onde € = 1, entao existe

um r > 0 de modo que n > r, temos
z, € B(p,1).
Tomando uma constante ¢, tal que

¢ > max{d(z,p),d(z2,p),...,d(z,—1,p)},

e uma bola aberta B(p,€) com € variando de 1 a ¢, entao
B(p,€) C {zn},
e para todos os termos z; e z;, temos
d(z;, xj) < d(z;,p) +d(p,xj) < e+ €= 2e.

Portanto, (z,) é limitada.
Com isso, a reciproca da proposicao nao é verdadeira, pois mesmo se uma sequéncia

¢ limitada nao tem convergencia.

3.2 Sequéncia num Espaco Produto

Consideramos (M, d) e (N,d') espacos métricos onde (z,,) = (21,22, 23,...) @
(Yn) = (Y1, Y2, 93, - . .), respectivamente, sao sequéncias em M e N. O produto cartesiano

destas sequéncias sera

(#n) - (Yn) = (T1, T2, 73, ...) - (Y1, Y2, Y3, - - ),

onde temos ((z1, y1); (x2,y2); (z3,¥3); . . .), dai damos condigoes de convergéncia das sequéncia

(@n) € (yn).

Proposicao 12. Considere dois espagos métricos M e N, tal que a sequéncia (x,,y,) de
pontos do produto M x N converge para os pontos (p,q) € M x N se, so se, (x,) convergir

parap em M e (y,) convergir para q em N.
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Prova. De acordo com a proposicao 3 é incorreto usar qualquer das métricas usuais.
Fagamos o seguinte, usando a métrica D;(soma) indicamos d tanto para métrica de M,
assim como a de N.

Considere € > 0 e existe um indice r > 0, onde

n>1= Di((xn, yn); (P, q) = d(zn,p) + d(yn, q) <€,

de forma que para todo n > r, temos

d(x,,p) < €ed(yn,q) <e,

dai, o limx,, = p e limy, = q.

Por outro lado, se € > 0, entao existem indices r > 0 e s > 0 de forma que

n2rz>d(xn,p)<§en25:>d(yn,q)<%,
fixando ¢t = max{r, s}, temos

€
n >t = Di((2n,ya); (1) = d(n,p) +dlyn 0) < 5+ 5 =

Portanto, (z,,y,) converge para (p,q).

A generalizagdo da proposigao acima, para espagos métricos (n > 2) é andloga, pois se 0s

espagos métricos My, My, ..., M,, onde a sequéncias ((x11, T12, - - -, T1n); (T21, T2, - - -, Ton); - - .

dos pontos de My x My x ... x M, determinam n sequéncias, tendo entao

(]711, T21, .- .), (I'12, T2, .. .), ceey ({Eln, Loy - - )
Consequentemente em My, Mo, ..., M, se aplica de maneira andloga a sequéncia M; X
XMy x ... x M, convergente para os pontos p = (p1,pa, ..., Pn) NEsse espago se, somente

se,

(14, gy ...) — p; (1=1,2,...,n).
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Exemplo 3.6 No espago (R?, D;) a sequéncia de (z,,,y,) = (%, 1), isto é,

1 1 1
L2 =1 );(=,2);(=,1);...].
<( 7 )’<27 )’(37 )’(4’ )’ )
Que converge para o ponto (0, 1), entao

liml:Oe liml =1.
n

Portanto, (£, 1) converge em R.

Exemplo 3.7 Nos espacos (R D;), (1 = 1,2,3) a sequéncia (z,,y,) = (

27 3
(—=1,1,—1,1,...) ndo é convergente em (R, p).

57

(=",

isto é, ((1,—1),(3,1),(%,—1),...) nao converge, isto se deve ao fato de que (y,)

Exemplo 3.8 Considere o espago métrico (R?, D;) e a sequéncia de pontos do plano dada

por

1 2
n7n:1__72__7t n 172
(@) = (1= 22 2), temos 2, — (1.2

Entao isso ocorre devido

xnﬁl e ynﬁ>2.

3.3 Sequéncia em Espacos Vetoriais Normados

Sequéncias em (R, u): No espago (R, i) as sequéncias mondtonas sdo denominadas e clas-

sificadas em:

(a)Crescente: sdo sequéncias (z,) onde z, < x,41 para todo indice n. Caso particular,

quando z,, < Z,41, para todo n € N, entao (z,) se diz estritamente crescente.

(b)Decrescente: sao sequéncias () onde x, > z,1, para todo indice n. Caso particular,

quando z,, > T,1, para todo n € N, entao (z,) se diz estritamente decrescente.

1 11
Exemplo 3.9 (—),en = (1, CIELE .) é estritamente decrescente.
n

1
Exemplo 3.10 (1 — —),en

,...) é estritamente crescente.
n

Y

N | —

(1,

Wl
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on+1—(=1)"
4

Exemplo 3.11 ( Jnen = (1,0,1,0,...) ndo é mondtona.

Proposicao 13. Se uma sequéncia (x,) crescente ou estritamente crescente é limitada

superiormente, entdo os termos de (x,) convergem para o supremo desse conjunto.

Prova. Por hipétese, temos que (z,,) é uma sequéncia em R, satisfazendo as seguintes
condicoes:
(i) 2y <ax9 <23 <.

(i) {z,} limitado, ou seja, existe ¢ > 0 de forma d(z;,y;) < ¢, para todo x;,y; € {z,}.

De fato, na propriedade do supremo aplicamos
sup{z, | n=1,2,3,...} =p,

afirmamos que lim z,, = p. Dado € > 0, nao ocorre que x,, < p— € para todo indice n, isto
se aplica numa cota superior para o conjunto x, menor do que p, (ou seja, p nao seria
supremo). Entéo existe um indice r de maneira que p — € < z,, < p. Como a sequéncia é
crescente, temos

T S To <

'ergxr—i-léxr—i&g---

Todo conjunto limitado superiormente tem supremo. Logo,
p_€<xr§xr+1 er+2§~--

entao para todo n > r temos p — e < x,, < p+ €.
Portanto, n > rlzn — p| < e.

Da mesma maneira se prova que toda sequeéncia decrescente ou estritamente decres-
cente cujo conjunto dos termos ¢é limitado inferiormente converge para o infinito desse

conjunto.

Proposicao 14. Conservagao de Sinal. Dada uma sequéncia (x,) de R em que o limite
€ p, temos que

(i)Se limz,, = p > 0, entao existe um indice r e uma constante ¢ > 0, tal que
Tp > ¢, para todon < r.
(i1) Se limx,, = p < 0, entdo existe um indice r e uma constante ¢ > 0, tal que

Tp < ¢, para todon < r.
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Prova.

p
29

—f <, —p < §. Donde (somando p):5 < x,, para qualquer n > r. Entao basta tomar

(i) Tomemos € = &. Existe um indice r, tal que para n > r se tem |z, — p| < &, ou scja,

c=2E

2
(ii) Tomemos € = @, veremos entao ¢ = £ verificard a condigao proposta, a partir de um

certo termo.
A proposicao acima significa, em particular, que x,, > 0 para todo N > r (no primeiro

caso) e que z, < 0, de um determinado termo em diante (no segundo caso).

3.3.1 Sequéncia em Espacos Normados Quaisquer

Em um espaco vetorial normado E arbitrario, o ponto O é o vetor nulo da adi¢ao desse

espago.

Proposicao 15. Considere uma sequéncia de pontos (x,) num espago vetorial normado
E que converge para p € E, entdo existe uma bola de origem no centro, contendo todos

0s termos da sequéncia.

Prova. Podemos tomar € = 1, pois se a sequéncia (x,) é convergente, entao é verifi-

cado que para todo indice r temos
n>r=d(@,p) = |z, —p| <1

dai,
|znll = [|2n —p + || < |20 — 2l + 2]

Decorre que para todo n > r, temos
lzall < llzn = pll + 2

]l < 1T+ pll-

Agora, tomando A > max{||z||,...,|z.—1|, 1+ ||p||}, entéo

d(z,,0) = ||z,]| < A, para todo n € N.

Definicao 12. Considerando as sequéncias (x,,) e (y,) em um espago vetorial normado
E, a soma de (z,) com (y,) € a sequéncia (x1 + y1, T2 + Yo,...) € a sequéncia (o) de

elementos em R, tal que o produto (ay,) - (x,) € a sequéncia (a1x1, 0421, . . .).



CAPITULO 3. SEQUENCIAS EM ESPACOS METRICOS 60

Agora como decorréncia surge o seguinte resultado.

Proposicao 16. Se as sequéncias (z,,) e (y,) em um espaco vetorial normado E, tal que

limz, = p elimy, = q, entao lim(x,, +y,) =p+q.

Prova. Considere € > 0, respectivamente, existem indices r e s de modo que

€

n2r=>]xn—p\<§enzs:>]yn—q\<2

Agora impomos a condi¢ao t = max{r, s}, obtemos

n>t=|(xp +uyn) — @+ =l(xn =)+ U=l <z —pll +llyn —qll <e

Logo, (zn +yn) = p+q.

Proposigao 17. Se (z,,) € uma sequéncia convergente em um espago vetorial E normado,

entao lim(—z,) = —limx,,.
Prova. Por hipétese lim x,, = —p, entao dado € > 0 existe um indice r, tal que n > r,
entao

dai, temos que [|(—x,) — (—=p)|| < e.

Portanto, lim(—z,) = —p.

Corolario 1. Considerem as sequéncias (z,,) e (yn) equivalentes em R de modo que

Ty < Yp. Se (x,) e (yn) convergirem a partir de um determinado indice r, entao
limz, <limy,.

Prova. De fato, suponhamos lim z,, < limy, e consideremos as sequéncias (x,, — Y )-
Vimos que lim(—y,) = — limy,.
Dai,

lim(z,, — y,) = limz,, — limy, > 0.

Assim, pela proposicao 13, vamos ter x,, — y, > 0 para todo indice n maior do que

determinado indice s.
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Ora, se tomarmos n > max{r, s} teremos entao a seguinte contradi¢ao:
Ty > Yp € Ty < Yp.

Portanto, lim z,, < lim y,,.

Proposicao 18. Dada uma sequéncia (x,) que converge para um ponto p em um espago
vetorial normado E. Se (a,,) € uma sequéncia em R de modo que lima,, = o € R, entao

lim a,,z,, = ap.
Prova. Considere € > 0, por hipdtese temos que lim a,, = «, assim

(i) Dado qualquer ¢ > ||p||, existe um indice r > 0, tal que n > r, entéo

€
— < —.
jan — o 2¢

(ii) Para todo indice n > 1, existe uma constante real k positiva de maneira que |a,| < k.

Por outro lado, tem-se lim z,, = p, existe s > 1 sendo n > s, entao

€
— < —.
|z — p| 5%

Dali,

lomzn — apl| = |lanzn — anp + anp — ap||
= llan(zn = p) + (an — a)p|
< llan(@n = )| + llan — )pll = lom] [[(zn = p)I| + [(om — )] lIpll,
para todos n > r e n > s, temos respectivamente,

€

€
o —al [l < - - ol € el -l = ] < el - -

Dessa forma para um indice t > max{r, s}, decorre

(e = )l -l + lewal - lln = )| < o= - llpll + o] - 5=

como |a,| < k e ||p|]| < ¢, entao

€ lpll + o] - = < = etk — <S4 S
_ an._ — . C R — — = €.
2¢ P 2% 2 7T ¢
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Exemplo 3.12 Considere a um numero real, tal que 0 < a < 1. Mostremos que a

sequéncia (a,a? a®,...) converge para zero. Como a > a®> > a®> > ... > 0, entao a

sequéncia dada é estritamente crescente e o conjunto de seus termos limitado inferiormente

pelo 0. Tal sequéncia converge em R e lima™ = p = inf{a"| n =1,2,...}. Ora, como

(a,a®,a*,...) = (a,a,a,...) (1,a,d?,...)

e as sequéncias (a,a®a®,...) e (1,a,a% ...) tem o mesmo limite, entdo a proposicao
anterior nos assegura que

p=apedal p(l1—a)=0.

Como a # 1, entao p = 0.
Podemos generalizar do seguinte modo tal resultado, se a € R e |a| < 1, entdo

lim |a|™ = 0.

Lema 1. Se a sequéncia (z,,) em um espago vetorial normado E converge para p € E,

entdo a sequéncia (||x,||) converge para ||p||.

Prova. Considere A = {0} um subconjunto em um espago normado E e p = p e

q = x,, entao pela proposicao 3, temos
[ lp = Ol = [l = O} | < [lp — ]

[Pl = [lzall | < {lp = 2]l
| (Dl = MlplD) | < (=D (@0 = p)
[(EDE el = M2l | < (D] lzn = 2l
|zl = lIpll | < llzn —pll <,

em que para todo n > r, temos

| lall = [lpll | < e

Portanto, lim ||z,| = ||p||-

Proposicao 19. Se (a,) € uma sequéncia de pontos no espago R de modo que lim o, = v,

nao nulo, entao a sequéncia (f3,) definida por

0, sea,, =0
Bn:{ 1
= seay, #0,

ap’

converge para o% .
n
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Prova. Por hipétese temos a # 0, entao lim|a,| = |a| > 0, e pela proposicao 14

existe um indice r > 0 e uma constante ¢ > 0, tal que para todo n > r, entao

la,| > ¢

1 > L
[

Agora com lim a,, = «, usando qualquer € > 0 e existindo um indice s tal que para todo
n > s, temos

|, — o] < clale

la, — | clale
o] ||
||

Tomando o indice ¢ > max{r, s} tal que n > ¢, entao

la, — af ce

o] - el fow]
lon=al
|| - |af

Portanto, lim (3, = %



Capitulo 4
Espacos Métricos Completos

Neste capitulo falaremos da relacao entre as sequéncias de Cachy e os espacos métricos,
fundamental para compreendermos a Teoria do Ponto Fixo. Um espaco métrico qual-
quer arbitrario nao possui supremo e infimo, ou melhor, nao possui uma ordem de seus
elementos como ocorre nos reais; caracteristica essa, em decorréncia da convergéncia das

sequencias de Cauchy nos espagos métricos.

4.1 Sequéncia de Cauchy

Definigao 13. Considere uma sequéncia (x,), em um espago métrico M. A sequéncia

() € de Cauchy se, somente se, para qualquer € > 0 exista um niumero natural r, tal que
m,n >r = d(Ty, T,) <E€.

Em outras palavras, para que (x,) seja de Cauchy, os termos da sequéncia x,,x,
devem tornar-se arbitrariamente, proximos de um numero natural, enquanto m,n au-

mentam.

Proposicao 20. Toda sequéncia convergente de um espaco métrico é uma sequéncia de

Cauchy.

Prova. Se a sequéncia (z,) converge no espago métrico M, temos que limz, = a,

entao dado € > 0 existe r > 0, tal que d(z,, x,,) < €/2. Tomando para m,n > r, temos

d(l'm,fﬂn) < d(fEm, Cl) + d(a, :L‘n) < g + % — €.

Portanto, (z,,) é de Cauchy.
A reciproca nao é verdadeira, ou seja, ser de Cauchy nao é uma condicao suficiente

para garantir a convergéncia em M, como mostram os exemplos a seguir.

64



CAPITULO 4. ESPACOS METRICOS COMPLETOS 65

Exemplo 4.1 Considere uma sequéncia (x,) de pontos de nimeros racionais Q, definida

do seguinte modo
(zn) = (1;1,4;1,41;1,414;. ).

Note que lim z,, = v/2, convergindo para um nimero irracional.

Logo, (z,) nao é convergente em Q.

Exemplo 4.2 Considere M = (0,1) como subespago de R. A sequéncia (1),en ¢ de

Cauchy, porém ela nao possui limite em M.

Exemplo 4.3 Considere M = C°([0,1]), com a métrica

d(f.g) = /0 () — g(2)|da.

com a sequéncia de fungoes continuas,

1 se 0 <x<1/2
fu(z) = —nx+§+1, S.e11/2§131;§§+E
0 se g+ —<z<1
2 n

De fato, para todo par de inteiros n e m, tem-se que

1 1

11 1]
om|  2n  2m’

2n  2m

1

d(fnafm) = = 92,

Assim, (f,) é uma sequéncia de Cauchy em M.
Suponha agora que (f,) converge em M para alguma funcao f. Aplicando a pro-

priedade da integral de Riemann, temos
1/2 1/2
0< [ U@ ~tde= [ 1@ = f+ fa-1] <
0 0

1/2 1/2
< / |f(x) = fulz)|dx +/ |fu(x) — 1|dx < d(f, f.), para todo n € N.
0 0

sabendo que d(f, f,) — 0 e a integral f01/2 | fn(z) — 1|dz independe de n, entdo

1/2
/0 () — 1]dz = 0,

donde, por continuidade, tem-se que f(z) = 1 para todo = € [0,1/2].
Por outro lado, analogamente temos que f(x) = 0 para todo = € [1/2,1]. Desta forma,
chegamos a contradi¢ao de que f nao é continua em = = 1/2.

Logo, (z,) é uma sequéncia de Cauchy, mas nao converge.
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Proposicao 21. Toda sequéncia de Cauchy € limitada.

Prova. Com efeito, se (z,) é uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M, entao
tomando € = 1 obtemos r > 0, tal que m,n > r, entdao d(z,,x,) < 1. Dessa forma, o

conjunto

{zn|n € N} = {z,|1 <z <r}U{z,|n>r}

Por se tratar de uma uniao de conjuntos finitos, entao é limitado e o diametro menor

ou igual a e.

Proposicao 22. Considere (x,) uma sequéncia de Cauchy em um espago métrico M. Se

T, € uma subsequéncia tal que limx,, = a, para todo a € M, entao limx,, = a.

Prova. Se (z,,) é uma subsequéncia de Cauchy que converge para a € M. Entao

para todo € > 0, existe um p € N, tal que ny > p temos

€
d(zy,,a) < 3

Por outro lado, existe ¢ € N, tal que m,n > ¢, temos

€
dm>n<_>
(2 0) < &

Para unificar os indices fagamos r = max{p, ¢}, tal que n > r e existe ny > r. Teremos

a desigualdade

d(l’ma) - d(ZEn,xnk) + d(‘rnwa) < % + 5 = €.

Assim, garantindo a convergéncia de (z,,).

Corolario 2. Se duas subsequéncias de uma sequéncia (x,) em M, convergem para pontos

distintos desse espago, entao a sequéncia (x,)nao € de Cauchy.

Proposicao 23. Se (z,) ¢ uma sequéncia de Cauchy num espago vetorial normado E,

entao todos os termos da sequéncia (x,) pertencem a uma bola aberta de centro no vetor
nulo B(0,\).

Prova. Fixando € = 1, temos r > 0 tal que m,n > r, entao
AT, Tp) = ||Tm — xn]] < e

Se ||z, — z,|| < 1, para todo m > 7.
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Dai, temos

HImH = ||xm — Tp + ITH < ||$m - xr” + ||xr|| <1+ ”ITH

Seja para todo n € N; A > max{||z1]],...,||z,-1]], 1 + |||}, entdo
d(2,,0) = ||lzn]] <A

Assim, z,, € B(0, \).

A reciproca nao é verdadeira.

Proposicao 24. Se f é uma aplicacao uniformemente continua, entao f transforma a

imagem de sequéncias de Cauchy em sequéncias de Cauchy.

Prova. Se f: M — N é uniformemente continua e (x,) uma sequéncia de Cauchy

em M, entao dado € > 0 existe 0 > 0, para qualquer x,y € M, tal que

d(z,y) <6 = d(f(x), f(y)) <e

Por outro lado, dado ¢ > 0 existe r > 0, tal que
m,n >1r = d(xm,,x,) <0,

implicando em

m,n >r = d(f(zy), f(z,)) <e.

Logo, (f(z,)) ¢ de Cauchy em N.

, e . , . / , . .
Corolario 3. Considere um espaco métrico M. Se d e d forem métricas uniformemente

equivalentes sobre M, entdo as sequéncias de Cauchy de (M,d)e de (M,d') sio iguais.

Prova. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em M. Se a funcao idéntica em M,
i:(M,d) — (M,d), é uniformemente continua, entdo (i(z,)) = (x,) é uma sequéncia em
(M,d).

Por outro lado, sem perda de generalidade, se (z,,) é sequéncia de Cauchy em (M, d'),
tal que a funcdo identidade 4 : (M,d) — (M, d) é uniformemente continua em M, entdo
(i(zn)) = (x,) é uma sequéncia em (M, d).

A recipocra nao é verdadeira, pois nem toda aplicacao que transforma sequéncia de

Cauchy em sequéncias de Cauchy é uniformemente continua.

Proposicao 25. A sequéncia ((x,,y,)), do produto dos espagos métricos M x N, € de

Cauchy se, somente se, as sequéncias (x,) em M e (y,) em N forem de Cauchy.
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Prova. Se ((x,,y,)) é de Cauchy em M x N, entao para todo € > 0 existe r > 0, tal

que

m,n > 1= Di((Xm, Ym); (Xnyn)) = max{d(Tm, Ym); d(Zn, Yn)} = AT, Ym)+d(n, yn) < €.

Dali, temos

d(xpm, Tn) < € € d(Ym, Yn) < €.

Logo, (z,) e (y,) sdo sequéncias de Cauchy.
Por outro lado, se (x,) e (y,) s@o sequéncias de Cauchy, por hipdtese existem, respec-

tivamente, r e s, tais que
m,n >1r = d(Tpm,T,) <€eem,n>s = d(Ym,yn) <€

Portanto, a sequéncia ((x,,y,)) é de Cauchy.

4.2 Espacos completos

Sabemos que, em Anélise, qualquer conjunto possui um complemento. O mesmo se es-
tende para espacos métricos, ou seja, qualquer espaco métrico pode ser ampliado através

do complemento.

Definicao 14. Considere um espago métrico M. Se toda sequéncia de Cauchy em M

convergir para um ponto desse espaco, dizemos que M ¢é completo.

Em decorréncia da definicao acima, observamos que Q nao é completo, pois as sequéncias
de Cauchy nao convergem nesse espago. Seria o caso da sequéncia (1;1,4;1,41;1,414;...),

embora todos os termos sejam racionais, a convergéncia obtida é v/2.

Proposicao 26. R ¢ um espaco métrico, entao R é completo.

Prova. Considere (z,,) uma sequéncia de Cauchy em R. Pela proposi¢ao 11 os termos
da sequéncia (x,,) é limitada, pois existe £ > 0 tal que |z, | < k para cada n € N, portanto
possuindo supremo e infimo.

Dai, podemos definir a sequéncia (y,), a partir da sequéncia (z,,).

Y = inf X,,, = inf{x,,, Tpy1,...}, para todo m € N.



CAPITULO 4. ESPACOS METRICOS COMPLETOS 69

Entao,
Nn<yp<..<y<..<k

— Y

tal que
Yp <z, < k =y, <k, paratodon € N.

Decorre que (y,) converge para p = sup{y,|n € N}.
De fato, basta mostrar que p é a convergéncia de uma subsequéncia de x,, para que
limz, = p.
Dados arbitrariamente € > 0 e r > 0, podemos obter
€
nzr:>\yn—p]<§.
Sendo (z,,) de Cauchy, existe um s de modo que

m,n>s:>|xm—xn|<g.

3

Seja t um indice da forma ¢t > max{r, s}. Como y; = inf X;, existe j > ¢ tal que

€ €
3 3
Dessa forma, paran > 1en > j > t, temos x, —p = (x, — x;) + (z; — y) + (yr — D),

<z <yt+-=lz; -yl <

entao
€E+e+e€
20 =l < o — 5]+ oy =l + Iy —pl < T =

Logo, (z,) converge para p em R.

Exemplo 4.2.1 (Z,d) e (R2,d).

Proposicao 27. O produto cartesiano dos espagos métricos M x N € completo se, so se,

M e N sao completos.

Prova. Considerando (x,) uma sequéncia de Cauchy em M e fixando y em N, temos
a sequéncia (z,,y) de Cauchy em M x y C M x N.
De fato, para cada € > 0 existe r > 0, tal que

m,n > 1= Di((Tm, ), (Tn,y)) = max{d(zm, ,); d(y,y))} = d(@m, T,) < €,

portanto, (x,) converge para x € M.
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De maneira analoga para N completo, fixando z € M e tendo (y,,) como uma sequéncia
de Cauchy em N. Temos a sequéncia (z,y,) de Cauchy em x x M C M x N, entdo para

cada € > 0 existe um s > 0 da forma

m,mn>s— Dl((x7ym>7 (xvyn» = max{d(x,x);d(ym,yn))} - d(ymvyn) <€

Dal, (y,) converge para y € N. Portanto, ((z,,y,)) converge para o ponto (z,y) de
M x N.

Por outro lado, dada uma sequéncia de Cauchy ((x,,y,)), para cada n € N, de forma
que as projecoes p; : M X N — M e py : M x N — M sao uniformemente continuas, entao
(x,) em M e (y,) em N sdo de Cauchy, por serem completos nesse espago, existindo p € M
e g € N, tal que limz,, = p e limy, = ¢, e pela proposi¢ao 12 temos lim(z,,y,) = (p, q)-

Logo, M x N é de Cauchy.

Corolario 4. Se R é um espaco métrico, entao R™ é completo.
A prova deste colorédrio dar-se pelas proposigoes 26 e 27, através de indugao.

Proposicao 28. Considere M um espaco métrico. Se M ¢é compacto, entao M é com-

pleto.

Prova. Ora, para uma sequéncia (x,,) de Cauchy no espago compacto M, por hipétese,
existe uma subsequéncia (z,, ), k € N, onde (z,,) converge para p em M e pela proposicao
21, sugere-se que

lim z,, = limz, = p, para todo p € M.

Assim, M é completo.
Observe que a reciproca da proposi¢ao acima nao é valida. Vimos na proposicao 6
que o espaco R é completo, mas nao é compacto, pois sequéncias de niimeros reais como

(2,4,6,...) nao admitem subsequéncias que convirjam em R.

4.3 Completamento de um Espaco Métrico

Sabemos que qualquer conjunto possui um complemento, o mesmo se estende para os
espagos métricos, ou seja, para qualquer espaco métrico ha um complemento, resultando

na sua ampliacao.

Definicao 15. Considere M um espaco métrico. O complemento de M
sendo M ¢ um espaco métrico completo e a aplicacao f : M — M

isométrica, sendo a imagem f(M) densa em M.
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Nos exemplos passados vimos que Q nao é completo e em decorréncia da definicao

acima temos que R é complemento de Q.

Lema 2. Considere A um subconjunto, nao vazio, em um espaco métrico M. Se A = M

e toda sequéncia de Cauchy de A converge em M, entao M é completo.

Prova. Com efeito, para uma sequéncia (z,) de Cauchy em M, temos que € > 0 e

existe um r > 0 de modo que

m,n > 1= d(Tm,T,) <

Wl m

Se A é denso em M, existe (y1,yz,...) em A, tal que
1 .
d(x;,y;) < —, para todo i € N.
i

Basta entao tomar r > s e s > £, valendo a desigualdade para m,n > s,

1 € 1 €et+ete
d m7n§d my4Lm d my n d nan<_ - - < — = €.
(Yms Yn) < dYms Tm) + AT, Tn) + d(Tn, Yn) — 4o+ 2 €

Como (y,) é uma sequéncia de Cauchy em A e pela proposi¢ao 21, temos que lim x,,

converge para p em M. De fato, para qualquer ¢ > 0 existe um ¢ de modo que

m,n >t = d(Ym, Yn) <

I

[NRINe

entao
2
n > max{t, —}, temos
€
€ €+ €

1
d ms Sd my In dTL? - Y
(Tm, p) < d(@p, Yn) +d(y p)<n+2< 5

— €.

Portanto, M é completo.

4.3.1 Contragao

Considere os espacos métricos M e N. Dizemos contracao, quando na aplicagao f : M —
N, existe um numero real o, 0 < a < 1, de modo que a distancia entre as imagens de

dois pontos quaisquer é menor que a distancia entre os respectivos pontos.

d((f(z), f(y)) < ad(z,y).
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Exemplo 4.3.1 Se aplicacio f : R? — R? em um espago normado (R?, | - ||), entdo a
norma definida por f(p) = %p ¢ uma contracao.
De fato,
d(f(p), f(@) = lF(p) = fa)ll
= 37~ 50l
BACLY
1
=I5 —a)l
= Slp—al
=3 P—q
1
.y
5P, q)
IR?4
p
f(p)
q
f(q)
0 IR2

Figura 4.1: Gréfico da contracdo f(p) = ip

Contracgao Fraca

Dizemos que f é uma contracao fraca quando v = 1, temos

d(f(x), f(y)) < d((z,y), para quaisquer z,y € M.

Exemplo 4.3.2 Tendo um espago vetorial normado E, entdo a norma | | : M — R é uma
contracao fraca.

Ora, para quaisquer x,y € M, temos

| ] =Tyl | = |d(z,0) — d(y,0)]

<d(z,y) = |v -yl
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Isometria

Dizemos que f é uma imersao isométrica quando

d(f(x), f(y)) = d(x,y) para quaisquer z,y € M.
Observe que f € injetiva, pois
f@) = fly) = d(f(2), f(y) = 0=z =y
Assim, definimos uma isometria como uma imersao isométrica sobrejetiva.

Teorema 4.1. Todo espaco métrico M possui um complemento.

(i) Construgao do Espago M
Seja S um subconjunto das sequéncias de Cauchy em M nas seguintes relacoes de
equivaléncia.

(zn) ~ (yn) == limd(z,, yn) =0

(Yn) ~ () <= limd(y,, z,) = 0.

Para valer a transitividade (z,,) ~ (2,), temos
0 < d(zn, 2n) < d(zn, Yn) + d(Yn, 2n),
aplicando a convergéncia, com n € N, na desigualdade,
0 <limd(zy,, z,) < [limd(z,, y,) + lim d(yn, 2,)] = 0.

Logo,
limd(z,, z,) =0 <= (z,) ~ (2n).

Seja M a classe de equivaléncia de s e definimos, respectivamente, (z,) e (y,) perten-

centes as classes a e § em M.

Com efeito, para todo () e (y,) de D, vale a relacio
(@) ~ (20) € (y) ~ (ya) = 2, 9,) < d(2yy, 20) + AT Yn) + dA(Yns Yi).
aplicando a convergéncia para n € N, temos

lim d(x;l, y;) < lim d(x;z, x,) + limd(z,, y,) + lim d(y,, y;l),
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onde
lim d(x;n, y;l) <limd(z,, yn).

’

Fazendo, analogamente, a relacio (x,) ~ () e (y.) ~ (1, ), obtemos

’ ’

limd(z,,y,) <limd(z,,,y,).
Assim, lim d(z,,,y,) = limd(z,,v.).

(ii) Construgao da Imersao Isométrica f

Considere (z,) uma sequéncia de S em M, tal que haja uma convergéncia (z,) para
a € M indicada por a(a), sendo essa a classe de equivaléncia a que pertence (z,,).

De forma que a aplicacio f : M — M é uma imersao isométrica pela férmula f(a) =

a(a) para qualquer a,b € M, temos

d(f(a), f(a)) = D(a(a), a(b)) = lim(d(a, b)) = d(a,b).

(iii) f(M) é denso em M
Considere a € M, tal que a sequéncia (z,) em a. Dado € > 0 existe, entdo r > 0 de
forma que

m,n > 1 = d(Tm, T,) <

N

Dessa forma para a = x,,1, temos

d(o, a(a)) = im(d(zy, Tpy1), - d(@r, Tpy1), - 2)s

hm(d(xr, xr—&—l); d<xr+17 xr—l—l)a d('rr—l-Qa xr+1)7 .. ) S <€

[NRe

Logo, a(a) = f(a) em Bp(a,e).

(iv)M é completo

Se (Bn) = (a(ay)) é uma sequéncia de Cauchy em f(M), tal que D (B, Bn) = d(am, an).
Assim, (a,) é uma sequéncia de Cauchy em M.

Provando que A é uma convergéncia de (3, e também, \ pertence a classe de equivaléncia
(an).

De fato, a sequéncia (z,) por ser de Cauchy, afirma que para ¢ > 0, existe > 0 de
modo que

m,n >1r = d(an, a,) <§
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Em particular para n > r, temos
D(6,,\) = lim(d(ay,, a1); d(an, as); . .. ;d(an, a,))

hm(d(an7 ar); d(CLn, ar+l); . ) < < €.

NN NG

Logo, M é completo.

4.4 Ponto Fixo

Veremos nogoes analogas sobre ponto fixo, estudadas em andlise, o mais conhecido ¢é o
teorema do ponto fixo de Brower;
“ Toda aplicagao continua cujo o dominio e o contradominio sao iguais a bola unitaria
fechada,
R" D B[0,1]={u€eR": |lul| <1} =B,logo f: B — B

7

um ponto fixo, isto é, um ponto p € B tal que f(p) =p”.
Podemos também, ilustrar o ponto fixo através do teorema do ponto fixo de Banach,

base desta monografia.

Teorema 4.2. Se M é um espagco métrico completo, entao a contracao f : M — M tem

um unico ponto firo em M.
Prova.
(i)Existéncia

Seja o qualquer ponto de M e a sequéncia (z,,) definida,

(f(xO)mf(ml)a f(‘r?): ) f(‘rn—l)mf(mn)v - ')a (41)
Y~~~ =~ —_— —~~

a sequéncia (x,) converge para p em M e por ser continua, temos

f(p) = flimx,) = lim f(z,) = limz,4, = p.
Portanto, p é o ponto fixo de f.

(ii)Unicidade

Se f é uma contracao, para quaisquer z,y em M, entao

d(z,y) =d(f(x), f(y)) < ad(z,y), YVa € R tal que 0 < o < 1.
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Considere f(p) =pe f(q) = q, para p,q em M, temos

d(p,q) = d(f(p), f(¢)) < ad(p,q), Vo e Rtal que 0 < a < 1
dai,
d(p,q) < ad(p,q)
(1 - @)d(p, Q> S Oa

sendo a constante 1 — a > 0, temos

dp,q) < 0= d(p,q) =0.

Portanto, p = ¢ é ponto fixo de f.
(iii) (z,,) é de Cauchy.

Pela contracao na sequéncia (3.1), paran € N e a € R, temos

d(wy,29) = d(f(w0), f(21)) < ad(z0, 71)

d(we, w3) = d(f(22), f(w3)) < ad(z1,22) < a?d(w, 1)

d(wy,13) = d(f(x3), f(z3)) < ... < aPd(xy,29) < aPd(wg, 171)

A(xp_1,2,) = d(f(2p_2), f(Xn_1)) < ... <" 2d(zy,12) < " d(z0, 71)

d(n, Tp1) = d(f(2n), f(20)) < o0 <@ d(ay, x) < a”d(wo, 1)
decorre que

d(xp, Tpe1) < a"d(zo, x1).

Usando (1.6) na desigualdade triangular generalizada, para m,n € N, tal que n > m

d(xm7 xn) S d(l‘m, Im—l—l) + d($m+1, xm+2) +...+ d(-rn—ly xn)

< a™d(xg, x1), " (20, 1), ..., " (o, 71)
< d(zg, 1)(a™, ™ . o™
< % - d(zo, 1)
a™ o™
< -d — -d
= 1_a (I‘O,l’l) 1—a (‘/E()wrl)
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Sendo lim o™ = 0.

m—00

Portanto, (z,,) é uma sequéncia de Cauchy.

77
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