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DANIEL FREITAS MARTINS DOS SANTOS

LEVY DA SILVA TAVARES
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Resumo

Esta monografia refere-se ao teorema do ponto fixo sobre espaços métricos, que se

aplica principalmente em Teoria Topológica do Ponto Fixo e Teoria Métrica do Ponto

Fixo. O trabalho volta-se para a última, a qual teve ińıcio com o Teorema do Ponto

Fixo de Banach. Partindo da seguinte idéia. Considere M um espaço métrico e seja

f : M → M uma função cont́ınua. Tomemos x0 ∈ M e calculemos a sequência definida

por:

f(xn) = xn = 1(n = 1, 2, 3, . . .)

Com certas hipóteses pode ocorrer que a sequência (x0;x2; . . .) convirja para o ponto

p ∈M . Mostremos que, nestas condições, teremos então f(p) = p. De fato

p = limxn + 1 = lim f(xn) = f(limxn) = f(p)

Este Teorema pode ser chamado ainda de Teorema da Contração Uniforme, tendo como

enunciado: “Se M é um espaço métrico completo, então a contração f : M → M tem

um único ponto fixo em M”, ponto esse, que pode ser obtido como o limite da sequência

(x0, f(0), f(f(x0)), . . .), para qualquer ponto x0 ∈ M . Em outras palavras, significa que

uma contração definida num espaço métrico completo, possui um único ponto fixo, o

que é o ápice de nossa monografia, nos permitindo impetrar a conclusão acima citada.

Porém, apesar do teorema ser de Banach, a base está em Sequências de Cauchy, devido

justamente a definição de espaço métrico completo, como veremos. Esta monografia tem

como objetivo, não as aplicações posśıveis desse teorema, que são várias, mas uma sólida

base para que o leitor possa ter condições de compreender o enunciado e a demonstração

do Teorema do Ponto Fixo de Banach, proporcionando uma firme base teórica dentro da

matemática pura referente ao tema, para que assim ele possa realizar suas aplicações.

Palavras-chave: teorema do ponto fixo de Banach, espaços métricos, sequências em espaços

métricos, completamento de espaço métrico, bolas abertas, sequências de Calchy.



Abstract

This monograph refers to the fixed point theorem on metric spaces, which applies

mainly in Topological Fixed Point Theory and Metric Fixed Point Theory. The work

turns to the last, which began with the Fixed Point Theorem of Banach. Based on the

following idea. Consider M a metric space and let f : M → M a continuous function.

Take x0 ∈M and compute the sequence defined by:

f(xn) = xn = 1(n = 1, 2, 3, . . .)

In certain situations it may happen that the sequence (x0;x2; . . .) converges to the point

p ∈M . Let us show that under these conditions, then we have f(p) = p. Indeed

p = limxn + 1 = lim f(xn) = f(limxn) = f(p)

This theorem can be still called a Uniform Contraction Theorem, with the statement: “If

M is a complete metric space, then the contraction f : M →M has a unique fixed point in

M”, this point, which can be obtained as the limit of the sequence (x0, f(0), f(f(x0)), . . .),

for any point x0 ∈ M . In other words, means that a contraction defined on a complete

metric space has a unique fixed point, which is the culmination of our monograph, allow-

ing us to implore the conclusion quoted above. However, despite the theorem is Banach,

the base is in Cauchy sequences, precisely because the definition of complete metric space,

as we shall see. This monograph aims not possible applications of this theorem, which are

many, but a solid base so that the reader may be able to understand the statement and

demonstration of the Fixed Point Theorem Banach, providing a firm theoretical founda-

tion in pure mathematics concerning the theme, so that it can perform its applications.

Keywords: fixed point theorem of Banach, metric spaces, sequences in metric spaces,

completion of metric space, open circles, Calchy sequences.
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2.5 Distância do ponto P ao plano α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.6 Retal real . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.7 Plano R× R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.8 Bolas na reta real . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.9 Bolas Bµ em espaço métrico (R, µ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.10 Bolas B em espaço métrico (R, d) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.11 Bolas no R2 segundo métrica D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.12 Bolas no R2 segundo métrica D1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.13 Bolas no R2 segundo métrica D2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.14 Bolas de métrica d(f, g) com f, g ∈ ξ[a, b] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.15 Bolas no subespaço N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.16 Bolas B(p, ε) ∩ N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.17 Bolas B(p, ε) = B(a, ε)×B(b, ε) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.18 Bolas B(q, r) ⊂ B(p, ε) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.19 Bolas B(t, r) ⊂ B(p, ε) ∩B(q, δ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.20 Bolas de ponto p 6= q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.21 Bolas de raios ε+ δ ≤ d(p, q) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.22 Bolas B(p, ε) ≤ 2ε . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.23 Bolas em métricas equivalentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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Caṕıtulo 1

Introdução

Abordaremos primeiramente uma breve visão histórica de nossos principais personagens,

Cauchy e Banach, dois grandes matemáticos responsáveis pelo teorema t́ıtulo desta mono-

grafia. Em seguida faremos apresentação caṕıtulo a caṕıtulo de maneira sucinta. Au-

gustin Louis Cauchy nascido em 21 de agosto de 1789, Paris - França, filho de Louis-

François Cauchy e Marie-Madeleine Desestre, considerado um dos mais importantes mate-

máticos da França, porém sua vida não foi fácil. Criado na rigorosa doutrina católica da

época passou parte de sua infância durante a severa revolução francesa, fato esse que fez de

seu pai o seu primeiro professor, pois as escolas foram fechadas, tiveram que mudar para

o campo, em Arcueil, onde passaram por grandes dificuldades, inclusive de alimentação.

Laplace e Lagrange eram frequentes visitantes da famı́lia, os quais foram os primeiros

a perceber as habilidades do garoto Cauchy para matemática e ajudaram a estimulá-la,

guiando seu pai a inicialmente lhe dar uma boa orientação em ĺınguas. Em 1800 com a

nomeação de seu pai ao senado, mudaram-se para Luxemburgo. No peŕıodo de 1802 a 1804

estudou ĺınguas na École Centrale du Panthéon, em 1805 entrou para Escola Politécnica e

em 1807 para Escola de Engenharia Civil. Deu ińıcio a sua notória carreira em 1814 com

o artigo sobre definite integral swith complex number limits, e chamou a atenção para si

em 1815 ao provar um dos principais teoremas de Fermat sobre números poligonais, todo

número integral positivo é a soma de três triângulos, quatro quadrados, cinco pentágonos

e assim por diante. Em 1816 ganhou um importante prêmio da Academia de Ciências

pelo seu trabalho na área da f́ısica sobre ondas. Em 1817, teve finalmente seu lugar como

professor no College de France, onde lecionou cadeiras sobre métodos de integração que

ele tinha descoberto, mas que estavam ainda por publicar. Casou-se em 1818 com Alöıse

de Bure, com quem viveu quarenta anos e teve duas filhas. Incentivado por Lagrange, em

1821 escreveu para publicação, o curso e conferências sobre análise que ele tinha dado na

Politécnica. Sua produtividade era tão prodigiosa que acabou fundando uma espécie de

jornal, o Exercices de Mathématiques (1826-1830) seguido de outro, Exercices d’Analyse

Mathématiqueet de Physique, para publicação de sua exuberante produção de trabalhos

em matemática pura e aplicada. Em 1833 se exilou por solidariedade ao Rei Carlos X e

12



em 1838 ao voltar do ex́ılio retomou suas atividades matemáticas a pleno vapor. Chegou

a candidatar-se para a uma vaga no College de France e foi aceito, mas devido as suas

convicções poĺıticas não assumiu o cargo. A sua obra completa é constitúıda de 789 ar-

tigos que abordam várias áreas da matemática, entre eles definições sobre convergência

de sucessões e séries, desenvolvimentos na teoria da integração, no cálculo de reśıduos, e

em equações diferenciais. Cauchy morreu inesperadamente aos sessenta e oito anos, em

23 de maio de 1857. “Os homens morrem, mas as suas obras ficam”(Cauchy).

Estefan Banach, nascido em 30 de março de 1892 na Cracóvia, território Império Austro-

Húngaro, passou sua infância em Ostrowsko com sua avó, pois seus pais não tinham

condição de sustentá-lo. Quando ela ficou doente, seu pai o enviou para Cracóvia para

viver com Franciszka Plowa e sua filha, Maria. Estudou até os 10 anos com o tutor de

Maria, Juliusz Mien, o primeiro a perceber a habilidade de Banach para matemática, e

também o ensinou a falar fluentemente francês. Em 1902 foi para Henryk Sienkiewicz

Gymnasium No 4 cursar o ensino secundário, sendo reconhecido como um prod́ıgio. Lá

conheceu Witold Wilkosz, um futuro matemático, e se tornaram grandes amigos, mas

acabaram se separando em 1906, pois seu amigo foi para um ginásio melhor, para poder

se aprofundar em matemática e Banach continuou no mesmo, mas mantiveram contato.

Em 1910, Banach foi com Witold Wilkosz a Lviv, até então a capital da Galiza, com a

intenção de se inscrever em engenharia na Escola Politécnica Lwów, porém devido a sua

dificuldade financeira, estava por conta própria e tinha que trabalhar para manter seus

estudos com apenas 18 anos, vindo assim então, a se formar só em 1914. Saiu de Lviv,

devido a Primeira Guerra Mundial, mas acabou não servindo ao exército em decorrência

da sua deficiência visual no olho esquerdo. Mas em 1916 conheceu Hugo Steinhaus, o

que ocasionou uma revolução em sua vida, tornaram-se amigos e juntamente com Otto

Nikodym fundaram uma sociedade matemática. Foi com Steinhaus que Banach produziu

seu primeiro trabalho, porém não foi posśıvel publicar na época devido à guerra, após

ela, com a publicação, Banach apareceu pela primeira vez no boletim da Academia de

Cracóvia em 1918 ao lado de Steinhaus, com quem ainda produziu diversos trabalhos

matemáticos. Em 1920 casou-se com Lucja Braus e em 1922 ocupou o cargo de assis-

tente de Antoni Lomnicki na Universidade Técnica de Lviv. Em 1922 a Universidade

Jan Kazimierz em Lviv deu a Banach a sua habilitação pela tese “Teoria da Medida”.

Em 1929 lançou o jornal Studia Mathematica junto com Steinhaus, sendo os dois os

primeiros editores, tendo como poĺıtica o foco em análise funcional e tópicos relaciona-

dos. Em 1939 tornou-se presidente da Sociedade Matemática da Polônia. Quando a

Segunda Guerra Mundial estourou, não afetou muito a vida dele, pois ele tinha alguns

importantes amigos matemáticos soviéticos. Banach morreu em 31 de agosto de 1945,

aos 53 anos em Lviv de câncer de pulmão. Dentre suas principais obras temos: a série

de Monografias matemáticas, sob a redação de Banach e Steinhaus em Lviv e Knaster,

Kuratowski, Mazurkiewicz, e Sierpinski em Varsóvia. O primeiro livro da série Teoria das



operações lineares foi escrito por Banach e apareceu em 1932, Teoria das séries ortogonais

e inovações na Teoria de medida e integração, Teoria das operações lineares (o mais impor-

tante em análise funcional), conceito de espaços vetoriais normados, conhecido também

como Espaço de Banach, além de provar vários teoremas dessa área. Suas aplicações

ajudaram em muitos estudos na análise funcional.

Este trabalho está dividido em cinco caṕıtulos, sendo o primeiro uma introdução histórica

de nossos principais personagens, Cauchy e Banach, pesquisado principalmente na inter-

net, veja referências [1] e [4] e fazemos também uma explanação dos caṕıtulos decor-

rentes como segue. O segundo caṕıtulo de t́ıtulo Espaços Métricos é na realidade de

abrangência geral do assunto que nos dá uma visão ampla do que necessitaremos para os

caṕıtulos seguintes, pois de sua generalização podemos calcular a distância entre dois ele-

mentos de quaisquer conjuntos arbitrários, desde que possa ser introduzida uma métrica.

O espaço métrico não é um conjunto, mas sim uma “estrutura”munida de um conjunto e

uma métrica, pois o mesmo conjunto munido com métricas distintas dá origem a espaços

métricos distintos, como veremos. Nele definimos o que é uma métrica, suas condições

necessárias e propriedades que serão utilizadas no trabalho, além de exemplos de suma

importância no seu entendimento e generalização como a métrica “zero-um”e a métrica

usual, que são as mais elementares posśıveis. Entre seus principais subtópicos destacam-

se: Espaços vetoriais normados, Espaço com produto interno, Espaço de funções reais

limitadas e o tópico Bolas Abertas, devido as suas ligações diretas com o caṕıtulo três e

por seguinte à sequência de Cauchy de total relevância para o t́ıtulo tema deste trabalho

e ainda as definições importantes de Métricas e Normas equivalentes. No caṕıtulo três,

Sequências Em Espaço Métrico, o mais “profundo”da monografia, por se tratar exata-

mente de uma introdução para Sequência de Cauchy, lembrando que a ideia de sequência

é bem simples, pois a utilizamos desde cedo em nossa vida escolar em progressões aritmé-

ticas e geométricas. Aqui enfatizamos a convergência de sequência ou vice-versa, porque

está presente em todos os seus subtópicos: Sequências-Limite de uma Sequência, Sequência

num Espaço Produto, Sequência em Espaços Vetoriais Normados, pois dela temos que uma

sequência é convergente se, à medida que o seu ı́ndice aumenta, o termo da sequência vai se

tornando arbitrariamente próximo de um certo número, chamado o limite da sequência.

O quarto caṕıtulo de t́ıtulo Espaços Métricos Completos carrega o teorema t́ıtulo

deste trabalho, Teorema do Ponto Fixo de Banach em Espaços Métricos, e ainda

o tópico Sequência de Cauchy com sua definição e proposições importantes como a 19:

toda sequência convergente de um espaço métrico é uma sequência de Cauchy. E nele ver-

emos também que toda Sequência de Cauchy é limitada, fundamental para nosso teorema.

Nesse caṕıtulo tem o tópico Espaços Completos, pois não é posśıvel falar de Ponto Fixo de

Banach sem apresentá-lo porque o mesmo é necessário para a definição de nosso teorema,

sendo necessário assim falar um pouco do tema completamento de espaços métricos. E

finalmente, o Teorema do ponto fixo em espaços métricos fundamentado no Teorema do



Ponto Fixo de Banach ou como preferimos Teorema da Contração Uniforme. Para melhor

demonstrá-lo, dividimos sua prova em três partes: existência, unicidade e que a sequência

(xn) é de Cauchy. A prova consiste em construir uma sequência (xn); mostrar que o limite

dela é o único ponto fixo de f e, se a sequência converge num espaço métrico completo,

então é de Cauchy. Agora na próxima página passaremos para o caṕıtulo dois começando

a apresentação de nossa monografia.



Caṕıtulo 2

Espaços Métricos

2.1 Métricas

Neste caṕıtulo vamos apresentar a noção de espaço métrico que na sua forma mais elemen-

tar é medir distância entre dois pontos. Importante lembrar que as noções de distâncias

estão em “Os elementos de Euclides”, geometria anaĺıtica, entre outros; tendo mais de

uma maneira de ser medida, as seguintes propriedades devem ser respeitadas:

A distância entre dois pontos nunca é negativa.

A distância é zero se, somente se, os dois pontos coincidem.

Entre dois pontos quaisquer o ponto de origem não importa, a distância é sempre igual,

ou seja, a distância é simétrica.

A desigualdade triangular diz que a distância entre dois pontos é sempre menor ou igual

a soma das distâncias desses pontos a um terceiro qualquer.

Por fim, verificaremos que todas as métricas gozam das mesmas propriedades.

2.1.1 Definição

Definição 1. Considere M um conjunto não vazio em que a função d : M×M → R+. A

distância d(x, y) ∈ R+ é a imagem do par ordenado (x, y) ∈M ×M , é dita uma sobre M

se, somente se, para quaisquer x, y, z ∈ M , verificam-se as seguintes condições que são

axiomas:

(M1) d(x, y) = 0⇐⇒ x = y

(M2) d(x, y) = d(y, x)

(M3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

(M4) Se x 6= y, então d(x, y) > 0

O axioma (M1) afirma que duas variáveis coincidentes tem distância zero. O (M2) diz

que duas variáveis distintas possuem a mesma distância, ou seja, a função é simétrica.

16
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A desigualdade triangular no (M3), por se inspirar na geometria euclidiana, afirma

que cada lado de um triângulo é menor que a soma dos outos dois.

Figura 2.1: Desigualdade triangular

O axioma (M4) fala que a distância entre duas variáveis distintas é positiva. Porém

se tivermos qualquer função que satisfaça (M1), (M2), (M3), mas não (M4) é conhecida

como pseudométrica.

A representação do espaço métrico é o par (M,d), onde M é o conjunto que pode

representar números, vetores, funções, matrizes, entre outros e d é a métrica sobre o con-

junto M , ou apenas “espaço métrico M”, deixando subtendido a métrica correspondente.

Podemos ter mais de uma métrica sobre o mesmo conjunto, mas independente da métrica,

os elementos desses espaços são chamados de pontos.

Agora, veremos alguns exemplos.

Exemplo 1.1 (Métrica “zero-um”) Se M é um conjunto arbitrário não vazio, então M

torna-se um espaço métrico com a seguinte métrica

d : M ×M → R+

tal que,

d(x, y) =

{
d(x, y) = 0⇐⇒ x = y

d(x, y) = 1⇐⇒ x 6= y.

Com efeito, (M1) decorre direto da definição acima, pois se x = y então d(x, y) = 0.

Para verificar (M2) basta observar que se x = y, então d(x, y) = 0 e d(y, x) = 0.

Logo, d(x, y) = d(y, x).

Se x 6= y, então d(x, y) = 1 e d(y, x) = 1.

Logo, d(x, y) = d(y, x).

Quanto a (M3) tomamos três pontos quaisquer em M e vamos analisar todos os casos

posśıveis. Vejamos:

Para x = y em qualquer situação de z, seja para z = x ou z 6= x teremos

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).
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Se x 6= y, x 6= z e y 6= z, tem-se que

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z),

pois d(x, y) = 1, d(x, z) = 1 e d(y, z) = 1.

Se x 6= y, x 6= z e y = z, teremos

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z),

Figura 2.2: Distância de x a y = z

pois d(x, y) = 1, d(x, z) = 1 e d(y, z) = 0.

Se x 6= y, x = z e y 6= z, então

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z),

pois d(x, y) = 1, d(x, z) = 0 e d(y, z) = 1.

Concluindo (M3).

Por fim, como por definição x 6= y, tem-se d(x, y) = 1 > 0 o que justifica (M4).

Exemplo 1.2 (A reta usual) Se R é um conjunto dos números reais, então R torna-se

um espaço métrico com a seguinte métrica.

d : R× R −→ R+,

tal que

d(x, y) = |x− y|, para todo x, y ∈ R.

De fato, pela definição de módulo tem-se que do axioma (M1),

d(x, y) = |x− y| = 0, então

para (x− y) = 0 se, somente se, x = y ou para −(x− y) = 0 se, somente se, x = y.
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Para mostrar (M2) que d(x, y) = |x− y| > 0 e d(y, x) = |y − x| > 0 são iguais, basta ver

que

d(x, y) = |x− y| = |(−1) · (y − x)| = | − 1| · |y − x| = |y − x| = d(y, x).

Agora, tomando três pontos quaisquer em R, temos para (M3),

d(x− y) = |x− y|

= |x− z + z − y|

≤ |x− z|+ |z − y| = d(x, z) + d(z, y).

Também a definição de módulo satisfaz (M4),

d(x, y) = |x− y| > 0.

Logo, R é um espaço métrico.

Exemplo 1.3 Dadas as funções D,D1, D2 : Rn×Rn → R com métricas definidas respec-

tivamente por

D(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + . . .+ (xn − yn)2 =

[
n∑
i=1

(xi − yi)2

]1/2

,

D1(x, y) = |(x1 − y1|+ . . .+ |xn − yn| =
n∑
i=1

|xi − yi|,

D2(x, y) = max{|(x1 − y1|, . . . , |xn − yn|} = max
1≤i≤n

|xi − yi|,

onde (x1, x2, x3, . . . , xn) e (y1, y2, y3, . . . , yn) são pontos arbitrários de Rn, então D,D1, D2

são métricas sobre Rn.

A métrica euclidiana D utilizada no espaço Rn decorre da generalização da distância

entre dois pontos do espaço usual. Por outro lado, as métricas D1 e D2 além de serem

parecidas com a D, são mais fáceis, necessitando apenas da desigualdade de Cauchy-

Schwarz no item (M3),

“Considerem (x1, x2, x3, . . . xn) e (y1, y2, y3, . . . yn) ∈ Rn, então

n∑
j=1

|xj||yj| ≤

(
n∑
j=1

|xj|2
)1/2( n∑

j=1

|yj|2
)1/2

”.
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De fato, na métrica D, temos

[d(x, y)]2 = (x1 − y1)
2 + (x2 − y2)

2 + . . .+ (xn − yn)2

= (x1 − z1 + z1 − y1)
2 + (x2 − z2 + z2 − y2)

2 + . . .+ (xn − zn + zn − yn)2

=
n∑
i=1

(xi − zi + zi − yi)2

=
n∑
i=1

(xi − zi)2 + 2
n∑
i=1

(xi − zi)(zi − yi) +
n∑
i=1

(zi − yi)2

≤
n∑
i=1

(xi − zi)2 + 2

[
n∑
i=1

(xi − zi)2

]1/2 [ n∑
i=1

(zi − yi)2

]1/2

+
n∑
i=1

(zi − yi)2

=

√√√√ n∑
i=1

(xi − zi)2 +

√√√√ n∑
i=1

(zi − yi)2

2

= [d(x, z) + d(z, y)]2 .

Logo, d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Proposição 1. Considerando D,D1, D2 as métricas definidas, no exemplo acima, para

quaisquer x, y ∈ Rn, temos

D2(x, y) ≤ D(x, y) ≤ D1(x, y) ≤ nD2(x, y).

Prova. Ora, para todo r > 0, tal que 1 ≤ r ≤ n, tem-se D2(x, y) = |xr − yr|, então

D2(x, y) = |xr − yr| =
√

(xr − yr)2 ≤ D(x, y)

≤ D(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 ≤

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 + 2 ·
n∑

i=1=j+1

|xi − yi| · |xj − yj|

=
n∑
i=1

|xi − yi| = D1(x, y).

Tomando |xr − yr| = max

{
n∑
i=1

|xi − yi|

}
. Segue,

|xi − yi| ≤ |xr − yr|, . . . , |xn − yn| ≤ |xr − yr|,

temos

D1 = |xi − yi|, . . . , |xn − yn| ≤ n|xr − yr| = nD2(x, y).
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2.1.2 Espaço Vetoriais Normados

Considere E um espaço vetorial. Uma aplicação

| · | : E −→ R

x 7−→ |x|

chama-se norma se para quaisquer x, y ∈ E e λ escalar, cumprir as seguintes condições

que são conhecidas como axiomas.

(i) Se x 6= 0, então |x| 6= 0.

(ii) ‖λ · x‖ = |λ| · ‖x‖.
(iii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Um espaço vetorial munido de uma norma é dito espaço vetorial normado ou simples-

mente espaço normado.

Note que para todo x ∈ E decorre que ‖x‖ > 0 se, somente se, x 6= 0,

e quando tomamos λ = 0 para (ii), temos

‖0.x‖ = |0| · ‖x‖ =⇒ ‖0.x‖ = ‖0‖ = 0

e tomando λ = −1, obtemos | − x| = |x|.
Enquanto para (iii) fazendo y = −x, então

‖0‖ = 0 = ‖x+ (−x)‖ ≤ ‖x‖+ ‖(−x)‖ = ‖x‖+ ‖x‖ = 2‖x‖.

Enfatizamos que o espaço normado é o par (E, | |) em que E é o espaço vetorial e || ||
é a norma sobre E, com isso temos a métrica d : E × E → R, dada por d(x, y) = |x− y|
sendo uma aplicação em E.

De fato, para quaisquer x, y, z ∈ E, para (M1) tem-se que

d(x, y) = ‖x− y‖ = 0,

então para (x− y) = 0 ou −(x− y) = 0, temos x = y, valendo a rećıproca.

Para (M2), temos

d(x, y) = ‖x− y‖ = ‖(−1)(y − x)‖ = | − 1| · ‖y − x‖ = ‖y − x‖ = d(y, x).
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Enquanto para (M3) devemos considerar o elemento neutro da soma, então

d(x, y) = ‖x− y‖

= ‖x+ 0− y‖

= ‖x− z + z − y)‖

≤ ‖x− z‖+ ‖z − y‖ = d(x, z) + d(z, y).

As condições de espaço normado satisfazem (M4).

Observe ainda que um espaço métrico não é necessariamente um espaço vetorial.

Exemplo 1.4 Sobre um espaço vetorial (Rn,+, ·), (x1, x2, . . . , xn) e (y1, y2, . . . , yn), tal

que x−y = (x1−y1, x2−y2, . . . , xn−yn).Obtem-se uma norma induzida para as distâncias.

d(x, y) = ‖x− y‖ =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + . . .+ (xn − yn)2 =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2,

d(x, y) = ‖x− y‖ =
√
|x1 − y1|+ |x2 − y2)|+ . . .+ |xn − yn| =

√√√√ n∑
i=1

|xi − yi|,

d(x, y) = ‖x− y‖ = max{|x1 − y1|, |x2 − y2)|, . . . , |xn − yn|} = max
1≤i≤n

|xi − yi|.

2.1.3 Espaço com produto interno

Considere um espaço vetorial E sobre R. O produto interno em E é a aplicação

〈·〉 : E × E −→ R

(x, y) 7−→ 〈x, y〉

que para quaisquer x, y, z ∈ E e λ ∈ R, tem que atender as seguintes condições:

(P1) 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉
(P2) 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉
(P3) 〈x, y〉 = 〈y, x〉
(P4) x 6= 0⇒ 〈x, x〉 > 0
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O espaço vetorial que admite um produto interno é dito espaço com produto interno.

É posśıvel definir uma norma por meio de um produto interno pondo,

‖x‖ =
√
〈x, x〉,

com isso satisfazendo a (P1) e (P2), enquanto a (P3) depende da desigualdade de Cauchy-

Schwarz, tendo x, y ∈ E, então |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖.
De fato, quando x = y = 0 é imediato e quando x 6= 0 e y 6= 0 para α ∈ R, temos

0 < ‖x+ αy‖2 = 〈x+ αy, x+ αy〉 = ‖x‖2 + 2α〈x, y〉+ ‖y‖2α2

= ‖y‖2α2 + 2〈x, y〉α + ‖x‖2.

Aplicando a resolução nesse trinômio do segundo grau em α, temos

∆ = 4〈x, y〉2 − 4‖x‖2 · ‖y‖2 ≤ 0,

note que esse valor é negativo, então

4〈x, y〉2 − 4‖x‖2 · ‖y‖2 ≤ 0

4〈x, y〉2 ≤ 4‖x‖2 · ‖y‖2

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖.

Dessa forma chegamos ao resultado,

‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉

= 〈x, x〉+ 2〈x, y〉+ 〈y, y〉

= ‖x‖2 + 2〈x, y〉+ ‖y‖2

≤ ‖x‖2 + 2|〈x, y〉|+ ‖y‖2

≤ ‖x‖2 + 2‖x, y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖2 + ‖y‖2).

Portanto, ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

2.1.4 Espaço de funções reais limitadas

Considere N um conjunto qualquer. Uma aplicação f : N −→ R é limitada se existir

k ∈ R de modo que |f(x)| < k para todo x ∈ N . Indicaremos β(N,R) o conjunto das

funções limitadas. Quaisquer operações de soma, diferença e produto continuam limitadas.
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Para se obter uma métrica induzida em β(N,R) para quaisquer f, g ∈ β(N,R), basta

por

d(f, g) = sup
x∈N
{|f(x)− g(x)| ; x ∈ N} = sup

x∈N
|f(x)− g(x)|.

Em outras palavras, a distância é o comprimento de maior corda vertical que liga os

gráficos de f ao de g. Veja o gráfico

Figura 2.3: Distância de f a g

Vamos verificar as condições de d ser uma métrica.

De fato, se d(f, g) = 0, isto é, sup
x∈N
|f(x)− g(x)| = 0, implica que |f(x) − g(x)| = 0,

mas isto só ocorre quando f(x) = g(x), para todo x ∈ N .

Agora, observe que

d(f, g) = sup
x∈N
|f(x)− g(x)|

= sup
x∈N
| − 1| · |g(x)− f(x)|

= sup
x∈N
|g(x)− f(x)| = d(g, f).

Para verificar a desigualdade triangular basta ver que

d(f, g) = sup
x∈N
|f(x)− g(x)|

= sup
x∈N
|f(x)− h(x) + h(x)− g(x)|

≤ sup
x∈N

(|f(x)− h(x)|+ |h(x)− g(x)|)

≤ sup
x∈N
|f(x)− h(x)|+ sup

x∈N
|h(x)− g(x)| = d(f, h) + d(h, g).

Por fim, se f 6= g, para todo x ∈ N , então f(x) 6= g(x) implica que f(x)− g(x) 6= 0,

então |f(x)− g(x)| > 0.
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Dáı,

d(f, g) sup
x∈N
|f(x)− g(x)| > 0.

Concluindo assim que a aplicação é uma métrica em B(N,R).

Exemplo 1.5 Espaço de funções reais cont́ınuas definidas num intervalo fechado.

Para um intervalo fechado [a, b] ∈ R, indiquemos por ξ[a, b] o conjunto das funções

reais cont́ınuas definidas em [a, b]. Com relação à adição de funções e à multiplicação

de uma por um escalar(número real), definidas naturalmente como no exemplo anterior,

ξ[a, b] é um espaço vetorial sobre R. E a função

f 7−→ ‖f‖ =

∫ b

a

|f(x)|dx

é uma norma sobre esse espaço uma vez que ‖f‖ ∈ R+, para qualquer f ∈ ξ[a, b].
Observe que

‖f‖ = 0⇔ |f(x)| = 0, para todo x ∈ [a, b].

Pois |f(x)| define uma função cont́ınua, isto é,

f(x) = 0, ∀x ∈ [a, b]⇔ f = 0.

Com relação a multiplicação por escalar temos que

‖αf‖ =

∫ b

a

|(αf)(x)|dx = |α|
∫ b

a

|f(x)|dx = |α|‖f‖.

Por fim, a desigualdade triangular

‖f + g‖ =

∫ b

a

|(f + g)(x)|dx =

∫ b

a

|f(x) + g(x)|dx ≤
∫ b

a

|f(x)|dx+

∫ b

a

|g(x)|dx = ‖f‖+ ‖g‖.

Assim, ξ[a, b] é um espaço métrico, sendo uma métrica definida da seguinte maneira

d(f, g) =

∫ b

a

|f(x)− g(x)|dx

para quaisquer f, g ∈ ξ[a, b].
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Observe abaixo a área de um figura compreendida entre o gráfico de f e o de g.

Figura 2.4: Distância entre as funções f, g ∈ ξ[a, b]

2.1.5 Subespaços Métricos

Definição 2. Considerem M um espaço métrico e N ⊂ M , não vazio. Definimos N

subespaço de M , para quaisquer x, y e z em N . A métrica d em M é restrita somente a

N , ou seja, satisfaz os mesmos axiomas de distância que correspondem a M e o subespaço

N será denominado métrica induzida por M .

Proposição 2. Sejam x, y e z pontos genéricos do espaço métrico M , então

d(y, z) ≥ |d(x, y)− d(x, z)|.

Prova. Utilizando o axioma (M3) da desigualdade triangular, temos

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

d(z, y) ≥ d(x, y)− d(x, z),

a simetria (M2) em d(z, y)

d(y, z) ≥ d(x, y)− d(x, z). (2.1)

Usando analogamente (M3) na desigualdade,

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

d(y, z) ≥ d(x, z)− d(x, y)

d(y, z) ≥ −(d(x, y)− d(x, z)), (2.2)

necessariamente com (2.1) e (2.2) se obtem

d(y, z) ≥ |d(x, y)− d(x, z)|.
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Exemplo 1.6 Um subespaço de β([a, b],R).

Vimos (exemplo 5) que o conjunto β([a, b],R) das funções f : [a, b] → R limitado em

um espaço vetorial normado é um espaço métrico.

Visto que toda função cont́ınua g : [a, b] → R é limitada, então ξ[a, b](conjunto das

funções reais cont́ınuas definidas no intervalo [a, b] é subconjunto de β([a, b],R), também

é um espaço métrico em relação a métrica definida por

d(f, g) = sup{|f(x)− g(x)| : x ∈ [a, b]}

para quaisquer f, g ∈ ξ[a, b].

2.1.6 Produto de Espaços Métricos

Considere d uma métrica deM em um número finito de espaços métricosM1,M2,M2, . . . ,Mn,

tal que o produto cartesianoM =
n∏
n=1

Mn = M1×, . . . ,×Mn que é o conjunto das sequências

x = (x1, . . . , xn) e y = (y1, . . . , yn) onde xn, yn ∈ Mn, identificam-se com uma das três

funções métricas,

D2(x, y) = max{d1(x1, y1), . . . , dn(xn, yn)},

D1(x, y) = d1(x1, y1) + . . .+ dn(xn, yn),

D(x, y) =
√
d1(x1, y1)2 + . . .+ dn(xn, yn)2.

Para x, y ∈M arbitrariamente, valem as seguintes desigualdades,

D2 ≤ D(x, y) ≤ D1(x, y) ≤ nD2(x, y),

onde k é uma constante e dizemos que as métricas são equivalentes, como veremos.

Se M1 = M2 = M2 = . . . = Mn = R chegamos ao espaço euclidiano Rn.

2.2 Distância entre ponto e conjunto

Vamos analisar inicialmente a distância de um ponto P a um plano α, na geometria

clássica.

Note que com o ponto Q em α é formado um triângulo retângulo e pelo teorema de

Pitágoras, temos

d(P,Q)2 = d(P,O)2 + d(O,Q)2

d(P,Q)2 ≤ d(O,Q)2
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Figura 2.5: Distância do ponto P ao plano α

d(P,Q) ≤ d(O,Q).

O conceito que será apresentado segue o mesmo prinćıpio.

Definição 3. Considere (M,d) um espaço métrico. Definimos distância entre um ponto

p ∈M a um subconjunto A, não vazio, de M como o número real não-negativo

d(p,A) = inf
x∈A

d(p, x) = inf{d(p, x)|x ∈ A}.

O conjunto formado pelas distâncias de p aos diversos pontos de A é limitado inferi-

ormente pelo zero, garantindo a existência de um elemento mı́nimo desse conjunto que é

d(p,A).

Exemplo 1.7 Considerando, na métrica usual, p = 0 e A = {n ∈ N | 1 ≤ 1

n
} em R, então

d(p,A) = 0.

Figura 2.6: Retal real

Com efeito, sempre existe n ∈ N para qualquer ε > 0 dado, tal que

d

(
0,

1

n

)
=

∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ =
1

n
< ε.

Logo, d(0, A) = inf
1
r
∈A
d

(
0,

1

r

)
= 0.

Observe que é posśıvel se ter d(p,A) = 0 com p /∈ A, mas se p ∈ A então d(p,A) = 0,

pois o número 0 neste caso pertence ao conjunto d(p, x), x ∈ A.
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Proposição 3. Se M é um espaço métrico e A é um subconjunto não vazio de M , então

para quaisquer p, q ∈M , d(p, q) ≥ |d(p,A)− d(q, A)|.

Prova. Considere a ∈ A, tal que d(p, a) ≥ inf
x∈A

d(p, x) = d(p,A). Sendo d(p, a) de

inf
x∈A

d(p, x), então

d(p,A) ≤ d(p, a) ≤ d(p, q) + d(q, a)

suprimindo d(p, a), temos a desigualdade para a ∈ A,

d(p,A) ≤ d(p, q) + d(q, a)

d(p,A)− d(p, q) ≤ d(q, a),

a constante real d(p,A)− d(q, a) é o limite inferior do conjunto inf
x∈A

d(q, x). Dáı,

d(p,A)− d(p, q) ≤ d(q, A)

d(p,A) ≤ d(q, A) + d(p, q)

d(p,A)− d(q, A) ≤ d(p, q). (2.3)

Por outro lado, só permutando p e q, teremos analogamente a desigualdade,

d(q, A)− d(q, p) ≤ d(p,A)

d(q, A) ≤ d(p,A) + d(q, p)

d(q, A)− d(p,A) ≤ d(q, p)

−(d(p,A)− d(q, A)) ≤ d(p, q). (2.4)

Portanto, unindo as desigualdades (2.3) e (2.4), temos

d(p, q) ≥ |d(p,A)− d(q, A)|.

2.3 Distância entre conjuntos

Definição 4. Considere M um espaço métrico. Definimos como distância entre dois

subconjuntos não vazios A,B em M o seguinte número real não negativo.

d(A,B) = inf{d(x, y)|x ∈ A e y ∈ B}.
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O conjunto formado das distâncias dos diversos pontos de A aos diversos pontos de

B é limitado inferiormente pelo zero e garante a existência de d(A,B) para quaisquer

subconjuntos não vazios A,B ∈M .

Exemplo 1.8 Considere sobre R2 a métrica usual, tal que os conjuntos A = {(x, y) ∈
R2|y = 0} e B = {(x, y) ∈ R2|xy = 1}, então a distância d(A,B) = 0.

Figura 2.7: Plano R× R

Ora, existem p ∈ A e q ∈ B para qualquer ε > 0, tal que d(p, q) < ε. De fato, sempre

existe um n > 0 para um dado ε > 0 de maneira que
1

n
< ε.

Desta forma, se tomarmos p = (n, 0) e q =

(
n,

1

n

)
, então

d(p, q) =

√
(n− n)2 + (0− 1

n
)2 =

√
(− 1

n
)2 =

1

n
.

Quando os conjuntos A e B não forem disjuntos, ou seja, se tiver ao menos um elemento

comum, então a distância entre esses elementos comuns será zero. A rećıpocra é falsa.

2.4 Diâmetro

Definição 5. Considere A uma métrica induzida de M . Se A é limitado por um número

real k > 0, tal que d(x, y) ≤ k para quaisquer x e y em A, definimos por diâmetro d(A),

o extremo superior das distâncias entre os pontos x e y de A.

d(A) = sup
x,y∈A

d(x, y) = sup{d(x, y)|x, y ∈ A}.

Se o conjunto A não é limitado, por definição temos que d(A) =∞.
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Exemplo 1.9 Consideramos o R2 dotado da métrica euclidiana(usual) e verificamos que

o diâmetro de A = {(x, y) ∈ R2| x2 + y2 < 1} é igual a 2.

Indiquemos por p = (0, 0) a origem e tomemos dois pontos arbitrários r, q,∈ A. Então

d(q, r) ≤ d(q, p) + d(p, r) < 1 + 1 = 2,

o que garante que o número 2 é um limite superior do conjunto {d(q, r)|q, r ∈ A}.
Mostremos que 2 é o menor desses limites superiores. Seja l um limite superior e supo-

nhamos que l < 2. Tomemos um número natural n, tal que
l

2− l
< n. Nessas condições(

n

n+ 1
, 0

)
e

(
− n

n+ 1
, 0

)
são pontos de A cuja distância é√(

n

n+ 1
+

n

n+ 1

)2

+ 02 =

(
2n

n+ 1

)
.

Como porém
l

2− l
< n, então l < 2n− ln.

Dáı l <
2n

n+ 1
, ou seja, existem dois pontos de A cuja distância é maior que l.

Absurdo, já que l é um limite superior do conjunto dessas distâncias. Portanto, 2 ≤ l

para todo limite superior l desse conjunto e então d(A) = 2.

2.5 Bolas Abertas

Para melhor compreensão de espaço métrico vamos introduzir o conceito de bolas abertas

que é muito mais amplo e diverso.

2.5.1 Definição

Definição 6. Considere p um ponto do espaço métrico M . Dado um número real ε > 0,

a bola aberta centrada no ponto p de raio ε, que indicaremos por B(p, ε), é o conjunto dos

pontos de M e a distância de p inferior a ε, ou seja,

B(p, ε) = {x ∈M | d(x, p) < ε}.

Exemplo 1.10 Bolas em um espaço cuja métrica é a “zero-um”.

Considere p um ponto de um espaço métrico M , teremos os seguintes casos a consi-

derar:

Para 0 < ε ≤ 1, temos que B(p, ε) = {x ∈ M | d(x, p) < ε} = {p}, pois o único

ponto cuja distância a p é menor que 1 é o próprio p. Observe que 0 < ε ≤ 1 não admite

x 6= p, pois teŕıamos então d(x, p) = 1. Logo, d(x 6= p, p) = 1 < ε ≤ 1 o que é um absurdo.
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Para ε > 1 acontece, B(p, ε) = {x ∈M | d(x, p) < ε} = M , porque todos os pontos de

M estão a uma distância de p igual a zero ou igual a 1, portanto, menor que ε. Observe

ainda que

B(p, ε) = {x ∈M | d(x, p) < ε}.

Como,

0 ≤ d(x, p) ≤ 1,

então

0 ≤ d(x, p) ≤ 1 < ε é satisfeita ∀x ∈M.

Resumindo, podemos obter a seguinte definição.

M(p, ε) =

{
{p}, se 0 < ε ≤ 1

M, se ε > 1.

Exemplo 1.11 Bolas na reta usual. Considere M = R , então na reta real a bola de

centro p ∈ R e raio ε é o conjunto

B(p, ε) = {x ∈ R | |x− p| < ε} = {x ∈ R | p− ε < x < p+ ε} =]p− ε, p+ ε[.

Figura 2.8: Bolas na reta real

Exemplo 1.12 Considere o espaço métrico (R, µ) com p = 2 e ε = 1
2
. Assim,

B(p, ε) = {x ∈M | d(x, p) < ε}

B(2,
1

2
) = {x ∈ R | µ(x, 2) <

1

2
}

= {x ∈ R | |x− 2| < 1

2
}

= {x ∈ R | − 1

2
< x− 2 <

1

2
}

= {x ∈ R | 2− 1

2
< x <

1

2
+ 2}
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= {x ∈ R | 3

2
< x <

5

2
} =

]
3

2
,
5

2

[
.

Figura 2.9: Bolas Bµ em espaço métrico (R, µ)

Exemplo 1.13 Considere o espaço métrico (R, d) ( definição de M do exemplo 1.1) com

os mesmos valores para p e ε acima. Então temos

B(p, ε) = {x ∈M | d(x, p) < ε}

B(2, 1/2) = {x ∈ R | d(x, 2) < 1/2}.

Ou seja, só pertencem a esta bola os números reais que satisfazem a seguinte desigual-

dade:

d(x, 2) < 1/2.

Logo,

B(p, ε) =

{
1 ⇐⇒ x 6= 2

0 ⇐⇒ x = 2.

Observe que o único número que satisfaz a desigualdade é x = 2, pois d(2, 2) = 0 < 1/2.

Consequentemente,

B(2, 1/2) = {x ∈ R | d(x, 2) < 1/2} = {2}.

Figura 2.10: Bolas B em espaço métrico (R, d)
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Exemplo 1.14 Bolas no espaço R2. No espaço R2 temos três métricas anteriormente

definidas D,D1 e D2 para quaisquer x = (x1, x2) e y = (y1, y2) de R2.

D(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2,

D1(x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|,

D2(x, y) = max{|x1 − y1|; |x2 − y2|}.

Sendo p = (a, b) um ponto fixo de R2, a bola B(p, ε) com ε > 0, segundo a métrica D,

é o conjunto

B(p, ε) = B((a, b), ε) = {(x, y) ∈ R2 |(x− a)2 + (y − b)2 < ε2}.

Ou seja, a bola B(p, ε) = B((a, b), ε) é o conjunto dos pontos internos do ćırculo

(x− a)2 + (y − b)2 < ε2, cujo gráfico é um disco aberto, conforme a figura.

Figura 2.11: Bolas no R2 segundo métrica D

Agora na métrica D1 da bola de centro p e raio ε > 0, é o conjunto

B(p, ε) = B((a, b), ε) = (x, y) ∈ R2 | |(x− a)|+ |(y − b)| < ε.

O próximo gráfico é um quadrado aberto (sem os lados) de diagonais paralelas aos

eixos coordenados e de medida igual a 2ε, com centro em p = (a, b) da relação dada por

|(x− a)|+ |(y − b)| < ε.
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Figura 2.12: Bolas no R2 segundo métrica D1

Por último, da métrica D2, temos

B(p, ε) = B((a, b), ε) = {(X, Y ) ∈ R2 | max{|(X − a)|, |(Y − b)|} < ε}

e o gráfico da relação max{|(X−a)|, |(Y − b)|} < ε é o interior de um quadrado de centro

p = (a, b) da bola B(p, ε), cujos os lados são paralelos aos eixos coordenados e tem medida

igual a 2ε, de acordo com a figura a seguir.

Figura 2.13: Bolas no R2 segundo métrica D2

Ou seja,

B(p, ε) =]a− ε, a+ ε[ × ]b− ε, b+ ε[.

Exemplo 1.15 Bolas no espaço das funções ξ[a, b] com a métrica no supremo. Vimos

que a função dada por

d(f, g) = sup{|f(x)− g(x)| | x ∈ [a, b]}

para quaisquer f, g ∈ ξ[a, b], é uma métrica sobre este conjunto. Veremos agora que

é posśıvel visualizar uma bola aberta desse espaço. Consideremos o espaço (ξ[a, b], β),

através dos gráficos das funções que a ela pertencem. Uma bola B(h, ε) é formada pelas

funções cujos os gráficos se situam na região do plano em que a ≤ x ≤ b, estritamente
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entre os gráficos de h+ ε e h− ε, conforme a figura abaixo.

Figura 2.14: Bolas de métrica d(f, g) com f, g ∈ ξ[a, b]

De fato, se f ∈ B(h, ε), então sup{|f(x)−h(x)| |x ∈ [a, b]} < ε, assim |f(x)−h(x)| < ε,

para todo x ∈ [a, b], o que mostra que f tem seu gráfico na região citada. Por outro lado,

se f ∈ ξ[a, b] é uma função cujo o gráfico está localizado nessa região, temos

B(h, ε) = {f ∈ ξ[a, b] | β(f, h) < ε}

= f ∈ ξ[a, b] | sup{|f(x)− h(x)| | x ∈ [a, b]} < ε,

então

sup{|f(x)− h(x)| | x ∈ [a, b]} < ε⇐⇒ |f(x)− h(x)| < ε,∀x ∈ [a, b].

Logo,

h(x)− ε < f(x) < h(x) + ε; a ≤ x ≤ b =⇒ f ∈ B(h, ε).

Exemplo 1.16 Bolas abertas no subespaço. Considere um espaço métrico M com um

subespaço N , ou seja, N é subconjunto de M . Dado então p ∈ N e ε > 0, indicaremos a

bola de centro p e raio ε do espaço M pela nossa usual B(p, ε), enquanto a do subespaço

N por BN(p, ε). Assim, por definição temos

BN(p, ε) = {x ∈ N | d(x, p) < ε} de B(p, ε) = {x ∈M | d(x, p) < ε}.

Logo,

BN(p, ε) = B(p, ε) ∩N.
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Figura 2.15: Bolas no subespaço N

Exemplo 1.17 Se M = R (com métrica usual) e N = [2, 5], qual é a bola de centro 2 e

raio ε = 1, em relação a N?

Devemos encontrar o intervalo da bola BN(2, 1), mas antes acharemos o intervalo da

bola B(2, 1). Então

B(p, ε) = {x ∈M | d(x, p) < ε}

B(2, 1) = {x ∈ R | d(x, 2) < 1}

= {x ∈ R | |x− 2| < 1}

= {x ∈ R | − 1 < x− 2 < 1}

= {x ∈ R | 2− 1 < x < 2 + 1}

= {x ∈ R | 1 < x < 3},

segue que

B(2, 1) =]1, 3[.

Portanto,

BN(2, 1) = B(2, 1) ∩N = ]1, 3[ ∩ [2, 5] = [2, 3[.

Figura 2.16: Bolas B(p, ε) ∩ N
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Definição 7. Considere um ponto p em um espaço métrico M . Se existe ε > 0 de maneira

que B(p, ε) = {p}, então diz-se que p é ponto isolado de M . Em outras palavras, significa

que o ponto p ∈ M e é isolado no espaço métrico M , se não existir outro ponto de M à

uma distância de p menor que ε.

Exemplo 1.18 Considere M um espaço cuja métrica é a “zero-um”. Então todo ponto

p ∈M = R é isolado, pois tomando ε ∈ R é gerado

0 < ε ≤ 1 =⇒ B(p, ε) = {p}, para todo p ∈ R.

Exemplo 1.19 Pode ocorrer de todos os pontos de um espaço métrico serem isolados sem

que a métrica seja a ”zero-um”. De fato, se em N = {0, 1, . . .} considerarmos N subespaço

de R, para qualquer p ∈ N vamos ter

B(p, ε) = {x ∈ N | |x− p| < ε},

então

B(p, ε) = {p}, se 0 < ε ≤ 1.

Exemplo 1.20 Em um espaço normado E, diferente do vazio, não existem pontos isola-

dos.

Mostremos primeiro que o valor nulo 0 não é isolado. Considere ε > 0 arbitrário. Dado

u ∈ E, u 6= 0, tomemos δ ∈ R tal que 0 < δ < ε e construamos o vetor

v =
u

‖u‖
u,

como

d(v, 0) = ‖v − 0‖ = ‖v‖ =
δ

‖u‖
‖u‖ = δ < ε,

então v ∈ B(0, ε) e sendo v 6= 0 fica provado que 0 não é ponto isolado.

Agora se tomarmos um ponto w 6= 0 e uma bola qualquer B(w, ε), construindo um

ponto w +
δ

‖u‖
‖u‖, onde δ e u são tomados como exemplo anterior, então esse ponto é

distinto de w e pertencente a bola B(w, ε), posto que(
dw +

δ

‖u‖
| u,w

)
=

∥∥∥∥ δ

‖u‖
u

∥∥∥∥ = δ < ε.
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2.5.2 Bolas Abertas no Espaço Produto

Abordamos anteriormente as bolas abertas no espaço R2 nas métricas D, D1 e D2. Con-

sideremos a métrica usada D2, definida por

D2(x, y) = max{|x1 − y1|, |x2 − y2|},

para qualquer x = (x1, x2) e y = (y1, y2) de R2, se p = (a, b), então

B(p, ε) = B((a, b), ε) =]a− ε, a+ ε[ × ]b− ε, b+ ε[.

Quer dizer, B(p, ε) é o produto cartesiano de bolas de centro a e raio ε e de centro b

e raio ε, ambas em R com a métrica usual d. Assim

B(p, ε) = B(a, ε)×B(b, ε).

Figura 2.17: Bolas B(p, ε) = B(a, ε)×B(b, ε)

Proposição 4. Considere um espaço produto M =
n∏
n=1

Mn = M1 × . . .×Mn com a métrica

D2(x, y) = max{d1(x1, y1), . . . , dn(xn, yn)} para quaisquer x = (x1, . . . , xn) e y = (y1, . . . , yn)

pontos de M , então a igualdade B(a, ε) = B(a1, ε) × . . . × B(an, ε) é válida para todo

a = (a1, . . . , an) em M .

Prova. Se p = (p1, . . . , pn) é um ponto arbitrário de M , então

p ∈ B(a, ε)⇐⇒ max{d1(p1, a1), . . . , dn(pn, an)} < ε

⇐⇒ di(pi, ai) < ε(i = 1, 2, . . . , n)

⇐⇒ pi ∈ B(ai, ε)(i = 1, 2, . . . , n)

⇐⇒ p ∈ B(a1, ε)× . . .×B(an, ε).
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2.5.3 Propriedades

Veremos a seguir propriedades de bolas abertas B(p, ε) e um espaço métrico M .

(P1) Dadas duas bolas abertas B(p, ε) e B(p, δ) com o mesmo centro e ε ≤ δ, então

B(p, ε) ⊂ B(p, δ).

Prova. Considere x ∈ B(p, ε), então d(x, p) < ε, decorre pela hipótese

d(x, p) < ε ≤ δ

d(x, p) < δ =⇒ x ∈ B(p, δ).

Logo, B(p, ε) ⊂ B(p, δ).

(P2) Considere um ponto q em B(p, ε), então existe r > 0 de modo que

B(q, r) ⊂ B(p, ε).

Prova. Se q ∈ B(p, ε) então d(q, p) < ε. Logo, observando a figura a temos que

r = ε− d(q, p), e demonstremos que efetivamente B(q, r) ⊂ B(p, ε), figura b.

Considerando x ∈ B(q, r)

Figura 2.18: Bolas B(q, r) ⊂ B(p, ε)

Pela desigualdade triangular podemos concluir que

d(x, p) ≤ d(x, q) + d(q, p).
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Como d(x, p) < r = ε− d(q, p), então

d(x, p) < ε− d(p, q) + d(q, p) = ε

o que garante que x ∈ B(p, ε).

Logo, B(q, r) ⊂ B(p, ε)

(P3) Considere B(p, ε) e B(q, δ) bolas que se interceptam. Se t ∈ B(p, ε) ∩ B(q, δ),

então existe r > 0, tal que B(t, r) ⊂ B(p, ε) ∩B(q, δ).

Prova. A prova de P3 é simples. Basta usarmos P1 e P2.

Observe que t ∈ B(p, ε) ∩B(q, δ) se, e somente se, t ∈ B(p, ε) e t ∈ B(q, δ).

Logo, pela propriedade P2 existem r1 > 0 e r2 > 0, tal que

B(t, r1) ⊂ B(p, ε) e B(t, r2) ⊂ B(q, δ).

Dáı, temos

B(t, r1) ∩B(t, r2) ⊂ B(p, ε) ∩B(q, δ).

Se r = min{r1, r2}, então aplicando a propriedade P1

B(t, r1) ⊂ B(p, ε) e B(t, r2) ⊂ B(q, δ)

⇐⇒ B(t, r) ⊂ B(t, r1) ∩B(t, r2)

⇐⇒ B(t, r1) ∩B(t, r2) ⊂ B(p, ε) ∩B(q, δ).

Logo, B(t, r) ⊂ B(p, ε) ∩B(q, δ).

Figura 2.19: Bolas B(t, r) ⊂ B(p, ε) ∩B(q, δ)
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(P4) Considerando p e q dois pontos de um espaço M , tal que p 6= q. Se d(p, q) = ε,

então B(p, ε/2)∩B(q, ε/2) = {}. Isto é, em cada ponto podemos centrar uma bola aberta.

Se p 6= q, então d(p, q) > 0 e tomando ε = d(p, q), devemos mostrar que

B(p, ε/2) ∩B(q, ε/2)

são bolas separadas.

Suponhamos o contrário, que estas bolas se interseção, ou seja, existe um

x ∈ B(p, ε/2) ∩B(q, ε/2),

tal que x ∈ B(p, ε/2) e x ∈ B(q, ε/2), além disso d(x, p) < ε/2 e d(x, q) < ε/2.

Pela desigualdade triangular,

ε = d(p, q) ≤ d(p, x) + d(x, q) <
ε

2
+
ε

2
= ε,

o que é absurdo.

Portanto, B(p, ε/2) ∩B(q, ε/2) = {}.

Figura 2.20: Bolas de ponto p 6= q

(P5) Dadas as bolas B(p, ε) e B(q, δ), se ε+ δ ≤ d(p, q), então B(p, ε) ∩B(q, δ) = {}.
Prova. Suponhamos que isto não seja verdade. Então existe um ponto

x ∈ B(p, ε) ∈ B(q, δ), tal que d(x, p) < ε e d(x, q) < δ.

Logo, utilizando a desigualdade triangular segue que

d(p, q) ≤ d(p, x) + d(x, q) < ε+ δ ≤ d(p, q),

absurdo.

Portanto, B(p, δ) ∩B(q, δ) = {}.
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Figura 2.21: Bolas de raios ε+ δ ≤ d(p, q)

(P6) O diâmetro de uma bola B(p, ε) ≤ 2ε. Denotado por diam(B(p, ε)) ≤ 2ε.

Prova. Se x e y são pontos quaisquer de B(p, ε), então d(x, p) < ε e d(y, p) < ε. Logo,

d(x, y) ≤ d(x, p) + d(p, y) < ε+ ε = 2ε,

isto significa que

sup{d(x, y) | x; y ∈ B(p, ε)} ≤ 2ε.

Logo, diam(B(p, ε)) ≤ 2ε.

Figura 2.22: Bolas B(p, ε) ≤ 2ε

Exemplo 1.21 Consideremos o espaço métrico M com a métrica “zero-um”e o ponto

p ∈M . Se tomarmos ε como um número real, tal que 0 < ε ≤ 1 tem-se que

B(p, ε) = {p},

então para toda bola com 0 < ε ≤ 1 temos

diam(B(p, ε)) = sup{d(x, y) | x, y ∈ B(p, ε)}

= sup{d(x, y) | x, y ∈ {p}}

= sup{d(p, p)} = sup{0} = 0,

o diâmetro é zero. Portanto, diferente de 2ε.
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Exemplo 1.22 Em um espaço vetorial normado E não vazio o diam(B(p, ε)) = 2ε,

isto é, 2ε é exatamente a menor cota do conjunto {d(x, y) | x, y ∈ B(p, ε)}, ou seja,

diam(B(p, ε)) = sup{d(x, y) | x, y ∈ B(p, ε)} = 2ε. Para provar tal afirmação basta

mostrar que não existe nenhum número x < 2ε. Devemos encontrar dois vetores v e w em

B(p, ε) | d(v, w) > x. Para isto, suponhamos que o diam(B(p, ε)) = δ < 2ε, e tomemos

x ∈ R de maneira que x < δ < 2ε. Se u é um vetor não nulo de E, então inclúımos que

v = p+
u

‖u‖
e w = p− u

‖u‖
.

Multiplicando ambos os vetores por ε/2, temos

v = p+
δ

2‖u‖
u e w = p− δ

2‖u‖
u.

Dáı, obtem-se que os vetores v e w em B(p, ε), pois

d(v, p) = ‖v − p‖ =

∥∥∥∥ δ

2‖u‖
u

∥∥∥∥ =
δ

2
< ε

e analogamente

d(w, p) =
δ

2
< ε.

Logo,

d(v, w) = ‖v − w‖ =

∥∥∥∥(p+
u

‖u‖
δ

2

)
−
(
p+

u

‖u‖
δ

2

)∥∥∥∥ ‖u‖‖u‖δ = δ > x.

Então d(v, w) > x.

Portanto, diam(B(p, ε)) = 2ε.

2.6 Métricas Equivalentes

Analisemos duas métricas, d e d
′
, sobre o mesmo conjunto M , de bolas centradas no ponto

p e raio ε. As indicaremos respectivamente por Bd(p, ε) e Bd′ (p, ε).
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Definição 8. Considere as métricas d e d
′

sobre o mesmo conjunto M . Definimos que

d e d
′

são métricas equivalentes se, para cada p ∈ M e qualquer que seja a bola Bd(p, ε),

existe um x > 0 de forma que Bd′ (p, x) ⊂ Bd(p, ε) e, vice-versa. Indicaremos d e d
′

sendo

métricas equivalentes por d ∼ d
′
.

Exemplo 1.23 Vejamos as nossas conhecidas métricas D e D2, por exemplo, do espaço

R2, definidas por

D(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

e

D2(x, y) = max{|x1 − y1|+ |x2 − y2|}.

Para qualquer x = (x1, x2) e y = (y1, y2) de R2 são equivalentes, visto que todo disco

aberto do plano contém um quadrado aberto, de mesmo centro, com os lados paralelos

aos eixos e que todo quadrado nessas condições contém um disco aberto no mesmo centro,

conforme pode verificar na figura abaixo.

Figura 2.23: Bolas em métricas equivalentes

Exemplo 1.24 Considere M um espaço métrico. Com aux́ılio da métrica d vamos definir

outra métrica, v, dada por

v(x, y) = min{1, d(x, y)}.

Devemos mostrar que,

(i) Para todo ε ∈ R tal que 0 < ε ≤ 1, temos Bd(a, ε) = Bv(a, ε).

(ii) d e v são equivalentes.

De fato,

(i) Observe

Bd(a, ε) = Bv(a, ε)⇐⇒ Bd(a, ε) ⊂ Bv(a, ε) (a)

⇐⇒ Bv(a, ε) ⊂ Bd(a, ε) (b)
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(a) Se Bd(a, ε) ⊂ Bv(a, ε), então existe um x ∈ Bd(a, ε), ou seja, d(x, a) < ε. Logo

devemos mostrar, do mesmo modo que

x ∈ Bv(a, ε),

isto é,

v(x, a) = min{1, d(x, y)} < ε.

Então temos o seguinte

0 < ε ≤ 1 e d(x, a) < ε =⇒ min{1, d(x, a)} < ε.

Unindo as hipóteses temos,

d(x, a) < ε ≤ 1 =⇒ min{1, d(x, a)} = d(x, a) < ε.

(b) Se Bv(a, ε) ⊂ Bd(a, ε) então existe um x ∈ Bv(a, ε), ou seja,

v(x, a) = min{1, d(x, a)} < ε.

Logo devemos mostrar, igualmente, que x ∈ Bd(a, ε), isto é, d(x, a) < ε. Então temos o

seguinte

0 < ε ≤ 1 e min{1, d(x, a)} < ε =⇒ d(x, a) < ε.

Unindo as hipóteses temos

min{1, d(x, a)} < ε ≤ 1.

Logo,

min{1, d(x, a)} = d(x, a) < ε.

Observe que não pode ser min{1, d(x, a)} = 1, se não teŕıamos 1 < ε ≤ 1.

Portanto, Bd(a, ε) = Bv(a, ε).

(ii) Se d e v são equivalentes, d ∼ v, significa que dada Bd(a, ε) existe δ > 0, tal que

Bv(a, δ) ⊂ Bd(a, ε) e vice-versa. Mas pelo item (i) se 0 < ε ≤ 1, basta tomar δ = ε e

teremos Bv(a, δ) = Bd(a, ε). Portanto, resta considerar ε > 1.

Se ε > 1, então existe um δ > 0, tal que Bv(a, δ) ⊂ Bd(a, ε) e vice-versa.

Se x ∈ Bv(a, δ), então v(x, a) = min{1, d(x, a)} < δ. Assim queremos mostrar (com

uma escolha adequada de δ) que x ∈ Bd(a, ε), isto é, que d(x, a) < ε. Isto significa que

ε > 1 e min{1, d(x, a)} < δ =⇒ d(x, a) < ε.
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Adotando δ = 1, teremos

ε > 1 e min{1, d(x, a)} < 1 =⇒ d(x, a) < 1

=⇒ d(x, a) < 1 < ε

=⇒ x ∈ Bd(a, ε).

Agora mostraremos, de maneira análoga, para Bd(a, δ) ⊂ Bv(a, ε). Ou seja, se

x ∈ Bd(a, δ), devemos mostrar que x ∈ Bv(a, ε), isto é, se ε > 1 e d(x, a) < δ, então

min{1, d(x, a)} < ε.

Adotando δ = 1 teremos,

ε > 1 e d(x, a) < 1 =⇒ min{1, d(x, a)} = d(x, a) < 1

=⇒ min{1, d(x, a)} < ε

=⇒ x ∈ Bv(a, ε).

Logo, d ∼ v.

Temos ainda, da definição e da propriedade P2, sobre bolas abertas que se d e d
′

são

métricas equivalentes sobre M , então toda bola Bd(p, ε) é uma união de bolas Bd′ (pi, εi)

e vice-versa. De fato, dado q ∈ Bd(p, ε) existe x > 0 tal que Bd(q, x) ⊂ Bd′ (p, ε). Como

d
′ ∼ d, então existe y > 0 de modo que Bd′ (q, y) ⊂ Bd(q, x) então Bd′ (q, y) ⊂ Bd(p, ε).

Isto prova que Bd(p, ε) é a união de bolas segundo d
′
. A volta é análoga.

Proposição 5. Se d e d
′

são métricas sobre o mesmo conjunto M e existirem as cons-

tantes, pertencente aos reais, r, s > 0, tais que

rd(x, y) ≤ d
′
(x, y) ≤ sd(x, y)

para quaisquer x, y ∈M , então d ∼ d
′
.

Prova. Considere p um ponto de M e a bola Bd(p, ε). Devemos mostrar que

Bd′ (p, rε) ⊂ Bd(p, ε).

De fato, dado x ∈ Bd′ (p, rε), então d
′
(x, p) < rε,

dáı podemos incluir que

rd(x, p) ≤ d,(x, p)⇒ rd(x, p) < rε.

Logo, d(x, p) < ε.

x ∈ Bd(p, ε).
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Por outro lado, da bola Bd′ (p, ε) temos que mostrar que

Bd(p, ε/s) ⊂ Bd′ (p, ε).

Dado x ∈ Bd(p, ε/s), podemos escrever

d(x, p) < ε/s =⇒ sd(x, p) < ε,

como

d
′
(x, p) ≤ sd(x, p) =⇒ d

′
(x, p) < ε.

Logo, x ∈ Bd′ (p, ε).

Desta forma a rećıpocra não é verdadeira.

2.7 Normas Equivalentes

Definição 9. Considerem duas normas, ‖ ‖1 e ‖ ‖2, sobre o mesmo espaço vetorial E,

dizem-se equivalentes se, e somente se, as métricas induzidas por essas normas sobre E

são equivalentes. Indicaremos as métricas induzidas pelas normas, respectivamente por

d e d
′
, dadas por d(x, y) = ‖x − y‖1 e d

′
(x, y) = ‖x − y‖2. Se ‖ ‖1 e ‖ ‖2 são normas

consideradas e d e d
′

as métricas induzidas, respectivamente por essas normas, então a

equivalência definida sugere que: dada uma bola Bd(p, ε), com p ∈ E, exista uma bola

Bd′ (p, δ) de modo que

Bd′ (p, δ) ⊂ Bd(p, ε)

e vice-versa.

Proposição 6. Dadas duas normas ‖ ‖1 e ‖ ‖2 sobre o mesmo espaço vetorial E são

equivalentes se, e somente se, existirem r, s > 0 ∈ R tal que

r‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ s‖x‖1

para qualquer x ∈ E.

Prova. Dados x, y ∈ E, pela conjectura temos

r‖x− y‖1 ≤ ‖x− y‖2 ≤ s‖x− y‖1

dáı pela proposição 4,

rd(x, y) ≤ d
′
(x, y) ≤ sd(x, y)

a qual nos garante que d ∼ d
′
. Assim, as normas dadas, por definição, são equivalentes.
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Por outro lado, pela hipótese as normas ‖ ‖1 e ‖ ‖2 são equivalentes. Logo, dada a

bola Bd(0, 1) existe uma bola Bd′ (0, δ), tal que

Bd′ (0, δ) ⊂ Bd(0, 1).

Tomando r ∈ R, tal que 0 < r < δ, o vetor
rx

‖x‖2
, para todo x em E tal que x 6= 0,

pertence a bola Bd′ (0, δ), visto que∥∥∥∥ rx

‖x‖2
− 0

∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥ rx

‖x‖2

∥∥∥∥
2

= r
‖x‖2
‖x‖2

= r < δ,

então este vetor também pertence à bola Bd(0, 1), por consequência, tem-se∥∥∥∥ rx

‖x‖2
− 0

∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥ rx

‖x‖2

∥∥∥∥
1

= r
‖x‖2
‖x‖2

< 1

ou seja,

r‖x‖1 < ‖x‖2.

Por outro lado, dada a bola Bd′ (0, 1), existe β > 0, tal que

Bd(0, β) ⊂ Bd′ (0, 1).

Tomemos um número s ∈ R que verifique a desigualdade 0 < 1/s < β, então para x

em E tal que x 6= 0, o vetor
x

s‖x‖1
pertence a Bd(0, β), posto que∥∥∥∥ x

s‖x‖1
− 0

∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥ x

s‖x‖1

∥∥∥∥
2

=
‖x‖2
s‖x‖1

< 1,

ou seja,

‖x‖2 < s‖x‖1.

Assim, temos

r‖x‖1 < ‖x‖2 < s‖x‖1

para todo vetor x 6= 0.

Considerando também o vetor nulo de E, teremos

‖0‖1 = 0 = ‖0‖2 =⇒ ‖0‖1 = ‖0‖2 = ‖0‖1.

Que resulta exatamente na tese: existem r, s > 0 ∈ R de maneira que

r‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ s‖x‖1 para todo x ∈ E.



Caṕıtulo 3

Sequências em Espaços Métricos

3.1 Sequências-Limite de uma Sequência

Considere uma aplicação de números naturais N = {1, 2, 3, . . .} em um espaço métrico M

x : N −→ M

n 7−→ x(n),

é uma sequência de elementos de M . A imagem em vez de ser x(n), será indicada por

(x1, x2, x3, . . . , xn, . . .), (xn)n∈N ou (xn), onde xn é o n-ésimo termo da sequência e o con-

junto de termos da sequência {x1, x2, x3, . . . , xn, . . .}, {xn | n ∈ N} ou x(N). Dessa

forma, para qualquer subconjunto infinito crescente n ∈ N′
= {n1 < n2 < . . . < nk, . . .}

de N, a restrição x|N′ : N → M é uma subsequência de (xn) representada pela notação

(xn1 , xn2 , . . . , xnk
, . . .), (xn)n∈N′ ou xnk

.

Definição 10. Considere uma sequência (xn) em um espaço métrico M . Diremos que o

ponto p ∈ M é limite da sequência (xn) se, para cada bola B(p, ε) que contém p, existe

um inteiro r > 0 de forma que n ≥ r, então

xn ∈ B(p, ε).

As notações lim
x→∞

xn = p, limxn = p ou x → p indicam que p é o limite da sequência

(xn), ou seja, (xn) converge para p.

Proposição 7. Considere uma sequência xn de elementos de M que converge para p ∈M
se, só se para qualquer ε > 0, existe um ı́ndice r > 0 tal que n ≥ r, então

d(xm, p) < ε.

50
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Prova. É evidente, pois

xn ∈ B(p, ε)⇔ d(xn, p) < ε.

Exemplo 3.1 Seja um espaço métricoM uma sequência estacionária, isto é, uma sequência

(xn) de pontos de M , tal que xn = p a partir de um certo ı́ndice.

Assim, (xn) = (x1, . . . , xr, p, p, . . .), tais sequências são convergentes para o termo que se

repete, ou seja, (xn) = (x1, . . . , xr, p, p, . . .) → p. Uma vez que xr+1 = xr+2 = . . . = p,

então para todo ε > 0,

n ≤ r + 1 =⇒ d(xn, p) = d(p, p) = 0 < ε.

Em particular as sequências constantes (p, p, . . .) convergem para p.

Exemplo 3.2 Consideremos R dotado de uma métrica usual. A sequência (x1, x2, . . .),

tal que

xn =
n

n+ 1

converge para o ponto 1. De fato, dado ε > 0, tomemos r ∈ N∗ de maneira que
1

r + 1
< ε.

Então para todo n ≥ r, temos

d(xn, 1) =

∣∣∣∣ n

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ −1

n+ 1

∣∣∣∣ =
1

n+ 1
≤ 1

r + 1
< ε

o que vem garantir nossa afirmação.

Exemplo 3.3 Consideremos o conjunto ξ[0, 1] das funções cont́ınuas reais definidas no

intervalo [0, 1] e, nesse conjunto, a métrica

d(f, g) = sup{|f(x)− g(x)| | x ∈ [0, 1]}.

A sequência (f1, f2, . . .), onde fn(x) =
1

n
para todo x ∈ [0, 1], converge para a função

constante nula, isto é, a função definida por

f(x) = 0, para todo x ∈ [0, 1].

Com ε > 0.
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Figura 3.1: Gráfico de fn(x) =
1

n

Observemos que para todo número natural n > 0,

d(fn, f) = sup{|fn(x)− f(x)| : x ∈ [0, 1]} = sup{ 1

n
} =

1

n
.

Assim, considerando um ı́ndice r tal que 1
r
< ε, para todo n ≥ r temos

d(fn, f) =
1

n
≤ 1

r
< ε.

Exemplo 3.4 Considere (M,d) um espaço métrico, tal que M não é um conjunto unitário.

Então, se p, q ∈ M e p 6= q, a sequência (p, q, p, q, . . .) não é convergente para nenhum

ponto de M . Suponha que tal sequência convirja para a ∈ M . Então, sendo ε =
d(p, q)

2
,

a bola B(a, ε) deve conter todos os pontos da sequência, a partir de um deles, e portanto,

deve conter p e q. Dáı,

d(p, q) ≤ d(p, a) + d(a, q) < ε+ ε = 2ε = d(p, q),

o que é absurdo.

Proposição 8. Se (xn) é uma sequência convergente de um espaço métrico M , então é

único o limite dessa sequência.

Prova. Considere (xn) uma sequência em um espaço métrico M e p, q ∈ M , de

maneira que

limxn = p e limxn = p,

então para todo ε > 0, existem r > 0 e s > 0 de modo que, respectivamente, n ≥ r e

n ≥ s, então

d(xn, p) <
ε

2
e d(xn, q) <

ε

2
.
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Fazendo o ı́ndice t = max{r, s} para todo n ≥ t, então

d(p, q) ≤ d(p, xn) + d(xn, q) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Dáı, temos para todo ε > 0,

0 ≤ d(p, q) ≤ ε,

decorre que d(p, q) = 0 se, somente se, p = q.

Portanto, o limxn = p = q.

A proposição a seguir reforça a idéia de convergência ou divergência de uma sequência

usando subsequências.

Proposição 9. Se a sequência (xn) em um espaço métrico M converge para o ponto

p ∈M , então qualquer subsequência de (xn) converge para p.

Prova. Considere (xnk
) uma subsequência de (xn) com

N′
= {n1 < n2 < . . . < nk < . . .}

o subconjunto infinito de N.
Dado um ε > 0 arbitrário, existe c ∈ N, tal que para todo nk ∈ N′

temos nk ≥ c, então

d(xnk
, p) < ε.

Pela hipótese temos que lim xn = p, então dado ε > 0 qualquer, existe r ∈ N de maneira

que n ≥ r, então

d(xn, p) < ε.

Decorre que existe um c ∈ N′
de modo que c ≥ r, temos

nk ≥ c ≥ r =⇒ d(xnk
, p) < ε.

Logo, lim xnk
= limxn = p.
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Exemplo 3.5 Seja (M,d) um espaço métrico cuja métrica é a “zero-um”, e mostremos

que uma sequência (xn) em M converge se, somente se, é estacionária. É claro que se

(xn) é estacionária, então (xn) converge. Suponhamos que limxn = p ∈ M . Tomando

ε > 0, ε ≤ 1, então existe um ı́ndice r, tal que xr, xr+1, . . . ∈ B(p, ε) = {p}.
Donde xr = xr+1 = . . . = p.

Proposição 10. Considerando sobre o conjunto M as métricas d e d
′

equivalentes.

Quando a sequência (xn), no espaço (M,d), converge para p ∈ M se, somente se, a

sequência (xn) converge para p ∈M em (M,d
′
).

Prova. De fato, da hipótese temos que d ∼ d
′

e o limxn = p em (M,d), então dada

uma bola Bd′ (p, ε), existe λ > 0 tal que

Bd(p, λ) ⊂ Bd′ (p, ε).

Assim, garantindo que existe um r > 0 de modo que n ≥ r, então

xn ∈ Bd(p, λ) =⇒ xn ∈ Bd′ (p, ε),

então lim xn = p em (M,d
′
).

Por outro lado, temos que limxn = p em (M,d
′
), então dada uma bola Bd(p, λ), existe

ε > 0 de modo que

Bd(p, ε) ⊂ Bd′ (p, λ),

desta forma garante que existe r > 0 tal que n ≥ r, então

xn ∈ Bd′ (p, ε) =⇒ xn ∈ Bd(p, λ).

Portanto, limxn = p em (M,d).

Sequência Limitada

Definição 11. Considere em um espaço métrico M a sequência (xn). Dizemos que (xn)

é limitada se, somente se, o conjunto de seus termos {xn} for limitado, ou seja

d(x, y) ≤ c, c ∈ R+, x, y ∈ {xn}.

Proposição 11. Se a sequência (xn) em um espaço métrico M converge para o ponto

p ∈M , então (xn) é limitada.
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Prova. Por hipótese lim xn, com isso temos uma bola B(p, ε), onde ε = 1, então existe

um r > 0 de modo que n ≥ r, temos

xn ∈ B(p, 1).

Tomando uma constante c, tal que

c > max{d(x1, p), d(x2, p), . . . , d(xr−1, p)},

e uma bola aberta B(p, ε) com ε variando de 1 a c, então

B(p, ε) ⊂ {xn},

e para todos os termos xi e xj, temos

d(xi, xj) ≤ d(xi, p) + d(p, xj) < ε+ ε = 2ε.

Portanto, (xn) é limitada.

Com isso, a rećıproca da proposição não é verdadeira, pois mesmo se uma sequência

é limitada não tem convergência.

3.2 Sequência num Espaço Produto

Consideramos (M,d) e (N, d
′
) espaços métricos onde (xn) = (x1, x2, x3, . . .) e

(yn) = (y1, y2, y3, . . .), respectivamente, são sequências em M e N . O produto cartesiano

destas sequências será

(xn) · (yn) = (x1, x2, x3, . . .) · (y1, y2, y3, . . .),

onde temos ((x1, y1); (x2, y2); (x3, y3); . . .), dáı damos condições de convergência das sequência

(xn) e (yn).

Proposição 12. Considere dois espaços métricos M e N , tal que a sequência (xn, yn) de

pontos do produto M×N converge para os pontos (p, q) ∈M×N se, só se, (xn) convergir

para p em M e (yn) convergir para q em N .
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Prova. De acordo com a proposição 3 é incorreto usar qualquer das métricas usuais.

Façamos o seguinte, usando a métrica D1(soma) indicamos d tanto para métrica de M ,

assim como a de N.

Considere ε > 0 e existe um ı́ndice r > 0, onde

n ≥ r ⇒ D1((xn, yn); (p, q)) = d(xn, p) + d(yn, q) < ε,

de forma que para todo n ≥ r, temos

d(xn, p) < ε e d(yn, q) < ε,

dáı, o limxn = p e lim yn = q.

Por outro lado, se ε > 0, então existem ı́ndices r > 0 e s > 0 de forma que

n ≥ r =⇒ d(xn, p) <
ε

2
e n ≥ s =⇒ d(yn, q) <

ε

2
,

fixando t = max{r, s}, temos

n ≥ t⇒ D1((xn, yn); (p, q) = d(xn, p) + d(yn, q) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Portanto, (xn, yn) converge para (p, q).

A generalização da proposição acima, para espaços métricos (n ≥ 2) é análoga, pois se os

espaços métricosM1,M2, . . . ,Mn, onde a sequências ((x11, x12, . . . , x1n); (x21, x22, . . . , x2n); . . .)

dos pontos de M1 ×M2 × . . .×Mn determinam n sequências, tendo então

(x11, x21, . . .), (x12, x22, . . .), . . . , (x1n, x2n, . . .).

Consequentemente em M1,M2, . . . ,Mn se aplica de maneira análoga a sequência M1 ×
×M2 × . . .×Mn convergente para os pontos p = (p1, p2, . . . , pn) nesse espaço se, somente

se,

(x1i, x2i, . . .) −→ pi (i = 1, 2, . . . , n).
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Exemplo 3.6 No espaço (R2, D1) a sequência de (xn, yn) = ( 1
n
, 1), isto é,(

(1, 2);

(
1

2
, 1

)
;

(
1

3
, 2

)
;

(
1

4
, 1

)
; . . .

)
.

Que converge para o ponto (0, 1), então

lim
1

n
= 0 e lim 1 = 1.

Portanto, ( 1
n
, 1) converge em R.

Exemplo 3.7 Nos espaços (R2, Di), (i = 1, 2, 3) a sequência (xn, yn) = ( 1
n
, (−1)n),

isto é, ((1,−1), (1
2
, 1), (1

3
,−1), . . .) não converge, isto se deve ao fato de que (yn) =

(−1, 1,−1, 1, . . .) não é convergente em (R, µ).

Exemplo 3.8 Considere o espaço métrico (R2, Di) e a sequência de pontos do plano dada

por

(xn, yn) = (1− 1

n
, 2− 2

n
), temos xn → (1, 2).

Então isso ocorre devido

xn
µ→ 1 e yn

µ→ 2.

3.3 Sequência em Espaços Vetoriais Normados

Sequências em (R, µ): No espaço (R, µ) as sequências monótonas são denominadas e clas-

sificadas em:

(a)Crescente: são sequências (xn) onde xn ≤ xn+1 para todo ı́ndice n. Caso particular,

quando xn < xn+1, para todo n ∈ N, então (xn) se diz estritamente crescente.

(b)Decrescente: são sequências (xn) onde xn ≥ xn+1, para todo ı́ndice n. Caso particular,

quando xn > xn+1, para todo n ∈ N, então (xn) se diz estritamente decrescente.

Exemplo 3.9 (
1

n
)n∈N = (1,

1

2
,
1

3
, . . .) é estritamente decrescente.

Exemplo 3.10 (1− 1

n
)n∈N = (1,

1

2
,
2

3
, . . .) é estritamente crescente.
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Exemplo 3.11 (
2n+ 1− (−1)n

4
)n∈N = (1, 0, 1, 0, . . .) não é monótona.

Proposição 13. Se uma sequência (xn) crescente ou estritamente crescente é limitada

superiormente, então os termos de (xn) convergem para o supremo desse conjunto.

Prova. Por hipótese, temos que (xn) é uma sequência em R, satisfazendo as seguintes

condições:

(i) x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ . . .

(ii) {xn} limitado, ou seja, existe c > 0 de forma d(xi, yi) ≤ c, para todo xi, yi ∈ {xn}.
De fato, na propriedade do supremo aplicamos

sup{xn | n = 1, 2, 3, . . .} = p,

afirmamos que limxn = p. Dado ε > 0, não ocorre que xn ≤ p− ε para todo ı́ndice n, isto

se aplica numa cota superior para o conjunto xn menor do que p, (ou seja, p não seria

supremo). Então existe um ı́ndice r de maneira que p− ε < xr ≤ p. Como a sequência é

crescente, temos

x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xr ≤ xr+1 ≤ xr+2 ≤ . . .

Todo conjunto limitado superiormente tem supremo. Logo,

p− ε < xr ≤ xr+1 ≤ xr+2 ≤ . . .

então para todo n ≥ r temos p− ε < xn < p+ ε.

Portanto, n ≥ r|xn− p| < ε.

Da mesma maneira se prova que toda sequência decrescente ou estritamente decres-

cente cujo conjunto dos termos é limitado inferiormente converge para o infinito desse

conjunto.

Proposição 14. Conservação de Sinal. Dada uma sequência (xn) de R em que o limite

é p, temos que

(i)Se limxn = p > 0, então existe um ı́ndice r e uma constante c > 0, tal que

xn > c, para todo n ≤ r.

(ii) Se limxn = p < 0, então existe um ı́ndice r e uma constante c > 0, tal que

xn < c, para todo n ≤ r.
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Prova.

(i)Tomemos ε = p
2
. Existe um ı́ndice r, tal que para n ≥ r se tem |xn − p| < p

2
, ou seja,

−p
2
< xn − p < p

2
. Donde (somando p):p

2
< xn, para qualquer n ≥ r. Então basta tomar

c = p
2
.

(ii)Tomemos ε = |p|
2

, veremos então c = p
2

verificará a condição proposta, a partir de um

certo termo.

A proposição acima significa, em particular, que xn > 0 para todo N ≥ r (no primeiro

caso) e que xn < 0, de um determinado termo em diante (no segundo caso).

3.3.1 Sequência em Espaços Normados Quaisquer

Em um espaço vetorial normado E arbitrário, o ponto O é o vetor nulo da adição desse

espaço.

Proposição 15. Considere uma sequência de pontos (xn) num espaço vetorial normado

E que converge para p ∈ E, então existe uma bola de origem no centro, contendo todos

os termos da sequência.

Prova. Podemos tomar ε = 1, pois se a sequência (xn) é convergente, então é verifi-

cado que para todo ı́ndice r temos

n ≥ r =⇒ d(xn, p) = ‖xn − p‖ < 1

dáı,

‖xn‖ = ‖xn − p+ p‖ ≤ ‖xn − p‖+ ‖p‖.

Decorre que para todo n ≥ r, temos

‖xn‖ ≤ ‖xn − p‖+ ‖p‖

‖xn‖ < 1 + ‖p‖.

Agora, tomando λ > max{‖x1‖, . . . , ‖xr−1‖, 1 + ‖p‖}, então

d(xn, 0) = ‖xn‖ < λ, para todo n ∈ N.

Definição 12. Considerando as sequências (xn) e (yn) em um espaço vetorial normado

E, a soma de (xn) com (yn) é a sequência (x1 + y1, x2 + y2, . . .) e a sequência (αn) de

elementos em R, tal que o produto (αn) · (xn) é a sequência (α1x1, α1x1, . . .).
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Agora como decorrência surge o seguinte resultado.

Proposição 16. Se as sequências (xn) e (yn) em um espaço vetorial normado E, tal que

limxn = p e lim yn = q, então lim(xn + yn) = p+ q.

Prova. Considere ε > 0, respectivamente, existem ı́ndices r e s de modo que

n ≥ r =⇒ |xn − p| <
ε

2
e n ≥ s =⇒ |yn − q| <

ε

2
.

Agora impomos a condição t = max{r, s}, obtemos

n ≥ t =⇒ ‖(xn + yn)− (p+ q)‖ = ‖(xn − p) + (yn − q)‖ ≤ ‖xn − p‖+ ‖yn − q‖ < ε.

Logo, (xn + yn)→ p+ q.

Proposição 17. Se (xn) é uma sequência convergente em um espaço vetorial E normado,

então lim(−xn) = − limxn.

Prova. Por hipótese lim xn = −p, então dado ε > 0 existe um ı́ndice r, tal que n ≥ r,

então

‖(xn − p)‖ = |(−1)| · ‖(xn − p)‖

= ‖(−1)(xn − p)‖

= ‖p− xn‖,

dáı, temos que ‖(−xn)− (−p)‖ < ε.

Portanto, lim(−xn) = −p.

Corolário 1. Considerem as sequências (xn) e (yn) equivalentes em R de modo que

xn ≤ yn. Se (xn) e (yn) convergirem a partir de um determinado ı́ndice r, então

limxn ≤ lim yn.

Prova. De fato, suponhamos limxn ≤ lim yn e consideremos as sequências (xn − yn).

Vimos que lim(−yn) = − lim yn.

Dáı,

lim(xn − yn) = lim xn − lim yn > 0.

Assim, pela proposição 13, vamos ter xn − yn > 0 para todo ı́ndice n maior do que

determinado ı́ndice s.
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Ora, se tomarmos n > max{r, s} teremos então a seguinte contradição:

xn > yn e xn ≤ yn.

Portanto, limxn ≤ lim yn.

Proposição 18. Dada uma sequência (xn) que converge para um ponto p em um espaço

vetorial normado E. Se (αn) é uma sequência em R de modo que limαn = α ∈ R, então

limαnxn = αp.

Prova. Considere ε > 0, por hipótese temos que limαn = α, assim

(i) Dado qualquer c > ‖p‖, existe um ı́ndice r > 0, tal que n ≥ r, então

|αn − α| <
ε

2c
.

(ii) Para todo ı́ndice n ≥ 1, existe uma constante real k positiva de maneira que |αn| < k.

Por outro lado, tem-se limxn = p, existe s ≥ 1 sendo n ≥ s, então

|x− p| < ε

2k
.

Dáı,

‖αnxn − αp‖ = ‖αnxn − αnp+ αnp− αp‖

= ‖αn(xn − p) + (αn − α)p‖

≤ ‖αn(xn − p)‖+ ‖(αn − α)p‖ = |αn| ‖(xn − p)‖+ |(αn − α)| ‖p‖,

para todos n ≥ r e n ≥ s, temos respectivamente,

|αn − α| · ‖p‖ <
ε

2c
· ‖p‖ e |αn| · ‖x− p‖ < |αn| ·

ε

2k
.

Dessa forma para um ı́ndice t ≥ max{r, s}, decorre

|(αn − α)| · ‖p‖+ |αn| · ‖(xn − p)‖ <
ε

2c
· ‖p‖+ |αn| ·

ε

2k
,

como |αn| < k e ‖p‖ < c, então

ε

2c
· ‖p‖+ |αn| ·

ε

2k
<

ε

2c
· c+ k · ε

2k
<
ε

2
+
ε

2
= ε.
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Exemplo 3.12 Considere a um número real, tal que 0 < a < 1. Mostremos que a

sequência (a, a2, a3, . . .) converge para zero. Como a > a2 > a3 > . . . > 0, então a

sequência dada é estritamente crescente e o conjunto de seus termos limitado inferiormente

pelo 0. Tal sequência converge em R e lim an = p = inf{an| n = 1, 2, . . .}. Ora, como

(a, a2, a3, . . .) = (a, a, a, . . .) · (1, a, a2, . . .)

e as sequências (a, a2, a3, . . .) e (1, a, a2, . . .) tem o mesmo limite, então a proposição

anterior nos assegura que

p = ap e dáı p(1− a) = 0.

Como a 6= 1, então p = 0.

Podemos generalizar do seguinte modo tal resultado, se a ∈ R e |a| < 1, então

lim |a|n = 0.

Lema 1. Se a sequência (xn) em um espaço vetorial normado E converge para p ∈ E,

então a sequência (‖xn‖) converge para ‖p‖.

Prova. Considere A = {0} um subconjunto em um espaço normado E e p = p e

q = xn, então pela proposição 3, temos

| ‖p− 0‖ − ‖xn − 0‖ | ≤ ‖p− xn‖

| ‖p‖ − ‖xn‖ | ≤ ‖p− xn‖

| (−1)(‖xn‖ − ‖p‖) | ≤ ‖(−1)(xn − p)‖

|(−1)| | ‖xn‖ − ‖p‖ | ≤ |(−1)| ‖xn − p‖

| ‖xn‖ − ‖p‖ | ≤ ‖xn − p‖ < ε,

em que para todo n ≥ r, temos

| ‖xn‖ − ‖p‖ | < ε.

Portanto, lim ‖xn‖ = ‖p‖.

Proposição 19. Se (αn) é uma sequência de pontos no espaço R de modo que limαn = α,

não nulo, então a sequência (βn) definida por

βn =

{
0, se αn = 0

1
αn
, se αn 6= 0,

converge para 1
αn

.
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Prova. Por hipótese temos α 6= 0, então lim |αn| = |α| > 0, e pela proposição 14

existe um ı́ndice r > 0 e uma constante c > 0, tal que para todo n ≥ r, então

|αn| > c

1 >
c

|αn|

ε >
c

|αn|
ε.

Agora com limαn = α, usando qualquer ε > 0 e existindo um ı́ndice s tal que para todo

n ≥ s, temos

|αn − α| < c|α|ε

|αn − α|
|α|

<
c|α|ε
|α|

|αn − α|
|α|

< cε.

Tomando o ı́ndice t > max{r, s} tal que n ≥ t, então

|αn − α|
|αn| · |α|

<
cε

|αn|

|αn − α|
|αn| · |α|

< ε.

Portanto, lim βn = 1
α

.



Caṕıtulo 4

Espaços Métricos Completos

Neste caṕıtulo falaremos da relação entre as sequências de Cachy e os espaços métricos,

fundamental para compreendermos a Teoria do Ponto Fixo. Um espaço métrico qual-

quer arbitrário não possui supremo e ı́nfimo, ou melhor, não possui uma ordem de seus

elementos como ocorre nos reais; caracteŕıstica essa, em decorrência da convergência das

sequências de Cauchy nos espaços métricos.

4.1 Sequência de Cauchy

Definição 13. Considere uma sequência (xn), em um espaço métrico M . A sequência

(xn) é de Cauchy se, somente se, para qualquer ε > 0 exista um número natural r, tal que

m,n ≥ r =⇒ d(xm, xn) < ε.

Em outras palavras, para que (xn) seja de Cauchy, os termos da sequência xm, xn

devem tornar-se arbitrariamente, próximos de um número natural, enquanto m,n au-

mentam.

Proposição 20. Toda sequência convergente de um espaço métrico é uma sequência de

Cauchy.

Prova. Se a sequência (xn) converge no espaço métrico M , temos que limxn = a,

então dado ε > 0 existe r > 0, tal que d(xn, xm) < ε/2. Tomando para m,n > r, temos

d(xm, xn) ≤ d(xm, a) + d(a, xn) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Portanto, (xn) é de Cauchy.

A rećıproca não é verdadeira, ou seja, ser de Cauchy não é uma condição suficiente

para garantir a convergência em M , como mostram os exemplos a seguir.

64
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Exemplo 4.1 Considere uma sequência (xn) de pontos de números racionais Q, definida

do seguinte modo

(xn) = (1; 1, 4; 1, 41; 1, 414; . . .).

Note que limxn =
√

2, convergindo para um número irracional.

Logo, (xn) não é convergente em Q.

Exemplo 4.2 Considere M = (0, 1) como subespaço de R. A sequência ( 1
n
)n∈N é de

Cauchy, porém ela não possui limite em M .

Exemplo 4.3 Considere M = C0([0, 1]), com a métrica

d(f, g) =

∫ 1

0

|f(x)− g(x)|dx.

com a sequência de funções cont́ınuas,

fn(x) =


1, se 0 ≤ x ≤ 1/2

−nx+
n

2
+ 1, se 1/2 ≤ x ≤ 1

2
+

1

n

0, se
1

2
+

1

n
≤ x ≤ 1.

De fato, para todo par de inteiros n e m, tem-se que

d(fn, fm) =

∣∣∣∣ 1

2n
− 1

2m

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1

2n

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1

2m

∣∣∣∣ =
1

2n
+

1

2m
,

Assim, (fn) é uma sequência de Cauchy em M .

Suponha agora que (fn) converge em M para alguma função f . Aplicando a pro-

priedade da integral de Riemann, temos

0 ≤
∫ 1/2

0

|f(x)− 1|dx =

∫ 1/2

0

|f(x)− fn + fn − 1| ≤

≤
∫ 1/2

0

|f(x)− fn(x)|dx+

∫ 1/2

0

|fn(x)− 1|dx ≤ d(f, fn), para todo n ∈ N.

sabendo que d(f, fn)→ 0 e a integral
∫ 1/2

0
|fn(x)− 1|dx independe de n, então∫ 1/2

0

|fn(x)− 1|dx = 0,

donde, por continuidade, tem-se que f(x) = 1 para todo x ∈ [0, 1/2].

Por outro lado, analogamente temos que f(x) = 0 para todo x ∈ [1/2, 1]. Desta forma,

chegamos a contradição de que f não é cont́ınua em x = 1/2.

Logo, (xn) é uma sequência de Cauchy, mas não converge.
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Proposição 21. Toda sequência de Cauchy é limitada.

Prova. Com efeito, se (xn) é uma sequência de Cauchy no espaço métrico M , então

tomando ε = 1 obtemos r > 0, tal que m,n > r, então d(xm, xn) < 1. Dessa forma, o

conjunto

{xn|n ∈ N} = {xn|1 ≤ x ≤ r} ∪ {xn|n > r}.

Por se tratar de uma união de conjuntos finitos, então é limitado e o diâmetro menor

ou igual a ε.

Proposição 22. Considere (xn) uma sequência de Cauchy em um espaço métrico M . Se

xnk
é uma subsequência tal que limxnk

= a, para todo a ∈M , então limxn = a.

Prova. Se (xnk
) é uma subsequência de Cauchy que converge para a ∈ M . Então

para todo ε > 0, existe um p ∈ N, tal que nk > p temos

d(xnk
, a) <

ε

2
.

Por outro lado, existe q ∈ N, tal que m,n > q, temos

d(xm, xn) <
ε

2
,

Para unificar os ı́ndices façamos r = max{p, q}, tal que n > r e existe nk > r. Teremos

a desigualdade

d(xn, a) = d(xn, xnk
) + d(xnk

, a) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Assim, garantindo a convergência de (xn).

Corolário 2. Se duas subsequências de uma sequência (xn) em M , convergem para pontos

distintos desse espaço, então a sequência (xn)não é de Cauchy.

Proposição 23. Se (xn) é uma sequência de Cauchy num espaço vetorial normado E,

então todos os termos da sequência (xn) pertencem a uma bola aberta de centro no vetor

nulo B(0, λ).

Prova. Fixando ε = 1, temos r > 0 tal que m,n ≥ r, então

d(xm, xn) = ‖xm − xn‖ < ε.

Se ‖xm − xn‖ < 1, para todo m ≥ r.
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Dáı, temos

‖xm‖ = ‖xm − xr + xr‖ ≤ ‖xm − xr‖ + ‖xr‖ < 1 + ‖xr‖.

Seja para todo n ∈ N, λ > max{‖x1‖, . . . , ‖xr−1‖, 1 + ‖xr‖}, então

d(xn, 0) = ‖xn‖ < λ.

Assim, xn ∈ B(0, λ).

A rećıproca não é verdadeira.

Proposição 24. Se f é uma aplicação uniformemente cont́ınua, então f transforma a

imagem de sequências de Cauchy em sequências de Cauchy.

Prova. Se f : M → N é uniformemente cont́ınua e (xn) uma sequência de Cauchy

em M , então dado ε > 0 existe δ > 0, para qualquer x, y ∈M , tal que

d(x, y) < δ =⇒ d(f(x), f(y)) < ε.

Por outro lado, dado δ > 0 existe r > 0, tal que

m,n ≥ r =⇒ d(xm, xn) < δ,

implicando em

m,n ≥ r =⇒ d(f(xm), f(xn)) < ε.

Logo, (f(xn)) é de Cauchy em N .

Corolário 3. Considere um espaço métrico M . Se d e d
′

forem métricas uniformemente

equivalentes sobre M , então as sequências de Cauchy de (M,d)e de (M,d
′
) são iguais.

Prova. Seja (xn) uma sequência de Cauchy em M . Se a função idêntica em M,

i : (M,d)→ (M,d
′
), é uniformemente cont́ınua, então (i(xn)) = (xn) é uma sequência em

(M,d).

Por outro lado, sem perda de generalidade, se (xn) é sequência de Cauchy em (M,d
′
),

tal que a função identidade i : (M,d
′
) → (M,d) é uniformemente cont́ınua em M , então

(i(xn)) = (xn) é uma sequência em (M,d
′
).

A rećıpocra não é verdadeira, pois nem toda aplicação que transforma sequência de

Cauchy em sequências de Cauchy é uniformemente cont́ınua.

Proposição 25. A sequência ((xn, yn)), do produto dos espaços métricos M × N , é de

Cauchy se, somente se, as sequências (xn) em M e (yn) em N forem de Cauchy.
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Prova. Se ((xn, yn)) é de Cauchy em M ×N , então para todo ε > 0 existe r > 0, tal

que

m,n > r ⇒ D1((xm, ym); (xnyn)) = max{d(xm, ym); d(xn, yn)} = d(xm, ym)+d(xn, yn) < ε.

Dáı, temos

d(xm, xn) < ε e d(ym, yn) < ε.

Logo, (xn) e (yn) são sequências de Cauchy.

Por outro lado, se (xn) e (yn) são sequências de Cauchy, por hipótese existem, respec-

tivamente, r e s, tais que

m,n > r =⇒ d(xm, xn) < ε e m,n > s =⇒ d(ym, yn) < ε.

Portanto, a sequência ((xn, yn)) é de Cauchy.

4.2 Espaços completos

Sabemos que, em Análise, qualquer conjunto possui um complemento. O mesmo se es-

tende para espaços métricos, ou seja, qualquer espaço métrico pode ser ampliado através

do complemento.

Definição 14. Considere um espaço métrico M . Se toda sequência de Cauchy em M

convergir para um ponto desse espaço, dizemos que M é completo.

Em decorrência da definição acima, observamos que Q não é completo, pois as sequências

de Cauchy não convergem nesse espaço. Seria o caso da sequência (1; 1, 4; 1, 41; 1, 414; . . .),

embora todos os termos sejam racionais, a convergência obtida é
√

2.

Proposição 26. R é um espaço métrico, então R é completo.

Prova. Considere (xn) uma sequência de Cauchy em R. Pela proposição 11 os termos

da sequência (xn) é limitada, pois existe k > 0 tal que |xn| < k para cada n ∈ N, portanto

possuindo supremo e ı́nfimo.

Dáı, podemos definir a sequência (yn), a partir da sequência (xn).

yn = inf Xm = inf{xm, xm+1, . . .}, para todo m ∈ N.
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Então,

y1 ≤ y2 ≤ . . . ≤ yn ≤ . . . ≤ k,

tal que

yn ≤ xn < k =⇒ yn < k, para todo n ∈ N.

Decorre que (yn) converge para p = sup{yn|n ∈ N}.
De fato, basta mostrar que p é a convergência de uma subsequência de xn, para que

limxn = p.

Dados arbitrariamente ε > 0 e r > 0, podemos obter

n ≥ r =⇒ |yn − p| <
ε

3
.

Sendo (xn) de Cauchy, existe um s de modo que

m,n > s =⇒ |xm − xn| <
ε

3
.

Seja t um ı́ndice da forma t > max{r, s}. Como yt = inf Xt, existe j ≥ t tal que

yt ≤ xj < yt +
ε

3
=⇒ |xj − yt| <

ε

3
.

Dessa forma, para n > 1 e n ≥ j ≥ t, temos xn − p = (xn − xj) + (xj − yt) + (yt − p),
então

|xn − p| ≤ |xn − xj|+ |xj − yt|+ |yt − p| <
ε+ ε+ ε

3
= ε.

Logo, (xn) converge para p em R.

Exemplo 4.2.1 (Z, d) e (R2, d̃).

Proposição 27. O produto cartesiano dos espaços métricos M ×N é completo se, só se,

M e N são completos.

Prova. Considerando (xn) uma sequência de Cauchy em M e fixando y em N , temos

a sequência (xn, y) de Cauchy em M × y ⊂M ×N .

De fato, para cada ε > 0 existe r > 0, tal que

m,n > r =⇒ D1((xm, y), (xn, y)) = max{d(xm, xn); d(y, y))} = d(xm, xn) < ε,

portanto, (xn) converge para x ∈M .
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De maneira análoga para N completo, fixando x ∈M e tendo (yn) como uma sequência

de Cauchy em N . Temos a sequência (x, yn) de Cauchy em x×M ⊂M ×N , então para

cada ε > 0 existe um s > 0 da forma

m,n > s =⇒ D1((x, ym), (x, yn)) = max{d(x, x); d(ym, yn))} = d(ym, yn) < ε.

Dáı, (yn) converge para y ∈ N . Portanto, ((xn, yn)) converge para o ponto (x, y) de

M ×N .

Por outro lado, dada uma sequência de Cauchy ((xn, yn)), para cada n ∈ N, de forma

que as projeções p1 : M×N →M e p2 : M×N →M são uniformemente cont́ınuas, então

(xn) em M e (yn) em N são de Cauchy, por serem completos nesse espaço, existindo p ∈M
e q ∈ N , tal que limxm = p e lim yn = q, e pela proposição 12 temos lim(xn, yn) = (p, q).

Logo, M ×N é de Cauchy.

Corolário 4. Se R é um espaço métrico, então Rn é completo.

A prova deste colorário dar-se pelas proposições 26 e 27, através de indução.

Proposição 28. Considere M um espaço métrico. Se M é compacto, então M é com-

pleto.

Prova. Ora, para uma sequência (xn) de Cauchy no espaço compacto M , por hipótese,

existe uma subsequência (xnk
), k ∈ N, onde (xn) converge para p em M e pela proposição

21, sugere-se que

limxnk
= limxn = p, para todo p ∈M.

Assim, M é completo.

Observe que a rećıproca da proposição acima não é válida. Vimos na proposição 6

que o espaço R é completo, mas não é compacto, pois sequências de números reais como

(2, 4, 6, . . .) não admitem subsequências que convirjam em R.

4.3 Completamento de um Espaço Métrico

Sabemos que qualquer conjunto possui um complemento, o mesmo se estende para os

espaços métricos, ou seja, para qualquer espaço métrico há um complemento, resultando

na sua ampliação.

Definição 15. Considere M um espaço métrico. O complemento de M é o par (M̂, f),

sendo M̂ é um espaço métrico completo e a aplicação f : M → M̂ é uma imersão

isométrica, sendo a imagem f(M) densa em M̂ .
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Nos exemplos passados vimos que Q não é completo e em decorrência da definição

acima temos que R é complemento de Q.

Lema 2. Considere A um subconjunto, não vazio, em um espaço métrico M . Se A = M

e toda sequência de Cauchy de A converge em M , então M é completo.

Prova. Com efeito, para uma sequência (xn) de Cauchy em M , temos que ε > 0 e

existe um r > 0 de modo que

m,n ≥ r =⇒ d(xm, xn) <
ε

3
.

Se A é denso em M , existe (y1, y2, . . .) em A, tal que

d(xi, yi) <
1

i
, para todo i ∈ N.

Basta então tomar r ≥ s e s > ε
3
, valendo a desigualdade para m,n ≥ s,

d(ym, yn) ≤ d(ym, xm) + d(xm, xn) + d(xn, yn) <
1

m
+
ε

3
+

1

n
<
ε+ ε+ ε

3
= ε.

Como (yn) é uma sequência de Cauchy em A e pela proposição 21, temos que limxm

converge para p em M . De fato, para qualquer ε > 0 existe um t de modo que

m,n ≥ t =⇒ d(ym, yn) <
ε

2
,

então

n > max{t, 2

ε
}, temos

d(xm, p) ≤ d(xm, yn) + d(yn, p) <
1

n
+
ε

2
<
ε+ ε

2
= ε.

Portanto, M é completo.

4.3.1 Contração

Considere os espaços métricos M e N . Dizemos contração, quando na aplicação f : M −→
N , existe um número real α, 0 ≤ α ≤ 1, de modo que a distância entre as imagens de

dois pontos quaisquer é menor que a distância entre os respectivos pontos.

d((f(x), f(y)) ≤ αd(x, y).
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Exemplo 4.3.1 Se aplicação f : R2 → R2 em um espaço normado (R2, ‖ · ‖), então a

norma definida por f(p) = 1
2
p é uma contração.

De fato,

d(f(p), f(q)) = ‖f(p)− f(q)‖

= ‖1

2
p− 1

2
q‖

= ‖1

2
(p− q)‖

=
1

2
‖p− q‖

=
1

2
d(p, q).

Figura 4.1: Gráfico da contração f(p) = 1
2
p

Contração Fraca

Dizemos que f é uma contração fraca quando α = 1, temos

d(f(x), f(y)) ≤ d((x, y), para quaisquer x, y ∈M.

Exemplo 4.3.2 Tendo um espaço vetorial normado E, então a norma | | : M → R é uma

contração fraca.

Ora, para quaisquer x, y ∈M , temos

| |x| − |y| | = |d(x, 0)− d(y, 0)|

≤ d(x, y) = |x− y|.
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Isometria

Dizemos que f é uma imersão isométrica quando

d(f(x), f(y)) = d(x, y) para quaisquer x, y ∈M.

Observe que f é injetiva, pois

f(x) = f(y)⇒ d(f(x), f(y)) = 0⇒ x = y.

Assim, definimos uma isometria como uma imersão isométrica sobrejetiva.

Teorema 4.1. Todo espaço métrico M possui um complemento.

(i) Construção do Espaço M̂

Seja S um subconjunto das sequências de Cauchy em M nas seguintes relações de

equivalência.

(xn) ∼ (yn)⇐⇒ lim d(xn, yn) = 0

e

(yn) ∼ (zn)⇐⇒ lim d(yn, zn) = 0.

Para valer a transitividade (xn) ∼ (zn), temos

0 ≤ d(xn, zn) ≤ d(xn, yn) + d(yn, zn),

aplicando a convergência, com n ∈ N, na desigualdade,

0 ≤ lim d(xn, zn) ≤ [lim d(xn, yn) + lim d(yn, zn)] = 0.

Logo,

lim d(xn, zn) = 0⇐⇒ (xn) ∼ (zn).

Seja M̂ a classe de equivalência de s e definimos, respectivamente, (xn) e (yn) perten-

centes as classes α e β em M .

D(α, β) = lim d(xn, yn.)

Com efeito, para todo (x
′
n) e (y

′
n) de D, vale a relação

(x
′

n) ∼ (xn) e (y
′

n) ∼ (yn) =⇒ d(x
′

n, y
′

n) ≤ d(x
′

n, xn) + d(xn, yn) + d(yn, y
′

n),

aplicando a convergência para n ∈ N, temos

lim d(x
′

n, y
′

n) ≤ lim d(x
′

n, xn) + lim d(xn, yn) + lim d(yn, y
′

n),
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onde

lim d(x
′

m, y
′

n) ≤ lim d(xn, yn).

Fazendo, analogamente, a relação (xn) ∼ (x
′
n) e (yn) ∼ (y

′
n), obtemos

lim d(xn, yn) ≤ lim d(x
′

m, y
′

n).

Assim, lim d(xn, yn) = lim d(x
′
m, y

′
n).

(ii) Construção da Imersão Isométrica f

Considere (xn) uma sequência de S em M , tal que haja uma convergência (xn) para

a ∈M indicada por α(a), sendo essa a classe de equivalência a que pertence (xn).

De forma que a aplicação f : M → M̂ é uma imersão isométrica pela fórmula f(a) =

α(a) para qualquer a, b ∈M , temos

d(f(a), f(a)) = D(α(a), α(b)) = lim(d(a, b)) = d(a, b).

(iii) f(M) é denso em M̂

Considere α ∈ M̂ , tal que a sequência (xn) em α. Dado ε > 0 existe, então r > 0 de

forma que

m,n ≥ r =⇒ d(xm, xn) <
ε

2
.

Dessa forma para a = xr+1, temos

d(α, α(a)) = lim(d(x1, xr+1), . . . , d(xr, xr+1), . . .),

lim(d(xr, xr+1), d(xr+1, xr+1), d(xr+2, xr+1), . . .) ≤
ε

2
< ε.

Logo, α(a) = f(a) em BD(α, ε).

(iv)M̂ é completo

Se (βn) = (α(an)) é uma sequência de Cauchy em f(M), tal queD(βm, βn) = d(am, an).

Assim, (an) é uma sequência de Cauchy em M .

Provando que λ é uma convergência de βn e também, λ pertence à classe de equivalência

(an).

De fato, a sequência (xn) por ser de Cauchy, afirma que para ε > 0, existe r > 0 de

modo que

m,n ≥ r =⇒ d(am, an) <
ε

2
.
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Em particular para n ≥ r, temos

D(βn, λ) = lim(d(an, a1); d(an, a2); . . . ; d(an, ar))

lim(d(an, ar); d(an, ar+1); . . .) ≤
ε

2
< ε.

Logo, M é completo.

4.4 Ponto Fixo

Veremos noções análogas sobre ponto fixo, estudadas em análise, o mais conhecido é o

teorema do ponto fixo de Brower;

“ Toda aplicação cont́ınua cujo o domı́nio e o contradomı́nio são iguais à bola unitária

fechada,

Rn ⊃ B[0, 1] = {u ∈ Rn : ‖u‖ ≤ 1} = B, logo f : B −→ B

um ponto fixo, isto é, um ponto p ∈ B tal que f(p) = p”.

Podemos também, ilustrar o ponto fixo através do teorema do ponto fixo de Banach,

base desta monografia.

Teorema 4.2. Se M é um espaço métrico completo, então a contração f : M →M tem

um único ponto fixo em M .

Prova.

(i)Existência

Seja x0 qualquer ponto de M e a sequência (xn) definida,

(f(x0)︸ ︷︷ ︸
x1

, f(x1)︸ ︷︷ ︸
x2

, f(x2)︸ ︷︷ ︸
x3

, . . . , f(xn−1)︸ ︷︷ ︸
xn

, f(xn)︸ ︷︷ ︸
xn+1

, . . .), (4.1)

a sequência (xn) converge para p em M e por ser cont́ınua, temos

f(p) = f(limxn) = lim f(xn) = lim xn+1 = p.

Portanto, p é o ponto fixo de f .

(ii)Unicidade

Se f é uma contração, para quaisquer x, y em M , então

d(x, y) = d(f(x), f(y)) ≤ αd(x, y), ∀α ∈ R tal que 0 ≤ α < 1.
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Considere f(p) = p e f(q) = q, para p, q em M , temos

d(p, q) = d(f(p), f(q)) ≤ αd(p, q), ∀α ∈ R tal que 0 ≤ α < 1

dáı,

d(p, q) ≤ αd(p, q)

d(p, q)− αd(p, q) ≤ 0

(1− α)d(p, q) ≤ 0,

sendo a constante 1− α > 0, temos

dp, q) ≤ 0 =⇒ d(p, q) = 0.

Portanto, p = q é ponto fixo de f .

(iii)(xn) é de Cauchy.

Pela contração na sequência (3.1), para n ∈ N e α ∈ R, temos

d(x1, x2) = d(f(x0), f(x1)) ≤ αd(x0, x1)

d(x2, x3) = d(f(x2), f(x3)) ≤ αd(x1, x2) ≤ α2d(x0, x1)

d(x2, x3) = d(f(x2), f(x3)) ≤ . . . ≤ α2d(x1, x2) ≤ α3d(x0, x1)

...
...

...
...

d(xn−1, xn) = d(f(xn−2), f(xn−1)) ≤ . . . ≤ αn−2d(x1, x2) ≤ αn−1d(x0, x1)

d(xn, xn+1) = d(f(xn−1), f(xn)) ≤ . . . ≤ αn−1d(x1, x2) ≤ αnd(x0, x1)

decorre que

d(xn, xn+1) ≤ αnd(x0, x1).

Usando (1.6) na desigualdade triangular generalizada, para m,n ∈ N, tal que n > m

d(xm, xn) ≤ d(xm, xm+1) + d(xm+1, xm+2) + . . .+ d(xn−1, xn)

≤ αmd(x0, x1), α
m+1d(x0, x1), . . . , α

n−1d(x0, x1)

≤ d(x0, x1)(α
m, αm+1, . . . , αn−1)

≤ αm − αn

1− α
· d(x0, x1)

≤ αm

1− α
· d(x0, x1)−

αn

1− α
· d(x0, x1)
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≤ αm

1− α
· d(x0, x1).

Sendo lim
m→∞

αm = 0.

Portanto, (xn) é uma sequência de Cauchy.
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