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Resumo

Neste Trabalho de Conclusdo de Curso abordamos a Integral definida de Riemann
como uma extensdo das somas finitas e aplica-la em varios tipos de problemas associados ao
trabalho de uma forca. Sdo abordados aspectos tedricos da integral definida, como a definigéo
através da integral inferior e superior, onde o supremo e o infimo s&o conceitos de
fundamental importancia. Sdo considerados teoremas de existéncia da integral definida e a
relacdo entre a derivada e integral é relacionada pelo teorema do valor médio. Em cada uma
das aplicacdes se define o conceito mais basico do trabalho e logo se generaliza através do
conceito de integral definida. S&o considerados o trabalho de uma forga constante, forca
variavel, forca peso, forca eléstica e forca de uma transformacdo de um gas. Conclui-se que a
menos dos conceitos da integral de Riemann, o conceito de integral pode ser usado no ensino

médio para o ensino de areas e na fisica.



Abstract

In this work Completion of course approach the Riemann Integral defined as an
extension of finite sums and apply it in all sorts of problems associated with the work of a
force. Theoretical Aspects of the definite integral, as defined by the integral lower and upper,
where the highest and smallest concepts are of fundamental importance. Existence theorems
are considered definite integration and the relationship between the derivative and integral is
related to the mean value theorem. In each application we define the most basic concept of
work and soon became generalized through the concept of definite integral. They are
considered the work of a constant force, variable force, strength, weight, tensile strength and a
transformation of a gas. It follows that unless the concepts of the Riemann integral, the

concept of integral can be used in high school for teaching areas and physics.
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Capitulo 1

Introducao

Descreveremos a vida e obra de Georg Friedrich Bernhard Riemann, foi um dos

matematicos alemaes mais influentes do século XIX.

Figura 1.1: Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)

Georg Friedrich Bernhard Riemann, filho de um pastor luterano, foi educado em
condicBes modestas. Era uma pessoa timida e fisicamente fragil. Com boa instru¢cdo em
Berlim e depois em Gottingen, obteve seu doutoramento com uma tese sobre teoria das
funcdes de variaveis complexas, onde aparecem as equacbes denominadas de Cauchy-
Riemann, embora ela fossem conhecidas por Euler e D'Alembert. Neste trabalho ja estabelece
0 conceito de superficie de Riemann que desempenharia papel fundamental em Anélise.

Riemann foi nomeado professor na Universidade de Gottingen em 1854, apresentou
um trabalho perante o corpo docente e que resultou na mais celebre conferéncia da historia da
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Matematica. Nele estava uma ampla e profunda visdo da Geometria e seus fundamentos que

até entdo permanecia marginalizada.

Ao contrério de Euclides e em sentido mais amplo do que Lobachevsky, observou que
seria necessério tratar-se de pontos, ou de retas, ou do espa¢o ndo no sentido comum, mas
como uma colegéo de n-uplas que sdo combinadas segundo certas regras, uma das quais, a de

achar distancia entre dois pontos infinitamente proximos.

Para Riemann, o plano e uma superficie de uma esfera e reta, o circulo méximo sobre
a esfera. Com os estudos de espacos métricos em geral com curvatura, tornou-se possivel a

teoria da relatividade, contribuindo assim para o desenvolvimento da Fisica.

Riemann conseguiu muitos teoremas em Teoria dos Numeros, relacionando-0s com
Analise, onde encontramos também a equacdo de Cauchy-Riernann que e uma concepc¢ao

intuitiva e geométrica da Analise, em contraste com a aritmetizacao de Weierstrass.

Por volta de 1854, realizou um estudo bem mais aprofundado sobre a integral e em sua
homenagem a integral estudada por ele passou a receber o nome de Integral de Riemann. Tal
nome serve para distinguir essa integral de outras que foram introduzidas mais tarde, como
por exemplo, a Integral de Lebesgue. A forma usada para introduzir o conceito de Integral de
Riemann nos cursos de Célculo e a versdo devida a Cauchy. O que justifica isto e que, ela e
simples e bastante acessivel aos alunos de um curso de inicial de Célculo, além de atender aos

propdsitos de um curso desta natureza.

Nos cursos de Analise Matematica apresenta-se uma versdo mais refinada, a Integral
de Darboux-Riemann, usando os conceitos de soma inferior, soma superior, integral inferior e
integral superior, que correspondem ao método de exaustdo usando, respectivamente,

poligonos inscritos e poligonos circunscritos.

Mas, para que ninguém alimente idéias equivocadas, observamos que as diversas
defini¢Oes da Integral de Riemann mencionadas sdo equivalentes e a diferenga entre elas se

situa na adequacéo das definicdes para a obtengéo das propriedades da referida Integral.

Em 1859, Riemann foi nomeado sucessor de Dirichlet na cadeira de Gottingen ja
ocupada por Euler. Com seu estado de satde sempre precario, acabou por morrer em 1866 em

conseqiiéncia de uma tuberculose.
11



No capitulo 1, iniciamos com uma breve biografia de Riemann, e, em seguida no
capitulo 2, com as nogdes necessarias para a definicdo de integral através das somas de
Riemann. E alguns teoremas e definicdes que ajudaram a intende melhor o conceito de
integral. Como por exemplo o Teorema Fundamental do Céalculo. A seguir, no capitulo 3
veremos como definir trabalho e como calcula-lo em diferentes situacbes envolvendo forgas
constantes como a Forca Peso, For¢a de uma Transformagdo de um Gas. Embora j& saibamos
como resolver problemas para o0s quais as for¢as sejam constantes, ainda assim o conceito de
trabalho é dtil para resolver tais problemas. Mais adiantes, veremos como aplicar esses
conceitos a problemas em que essas for¢as ndo sdo constantes, ou seja, forgas variaveis tais

como Forga Elastica.

O objetivo deste trabalho é demonstrar como o Trabalho de uma Forga, seja ela qual

for, pode ser determinado através de uma Integral de Riemann.

12



Capitulo 2

Integral de Riemann

Neste capitulo introduziremos o conceito de integral de Riemann. A integral tem
muitas aplicaces tanto na geometria como na fisica, e € na fisica com o calculo do trabalho

que aplicaremos a integral de Riemann, como veremos no proximo capitulo.

2.1 Particao de um intervalo

Defini¢do2.1.1: Seja [a, b] um intervalo, com b > a. Uma particdo P de um intervalo [a, b] é

um conjunto finito P = {xy, x4, ..., Xz},0nde a = x5 < x; < x, <+ < x, = b.

Uma particdo P de [a, b] dividi [a, b] em n intervalos [x;_;, x;], j = 1,2, ...,n.

A amplitude do intervalo [x;_;, x;] sera indicada por Ax; = x; — xj_;. Assim:
Axy = x1 — X9, Axy = x5 — X3

Os ndmeros Ax,, Ax,,..., Ax, ndo sdo necessariamente iguais; 0 maior deles denominamos

amplitude da particdo P e indicamos por max Ax;.
Uma particdo P = { xy, x4, ..., X} de [a, b] serd indicada simplesmente por

P:a=x<x3<x,<- < x,=b.

13



2.2 Integral Superior e Integral Inferior

Seja f: [a, b] uma funcdo em um intervalo fechado [a, b], e limitada nesse intervalo.
Uma fungao ¢ limitada se existirem niimeros reais m, M tais que m < f(x) < M, para todo x

€ [a,b], ou seja, que os valores f(x) pertencem todos ao intervalo compacto [m, M].
O menor e o0 maior valor de f(x), no intervalo[a, b], é dado por:
m = inf {f(x); x € [a, b]} e M =sup {f(x); x € [a, b]}.
Uma parti¢do P do intervalo [a, b] é um conjunto finito de pontos de [a, b]:
Xo=a <x;, <+ <x,=Db.

Dadas uma funcdo f e uma particdo P, definimos as chamadas somas de Darboux-

Riemann, soma superior S(f, P)e a soma inferior s(f, P). pelas expressdes:

SUPY = D My = %)
j=1

s(f,P) = Z m; (% — %-1),
j=1

onde M; =sup {f(x):x € [xj_1 x;]} em; =inf {f(x):x € [x;_1 x;]}. Esses sup's e inf’s
sdo finitos, uma vez que a funcdo f € limitada. De fato, m <m; < M; < M. E claro que, para

qualquer particdo P, tem-se

s(f,P) < S(f,P). (2.1)

14



(@) (b)

Figura 2.1: Area indicada representa a soma superior (a), area indicada representa a soma
inferior (b).

Quando f é uma funcdo positiva, as somas s(f, P) e S(f, P) podem ser interpretadas
como éareas de poligonos, um inscrito e outro circunscrito ao grafico f, respectivamente, e
portanto como valores aproximados ( por falta e por excesso) da area compreendida entre esse

gréfico e o eixo das abscissas.

Defini¢cdo 2.2.1: Sejam P; e P, duas parti¢des do intervalo [a, b]. P, € um refinamento de P,

se 0 conjunto dos pontos que formam P, contiver o conjunto dos pontos de P;.

Exemplo 2.2.1: Seja P; uma particdo dada: a = xy < x; < - < x, = b. A particdo P,,
formada por esses pontos e mais os pontos médios dos subintervalos [x;_4, x;], para j =1,..., n,

é um refinamento de P;.

Exemplo 2.2.2: Sejam P ={a=xy<x <<xp,=b} e Pb={a=y,<y; <<
yx = b} duas parti¢ces dadas. A particdo P5, formada pela unido dos pontos de P; e P,, € um

refinamento de P;, bem como de P,.

Teorema 2.1: Sejam P, e P, duas parti¢6es do intervalo [a, b], com P, sendo um refinamento
de P;. Entéo,

S(f,P,) < S(f, Py) (2.2)

s(f,P2) 2 s(f,P1) (2.3)

15



Demonstracéo:

SejaP; ={a=xy <x <:<x,=hb} Anparticdo P, contém 0s mesmos pontos e
mais pontos adicionais nos subintervalos aberto (x;_y, x; ). Podemos construir uma sucesso
finita de parti¢Ges, a primeira sendo Py, a Ultima sendo P,, e cada particdo a partir da segunda
é um refinamento do anterior pela adicdo de apenas um ponto. Portanto, basta provar o
teorema paraocasoemque P, = {a =xo <x; < <xj_1 <t <x; < <x, =b}

contém apenas um ponto a mais que P;. Entio,

sup {f(x):x]-_l <x< t} =M,

sup{f (x): Xj-1 SXS xj} = {sup {(fx):it<x< Xj = Mj,z

inf {f(x):xj_1 <x<t}= m;

inf{f (x): %1 S x < x5} < {inf{f(x)! t<x=<x =mp,

obtemos
M;(x; = xj-1) = M1 (t = xj-1) + M2 (x; — t)
m; (% — xj-1) < mya (= x5-1) + myo (x5 — t).

Daf se seguem as desigualdades (2.2) e (2.3) que queriamos provar.

Teorema 2.2: Sejam P; e P, duas particdes quaisquer de [a, b]. Entéo,

s(f,Py) < S(f, P). (2.4)

Demonstracéo:

Seja P a particdo obtida pela a unido dos pontos de P; com os pontos de P,. Como P é

um refinamento de P;, a desigualdade (2.3) nos da
s(f,Py) < s(f,P). (2.5)

16



Como P é um refinamento de P,, temos pela desigualdade (2.2):

Logo, a desigualdade (2.4) decorre de (2.1), (2.5) e (2.6).

O Teorema 2.2, segundo (FIGUEIREDO, pag 122) através da desigualdade (2.4), diz
que as somas inferiores sdo limitadas superiormente, pois qualquer S(f, P) é um cota superior.
Analogamente, as somas superiores sdo limitadas inferiormente. Portanto, o conjunto das

somas inferiores tem um supremo, e 0 conjunto das somas superiores tem um infimo.

Definicéo 2.2.2: Seja f:[a,b] = R uma funcdo real limitada em [a, b]. A integral superior,

. b , ;g . ,
que se designa por fa f, é o infimo das somas superiores. Em simbolos:

f;’_f = inf{S(f,P): P € &},

Onde &’ representa o conjunto de todas as particdes de [a, b]. A integral inferior, que

. b . . . .
se designa por fa f, € o supremo das somas inferiores. Em simbolos:

f;f = sup{s(f,P):P e I}.

Decorre do Teorema 2.2 que

Pr<rs 2.7)

Definigdo 2.2.3: Uma funcéo limitada f: [a, b] = R € integravel se, e somente se,

17



O valor comum das integrais superior e inferior &€ chamada a integral de f, que se

designa por f; f. Usa-se, também, a notagéo f: f(x)dx. Portanto, se f é integravel, temos

[o=[r=[

2.3 Integral de Riemann e Somas de Riemann

Definicédo 2.3.1 Seja f: [a, b] — R limitada ndo negativa, isto e, f(x) > 0 para todo x em [a, b]
e tomemos uma particdo: xo = a < X; < ... < X, = b, do intervalo [a, b] que tenha todos o0s n
(b-a)

subintervalos com o mesmo comprimento Ax = P

Tomaremos apenas 0s primeiros pontos da particdo e faremos uma analise geométrica
da curva no subintervalo [xo, x1] (veja Figura 2.2). Para os outros subintervalos ocorre uma
situacdo similar. A area sob a curva no intervalo [xo, x;] pode ser obtida através da area S; do
retdngulo cuja base mede Ax = x; — Xp € a altura e a linha tracejada cuja medida e dada por

f(c1) onde ¢, € um ponto em [xo, X1].

Hp bt | Hyc2 Ha €3 Hg b | Hy

Figura 2.2: Representacdo da soma das areas dos retangulos sob a curva.

Existe uma compensacdo da area "branca" que fica acima da curva e dentro do

retangulo que fica abaixo da curva e fora do retangulo. Em cada subintervalo I; = [x;, xj.1]

18



desta particdo tomamos um ponto generico qualquer c; e formamos n retangulos, todos com as

bases de medida Ax e alturas dadas por:

f(c1), f(c2), ... , f(cn) (2.8)

Se a parti¢do tem n subintervalos, denotamos por S, a soma das areas dos n retangulos:

Sn = f(C))AX + f(Co)AX + ... +f(ch)AX = Z f(c;)Ax (2.9)
j=1
sendo a soma realizada sobre todos os j = 1, ... , n. Se essas somas forem calculadas para

todos os valores de n, formaremos uma sequéncia:
{S1, Sz, ..., Sny .} (2.10)

Se esta sequiéncia numérica {S,} e convergente para um numero real bem definido,
diz-se que f e integravel no intervalo [a, b], e o valor do limite desta seqiiéncia e denotado

por:

b n
[ f(0dx=lim > f (c;)Ax 211)
a j=1

A expressao da esquerda é a integral de f entre os limitantes de integracdo a e b e a

expressao da direita e o limite da seqiiéncia de somas parciais S.
A integral definida por (2.11) é denominada Integral de Riemann e as somas
5, =3 f(c,)Ax (2.12)
j=1
sdo chamadas de Somas de Riemann.

Veremos agora como a integral de uma fungdo num intervalo [a, b] pode ser

interpretada como limite de uma soma, chamada soma de Riemann. Para isso seja P =
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{x0, x4, ..., x,} Uma particdo de [a, b] e C = {cy, 3, ..., ¢} um conjunto de n pontos tais que
¢ € [xj_l,xj]. A soma de Riemann da fungdo f referente a particdo P e aos pontos ¢; de C €

definida pela expresséo

o (f,P, C) = Zf(cj)(xj — xj—l) = Ef(C])Ax]
j=1 j=1

Para simplificar, escreveremos ¢ = (f, P) invés de o = (f, P, c).

Mostraremos, no caso em que f € integravel, que essa soma tende a integral da funcéo

quando o maior dos comprimentos Ax; tende a zero, independentemente da maneira como 0s

pontos c; sdo escolhidos nos sub-intervalos [x;_4, x;].

Vamos definir norma da particdo P ao maior dos nimeros Ax;, j variando de 1 a n.

Indicaremos a norma de P com o simbolo |P|.

Lema (de Darboux) 2.1. Seja | e J, respectivamente, as integrais inferior e superior de f
num intervalo [a, b]. Essas integrais séo os limites de s(f, P) e S(f, P), respectivamente, com

|P| — 0. Em outras palavras, dado qualquer € > 0, existe § > 0 tal que
IPl< 6§ »1—e<s(f,P)<I<j<S(f,P)<]+e= (2.13)
Demonstracao:

Comecemos por demonstrar que quando incluimos um ponto x’' numa particdo P de

[a, b], obtemos uma nova particdo P’, tal que
s(f,P) = S(f,P") < 2C|P],

onde C é o supremo de |f(x)| em [a, b]. Observe que o ponto x’ caira no interior de um sub-

intervalo de P, digamos, o j-ésimo deles. Sejam M’; e M"; os supremos de f nos sub-

intervalos [x;_q, x'] e [x', x;] respectivamente.

SULP) = SUL P = Mi(x — xj-1) = M'y(x" = x5-1) = M";(x; — x')
= (M; = M) (x" = x5-1) + (M; = M";)(x; — x").

20



Esta ultima expresséo é majorada por
2C(x" —xj_1) +2C(x; —x') = 2C(xj — xj_1) < 2C|P|

Se P’ é um refinamento de P que contém n pontos a mais do que P, podemos passar de P a P’
introduzindo (n — 1) parti¢bes intermediarias, P;, P, ..., P,_1, @ primeira obtida de P pelo
acréscimo de um ponto, a segunda obtida da primeira pelo acréscimo de mais um ponto, e
assim por diante até chegar a P’ obtida de P,,_; pelo acréscimo do n-ésimo ponto. Agora é s

observar que
S(f,P) = S(f,P") = S(f,P) = S(f, P
+S(f,P) = S(f, P) + + + S(f, Pn-1)) = S(f, P"),
Para obtemos:
S(f,P) — S(f,P") < 2nC|P|.

Passemos & demonstracdo do lema 2.1 propriamente dito por (AVILA, pag 156) . Dado £ > 0,

existe uma particdo P, = {x,, x4, ..., X}, tal que
S(f,Py) <] +¢€/2. (2.14)

Seja & > 0 um numero a ser determinado; e seja P uma particdo qualquer com |P| < §. A
particdo P’ = P, U P € obtida de P pelo acréscimo de no maximo n — 1 pontos, ou seja,

X1, X5, ..., Xn—1. EM consequéncia, com n — 1 em lugar de n, donde

S(f,P)—=S(f,P") <2(n—1)CS.

&

, teremos
4(n-1)C

Portanto, tomando § <

S(f,P)<S(f,P')+¢€/2<5(f,Py) +¢/2.
De (2.14) obtemos a desigualdade da direita em (2.13).

A demonstracdo de que I — ¢ < s(f, P) é inteiramente analoga.
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Teorema 2.3: Se f é uma fungéo integravel no intervalo [a, b] sua integral nesse intervalo é

o limite das somas de Riemann a(f, P) com |P| tendendo a zero, isto é,

b .
[ FGdx = limppiLo 27y f (¢, (2.15)
Independentemente da escolha dos c; nos sub-intervalos [x;_q, x;].

Demonstracéo:

Qualquer que seja ¢; € [xj_;,x;], valem as desigualdade m; < f(c;) < M;, de sorte

que

s(f,P) = a(f,P) < S(f,P);

Pelo lema anterior, combinado com o fato de que f é integravel, s(f,P) e S(f,P) tém o
mesmo limite I =] = f:f com |P| — 0; o(f, P) também tem 0 mesmo limite, ou seja, vale a

igualdade (2.15), como queriamos provar.
Teorema 2.4: Se f é continua em [a, b], entdo f é integravel [a, b].
Demonstracao:
Sabemos que f é limitada em [a, b]. Mostraremos que f € integravel.
Dado € > 0, usando que f é uniformemente continua em [a, b], existe § > 0 tal que
x,y €lablelx—y|<é = |f(x)-fWI<e (2.16)

Seja P = {x, ..., x,} uma particdo de [a, b] tal que Ax; = x; —x;_; <6, para todo j €

{1, ...,n}. Definindo,
m; = inf (f(Ij)) e M; = sup (f(Ij)), de (2.16), obtemos

(Mj —mj)Ax; < e ¥7_1 Ax; = ¢(b — a).
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2.4 Propriedades da Integral

Teorema 2.5: Sejam f, g integraveis em [a, b] e k uma constante. Ent&o:

a) f+g & integravel em [a, b] é [ [f(x) + g()]dx = [, f()dx + [, g(x)dx.
b) kf & integravel em [a, b] e [ kf (x)dx = k [ f(x)dx.

¢) Se f{x) > 0 em [a, b], entdo f(ff(x)dx > 0.

d) Sec € ]a, b[ e f é integravel em [a, c] e em [c, b] ent&o

[y fdx = Jf fx)dx + f) f(0dx.

Demonstracao:
a) Para toda particdo P de [a, b] e qualquer que seja a escolha de c; em [x;_4, x;]

n

b b
Z[f(cj) + g(c))]Ax; — [f Fodx + j g(x)dx]

zn:f(cj)ij - jbf(x)dx + zn:g(cj)ij - Jbg(x)dx
j=1 @ j=1 a

Da integrabilidade de f e g segue que dado € > 0 existe § > 0 tal que

Zn:f(cj)ij - Jabf(x)dx < ;
j=1

e
zz: (CJ)AX} f g(x)dx <E

Para toda particao P de [a, b] com max Ax; < &, logo,

i[f () + 9(g)]ax; - [ j Faodx + j g

j=1

Para toda particdo P de [a, b] com méax Ax; < §. Assim,

n

b b
lim [f(cj)+g(cj)]ij=J f)dx + j g(x)dx

max ij—>0
Jj=1
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Ou seja, f + g € integravel e

b b b
[ 170+ gGalax = [ raydr+ [ guodx

b) Como f é integravel em [a, b], existe o

n
lim > f(e)Ax,
=

maxAx j—0

e portanto, podemos escrever

maxAxj—0

b n
kf(x)dx = lim f(c-)Ax-
fa ; j)24j

n
—k lim z f(c))bx;
=1

maxAx j—0

=k jbf(x)dx.

¢) Como f(x) = 0 em [a, b] para toda particéo de [a, b] e qualquer que seja a escolha dos C;

n
f(c)HAx; = 0.
j=1

Se tivéssemos f:f(x)dx < 0, tomando-se € > 0, existiriaum § > 0 tal que

b n b
f(x)dx —e < f(c-)Ax- < | f(dx+e¢
I 2/ <

Para toda particdo P de [a, b] com max Ax; < §. Assim, para alguma partigéo P teriamos

j=1

Que é uma contradicao.

d) Para toda particdo P de [a, b], com ¢ € P, temos
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jz:f(cj)ij - U:f(x)dx + j;bf(x)dxl

< +

Zn: f(cj)ij - fcbf(x)dx

j=m+1

if(cj)ij - fcf(x)dx
j=1 a

Como, por hipotese, f é integravel em [a, c] e em [c, b], dado € > 0, existe § > 0 tal que,

para toda partigéo P de [a, b] com ¢ € Pe max Ax; < §

Jif(cj)ij — j:f(x)dx <§
(5]

n b

Z £(c)x; — fc fGodx| <
e, portanto, J

<eé&.

Zn:f(cj)ij — Ucf(x)dx + fbf(x)dx
= a c

Segue, entdo, da integrabilidade de f em [a, b] que f: f(x)dx = facf(x)dx + fcbf(x)dx.
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2.5 Teorema Fundamental do Calculo

Se f for continua em [a, b] e F for uma antiderivada de f em [a, b], entédo

[} fG)dx = F(b) = F(a) (2.17)

Demonstracao:
Sejam x4, x5, ..., X,—1 poNntos quaisquer em [a, b], tais que
Aa<x <Xy < <xp_1<b
Esses pontos dividem [a, b] em n subintervalos
[a, x1], [x1, %3], e, [Xn—1, b] (2.18)
cujo, comprimento, como antes, denotaremos por
Axq, Ax,, ..., Ax,

Por hipotese, F'(x) = f(x) para todo x em [a, b]; logo, F satisfaz as hipoteses do Teorema do
Valor Médio em cada subintervalos em (2.18). Portanto, podemos encontrar pontos

€1, Cy, ..., C, NOS respectivos subintervalos em (2.18), tais que
F(x;) = F(a) = F'(c) (% — a) = f(c1)Axy
F(xz) — F(x1) = F'(c)(xz — x1) = f(c2)Ax,

F(x3) — F(x3) = F'(c3)(x3 — x2) = f(c3)Ax5

F(b) = F(xn—1) = F'(cp)(b — xp_1) = f(cp)Axy
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Somando as equacdes precedentes, obtemos
F(b) — F(a) = X7 f(cp)Ax; (2.19)

Vamos agora aumentar n de tal forma que max Ax; — 0. Como se supde f continua, o

lado direito de ( 2.19)tende a f(ff(x)dx. Porém, o lado esquerdo de ( 2.19) é independente de

n; ou seja, o lado esquerdo de (2.19) permanece Constante quando n aumenta. Assim,

méaxAx j—0

n b
F(b) —F(a) = lim Zf(cj)ij = f f(x)dx
j=1 “
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Capitulo 3
Trabalho

E comum ouvirmos frases do tipo “o trabalho deste operario ¢ muito dificil” ou “vou
levar 12 horas para concluir este trabalho ”. Nestas frases ha o termo trabalho, que também ¢
empregado em Fisica, mas com um significado muito diferente do anterior.

Em Fisica, trabalho esta associado a forcas, e ndo a corpos: diz-se “trabalho de uma
forca” e nunca “trabalho de um corpo”.

Quando vocé aumenta a velocidade de um objeto aplicando a ele uma forga, a energia
cinética do objeto aplicando a ele uma forca, a energia cinética do objeto diminui. Explicamos
essas variacdes da energia cinética dizendo que a forca que vocé aplicou transferiu energia de
vocé para o objeto ou do objeto para vocé. Nas transferéncias de energias através de uma
forca, dizemos que um trabalho W é realizado pela forga sobre o objeto.

Definimos o trabalho da seguinte forma:

Trabalho W € a energia transferida para um objeto ou de um objeto através de uma
forca que age sobre o objeto. Quando a energia é transferida para o objeto, o trabalho é
positivo; quando a energia € transferida do objeto, o trabalho é negativo.

“Trabalho”, portanto, ¢ energia transferida; “realizar trabalho” ¢ o ato de transferir
energia. O trabalho tem a mesma unidade que a energia e é uma grandeza escalar.

O termo transferéncia pode ser enganador. Ele ndo significa que um objeto material
entre ou saia do objeto; a transferéncia ndo é como um fluxo de &gua. Ela se parece mais com
a transferéncia eletronica de dinheiro em duas contas bancérias: o valor de uma das contas
aumenta, enquanto o valor da outra conta diminui, mas nenhum objeto é transferido de uma
conta para a outra.

Note que ndo estamos usando a palavra “trabalho” no sentido coloquial, segundo o
qual qualquer esforgo fisico ou mental representa trabalho. Assim, por exemplo, se vocé faz
forca contra uma parede vocé se cansa por causa das contracGes musculares repetidas e esta,
no sentido coloquial, realizando um trabalho. Entretanto, como esse esfor¢o néo produz uma
transferéncia de energia para a parede ou da parede, o trabalho, de acordo com nossa

definicéo, é nulo.
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3.1 Trabalho de uma Forca Constante

3.1.1 Forca Paralela ao Deslocamento

Consideremos um corpo que se move em trajetoria retilinea (eixo x), efetuando um

deslocamento d de um ponto a até um ponto b. Seja F uma forca paralela ao deslocamento

que atua no corpo e supondo que essa forca seja constante. Veja a figura 3.1:

Y1l

o
VYo o

d

Figura 3.1: Representacdo de uma forca paralela ao deslocamento

Definimos o Trabalho W da forca F = F7 em um deslocamento d = di = (b — )7 como

sendo

W=F.d (3.1)
Em termos vetoriais temos, W = F.d, isto é, W é 0 produto escalar de Fed.

Em termos de Integrais, vamos considerar deslocamentos infinitesimais Ax igualmente

espacados, conforme a figura 3.2:

a AX

Figura 3.2: Representacdo de uma forga constante paralela aos pequenos

deslocamentos

29



Da defini¢do de Trabalho, temos
AW = F.AX (3.2)

Integrando (3.2) nos limitantes a e b, vem
[P dw =F [ dx
W[ = F.x[}
W(b) —W(a) =F.(b —a) (3.3)

Note que W(a) = 0, pois 0 corpo esta em repouso e como consequéncia nao produz
Trabalho (W = 0). Portanto, de (3.3) obtemos a expresséo (3.1)

W=F.(b-a)=F.d

No Sistema Internacional (SI) de Unidades, a unidade de Trabalho é o Joule, cujo simbolo

é J. da equacdo (3.1), segue que
Unidade de W = (unidade de F). (unidade de d)

1J=1IN.1m

E importante entender que o trabalho é uma grandeza escalar, embora seja obtido a
partir do calculo do produto escalar de duas grandezas vetoriais (a forca e o deslocamento).
A unidade SI de trabalho ¢ o joule (abreviada pela letra J e pronunciada como ‘jaule’,

nome dado em homenagem ao fisico inglés do século XI1X James P. Joule). Vemos que, em
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qualquer sistema de unidades, a unidade de trabalho é dada pela unidade de forca multiplicada
pela unidade de deslocamento. A unidade Sl de forga é o newton e a unidade de deslocamento
é 0 metro, de modo que a unidade de trabalho joule € equivalente a um (N.m):

1 Joule = (1 newton)(1 metro) ou 1J = IN.m.

Quando a forca favorece o deslocamento, seu trabalho € positivo (W > 0) e denominado

Trabalho motor (Ver figura 3.3). Quando a forca se opBe ao deslocamento, seu trabalho é

negativo (W < 0) e denominado Trabalho resistente (Ver figura 3.4).
F F
—
I
| >
a

Figuras 3.3 Trabalho motor. Figura 3.4 Trabalho resistente.

Exemplo 3.1 Qual o Trabalho realizado para empurrar um carro a uma distancia de 8 m

exercendo uma forca constante de 900 N ?

Solucéo 1:
F=900N
LR ™) EOE
00 (Chun) >
d=8m

Utilizando a equacéo (3.1), vem
W = (900 N).(8 m)

W=720J

31



Solucéo 2:

Por integracéo, temos
W =900 [’ dx
W = 900.(8 - 0)
W =720

3.1.2 Forga ndo-paralela ao Deslocamento

Vamos estender o conceito anterior para o caso de uma forca F constante ndo-paralela

ao deslocamento d (ver figura 3.5).

Figura 3.5: Representa um forca ndo-paralela ao deslocamento

Seja Fx a projecdo da forca F na direcdo do deslocamento. Por definicdo de Trabalho, o

Trabalho da forca F é dado pela equacdo (3.1), assim temos
W = Fy.d (3.4)
Como F« = F.cos 0, vem
W =F.d.cos 6 (3.5)

Pelo Método de Integral, consideremos deslocamentos infinitesimais de espacamentos de

mesmos comprimentos Ax. Da definicdo dada pela equagéo (3.1), temos

AW = F.cos 6.AX (3.6)
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Integrando (3.6) segue que
b b
J, dW = F.cos 6 [ dx (3.7)

W(b) —W(a) = F.cos 6.(b —a) (3.8)

Como no ponto a o corpo esta em repouso, entdo W(a) = 0. De (3.8) obtemos a equacéo
(3.5)

W(b) = F.cos 6.(b —a) = F.d.cos 0

OBSERVACOES

e Se0<6<90° o Trabalho é Motor, ou seja, positivo (W > 0);
e Se 90°<0<180° o Trabalho é Resistente, ou seja, negativo (W < 0);
e Se 6 =90°ou 6 =270° o Trabalho serd Nulo (W = 0). Em outras palavras, A forca

sera perpendicular ao deslocamento.

3.2 Trabalho de uma Forca Variavel

Quando a forca aplicada sobre o corpo ndo é constante, ndo podemos aplicar a expressao
(3.1) dada anteriormente, portanto é necessario buscar um outro caminho para resolver este
problema.

O caminho a ser tomado, € usando a Integral de Riemann. Considerando que um corpo se
desloca ao longo de um eixo x de um ponto a com uma forca inicial E, até um ponto b com

uma forca final F? ja que a forca varia ao longo do deslocamento. (ver figura 3.6).
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a AX b

Figura 3.6: representa uma forca que varia ao longo dos pequenos deslocamento

Vamos considerar deslocamentos infinitesimais de mesmos comprimentos AX. Como a

forca varia com o deslocamento, podemos representar a for¢ca como uma fungao
F=F(x) (3.9)
Da equacéo (3.1), temos
AW = F(x).AX (3.10)
Integrando (3.10) no intervalo [a, b], obtemos
W = [PF(x)dx (3.12)
Exemplo 3.2: Uma particula est4 localizada a uma distancia de x metros da origem. Uma
forca de (x2 + 2x) Newtons é aplicada sobre a particula. Qual o Trabalho realizado para mover

aparticuladex=1ma x=3m?

Solucéo:
Claro que a forca F(x) = (x2 + 2x) N é variavel, entdo aplicando a expresséo (3.11)

W = ff(xz + 2x)dx

W=f13x2 dx + f132x dx
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W== + x*|3
w=2 4 g

3
w=23

3.3 Trabalho da Forca Peso

Considere um corpo de massa m em queda livre, de modo que a aceleragdo da gravidade g
pode ser considerada constante. Suponha que o corpo va de um ponto A até um ponto B. veja

a figura 3.7:

Qi
]l

—

P v

Figura 3.7: representa um corpo em queda livre sob a acdo da forca peso

Considerando que a forca F = P e 0 deslocamento é y = B — A, da equacéo (3.1), temos

W(AB) = Py (312)

Como P =m.g e o corpo esta a favor do peso, o Trabalho sera positivo. Assim teremos
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W(AB) =m.gy

(3.13)

Se o corpo fosse de B para A (subindo), estaria se movendo contra 0 peso e nesse caso 0

Trabalho sera negativo. Entdo temos

W(BA) =-m.g.y

(3.14)

Em termos de Integrais, vamos considerar deslocamentos infinitesimais de iguais

espacamentos Ay. Da expressdo (3.13), temos
AW = m.g.Ay
Integrando (3.15) no intervalo [A, B], segue que
f:dW = m.ngde

W(B) — W(A) = m.g.(B — A)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Considerando que no ponto A o corpo estd em repouso, temos W(A) = 0 e da equacdo

(3.17), obtemos a equacéo (3.13).

W(B)=m.g.(B-A) =m.g.y

Observacdo: O Trabalho da forca peso € independente da trajetdria.

Exemplo 3.3 Uma corpo de massa 0,10 kg é langada obliqguamente, descrevendo uma

trajetdria indicada na figura 6. Sendo g = 9,8 m/s2, ha = 1,0 m e hg = 0,30 m, determine 0

Trabalho realizado pelo peso do corpo nos deslocamentos de O a A e de A a B.
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Figura 3.8: representa a trajetoria do do corpo langado obliqguamente para a resolugéo

de exemplo 3.3.
Solucéo:

e No deslocamento de O para A, o corpo sobe e seu peso realiza trabalho negativo. Em

termos de integral, temos
Won = - m.gf; dh
Wona) = — (0,10 kg).(9,8 m/s?).(1 — 0)
W on) = — 0,98 ]
¢ No deslocamento de A para B, o corpo desce e seu peso realiza trabalho positivo. O
desnivel hentre Ae B é:

h=ha-hg=(1,0m) - (0,30 m) =0,70 m

Em termos de integral, temos

W(AB) = m.gf00,70 dh

W ag) = (0,10 kg).(9,8 m/s?).(0,70 m)

Wiag) = 0,686 J
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3.4 Trabalho da uma Forca Elastica

Antes de discutirmos o célculo do Trabalho da Forga Elastica, vejamos o que é e como

atua este tipo de forga.

3.4.1- Lei de Hooke

Observe a figura 3.9:

Figura 3.9: representa uma mola sendo esticada por uma forga

Quando aplicamos uma forca F a uma mola, provocamos na mesma uma deformacéo x,
verificamos que a intensidade da forca é diretamente proporcional a deformacéo provocada. A
formalizacdo deste conceito que acabamos de descrever é conhecida como Lei de Hooke, que
é expressa matematicamente da seguinte forma:

F=kx (3.18)
Onde k é uma constante de deformacgéo da mola.

A unidade no Sl de k € o N/m (Newton por metro), pois de ( 3.18) temos

(unidade de forga)

N
"~ (unidade de deslocamento) m
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3.4.2 — Calculando o Trabalho

Observe a figura 3.10:

00000

0 X1

X2

Fe

X1 X2

O ===

Figura 3.10: representa uma mola sendo esticada de sua posicéo natura 0 até x

passando por x;

Na figura 3.10, temos um bloco preso a uma mola ideal, sendo que o eixo x mede a
deformacédo da mola. Suponha que alguém puxe o bloco, fazendo com que ele saia da posicao
de equilibrio. A mola exercera no bloco uma forca F (forca elastica) cujo sentido aponta para
a posicdo de equilibrio x = 0. Se quisermos calcular o Trabalho de F. entre duas posi¢Ges
quaisquer, lembrando sempre que a F, ndo é constante; ela varia com a deformacéao (F = kx).

Assim, o Trabalho deve ser determinado graficamente (ver figura 3.11).

FE N

X1 X2

Figura 3.11: representacao grafica da forca elastica
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Note que no grafico, a area de cor “ azul ” ¢ numericamente igual ao moédulo do Trabalho
Wt entre as deformagdes x; e X,. Figura € essa que representa um Trapézio de bases kx; e kx;

com altura x; — X;. Da geometria plana, temos:

— (kx1+ kx3).(x2— X1)

WFe 2

We. = k.(x%—x%)
Fo = —2—1
2 (319)

Outra maneira de determinar o Trabalho Wk, € a utilizagdo da Integral de Riemann.
Seja F(x) = Fe uma funcdo que depende do deslocamento x. Da Lei de Hooke, temos
F(x) = kx (3.20)

Note que (3.20) é uma func¢do continua no intervalo [Xy, X2], entdo F(x) é integravel e

definimos como

Wi = fx"f F(x)dx = fx"f k. x dx (3.21)

3.4.3 - Regra dos Sinais

A utilizagéo dos sinais no calculo do trabalho da forca eléstica é teoricamente simples,

basta prestarmos a aten¢do para que lado é o deslocamento (ver figura 3.12):

e Se 0 deslocamento é em direcdo a posi¢do natural da mola o trabalho é motor
(W >0);

e Seamola é alongada ou comprimida o trabalho é resistente (W < 0).
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Natural
| I Posicéao &=

W <0 W =0 Natural
W>=0 W<=0

Figura 3.12: representa uma simulacéo para a regra dos sinais no calculo do trabalho

Exemplo 3.4 Uma mola tem um comprimento natural de 0,5 m. Uma forca de 4N é exigida
para esticar até o comprimento de 0,6 m. Calcular o trabalho realizado para que a mola se
estenda de seu comprimento natural ate um comprimento de 1,2 m.
Solucéo:

Inicialmente, precisamos encontrar a constante de deformagéo k. Pela Lei de Hooke, vem

F(x) = k.x
Como F(0,6) = 4, temos

k.(0,6) = 4

= QN/m
3

Logo, temos F(x) = % X

Portanto, usando (3.21) com os limites de integracdo x; = 0 e X, = 0,7 temos
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3.5 Trabalho Realizado Por um Gas

Em particular, os gases aplicam forgas nas paredes dos recipientes que 0s contém, e essas
forcas podem realizar Trabalho. Vejamos como calcular o Trabalho por um gés, dependendo
da transformacdo que ele sofre.

A figura seguinte mostra 0 aquecimento de um gas contido em um recipiente fechado e
provido de um émbulo (Pistdo) que pode movimentar-se sem atrito. Nesse caso, dizemos que
0 gas sofre uma transformacdo isobarica, na qual a pressdo p permanece constante
(ver figura 3.13).

/’_\/ Pistao

----- -
e
1 ] i

TTTITTTT

Fonte térmica

Figura 3.13: representa uma Transformacao isobarica de um gas, provocando uma

variagao do seu volume

O gés. recebendo calor da fonte térmica, consegue empurrar o Pistdo, realizando Trabalho
por meio da forca que aplica. Se o deslocamento do Pistdo se efetua com velocidade
constante, a forca aplicada pelo géas estara equilibrando o peso do Pistdo e a forca devida a
pressdo atmosférica. Assim sendo, a forca aplicada pelo gas permanece constante ao longo

desse deslocamento.
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A definicdo de Trabalho ¢ dada pela equacéo (3.1), como a forca F = p.A, temos

W =p.Ad (3.22)

Notamos que A.d = AV, segue que

W = p.AV = p.(Vf - Vi) (323)

Em termos de Integrais, vamos considerar variacdes de volumes infinitesimais dV. Da

equacao (3.23), temos

dwW = p.dv (3.24)

Integrando (3.24), segue que
f\Z fAw = p f\Z v (3.25)
W(Vi) = W(Vi) = p.(Vi - Vi) (3.26)

Note que W(V;) = 0, pois o Pistdo esta em repouso e nao realiza Trabalho. Portanto, da

equacéo (3.26) obtemos a equagéo (3.23)
W(Vf) = p.(Vf— Vi) = p.AV
A unidade de pressdo no Sistema Internacional (SI) é o N/m? e a variagdo de volume (AV)
é o mé. Sdo também muito utilizadas as unidades atmosfera (atm) para a pressao e o litro (L)
para a varia¢do do volume. Nesse caso, o Trabalho é dado em atm.L.

A relacdo entre essas duas unidades é:

1 atm.L = 100 J (3.27)
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O gés pode sofrer uma expansdo ou uma compressdo. Em termos de energia, podemos
dizer que a expansdo é um processo em que 0 gas transfere energia ao meio externo, pois o
Trabalho realizado por ele é positivo. Na compressao, 0 gas recebe energia do meio externo,

sendo que o Trabalho é negativo.
Exemplo 3.5 O volume de um gés aumenta de 2.10° m?® para 5.10° md. Durante essa
expansdo, a pressdo do gas permaneceu constante e igual a 2.10°> N/m2. Determine o Trabalho

realizado pelo gés.

Solucéo:

Do exemplo, temos

p=2.10° N/m?
AV = (5.10° m3) — (2.10° m?) = 3.10° m3

Usando o método de integragdo no intervalo de V = 0 a V = 3.10°®, segue que

_ 5 24 31073
W = (2.10° N/m?) [ dV
W = (2.105 N/m?).(3.10° m3)
W = (6.102 N.m)

W =600J
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Considerac0Oes Finais

Neste trabalho, foi definido uma aplicacdo da Integral de Riemann na Fisica que é o
calculo de Trabalho de Forga Constante, Forca Varidvel, Forca Peso, Forca Elastica e Forca

de uma Transformacéo de um Gas.

Na Fisica, aprendemos o calculo do Trabalho atraves de definicBes e formulas. Neste
trabalho de conclusdo de curso obtiveram-se essas mesmas férmulas utilizando o método de

Integracdo.

Como foi proposta inicialmente, aplicamos a Integral de Riemann para o Trabalho das
forcgas citadas e este objetivo foi alcancado de acordo com as definigdes fisicas.

Uma grande contribuicdo académica que esse trabalho pode deixar, esta no fato de que
tais aplicacdes de Integral de Riemann demonstradas ndo sdo comumente encontradas nos
livros do Ensino Médio, sdo apenas citadas. Uma boa sugestdo para prosseguir os estudos
dessa linha de pesquisa, seria estender a utilizacdo do calculo integral para o caso do Estudo
dos Movimentos, por exemplo, por que a Integral da Funcéo da Velocidade do MUV ¢ igual

Funcdo do Espaco do MUV, ou seja, [ v(t)dt = s(t).
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