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Resumo

Apresentamos neste trabalho a descri¢ao formal do Conjunto dos Nuimeros Natu-
rais a partir da Axiomatica de Peano. Inicialmente abordamos resumidamente a linguagem
formal utilizada, mostrando sua importancia no contexto matematico. Em sequencia, apre-
sentamos um panorama historico sobre o surgimento dos Numeros, ressaltando desde os
primeiros indicios de utilizagao até o seu estabelecimento com as notagoes e terminologias
utilizadas em Teoria dos Conjuntos.

Posteriormente apresentamos a Construcao dos Numeros Naturais dando énfase
ao Axioma da inducao. Também, de forma especifica, mostramos a existéncia e a unicidade
das operacoes de adicao e multiplicacao deste conjunto, deduzimos as propriedades mais
relevantes destas operacoes. Para formalizar a ideia intuitiva de que 0 é menor que 1, que
¢ menor que 2 e assim por diante, discutimos a relagao de ordem em N.

Palavras-chave: Numeros Naturais, Axiomas, Principio de Indugao.



Abstract

We present in this work the formal description of the Set of Natural numbers from
the Axiomatica de Peano. Initially we board resumidamente the formal language used,
showing his importance in the mathematical context. In sequencia, we present a historical
view on the appearance of the Numbers, standing out from the first signs of use up to his
establishment with the notations and terminology used in Theory of the Sets.

Subsequently we present the Construction of the Natural Numbers giving em-
phasis to the Axiom of the induction. Also, in the specific form, we show the existence
and the unicity of the operations of addition and multiplication of this set, we deduct the
most relevant properties of these operations. To formalize the idea N.

keyword: Natural numbers, Axioms, Beginning of Induction.
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Introducao

Entre os varios ramos da matematica, a Teoria dos Conjuntos ocupa um lugar de
destaque e, juntamente com a logica, fundamentam toda a matematica conhecida. Desse
modo, os varios ramos da matematica podem ser considerados formalmente incluidos na
Teoria dos Conjuntos.

Como consequéncia desta inclusao, questoes fundamentais a cerca da natureza
da matematica reduzem-se a perguntas a cerca da teoria dos conjuntos. Perguntas como:
O que é um conjunto? O que é um numero? Motivaram grande parte dos matematicos
e dos filésofos dos fundamentos da matematica durante o século XIX e parte do século
XX. A caracterizacao dos nimeros inteiros, racionais e dos nimeros reais foi um problema
central para as investigacoes de Weierstrass, Dedekind, Kronnecker, Frege, Peano, Russell,
Whitehead, Brower e outros.

O conhecimento dos niimeros nas séries iniciais do ensino fundamental é trans-
mitido de forma intuitiva. Diz-se que o conjunto dos niimeros naturais é constituido dos
elementos 0, 1, 2, 3... Aprende-se a somar, multiplicar esses nimeros e também informa-se
sobre as propriedades essenciais dessas operagoes.

O desejo de fazer uma abordagem sobre o tema “A construcao dos Numeros
naturais a partir dos Axiomas de Peano” nasceu destes questionamentos. A definicao
intuitiva de contagem pode ser resumida com base no senso comum, no entanto, para a
Matematica, é necessario uma rigorosa teoria axiomatica-dedutiva dos nimeros naturais
porque nos permite organizar os conceitos e propriedades relevantes desses nimeros numa
estrutura logica bem definida, permitindo a investigagao de suas propriedades e também
a realizacao de aplicagoes em outras areas. Esta observacao conduziu o desenvolvimento
do trabalho aqui apresentado, a qual busca abordar a teoria dos conjuntos e a construcao
légico-formal do conjunto dos Naturais, usando como alicerce para esta construcao, a
teoria axiomatica de Peano.

Para Peano nao tornava-se necessario a definicao de niimero, admitia o conceito



de nimero primitivo, ou seja, nao definido. No entanto, a exigéncia de rigor de Peano
nao podia deixar o conceito de niimero sujeito a arbitrariedade. Por este motivo explicita
08 termos primitivos que serao usados e fixa com os termos utilizados. Peano mostrou
que para isso precisaria de 3 conceitos logicos, além de 5 axiomas. Ele pensou que se
encontrasse um sistema logico partindo dos niimeros naturais, ele seria valido para toda
a matematica, ja que a matematica pura tradicional, inclusive a geometria analitica,
eram derivadas de proposigoes referente as propriedades dos niimeros naturais. Em outras
palavras, a validade do sistema para os niimeros naturais implica na validade do sistema
para todo o resto.

Esta forma teria a preferéncia de Peano, o qual sempre defendeu (radicalmente)
a simbolizagao como um elemento simplificador, que evita ambiguidades da linguagem
comum. De fato, fica claro na forma refraseada que existe uma operagao s : N — N, deno-
minada sucessora. Esta operacao sucessora origina, indutivamente, a uma nova operagao:
a operacao soma, nos permite, ainda, definir a ordem de um elemento, e entao verificar
que...

A aritmética comeca, realmente, com os Axiomas de Peano.

DIAS, Claudia Barroso & REIS, Siméia Barbosa dos Matematica - Unifap



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Nocoes Primitivas

Para que os conceitos primitivos sejam empregados adequadamente torna-se neces-
sario estabelecer regras que regulamentem sua utilizacao e estabelecam suas propriedades.

Peano, em sua fundamentacao de 1879, admite trés entes primitivos: nimero
natural, zero e sucessor, relacionados entre si por cinco axiomas. Indicaremos por o(n) o
“sucessor” do numero n e, como é usual, utilizaremos o simbolo 0 para indicar o zero.

Axiomas ou postulados sao sentengas ou proposicoes que nao sao provadas ou
demonstradas, sao consideradas como Obvias ou como um consenso inicial necessario para
a construcao ou aceitacao de uma teoria. Por essa razao, é aceito como verdade e serve
como ponto inicial para dedugao e inferéncias de outras verdades. Na matematica, um
axioma ¢ uma hipotese inicial de qual outros enunciados sao logicamente derivados. Pode
ser uma sentencga, uma proposi¢ao, um enunciado ou uma regra que permite a construcao
de um sistema formal. Diferentemente de teoremas, axiomas nao podem ser derivados
por principios de dedugao e nem sao demonstraveis por derivagoes formais, simplesmente
porque eles sao hipoteses iniciais.

Um axioma é uma expressao logica formal usada em uma deducao, axiomati-
zar um sistema é mostrar que suas inferéncias podem ser derivadas a partir de um pequeno
e bem definido conjunto de sentencas. todavia, isto nao significa que elas possam ser con-
hecidas independentemente, todas as demais nogoes devem ser definidas e as afirmacoes
seguintes devem ser demonstradas. Nisto consiste o chamado método axiomdatico.

As proposicoes a serem demonstradas chamam-se teoremas e coroldrios sao con-
seqiiéncias imediatas dos teoremas. Uma proposicao auxiliar usada na demonstracao
denomina-se lema.

A esséncia da caracterizacao de N reside na palavra sucessor. Intuitivamente, dizer

que o(n) é o sucessor de n significa que o(n) vem logo depois de n, ndo havendo outro
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nimero entre n e o(n). Todavia, deve-se observar que o termo primitivo sucessor nao é

definido explicitamente.

DIAS, Claudia Barroso & REIS, Siméia Barbosa dos Matematica - Unifap



1.2 Histéria dos Numeros 6

1.2 Historia dos Numeros

1.2.1 Primeiros Indicios

Quase quatro mil anos separam as primeiras manifestacoes de numeragao escrita
da construcao do sistema de numeragao posicional decimal que utilizamos, munido do
simbolo denominado zero. Esse simbolo foi criado pelos hindus nos primeiros séculos da
era crista. A concepcao do zero foi ignorada, durante milénios, por civilizagoes matemati-
camente importantes como a dos gregos e dos egipcios.

Até que se iniciasse o desenvolvimento tedrico do conceito de niimero foi lento e

complexo, envolvendo diversas civilizagoes.

Usando os dedos das maos podem ser representados conjuntos con-
tendo até dez elementos. Quando os dedos humanos eram inade-
quados, podiam ser usados montes de pedras para representar uma
correspondéncia com os elementos do outro conjunto. Quando o
homem primitivo usava tal método de representacao, ele freqiien-
temente amontoava as pedras em grupos de cinco, pois, os milha-
res de anos que foram necessarios para que o homem fizesse a dis-
tincao entre os conceitos abstratos e repetidas situagoes concretas
mostram as dificuldades que devem ter sido experimentadas para

se estabelecer uma base, ainda que primitiva, para a matematica.

(BOYER, 1974, p.02)

Os registros historicos nos mostram a utilizacao de varios sistemas de numeragao,
os babilonios de 2000 a.C., desenvolveram o sistema de numeragao sexagesimal e empre-
garam o principio posicional; os romanos, fizeram histéria através do uso simultaneo do
principio da adicao e do raro emprego do principio da subtracao, os egipcios que ja usavam
o sistema decimal (ndo posicional); e os gregos antigos, povos que utilizavam diversos sis-
temas de numeracao. A invencao do zero foi um passo decisivo para a consolidagao do
sistema de numeracao indo-arabico, devido a sua eficiéncia e funcionalidade em relacao
aos demais sistemas de numeragao.

No século VI a.C., na Escola Pitagérica, um marco importante na histéria dos
numeros e da matematica. Os pitagoricos acreditavam que existia uma harmonia interna
no mundo governada pelos niimeros naturais, seus estudos envolviam-se de um misticismo.

Desde os Pitagéricos, acredita-se que, dados dois segmentos de reta quaisquer,

AB e CD, seria possivel encontrar um terceiro segmento EF, contido um niimero inteiro

DIAS, Claudia Barroso & REIS, Siméia Barbosa dos Matematica - Unifap



1.2.1 Primeiros Indicios 7

de vezes em AB e um numero inteiro de vezes em CD, ou seja EF é um submultiplo comum
de AB e CD ou que AB e CD sao comensuraveis.

Dessa forma, essa idéia nos permite comparar dois segmentos de reta da seguinte
maneira: dados segmentos, AB e CD é o nimero racional m/n, significa dizer que existe
um terceiro segmento EF, submultiplo comum desses dois, satisfazendo: AB é m vezes
EF.

E imediato pensamos que, para dois segmentos AB e CD dados, é sempre possivel
tomar EF suficientemente pequenos para caber um nimero inteiro de vezes simultanea-
mente em AB e em CD. Ou seja, que dois segmentos de reta sao sempre comensuraveis,
como acreditavam os pitagoricos, isto é, os nimeros eram suficientes para expressar a
razao entre eles, portanto, a relagao entre grandezas da mesma natureza.

Uma descoberta originada na prépria comunidade pitagérica abalou profunda-
mente o dominio dos niimeros naturais, na concepgao pitagérica, trata-se da incomensu-
rabilidade entre a diagonal e o lado de um quadrado, ocorrido, particularmente, em uma
figura geométrica comum e de propriedades aparentemente simples, o quadrado.

Considerando a diagonal e o lado de um quadrado comensuraveis, tem-se, a di-
agonal com medida nt e o lado mt. Pelo Teorema de Pitagoras:

242

n’t? = m?t? + m*P=n’t® = 2m*’=—n’ = 2m2

O que ¢ inaceitavel, pois como mostra o Teorema Fundamental da Aritmética,
em n? ha uma quantidade fmpar de fatores primos, em contradicao com a unicidade da
decomposi¢ao de um ntmero natural em fatores primos.

No entanto, essa situacao foi contornada através do matemadatico e astronomo
ligado a Escola de Platao, Eudoxo de Cnidos (408 a.C.), criador da Teoria das Propor¢ies
para tratar as grandezas incomensuraveis através da geometria, contribuindo assim para
a desaceleracao do desenvolvimento da aritmética e da algebra por séculos. Somente no
final do século XIX, motivados pelas demandas tedricas que surgiram a partir do calculo
diferencial e integral de Isaac Newton (1643-1727) e Gottfriend Leibniz (1646-1716), no
século XVII ocorreu a fundamentacao do conceito de nimero, principalmente através
dos trabalhos propostos por Richard Dedekind (1831-1916), Georg Cantor (1845-1918) e
Giuseppe Peano(1858-1916).

Podemos inferir que o processo histérico da conceituagao de nimero assemelha-se

DIAS, Claudia Barroso & REIS, Siméia Barbosa dos Matematica - Unifap



1.2.2 Giuseppe Peano - Vida e obras 8

a nossa prépria formacao desse conceito. A preocupagao em fazer contagens, em diver-
sas situacoes do dia-dia, fez-se a necessidade de criarmos uma estrutura de elementos

enumeraveis conhecido como o conjunto dos ntimeros naturais.

1.2.2 Giuseppe Peano - Vida e obras

O matematico Giuseppe Peano, considerado o maior matematico italiano da
época, nasceu em Spinetta em 1858 e morreu em Turim em 1932. Na matemadtica, teve
um papel importante na axiomatizacao, uma de suas maiores contribuicoes tedricas foi na
area da teoria dos conjuntos, e foi um lider pioneiro no desenvolvimento da logica.

Na obra “Arithmetices Principia Nova Methodo Exposita’de 1889, introduziu
notagoes como U e N para uniao e interseccao de conjuntos. Descobriu um tipo de curva
continua denominada curva de Peano em 1890. Grande parte da sua vasta obra cientifica
foi dedicada a Matematica e a Loégica, sendo a restante parte a Filosofia e a construcao
da interlingua.

Calcolo differenziale e principii di calcolo integrale (1884) e Lezioni di analisi
infinitesimale (1893) foram uma das obras mais importantes no desenvolvimento da teoria
geral das funcoes.

No livro Calcolo geometrico (1888) que encontramos o seu primeiro trabalho em
Légica Matematica, introduziu os elementos basicos do calculo geométrico, deu novas
defini¢oes para o cdlculo do comprimento de um arco e para a area de uma superficie
curva em Applicazioni geometriche del calcolo infinitesimale(1887). Criou um sistema de
simbolos que permite a descricao e o enunciado das proposigoes ldgicas e matematicas

sem recorrer a linguagem comum.

1.3 Fundamentos
1.3.1 Notagoes

V : leia~se “para todo” ou “qualquer que seja’”.

3 : leia-se “existe (pelo menos) um”.

1.3.2 Implicagao
Suponhamos, P e Q sdo “asser¢des” (ou “propriedades”). Quando escrevemos:

P=Q

DIAS, Claudia Barroso & REIS, Siméia Barbosa dos Matematica - Unifap



1.3.2 Implicagao 9

queremos dizer que:
P implica em Q

Ou seja, sempre que P for verdadeiro, também (@ serd verdadeiro.

Também podemos dizer que (a verdade de) P é condicao suficiente para (a validade

de) Q.
e Ou Q ¢é condicao necessaria para P;
e Ou Q vale se P vale;
o (Q vale se P vale;
e Se P, entao Q.
Temos ainda que:
P = Q significa o mesmo que ) <= P.

Observacao 1.3.1. A seta numa implicacao P <= @) nado pode ser simplesmente inver-
tida. Se P ¢ condicdo suficiente para @, isto €, significa que ) € condi¢cao necessdria para

P, mas nao que Q) € condicdo suficiente para P.

Existem asserc¢oes P e (Q que ambas implicam na outra, ou seja, as quais satisfazem

simplesmente:
P<—QeQ<«=P.

Temos entdao que P é suficiente para Q e também P é necessario(a) para Q.
Dizemos que P é (condigao) necessério (a) e suficiente para Q, ou seja, P vale se, e
somente se, vale Q.

Indicaremos isto por:
P <= Q.

Dizemos que P e ) sao assercoes equivalentes, ou ainda, que P constitui uma
propriedade de caracteristica para Q (e vice-versa).
Se P é uma assercao, indicaremos por P a assercoes “nao P”, a qual é verdadeira

se, e somente se, P é falsa. Sejam P e Q duas assercoes e suponha:

DIAS, Claudia Barroso & REIS, Siméia Barbosa dos Matematica - Unifap



1.3.3 Conceito Primitivos e conjuntos 10

P = Q.
Caso as duas assergoes forem falsas, temos:
Q=P

Ou seja, se P ¢ suficiente para Q, entao () é suficiente para P, ou ainda, se P é

suficiente para Q, entao P é necessaria para ().

1.3.3 Conceito Primitivos e conjuntos

13 2

Como conceitos admitiremos: A nocao de elemento, a relacao de igualdade “=",
= : ~ : W—"
a nocao de conjunto e a relacao da pertencia “€”.
Um conjunto A é uma “colecao” ou “familia” de “elementos” ou “objetos”.
Dado um conjunto A. Para indicarmos que um elemento a pertence a A, escrever-
emos a € A, enquanto sua negagao é escrita a ¢ A.
Admitimos também que, para qualquer objeto de a ocorre exatamente uma das

propriedades:
Oua€ Aoua¢ A

Além disso, para dois elementos a,b € A teremos exatamente uma das possibili-

dades:
Oua=boua#b.

Temos que:

A={a\ ..}, élido: A é um conjunto de todos os elementos a tal que.

1.3.4 Igualdade entre Conjuntos

Defini¢ao 1.3.1 (Igualdade entre Conjuntos). Dados dois conjuntos A e B, sao iguais

quando eles possuem 0s mesmos elementos, isto é:

A=B+«—=Vaeac A= ac BeVbe B=— bec A.

DIAS, Claudia Barroso & REIS, Siméia Barbosa dos Matematica - Unifap



1.3.5 A Ordem de um Conjunto 11

Ver referéncia [8].

Exemplo 1.3.1. Os sequintes conjuntos tem notagao padrdao e serao sempre usados :
N ={1,2,3,...} representa o conjunto dos nimeros naturais.
Z ={-2,-1,0,1,2,...} representa o conjunto dos nimeros inteiros.
Q= {%/ m,n € Z en# O}T’epresenta o conjunto dos numeros racionais.

R representa o conjunto dos nimeros reais.

1.3.5 A Ordem de um Conjunto

Definigao 1.3.2. Um conjunto A € dito finito quando possui uma quantidade finita de

elementos distintos.

Definicao 1.3.3. A quantidade de elementos distintos pertencentes a um conjunto A

qualquer € um nidmero natural e indicado por | A |, é chamado de a ordem de A.
Definicao 1.3.4. Os conjuntos A = {a} que | A |= 1 sao chamados de conjunto unitdrios.

Definicao 1.3.5. Um conjunto que nao possui elementos € denominado de conjunto vazio,

representado pelo simbolo ¢ ou {}.

1.3.6 Subconjuntos

Definigao 1.3.6. Se A e B sdo dois conjuntos, dizemos que A é um subconjunto (ou uma
parte) de B (também B abrange A), se todo o elemento de A for elemento de B, ou seja,

se para todo o elemento a, a implicacao
a € A= a€b.

se for verdadeira. Escreve-se como B DO A ou A C B.

Temos:
A=B << AC Be BC A.
Observacao 1.3.2. Considere A,B e C trés conjuntos, temos as regras:
a) Sempre A C A;

b) AC BeBC A, entiao A = B;
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c) Se ACBeBCC, entao A C C.

A negacao de A C B é simbolizada por A € B.
Se A C B e A # B, diremos que A é subconjunto préprio de B. Assim, A C B
significa que existe um b € B tal que B ¢ A.

1.3.7 Diferenca e Complementar

Definigao 1.3.7. Dados dois conjuntos A e B, a diferen¢ca A menos B é o conjunto,
A\B={z/reAex¢ B }.

Definigao 1.3.8. Quando B C A, a diferenca A \ B € denotada por Cptb(B) e é chamada

de complementar de B em relagdo a A. Se A = B, temos que:
Cptp(A) =Cptg(B)={be B/b¢ B} = ¢ .
Observacao 1.3.3. Se A C B C C, entado:

Cpte(B) € Cpte(A).

Demonstragao: Considere A C B C C e considere x € Cpte(B), dai;
r e Cex ¢ B, entao x ¢ A.

logo, x € Cptc(A).
Desse modo temos que: Cptco(B) C Cpto(A).

1.3.8 Reuniao e Intersegao

Definicao 1.3.9. Dados dois conjuntos A e B, a sua reunidao € o conjunto de todos o0s

elementos que pertence a A ou pertence a B, e serdo denotados por:
AUB = {z/r € Aoux € B}

Definicao 1.3.10. A intersecao de A e B € o conjunto formado por todos os elementos

que pertencem a A e pertencem a B, e serd denotado por:
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ANB={z/r e Aexe B}
Observagao 1.3.4. Para quaisquer conjunto A,B e C temos:
i) ACAUBeBC AUB.
ii) ADANBeB2DB.
iii) Se AC Ce BC C, entao AU B C C.
iv Se AD CeBD C, entaio AN B2 C.
Definicao 1.3.11. Se Ay, As, Az, ..., A, sdo n conjuntos dados, entdo:
ATUA U A3 UA, = Ui Ak

¢ o conjunto dos elementos x que pertencem a pelo menos um dos Ay, As, Az, ..., A,, en-

quanto
ATNAN Az NA, =i A

Eo conjunto dos elementos x que pertencem a todos os Ay, As, Az, ..., A,.

1.3.9 As Regras de “DE MORGAN”

Considere E um conjunto qualquer e os subconjuntos A;, Ay, As, ..., A,, subcon-

juntos de E, entao:

Cpte(U Ar) = ) Cptp(Ax). Cpte( () Ax) = () AxCpte(Ag).
k=1 k=1 k=1 k=1

Demonstracao: Para todo x € E, temos:

r € Cpltg(J Ax) <= = ¢ (J Ax) < = ¢ Ay, ¥V k < x € Cptg(Ap),
k=1 k=1

n

Vk=xe€(())Cpte(A;).Vz€E.
k=1
Da mesma forma

r € Cptg((VAk) <= ¢ A k< IKelcomaz¢ A, < 3 k com
k=1 k=1

x € Cptg(Ay) <=z € | Cptp(Ax).
k=1
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1.3.10 Propriedade Fundamental em N

Ver referéncia [8].

Admitiremos a adicao “ + 7 em N e Z, a qual da origem a uma ordem natural
<7 em Z:
V. m, n € 7, temos:

m < n <= a equagdo m + xr = n possui uma solucao z € N.

1.3.11 Principio da Inducao

Ver referéncia [8].

Principio do Menor Natural: Todo conjunto nao vazio de niimeros naturais possui

um elemento minimo, ou seja:

VO##SCN dmeS/ m<n,VneSs.

Proposicao 1.3.11.1. Considere T um conjunto de (alguns) niumeros naturais (isto €,

T C N) satisfazendo as propriedades:
(i 1€T
(ii) Sempre se n € T, entdao tambémn+1€ T.
Entao T =N € o conjunto de todos os numeros naturais.

Demonstragdo: Suponhamos que T C N. Entao O # Cptn(T) C N, temos que:
Existe me S/ m<n,VYneS. Como1e T, temos quel € S, em > 1. Dai
n=m-—1€ T;logom=n+1€ T; o que leva ao absurdo ji que m € SNT = .
Assim temos S#£ O € impossivel. Logo S = @ e dai T = N.

Proposicao 1.3.11.2. Considere ng € Z um inteiro fixo e seja T’ um conjunto de (alguns)
nidmeros inteiros maiores ou iquais a ng(isto € T C {n/ng < n € Z}), satisfazendo as

propriedades:

(i) ng €T
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(ii) Se n € T, entio tambémn+1 € T".
Dessa formaT" = {n/ng € Z} é o conjunto de todos os niimeros inteiros maiores
0U 1gUALS G My.
Demonstracao: Aplicando a proposicao anterior ao conjunto:
T'={n—-—ny+1/nel},

note que para este T temos T C N eng € T' € equivalente a 1 € T.

1.3.12 O Conjunto das Partes

Definigao 1.3.12. Considere um conjunto A, indicamos por: 24 = {X/X C A}
o confronto de todas as partes de A, ou seja, o conjunto formado por todos os subconjunto

de A.

Observagao 1.3.5. Considere A um conjunto finito, entio: |24| = 214

Ver referéncia [8].

Demonstragao: (Por indugdo) Supondo que |A| = n , temos:
Sen =0, temos A = @, dai 24 = 22 = {D}. Logo 24| = 1 = 2° = 214, Por
outro lado, se A = {a}, teremos 24 = 219 = { @ {a} }. Portanto, |21} =2 =2! =
— 9l4l
Considere A um conjunto com n + 1 elementos tal que,
A={1,23,...,n,n+1} e que

A*={1,2,3,...,n } = A/{n + 1}. Supondo que:
‘2A* - 2|A*| - 2” - {Xl,XQ,Xg, ...7X2n,1,X2n} .

temos que os subconjuntos de A podem ser divididos em duas classes: os que contém o
elemento n+1 e 0s que nao contém o elemento n+ 1, estes ultimos sao justamente os 2"

subconjuntos distintos de A*. Portanto, os subconjuntos distintos de A sdo:

X1, X0, X3, ..., Xon_1, Xon
Junto com

Xiu{n+1}, Xou{n+1}, Xs5U{n+1},.., Xon  U{n+ 1}, Xon U{n+ 1} .
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logo A possui o dobro de elemento de A*, ou seja:

24] = 2247 | = 2.27 = 27+ = 2MI,

Dado um conjunto A = {1,2,3, ... , n } com n elementos e um inteiro k com
0< k < n, denotamos por: Cy = |Cy x|, em que a ordem da familia de subconjunto de k

elementos existentes em A, assim:
Cor={X/X < A; |X]| =k} C 24
temos de imediato que:
Cho=0Chn=1

visto que A possui um unico subconjunto vazio e um unico conjunto com todos os elemen-
tos, o proprio A.

Também temos :

Cn 1= Cn,nfl =n,

)

pois A possui, exatamente, n subconjunto unitdirios e também n subconjuntos de n - 1
elementos A/{k}, obtidos com a retirada de um dos n elementos de A.

Em geral;

Cn k= Cn,n—k )

)

pois 0s subconjuntos de n - k elementos sao obtidos por remoc¢ao de um subconjunto de k
elementos de A.

Se k < n, podemos obter Cy, 11 a partir de n, k da sequinte forma:

Considere X € C,,, um dos C,,j, subconjuntos com k elementos. Podemos acres-
centar de n—k maneiras em (k+1) ésimo ponto j € A\ X, obtendo um total de C,, y.(n—k)

conjuntos da forma X U{j} € Cy k41, mas cada conjunto Y € C,, x11 surge desta maneira,

n—k

kg1 Subconjuntos distintos de k+1

exatamente, k+1 vezes. Logo, obtemos um total de C,,

elementos.
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Portanto,
n—=k
C, =Chr -
1 ke
A partir Cp o =1, temos:
Con=Coo. =0 1 =
n,l — n,0-0+1— (n—v;
n—1 n.(n—1
Cna=Cor - 9777 = (2.1 o)
n—2 n.(n—1)mn-—2
Cng =Cnz - 577 = 3.2.1
n.(n—1)n-2)..(n—k+1)
Cn,k = Ll
n.(n—1)(n—2)...(n —k+1)(n — k)
On,k—i—l =
(k+1)!

Entende-se por por k! pela expressao:
-1
Kl=1[1=123....k, sek eN.
k
temos ainda:

0! =1, se k = 0 (produto vazio)

k! leia-se n fatorial.

também temos:

kK= (k—1) .k
(k+1! =kl (k+1)

1.3.13 Produtos Cartesianos

Definigao 1.3.13. Considere Ay, As, ..., A,y # O conguntos. O conjunto M = A x A X
WX Ay = (a1, az,...,ap) /a1 € A as € As.ay € Ay}, chama-se produto cartesiano
dos Ay, As, ..., Ay (nesta ordem). Os elementos (ay,as, ..., ) em M chama-se m-uplas.

O elemento a; € A; € a i-nésima coordenada da m-upla (ay,as, ..., am)(1 < i < m).
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Para dois elementos (aq,as,...,a;,) € (b1,b2,...,.b,,) em M temos sua igualdade

definida por:
(a1, a9, ..., ap) = (b1, b, ..., by )<=>a1 = by; a0 = by ...; Ay = by

No caso de m arbitrario e A; = A; = ... = A,, = A o produto cartesiano passa a

ser a poténcia cartesiana m-ésima de A, indicada por:

M = AM = {(ay,az, ...,a,,) /a1,a2, ...,am € A}.

Observacao 1.3.6. Se C = {x,22,....4m} € B = {y1,%2, ....,Ym} sGo conjuntos finitos,

entao temos:

(.1’1, y2)7 (xlv y2)"'7 (xb yn>
OB = (T2, y1), (T2, Y2) .-, (T2, Yn)

(wmayl)(xm7y2)"-<xmayn)
Portanto, |C.B| = m.n = |C||B|;

Observacgao 1.3.7. Se Ay, As, ..., A, sao conjuntos finitos, entdo vale:
| A1 X Ag... X Ap| = |A1] X |Aa] X ..o X |Ap]
Particularmente, se Ay = Ay = ... = A,, = A, temos :

A" =A™

Ver referéncia [8].

Demonstragao: (Porinducao) Sem = 1, € ébvio que a afirmagao é verdadeira. Supondo

que:
| A} X Ag... X Ap| = |A1] X |Aa] X ..o X |Ap|
e considerando C = Ay X Ay X ... X A,, , temos:
C=A XAy x ... xAp X Appy1 = C X At
pela observagao acima, temos:

C X Apia| = [C[.|Apga|
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Dat,

|A1 X AQ X ..o X Am X Aerl‘ = ’C X Am+1’ = ‘CHAerl‘ = ’A1”A2"Am|‘Am+1|

1.3.14 Relagoes
Definigao 1.3.14. Considere A,B # ) dois conjuntos, uma relagio R em A e em B um
subconjunto de A X B:
R C A x B, ou seja, R € 24%5,
em que 24%B € o conjunto de todas as relacoes de A em B.

Para indicar que (a,b) € R usaremos a notacao a R b (lé-se: “a relaciona-se com

b segundo R”), se (a,b) ¢ R, escrevemos a R b.

Definicao 1.3.15. Chama-se dominio de R o subconjunto de A constituido pelos elemen-

tos “a” de A para os quais existe algum b em B tal que a R b, ou seja:
D(R)={a€ A /3Tbe Bcoma Rb} C A.
Exemplo 1.3.2. Para quaisquer dois conjuntos A,B # O, temos que:
Ax B e 2B e e 248

Temos a(Ax B)b, ¥ a € A, isto €, todo o elemento a € A é (A x B)—relacionado
com todo b € B.

Portanto, AxB € também denominada a relacao universal entre A e B.

Temos a @ b nunca, isto €, nenhum elemento a € A € O-relacionado com nenhum
elemento b € B.

As relagoes A x B e ) sao relagoes triviais entre A e B.

Definicao 1.3.16. Considere A # O um conjunto e R € 24*4 uma relagdo em A. Dize-

mos que R é uma relagao

(i) Reflexiva, se a R a, ¥V a € A.
(ii) Simétrica, seV a,b € A:a Rb <= b R a.
(iii) Anti-Simétrica, se ¥V a,b,c € A:a Rbeb Ra = a=0b.

(iv) Transitiva, seV a,b,c € Aza Rbeb Rc=— a=c.
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1.3.15 Relacao de Equivaléncia

Definicao 1.3.17. Uma relagcio R € 244 chama-se relacdo de equivaléncia em A, se R

€ ao mesmo tempo:
(i) Refleziva.

(ii) Simétrica.
(iii) Transitiva.

O conjunto de todos as classes de equivaléncia em A denotamos por Fq(A). Temos

entdo, Eq(A) C 24%4,

Definicao 1.3.18. Se R ¢ uma relagao de equivaléncia em A e se a € A, entdo colocamos
a={r€A/xRa}

a chama-se classe de equivaléncia de a mod R (lido: a mddulo R).

Denotamos a relagao de equivaléncia R por ~ ou =, ou seja, se (a,b) € R usaremos

a notacao a ~ b ou a =b, que é lido: “a equivaléncia a b moédulo R”.

Proposicao 1.3.15.1. Considere A # O um conjunto e ~€ Eq(A). Entdao valem para
todos os a,b € A.

a) € a, particularmente, @ # ¢.
b) @ =b<=a~b.

c)a#tb<=anb=0.

Demonstracao:
a) Pela reflexividade de ~ temos a € a # ¢, ¥V a € A.

b) (=) Dea =bsequeacb={xcA/x~b} Logoa~b. (<=) Considere a ~ b.
Para todo x € @ temos © ~ a ~ b e dai x € b, seque @ C b, da mesma forma: ¥V
=b.

€btemosz ~br~aedaiz €a. Sequeb C a. Logo @
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c) SuponhamosaNb# e sejax €anNb, temosa ~x ~bedaiporba=b=7.

d) Claramente, |J @ = A, mas como a € @, temos de fato |J @ = A.
acA acA

1.3.16 Relacao de Ordem

Definicao 1.3.19. Uma relacio R € 24%4 chama-se relagcio de ordem sobre A, se R é

a0 mesmo tempo:

(i) Refleziva.

(ii) Anti-Simétrica.

(iii) Transitiva.

1.3.17 Aplicagoes(Fungoes)

Definicao 1.3.20. Considere A, B # @ dois conjuntos. Uma relagio f € 24%B chama-se
aplica¢ao (fungio) de A em B, se

i) Va 3b € B, tal que afb, isto é, o dominio de f € todo A.

iil) Vae AV b temos: afb e aftl = b =1V, isto €, cada elemento a € A associa-se

a um unico elemento b € B.

Definigao 1.3.21. FEste unico b € B, f-relaciona-se com a € A chama-se valor de f em

a e € escrito com b = f(a).

Definigao 1.3.22. A imagem de f, isto €, I(f) ={ b€ B /3 a € A comafb} € agora
o conjunto de valores de f.

Portanto, I(f) ={ f(a) /a € A} e escreve-se também I(f) = f(a).

O conjunto de todas as aplicagoes de A em B denotamos por:
BA ={ f €228 / f é uma aplicagao de A em B }

temos entao,
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BAQ2AXB.
Se f € B4, entdo:
f={afla)/acA}

Exemplo 1.3.3. (i) Toda funcdo f € BN ¢ denominado uma sequéncia em B.

Se f(n) =b, € B € o wvalor de f emn € N, temos que
f={In,fn)] /neN} ={(nb,) /n=123 ..}
A sequéncia f também pode ser escrita com:
f = (b1,bg,....;0,) = (bn)n € N
BN ¢ entdo o conjunto de todas as sequéncias em B.

(ii) Considere A # @ um conjunto e R € E,(A).

Considere A / R ={a /a € A} o conjunto quociente de A mod R,

EmqueVaec A:a={xeA/x Ra} éclasse de equivaléncia de a mod R.
A aplicagao

g € (A/R)!

Definida por g(a) = a, ¥V a € A chama-se aplicagio candnica de A sobre A/R.
Temos

g={(a,a) /ac A}

Isto €, a aplicacao canonica associa a cada elemento a € A a sua classe de

equivaléncia mod R na qual ele estd.

iii) Considere Ay, Ao, ..., A, O conjuntos e M = A; x Ay X ... X A,, seu produto
] p
cartesiano sejai € {1,2,...,r}. A aplicacio h; € A, € MM tal que h; (a1, as, ..., a,)

=a;, ¥V (a1,as,...,a,) € M, chama-se a projecao de M sobre A; (também: a i-ésima

projecao de M).

Por ezemplo, se M = Ax B ={(a,b) /a € A, b€ B} duas projecoes de M sobre
A e sobre B sao
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hi{(a,b)} =a e ha{(a,b)} =b, ¥ (a,b) € M.
Definicao 1.3.23. Considere A, B # O um conjunto. O conjunto
da ={(a, a) /a€ A} C A?

chama-se a diagonal de A ou ainda, A2

Exemplo 1.3.4. Para A = R temos
R? = {(z, y) /.y € R} € o plano cartesiano (Euclidiano) real,

or ={(z, z) / x € R} € a sua diagonal (a primeira mediana,).
Proposicao 1.3.17.1. Se A € um conjunto e R € E,(A) é uma relagio em A entao:
Re A <= R =6, ,

Isto ¢, uma relagao de equivaléncia € uma aplicagdo se, e somente se, ela € uma

relacao de igualdade.
Demonstracao:

(<=)Temos que 64 ={ (a,a) /a € A}, ou seja, 0 D(64) = A, eV a €A, ¥V b,V
€ A, temos: a' 4 beads b = b=a=1"V. Logo 64 € uma aplicacao.
(=) Se R # 04, vai existir um par (a,b) € R com a # b. Vamos ter (a,a) € R e também

(a,b) € R, ou seja, R “assume valores distintos” em a.
Logo, R & A“.

Proposicao 1.3.17.2. Para qualquer relacio R € 22%B temos:
i) 04 C R"'o R+ D(R) = A.

iil) g CRo R! <= Va € D(R)/3 um tnicob € B coma Rb

Demonstracao:

a) ="V a € A, temos (a,a) € da, dai (a,a) € R™' o R. Isto significa que 3 b € B
com{aRbebR"'a} = (a,b) € R.
Portanto, D(R) = A.
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“="V a€ A, temos que (a,a) € 04, dai 3 b € B com (a,b) € R, temos entao
{a RbebR'a} = (a,a) € R"' o R.

Logo, 54 C R™' o R.
b) “=" Considere a € A, b,b/ € B coma Rbea RV, vale entdo {b R"™* a ea RV}.
Isto significa que (b,b') € R o R™. Como R o R C p, entio b = b. “=" Considere
dado qualquer (b,b') € R o R™'. Eriste entioa € A com {b R™' a e a R b}. Isto significa
que{a RV ea RO}, daib=1.

Logo, (b,b) = (a,b) € ép edp 2 Ro R

Consequéncia: Considere f € 24%8. Equivalentes sao:
a) [ € B4
bosaC flofedp=fof

Proposicao 1.3.17.3. Conjunto A, B # @ conjuntos, f,g € 24 duas aplicagdes de A em
B. Entao:

f=9 <+ fla) =g(a), VacA,

Isto €, duas aplicacoes de A em B coincidem se, e somente se, elas assumem e

mesmo valor para todos os argumentos.
Demonstracao:

Temos:

f={(a,b) e AxB /a fb} ={(a fla) /ac A} e
g={(r,y) € Az B /xgy} ={ (x,9(x)) /x € A}.

“=" f(a) = g(a), V a € A, significa entao {(a, f(a))} ={(a,g(a))} V a € A.
Portanto, f = g.

“—7 Se f =g, entao (a, f(a)) € gV a, € A. Portanto, ¥V a € A Iz € A com
{(a, f(a))} = {(z,9(x))}, seque que a =z e f(a) = g(z) = g(a).

Observacao 1.3.8. Considere A, B dois conjuntos finitos, sendo |A| = m e |B| = n,

entao:
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B = B4 = B =

Demonstragdo: Podemos supor A ={1, 2, ..., m}. A afirmagao fica claro se lembrarmos

|B™| = |B|™.

Aplicacoes Injetoras, Sobrejetoras e Bijetoras

Definicao 1.3.24. Considere A,B # O conjuntos e f € B?. Dizemos que f é uma

aplicagao

a) Injetora de A em B, se¥ a,a’ € A com f(a) = f(a’) implica a = o'. Equivalente: a #
a' = f(a) # f(d).

b) Sobrejetora de A em B, seV b € B, 3a € A tal que f(a) = 0.

c) Bijetora de A em B, se [ for injetora e sobrejetora.
Notagao: Se A e B sao conjuntos, denotamos por:
Inj(A, B), Sur(A, B) e Bij(A, B)
os conjuntos das aplicagoes injetoras, sobrejetoras e bijetoras, respectivamente. Entao,
Bij(A,B) = Inj(A, B) N Sur(A, B) C Inj(A, B) U Sur(A, B) C BA.
no caso A = B, o conjunto Bij(A, A) é escrito como:
Sa = Bij(A,A)

e os elementos em S, chamam-se as permutacoes de A, isto é, S4 é o conjunto de todas

as permutacgoes em A.
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Capitulo 2

A Construcao dos Niumeros Naturais

Neste capitulo iremos considerar que os ntimeros naturais podem ser ordenados
em uma sequencia, em que cada elemento tem um “sucessor”, permitindo, assim, construir

um conjunto que satisfaca os axiomas de Peano.

2.1 Axiomatica de Peano

Peano considera trés entes primitivos: nimero natural, zero e sucessor, correla-
cionados por cinco axiomas. Indicaremos por o(n) o “sucessor” do numero n e, para
indicar o zero utiliza-se o simbolo 0.

Os axiomas apresentados sao o seguinte:
1. 0 é um numero natural.
2. Todo nimero natural n tem um “sucessor” o(n).
3. 0 nao ¢ “sucessor” de nenhum nimero.
4. Se o(n) = o(m), entdo n =m
5. Considere S um conjunto de ntiimeros naturais tal que:
(a) 0es
(b) Sen € S, implicar o(n) € S.
Entao, S é o conjunto de todos os nimeros naturais.

Os axiomas de Peano sustentam-se nas ideias intuitivas de conjunto e funcao, em
que o conceito primitivo de sucessor indica uma funcao, isto é, cada niimero associa-se a
outro; e, de acordo com o principio de inducao, essa funcao esta definida em todo N.

Assim sendo, podemos refrasear os axiomas de Peano. A saber:
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Considere que existe um conjunto N e uma fungao o: N — N:

P1. Existe um elemento 0 € N tal que 0 ¢ Im (o).
P2. A funcao o é injetora.
P3. Considere A um subconjunto de N tal que:

(i) 0 € A.

(ii) Se n € A, implicar o (n) € A.

Entao A = N.

Denotaremos por N* o conjunto dos niimeros naturais diferentes de zero. Observe
que o(0) € NT e, de acordo com P.2, tem-se que 0 # o(0); provando que NT é nao-vazio,

mostrando ainda, que todo natural diferente de zero é sucessor de algum nimero.
Proposigao 2.1.1. Im(o) = N

Demonstragdo: Considerando o conjunto A = 0 U Im(o). Nota-se que, 0 € A e, sen
€ A,entao o(n) € A (pois o(n) € Im(o)).
Pelo axioma P.3 temos que A = N. Desta forma, dado um natural n € N, como

neAen#0, tem-sen € Im(o).

Definigao 2.1.1. Considerando um natural n # 0, o nimero natural m tal que o(m) =n

denomina-se o antecessor de n, e n denomina-se o sucessor de m.
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2.2 Operacoes com Numeros Naturais

Mostraremos que é possivel definir as operagoes Soma e Produto no conjunto dos

nimeros naturais, demonstraremos ainda, as propriedades dessas operacoes.

2.2.1 Soma de Numeros Naturais

Definigao 2.2.1. Considere n um natural nao nulo, o nimero natural m tal que o(m) =n

denomina-se o antecessor de n, e n denomina-se o sucessor de m.

Designamos m + n a adi¢ao de todo par de nimeros m, n € N, Considere um m
arbitrariamente fixado, indicaremos m +n para qualquer n € N. De acordo com o axioma

de Indugao, a adicao m + n esta definida para todo par de ntimeros naturais.
Definigao 2.2.2. Considere m € N um nimero natural dado. Entao:

(i) m+0=m.

(il) m+o(n) =o(m+n).

Com isso, é possivel somar m com 0, a segunda condicao nos permite somar m
com o sucessor de 0, com o sucessor do sucessor de 0. Somando m a todos os numeros

naturais. Temos:

Proposicao 2.2.1. Considere m € N um numero natural. Entdo, a soma m + n estd

definida para todo nimero natural n.

Demonstracao: Considere A o conjunto de naturais n, no qual a soma m + n estd

definida. De acordo com a condi¢do (i) da defini¢ao, tem-se que,
0€ A,

e da condigdao (ii) tem-se que, se a soma m + n estd definida, entdo, m + o(n) também
define-se em A. Ou seja, se, n € A, entdo o € A.

De fato: temos que,
0 Aesene A, entio o(n) € A,

poISs,
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m + o(n) =o(m + n),
Portanto, por inducdo temos que A = N, como m € arbitrdrio,
A =N, para todo m € N,

ou seja m + n estd definida para todo par (m, n) de nimeros naturais.

Proposicao 2.2.2. Para toda terna m, n, p de numeros naturais arbitrdrios, sao ver-

dadeiras as afirmacoes:
m + (n+p)=(m+mn)+p.
Demonstracao: Considere S o conjunto dos niumeros naturais p tais que,

m+ (n+p)=(m+mn)+p

para todo par de naturais m, n. Devemos provar que S = N, temos que:
m+ (n+0)=m+n=(m+n)+ 0.
Portanto,
0esS.
Supondo a validade para p € S,ou seja:
m + (n+p)=(m+n)+p.
Mostraremos também para

o (p) € S.

De fato:
m + (n +o(p)) =m +on+p)=ocm+ (n+p))=0oc((m+n)+p)=
=(m +mn)+a(p).

Proposicao 2.2.3. Para qualquer numero natural m, tem-se que:
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m+0=m=0+m.
Demonstragao: Considere A = {m € N | 0 + m = m}. Logo, 0 € A.
Se 0 + m = m. Temos que:
0+oc(m)=0c(0+m)=oc(m)
Portanto, por hipotese de inducao, temos que:
A =N.
Definigao 2.2.3 (Elemento neutro aditivo). O nidmero natural e que satisfaz
e+n=n-+e=mn,
para todo natural n € dito elemento aditivo.
Afirmacao: Efcicz'l ver que 0 = e, € o elemento neutro multiplicativo, pois:
0+n=n+0=n,
Portanto, 0 é elemento neutro aditivo.
Proposicao 2.2.4. O neutro aditivo é unico.

Demonstracao: Suponha u um elemento neutro e consideremos a soma,

0 + u,
como,
u, € neutro,
por hipotese, temos,
0+ u=20.

Como provamos que 0 € neutro da soma, verifica-se que:
0+ u=u,

Portanto, temos que:
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0 = u.
Assim, 0 € o unico elemento neutro para a operag¢ao soma.
Para demonstrar a proxima proposic¢ao introduziremos o elemento 1.

Definicao 2.2.4. Indicaremos por 1 o numero natural que € o sucessor de 0, isto é,

1 =0(0).
Proposicao 2.2.5. Para qualquer natural m, tem - se, que o(m) = 1 + m.
Demonstracao: Considere o conjunto:

A={meN]|o(m)=1+m}.

Note que 0 € A, pois 0(0) = 1 + 0 = 1. Suponha que m € A. Mostraremos que:

o(m) € A.

como,
om)=1+m
consequentemente,
olo(m)) =o(1 +m) =1+ o(m).

ou seja:

o(m) € A.
pelo Principio de inducao, temos que:

A=N

Proposicao 2.2.6. Para quaisquer m, n de numeros naturais, tem-se que:

m+n=n-+m.

Demonstracao: Considere o conjunto:

DIAS, Claudia Barroso & REIS, Siméia Barbosa dos Matematica - Unifap



2.2.2 Produto de Niumeros Naturais 32

A={meN|m+n=n+m,VnN}

Note que 0 +n = n + 0 para todo n € N,dai 0 € A. Suponha agora que m € A.

Provaremos que o(m) € A. Temos:
n+ao(m)=cm+m)=c(m+n)=1+m+n=o(m)+ n.

Desta forma, do axioma P.3 seque, que:

A =N.

Proposicao 2.2.7 (Lei do Cancelamento da Soma). Para toda terna a,b,c de nimeros

naturais, se a +c =0+ c, entao a = b.
Demonstracao: Considere
A={z€N/ sea+z=>b+ z entio a = b}.

obviamente 0 € A. Considere entio m € A. Mostraremos que o(m) € A.
Sea+ao(m)=">b+ o(m), entio o(a + m) = o (b + m). Como o € injetora, vem
que a + m = b + m. Como m € A, seque que a = b.

Pelo principio de indugao decorre que

A =N.

2.2.2 Produto de Numeros Naturais

Definigao 2.2.5. Considere m € N um natural dado, entao:

(i) m-0=0.

(ii) m-o(n)=m-n+m.

Observagao 2.2.1. Em (ii) acima faca n =0, daim-o(0) =m -0+ m

m-1=04+m
m-1=m, Vm € N.
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Proposicao 2.2.8. Considere m € N um numero natural dado. Entao, o produto m -n

estd definido para todo nimero naturais n € N.

Demonstragao: Considere A como sendo o conjunto de niumeros n para 0S quais o

produto m - n estd definido, isto €,
A={neN|m-n estd definido}

Conforme (1) da definicio 2.2.4 temos que m -0 =0, ou seja, 0 € A.
Suponha que m -n estd bem definido. Daim-o(n) = m-n-+m estd bem definida,
pois a soma m -n +m estd bem definida.

Portanto, o(n) € A, e pelo principio de indug¢do

A=N

Proposicao 2.2.9. Para todo natural n vale que

Demonstracao:
(i) 1-n =n, de fato:

Considere A como sendo o conjunto formado por todos os naturais m tais que

1-n=n, isto é,
A={neN|1l-n=n}.

Note que da definicao 2.2.4, condi¢ao (i) seque que 1-0 =0, basta tomar m = 1,
assim 0 € A. Temos também que 1 € A, pois1-1=10(0) =1-0+1=0+1=1.
Suponha que 1-n=n. Dai'l- o(n) =1-n+1=n+ 1= o(n).

Portanto,

o(n) € A.
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Logo,

(ii) n-1=n, de fato;
De forma andloga tome
A={neN|n-1=1}

dai conforme condi¢do (i) da defini¢iao 2.2.4 tome m = 0, logo, 0-0 =0, isto é, 0 € N.
Temos que 1-1=1-0(0) =1-0+1=0+1=1, isto €,

1€ A

Suponha que 1-n =n, dai
on)-1=mn+1)-1=Mn+1)-0n) =n+1)-0+(n+1)=0+(n+1) =0c(n).
Logo, o(n) € A.

Portanto,

Definigao 2.2.6 (Elemento neutro multiplicativo). O ndmero natural e que satisfaz

e-n=mn-e=mn, para todo natural n é dito elemento multiplicativo.

Afirmacao: Efdcil ver que 1 = e, € o elemento neutro multiplicativo, pois:

Portanto, 1 ¢ elemento neutro multiplicativo.

Proposicao 2.2.10. O elemento neutro multiplicativo € unico.

Demonstracao: Considere 1, 1’ dois numeros naturais tais que,

1l-m=m=m-1el’ - m=m-1
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para todo nimero natural m. dai 1 = 1-1' pois 1’ € o elemento neutro, por outro lado

1-1"=1, pois 1 € também elemento neutro, logo 1 =1-1"=1', portanto 1 = 1.

Proposicao 2.2.11. Considere a terna m, n, p de naturais, entao:

(m+n)-p=m-p+n-p.

Demonstragao: Considere o sequinte conjunto
A={peN|(m+n)-p=m-p+n-p}.
Dai note que
(m+n)-0=0=04+0=m-0+n-0,

isto €, 0 € A.

Note também
(m+n)-1=(m+n)-0(0) =(m+n)-0+(m+n)=m+n=m-1+n-1.

logo 1 € N
Suponha que (m+n)-p=m-p+n-p. Dai

(m +mn)o(p) =(m+n)-p+(m+n) =m-p+n-p+m+n =
=m-p+m+n-p+n=moa(p) + n,

Logo,
A =N.

Proposicao 2.2.12. Considere m, n dois naturais, entdao:

Demonstracao: Considere

A={neN|m-n=n-m,Vme N}
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Daim-0 =0-m, logo 0 € A, e vale também m-1=1-m, isto €, 1 € A. Suponha

que m-n =n-m para algum n € N. Dai,
m-o(n)=m-n+m=n-m+1-m=_(m+1)-m=o(n) -m,

isto €, 0 € A.

Portanto,

Observacgao 2.2.2. Como consequéncia da proposi¢cao 2.2.12. Vale para toda terna

m, n, p de naturais que: p(m+n) =p-m-+p-n.
Demonstracao: Imediato.
Proposicao 2.2.13. Considere m, n dois naturais, entao m-n =n-m.
Demonstracao: Considere
A={neN|m-n=n-m,V me N}

daim-0=0-m, logo 0 € A, e vale também m -1 =1-m, isto é, 1 € A. Suponha que

m-n =mn-m para algum n € N. Dai
m-o(n)=m-n+m=n-m+1-m=(m+1)-m=o(n) -m,

isto €, 0 € A.

Portanto,

Proposicao 2.2.14. Para toda terna m, n, p de naturais, tem-se

(m-n)-p=m-(n-p).

Demonstracao: Considere o sequinte conjunto
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A={peN|(m-n)p=m-(n-p)}.
dai (m-n)0=0=m-0=m(n-0), isto €, 0 € A, temos também que
(m-n)-1=(m-n)-o(0) =(m-n)-0+m-n=0+m-n=m-n=m(n-1),
ou seja, 1 € A. Suponha que (m -n)p =m(n - p), para algum p € N. Daf,
(m-n)-o(p)=(m-n)p+m-n=m-(n-p)+m-n=m-(np-n) =m-(n- o(p)).

Logo o(p) € A.

Portanto,

e
I
Z,

2.3 Relacao de Ordem sobre N

Definicao 2.3.1. Dados m,n dois nimeros naturais quaisquer, diz-se que m € menor do
que ou igual a n, que simbolizamos por m < n, se existe algum natural r tal que m+r = n.

Ou seja,
m <n seexistir € N tal quem+r=n

Proposicao 2.3.1. Para quaisquer a e b numeros naturais, verifica-se apenas uma das

condicoes:

(i) a=0b;

(ii) Eziste x € N,  # 0, tal que b= a + x.

(iii) Erzistey € N, y #0, tal que a = b+ y.

Demonstracao: Primeiro mostraremos que nao podem ocorrer duas condig¢oes simul-
taneamente. De fato, se ocorrem (i) e (ii), seque que a = a + z ou a + 0 = a + x. Da

proposicao 2.2.14, vem que x = 0, uma contradicao.

Similarmente, nao podem ocorrer (i) e (iii).
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Suponhamos, entdo, que ocorrem (ii) e (iii).

Entao, b = a +x = (b +y) + (y + x). Como acima, y + x = 0. Como z # 0,
vem que © = o (z’), para algum z” € N. Entao, y + x =y + o(z’) =0 (y +2’) = 0, e estd
na imagem de o, o que contradiz a proposi¢ao 2.1.1.

Provaremos agora que deve acontecer uma das trés condicoes. Considere entdo

(7]

a” um natural dado, e
A={2€ N | ouz=a+z para algum z # 0, ou a = z + y para algum y # 0}.

Obviamente, 0 € A, pois ou 0 = a ou 0 # a e, neste ultimo caso, seque que
a = 0 + a; isto €, 0 verifica a ultima condi¢ao.

Considere entdo m € A, e mostraremos que o(m) € A. Se m = a, entdo
o(m) =o0(a) =a+ 1,

e verifica-se a sequnda condi¢ao. Considere entdo m € A, e mostraremos que o(m) € A.
Se m = a, entdo o(m) = o(a) = a+ 1, e verifica-se a seqgunda condi¢io. Se m = a + x,
entio o(m) = o(a + ) = a+ o(x), e novamente a sequnda condi¢io. Suponhamos,
entdo, que a = m +y. Como y # 0, vem que y = o(y'), para algum y' € N. Logo
a=m+y=m+oy)=m+y +1=m+1+y =0c(m)+y Sey =0, vale a primeira
condi¢do para o(m). Sey’ # 0, vale a terceira condi¢ao. Pelo principio de indu¢ao, temos
que A = N. Suponhamos, entao, que a = m + y. Como y # 0, vem que y = o(y’), para
algum y’ € N. Logo,

a=m+y=m+o(y)=m+1+y =o(m)+vy’

Se y’ = 0, vale a primeira condi¢do para o(m). Se y’# 0, vale a terceira condigdo.

Pelo principio de inducao, temos que

A =N.

Proposicao 2.3.2. A relagcao <, é uma relagao de ordem sobre N.

Demonstracao:

(i) Note que a = a para qualquer natural a, dai a < a, ou seja, a rela¢do € reflexiva.
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(ii) Considere a e b dois naturais tais que a < b e b < a. Suponha que a # b, dai pela
proposicao 2.3.1 a <boub<a. Sea<bcomob<aeas#b seque queb < a,

contradicao. Para o caso em que b < a o raciocinio é andlogo.

(iii) Considere a,b e ¢ nimeros naturais tais que a < b e b < c. Assim, existem naturais

r,s satisfazendo b=a+1r e c=b+ s, seque-se ¢ = a+ (r + s), isto é, a < b.
Proposicao 2.3.3. Para toda terna a,b e ¢ de naturais valem:
(1) Sea<b, entaoa+c<b+ec.
(2) Sea<beO<c, entioa-c<b-c.
Demonstracao:

(1) Por hipétese a < b, isto €, existe r natural tal que b=a+r. Daib+c=a+c+r,
entio a+c < b+ c.

(2) Por hipdtese a < b e 0 < ¢, isto é, existe r natural tal que b = a +r. Dai'b-c =

(a+7r)-c=a-c+r-c entioa-c<b-c.
Proposicao 2.3.4. Considere x e y dois naturais quaisquer. Entao:
(i) Sex#0,z>1.
(ii) = < o(y) se e somente se x < y.
(iii) o(y) < x se e somente se y < .

Demonstragao: Para (i), suponhamos que x < 1. Logo, 1 = = + v, para algum v € N
ev #0. Comov # 0, vem que v = o(v'), com v € N. Substituindo, vem 1 = z + v =
x+o()=x4+v 4+ 1. Da lei do cancelamento para a soma, da preposi¢cao 2.2.8, vem

x+v' =0. Como x # 0, tem-se que x = o(x'), com =’ € N. Entdo,
o) +v =0 +") =0,

e 0 estd na imagem de o, o que contradiz a proposi¢ao 2.2.1.
Para (ii), suponhamos primeiro que x <y, isto €, x < y ou x = y. No primeiro

caso, vem que xr =y +r, com r € N. Logo,

oly)=c(x+r)=x+0(r),
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e x < o(y). No sequndo caso, tem-se que o(y) =o(x) =z + 1, ez < o(y).
Reciprocamente, suponhamos que v < o(y). Logo, o(y) = = + s, com s # 0.

Fazendo s = o(s'), s € N, tem-se
oly)=z+s=z+o(s)=o(x+5)

e, consequentemente, y = x + s'. Portanto, x < y.
Para (iii), suponhamos primeiro que y < x e que xo(y). De (i), vem que v <y,
um absurdo. Suponhamos agora que o(y) < x e que x < y. De (ii), seque-se que v < o(y),

novamente uma contradi¢cao.

Principio da Boa Ordem: Todo Conjunto nao-vazio de inteiros nao negativos
contém um elemento minimo.
Demonstracao: Considere A C N um tal conjunto, e suponhamos que A nao tenha
minimo. Considere entdo B = {x € N/z < y, Vy € A}.Entao, BN A = (). De fato,
suponhamos que exista z € (B N A), entdo = < z, que contradiz a anti- simetria da
relacdo de ordem. Provaremos agora que B = N o que implica A = (), uma contradi¢ao.
De fato:

0€ B,pois 0 <y, Vye A, ese( pertencesse a A, seria seu elemento minimo,
contrariando a suposicao de que A nao possui minimo. Logo, 0 < y, Vy € A. Suponhamos
agora que r € B, z € B, e mostraremos que o(x) € B. Para todo y € A, tem-se que
x < y. Logo, pela condigao (iii) da Proposicao 2.3.4, o(z) < y. Se o(z) € A, entao o(x)
seria o elemento minimo de A, novamente contrariando a suposicao inicial. Logo o(z) < y,

Vy e A, eo(x) € B. Pelo principio de indugao temos que B = N.
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Consideracoes Finais

Este trabalho teve como objetivo formalizar a ideia de que, os Nimeros naturais
podem ser obtidos a partir da adicao sucessiva de unidades. Num certo sentido, os axiomas
de Peano podem ser entendidos como um modelo de que, intuitivamente entendemos que
sejam os numeros naturais, a verificacao das propriedades que atribuimos aos niimeros
naturais e o fato de podermos definir intrinsecamente as operagoes de soma e multiplicacao,
a relacao de ordem e também demonstrarmos o teorema Principio da Boa Ordenagao ,
mostrando ainda, que a axiomatica de Peano constitui-se numa modelagem satisfatoria
dos ntimeros naturais.

Vale observar que a descoberta nem sempre diz respeito a um novo objeto, pode
ser uma nova maneira de olhar para algo ja conhecido por todos. Realmente, o mérito
de Peano deve-se mais a descoberta de que seus axiomas sao suficientes para caracterizar
satisfatoriamente o conjunto dos numeros naturais do que na prépria descoberta dos
axiomas os quais podem até ser considerados intuitivamente 6bvios e conhecidos no que
se diz respeito ao conceito de contar. Correspondendo a isso, as dificuldades do estudante
confrontado pela primeira vez com os axiomas de Peano nao esta tanto no entendimento
desses axiomas, senao na compreensao das suas finalidades e usos e também na apreensao

das técnicas matematicas associadas.
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