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Resumo

Este trabalho irda mostrar como a solucao de equagoes diferenciais parciais se tornaram
uma Série de Fourier, dentre estas equagoes iremos fazer aplicagoes em trés: Equacao do
Calor, Equagao da Onda e Equacao de Laplace. Mas para isso iremos primeiro definir o
que é uma Série de Fourier destrinchando conceitos que estao relacionados com o mesmo,
como por exemplo: produto interno ou escalar; ortogonalidade; norma; convergéncia;
funcao par e impar e; combinacao linear. Cada um desses conceitos ird contribuir para
chegar e entender a famosa Série de Fourier. Passando esta etapa iremos aplicar a Série de
Fourier nas equacoes diferenciais parciais citadas acima. Portanto iremos aprender nesta
passagem o que é separacgao de varidveis e como a mesma se transforma em duas equacoes
dife-renciais ordinarias de onde iremos obter a andlise do seu parametro em uma e o fator
integrante em outra, iremos também nesta passagem observar qual o comportamento das
fungoes quando as mesmas estiverem sobre condicoes inicias e condicoes de fronteira ou
de contorno como também é conhecida. Os graficos apresentados no trabalho foram ge-
rados no software MAPLE de onde podemos observar e constatar o comportamento das
funcoes com melhor precisao. Logo podemos perceber que a série de Fourier tem muitas
aplicagoes, tais em engenharia elétrica, vibragao, analise acustica, Optica, processamento

de sinais, processamento de imagem, a mecanica quantica, econometria, etc.

Palavras - chaves: Série de Fourier; Equacao do Calor; Equacao da Onda; Equacao

de Laplace.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Historia de Fourier

Figura 1.1: Jean-Baptiste Joseph Fourier

Jean-Baptiste Joseph Fourier (Auxerre, 21 de margo de 1768 - Paris, 16 de maio
de 1830) foi um matemadtico e fisico francés, celebrado por iniciar a investigagao sobre
a decomposicao de fungoes peridédicas em séries trigonométricas convergentes chamadas
séries de Fourier e a sua aplicacao aos problemas da conducao do calor. A Transformada
de Fourier foi designada em sua homenagem.

Jean-Baptiste Joseph Fourier foi o 12° filho dos 15 que teve seu pai, um alfaiate em
Auxerre. Ele ficou orfao muito jovem, pois a sua mae morreu quando ele tinha nove anos
e o seu pai no ano seguinte. Ele foi internado na escola militar de Auxerre, um colégio
beneditino, onde inicialmente mostrou ter talento para a literatura, mas aos treze anos
comecgou a interessar-se pela matematica. Aos catorze anos ja tinha lido os seis volumes
do Curso de Matemética de Etienne Bézout e em 1783 recebeu o primeiro prémio pelo

seu estudo da Mecanica Geral de Charles Bossut.
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Em 1787 decidiu seguir a carreira religiosa e entrou na abadia beneditina de St.
Benoit-sur-Loire. No entanto, persistiu no seu interesse pela matematica e manteve
correspondéncia com o professor de matemética de Auxerre e enviou um manuscrito a
Jean-Etienne Montucla em Paris. Abandonou a abadia em 1789, sem chegar a fazer os
votos religiosos, e visitou Paris onde apresentou um artigo a Academia Real de Ciéncias
francesa sobre as suas pesquisas para a solucao de equagoes numéricas, assunto que o
interessou para o resto da vida. Em 1790 tornou-se professor de matematica na escola
militar de Auxerre (onde jé tinha estudado). Em 1793, seduzido pelos ideais republicanos,
envolveu-se na politica juntando-se ao Comité Revolucionario de Auxerre.

Fourier tentou demitir-se do comité revolucionario depois do terror gerado pela Rev-
olucao Francesa, com o qual nao estava de acordo. Mas nessa altura ele ja estava de-
masiado envolvido na Revolugao para poder abandonar a sua atividade politica. Esta
atividade era extremamente complicada pelas diferentes facgoes revolucionarias que se
debatiam violentamente entre elas. O préprio Fourier terminou preso em Julho de 1794,
depois de ter defendido em Orléans uma destas facgoes. Temendo pela sua vida, sobre-
tudo depois da morte de Robespierre condenado a guilhotina, Fourier terminou por ser
libertado devido a novas mudancas politicas numa época extremamente conturbada.

Ele tinha, até ser preso, continuado a ensinar matematica em Auxerre, mas no final
de 1794 é nomeado para estudar na Ecole Normale de Paris. Esta instituicao foi fundada
pela republica com o objetivo de ensinar professores e abriu em Janeiro de 1795. Nesta
escola, onde demonstrou ser um dos alunos mais brilhantes, Fourier tem como professores
Joseph-Louis de Lagrange, Pierre Simon Laplace e Gaspard Monge, os maiores fisicos-
matematicos da época. Ele comecou entao a ensinar primeiro no College de France e
depois na Ecole Polytechnique sob a direcao de Lazare Carnot e Gaspard Monge, e iniciou
uma atividade mais séria em investigacao matematica, mantendo excelentes contatos com
Lagrange, Laplace e Monge.

Ele voltou a ser preso por razoes politicas, mas depois de apelos de seus alunos e
professores, e também talvez por uma certa acalmia politica, voltou a ser libertado. Em
1795 ele voltou a ensinar na Ecole Polytechnique e em 1797 sucedeu a Lagrange ao ser
nomeado para a catedra de Analise e Mecanica nesta escola. Ele ficou conhecido pelas
suas aulas excepcionais, devido ao seu grande dom para a oratéria que ja lhe tinha trazido

reconhecimento em politica.
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1.2 Séries de Fourier

As séries de Fourier tem como idéia principal a periodicidade, ou seja, o seu gréfico se
repete a cada periodo. E como a fungao seno e cosseno sao periddicos, com periodicidade
27 e valor maximo de amplitude igual a 1, com a diferenca do cosseno ser deslocada de 7
relacao ao seno. Tecnicamente, diz-se que as funcoes seno e cosseno diferem na FASE e a
diferenca de fase entre elas ¢ de 7.

Foi isso que Fourier descobriu, no inicio do século 19. Segundo ele, qualquer funcgao
periédica, por mais complicada que seja, pode ser representada como a soma de varias
funcgoes seno e cosseno com amplitudes, fases e periodos escolhidos convenientemente.

Logo, qualquer fungao f(x) pode, segundo Fourier, ser escrita na forma da soma de

uma série de fungoes seno e cosseno da seguinte forma geral:
f(x) = ap + arsen(x) 4+ agsen(2x) 4+ azsen(3x) + ... + bycos(x) + bacos(2x) + bgcos(3z) + ...

Os coeficientes ag, a1, as, ..., by, by, etc, sao as amplitudes de cada onda componente do
desenvolvimento em série.

Fourier foi o primeiro a estudar sistematicamente tais séries infinitas, apds inves-
tigagoes preliminares de Euler, D’Alembert, e Daniel Bernoulli. Ele aplicou estas séries
a solucao da equagao do calor, publicando os seus resultados iniciais em 1807 e 1811, e
publicando a sua Théorie analytique de la chaleur em 1822, sem contar as equacgoes da
onda e de Laplace, onde suas séries sao bem aplicadas. De um ponto de vista moderno,
os resultados de Fourier sao algo informais, em boa parte devido a falta de uma notacao
concisa de fungoes e integrais nos inicios do século XIX. Mais tarde, Dirichlet e Riemann

expressaram os resultados de Fourier com grande precisao e rigor formal.

1.3 Aplicacoes das Séries de Fourier

Hoje a andlise de Fourier é uma das técnicas matematicas com maior nimero de
aplicagoes praticas. Além de ser utilizada extensivamente em célculo numérico nas areas
mais diversas das ciéncias aplicadas e engenharias, a andlise de Fourier constitui ainda
a base do processamento de sinais. Tem por isso um papel central nas telecomunicacgoes
modernas e também no processamento de imagens digitais. Como curiosidades: é uti-

lizando andlise de Fourier que se retira a voz das cangoes para fazer karaoke e também
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que se faz a compressao de imagens em formato JPEG.
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Capitulo 2

Teorias de Séries de Fourier

2.1 Produto Interno e Norma

Seja C'Pla, b] o conjunto das fungdes reais continuas por partes
filab] =R

considerando idénticas duas fungoes que diferem uma da outra apenas em um numero

finito de pontos.

(a) Definimos o produto escalar ou interno das fungbes f e g pertencentes a

b
CPla, b, como (f, g) :/ f(t)g(t)dt.
(b) Para todo vetor Jge CPla,b], definimos a norma de f denotada por || f| como

sendo [|f]| = +/(f, )

Proposicgao 1.
(a) Para todos os f, g € CPla,b], (f,9)=(g, [).

(b) Para todos os fhf?ag € CP[Q, b]? <f1 + f2ag> = <f17.g> + <f27g>7
(c) Para todos os f,g, € C'Pla,b] e todo escalar a, (af,g)=a(f,g);
(d) Para todos os f,e C'Pla,bl,|| f|| >0e f=0se, e somente se,| f |=0.

2.2 Ortogonalidade

Defini¢ao 2. Seja C'Pla,b]. Dizemos que um subconjunto nao vazio X de C'Pla,b] é

ortogonal se para todo par f e g de elementos distintos de X, (f,g) = 0 . Neste caso

18



dizemos que os elementos de X sao ortogonais.

Esta definicao nos ajudard a achar os coeficientes da série de fourier: aq, a,,, b,,. Para

isso considere as propriedades da ortogonalidades dos senos e cossenos:

(a) / sennx cosmx dx = 0 (para todos os n,m > 0)

™ 0, se n#m
(b)/ cos nx cosmx dr=

T, se n=m

™ 0, se n#m
(c) sennx senmz dr=
T, se m=m

Exemplo 1. Seja L um nimero real maior que zero. Seja C'P[—L, L] o conjunto das

fungoes continuas por partes do intervalo [—L, L] em R com o produto interno definido
por

(f,9) = /_L f(t)g(t)dt.

Vamos mostrar que o conjunto

mt mt 27t 2rt nmt nmt
{1, COSf, Senf, COST, SGHT, ceey COST, SQHT, }

é ortogonal. Como as fungoes do conjunto, exceto a primeira, sao fungoes cujas primitivas

sao periddicas de periodo igual a 2L /n, entao a integral de —L a L destas fungoes é igual

a zero e portanto elas sao ortogonais a funcao constante 1.

nmt mmt L nmt  mmt
(cos—,sen——) =

7 L=/, cos——sen—— dt
t L L t t
Seja s = W—, entao dt = — ds, substituindo em / cosﬂsenmdt temos:
L T _L L L
L v
= — cos ns senmsds (2.1)
™ s

Usando a propriedade: sen(a)cos(8) = 1[sen(a + ) + sen(a — )] em (2.1) temos,
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L s
[sen(m + n)s + sen(m — n)s|ds

— % o
L [T L [T
=5 B sen(m + n)sds + ) sen(m — n)sds
L u L u

=—————cos(m+n)s cos(m —n)s

2m(m + n)

—» 27(m —n)

—T

= —m [cos(m—i—n)w—cos(m—i—n)(—w)} —m [cos(m—n)w—cos(m—n)(—w)]

Usando a propriedade: cos(—t) = cos(t) temos,

- _Wl;jtn) [cos(m +n)m — cos(m + TL)T('] - m [Cos(m —n)m — cos(m — n)ﬂ]
= _27r(nf+n) x 0 — 27r(nf—n) x0=0

Para m # n temos que

( nwt mﬂt> L nrt  mmt it L [7 J
COS——, COS—— ) = cOS——CcoS——dt = — cosns cos msds
L’ L _L L L T ) .

Dica:

Considere a propriedade: cos(a)cos(3) = 3[cos(a + ) + cos(a — 3)] temos,

L K0
=5 [cos(m + n)s + cos(m — n)s|ds
™ —T
S sen(m+ n)s|”, + (m = n)sf7, =0
=————sen(m+n ————sen(m —n =
2 (m +n) > Sl=r 27r(m—n)se Zl=r

nmt mmt L nmt mat L [
(sen— sen——) = sen—sen——dt = — sen nssen msds
L L I ) 7).

Dica:
Considere a propriedade: sen(a)sen(3) = —3[cos(a + ) — cos(a — 3)] temos,
L ™

= [—cos(m + n)s + cos(m — n)s]ds =0
T

—T
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GRAFICOS DO EXEMPLO 1
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2.3 Convergéncia

Definicao 3.

(a) Uma sequéncia de fungoes {f,.} = {/fo, f1,f2, -, fm, ...} de C'P|a,b] converge
para uma funcdo f de C'P|a, b] se nlgnoo | fn—sll = 0.

Neste caso escrevemos

lim f,, = f.

(b) Uma série de fungoes Z fm de CP[a, b] converge para uma fungao f de C'Pla, b]
m=0
se o limite da sequéncia das somas parciais converge para f, ou seja,

m
m—00
n=0
Em outras palavras a defini¢ao (3.b) nos diz que a série de Fourier converge uniforme-

mente para uma certa fungao f(z) (necessariamente periédica) no intervalo —m < x < 7.

Proposicao 2. Se uma sequéncia de fungdes {f,,} de C'P[a,b] converge para uma
fungao f de C'Pla,b], entao esta fungdo é unica a menos dos seus valores em um nimero
finito de pontos.

Demonstrag¢ao ver em [5]

Proposicao 3.

(a) Se uma sequéncia de fungdes { f,,} de C'Pla,b| converge para uma fungao f de V,
entao para todo vetor g de V a sequéncia de nimeros reais {(f,, g)} converge para (f, g).
Ou seja, se Trlbl_r}loo fm = [, entao

lim (fn, g) = ( im_fo, g).

m

(b) Se uma série de fungoes Z fm de CP[a, b] converge para uma fungao f de C'Pla, b,
m=0

entdo, para toda fungao g de C'Pla, b],

Z<fmvg> = <Z fmag>'

m=0

Demonstragao ver em [5]
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Proposigao 4. Seja C'P[ab], o espago das fungdes continuas por partes no intervalo

la,b]. Seja {90, 91,92, - Gn, -..} um subconjunto de V de vetores ortogonais nao nulos.

Se f= Cm Gm, €ntao cm:<f’gm>, param =0,1,2,3...
2 I g ||

m=0

Demonstragao ver em [5]

2.4 Séries de Fourier

Exemplo 2. Seja L um nimero real maior que zero. Seja C'P[—L, L] o conjunto das
fungoes continuas por partes do intervalo [—L, L] em R com o produto interno definido
por
L
()= | gt
-L
J& mostramos no Exemplo 1 que o conjunto

Tt 27t 2rt nmt nmt }
COS—, sen—, ..., COS—, sen—, ...
) L ) L ) ) L ) L )

it
{1, cos—, sen

L L
¢ ortogonal.
Vamos aplicar a Proposicao 4 a este conjunto. Para isto vamos calcular as normas dos

seus elementos.

(1,1>:/Ldt:2L

Por substituicao temos:

. it . L
seja s = —,entao dt = — ds segue
L T

L s
= —/ cos’nsds = (2.2)

T J_n

Usando a relacao fundamental 1 da trigonometria

cos?(ns) + sen?(ns) = 1, temos:
sen®(ns) = 1 — cos?(ns) (2.3)

Usando cosseno da soma de dois arcos
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cos(2ns) = cos?(ns) — sen?(sn), temos:
cos?(ns) = cos(2ns) + sen?(ns)
Substituindo (2.3) em (2.4), temos:

cos(2ns) + 1

cos?(ns) = 5

Substituindo (2.5) em (2.2), temos:

L [T L [T L [T
o _W[l + cos2nsl|ds = o / cos 2ns ds + | ds

—T

. - du
seja u = 2ns, entao ds = o segue
n

1 2nm 1

1
2 o cos(u)du = m(sen(u) 2_”22”) - m(g sen(2nm)) = 0
L [T L 2nL
o | B 5 (1= (=m) = —

L
nmt
Portanto (cos™, COSnTm>:/ cos? —— 7 dt = L

Analogo ao anterior:

t t r t. L [T L [T
<senﬂ, senﬂ> = / SQDQ%dt = —/ sen’nsds = 2—/ [1 — cos2ns|ds =
™ -

L L _I s

—T

Assim, para toda fungdo f € C'P[—L, L] que possa ser escrita como a série
—I— Z amcos— + Z bmsen—

teremos que os coeficientes da série serao dados por

t
(f, cosm—7T
L T 7 [ St =012,
oS
L
mmt
(f, senT> L mmi
P 7 fsen e param=1.2,..
sen
L

24
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A série (2.6) com os coeficientes dados acima ¢é chamada Séries de Fourier.

Teorema 5. Seja L um numero real maior que zero. Para toda funcao f pertencente ao

espago das fungdes continuas por partes, CP[—L, L], a série de Fourier de f

%—i—gamcos——i-Zb sen

em que
I t
Ay = E/L f(t) CosmTﬂ dt, param=0,1,2,...
1 [* t
=7 /_L f(t) sean7T dt, param=1,2, ...
converge para f na norma || f || = (ffL(f( ))2dt)z. Ou seja, podemos escrever

+ Z am, cos— + Z b senmm

2.5 Funcao Par e Funcao fmpar

Se uma fungao fe CP[—L, L] é par, isto é, f(—t) = f(t), para todo t € [-L, L], e

pode ser escrita como a série
t
= %+Zamcosm—ﬂ+26 sen
entao os coeficientes obtidos no exemplo 2 sao dados por:
mmt L mmt
f cos—— dt = f(t) cos—— dt, param=0,1,2,...
0
I t
= E/L f(t) seanﬂdt =0 param=1,2,...
Analogamente, se uma fungao f € CP[—L, L] é impar , isto é, f(—t) = —f(t), para

todo t€ [—L, L], e pode ser escrita como a série
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+ Z Am cos— + Z b senmﬂ

entao os coeficientes obtidos no Exemplo 2 sao dado por:

1 [F ¢
= Z/ f(t)COSm%dt=0 param =0,1,2, ...
-

1 [t t
= Z/ f(t) Senﬂdt / f(t) sen—— t, param=1,2,..
~L

Corolario 6. Seja L um ntumero real maior que zero. Para toda funcao f pertencente ao

espago das fungoes continuas por partes, C' P[0, L], a série de Fourier de cossenos def
mmt
+ Z Am cos—,

e a série de Fourier de senos de f

em que

2 [ t
:Z/o f(t)cos%dt, param =0,1,2, ...

2 [* t
:E/o f(t)seanﬂdt, param = 1,2, ...

converge para f na norma || f | = (fOL(f(t))2 dt)z.

Observagao: Se a fungao f(x) for par entao os coeficientes b, se anulam formando
a série de fourier de cossenos e se a fungao f(x) for impar os coeficientes a,, se anularam
formando a série de fourier de senos. Graficamente tanto uma como a outra se aproximam

da func¢ao dada.
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Exemplo 3. Seja L um ntimero real maior que zero. Considere a fungao fc(f)d) :[0,L] = R

dada por
) 1, se cL < x <dL, para c e d fixos satisfazendo 0 < c < d < 1.

fc,d -

0, caso contrario,

] . 0 ;.
Vamos calcular as séries de Fourier de senos e de cossenos de fc( d) . Para a série de

€ossenos temos que

2 dL 2 dL
CL()ZE . f(t)dtzz/; dt:2(d—0),

c L

2 dL + 2 dL t 2 mmd
Ay = — f(t) cosmTﬂ dt = _/ cos 2 gt = < sens , para m=1,2..
L c

L c L I mm mimc

Assim a série de Fourier de cossenos de f é

o
senmnd — senmmwc mrt
E CoS .
m L

0)y _ @0 - mmt 2
fc,d(t) - §+;amCOST = (d—C) —|-;m:1
Observe que a série de Fourier de cossenos da funcao constante igual a 1, féf)l) tem

somente o primeiro termo diferente de zero que é igual a 1.

Para a série de senos temos que param = 1, 2,...,

sen——dt = ———cos s

2 [k mrt 2 / dL mt 2 mmd
cl L mm mmc

. - : 0) .
Assim, a série de Fourier de senos de fé d) ¢ dada por

sen

(0) _ - _
fea(t) = D bmsen—r= = 2 " I

m=1

o
mmt 2 Z cosmme — cosmnd mmt

Observe que para a fungao constante igual a 1, fé?l) os termos de indice par sao iguais

;s 0 4
a zero e neste caso a série de senos de fé 1) ¢ dada por

0 4 1 (2m - 1)7Tt
fo,l—;m2212m_1sen L
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GRAFICOS DO EXEMPLO 3
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Figura 2.3: A fungao f : [a,b] — R definida por f(t) =1, sete [1/4,3/4] e f(t) =0, caso

contrario e as somas parciais da série de Fourier de cossenos de f, paran = 0, 2,6, 10, 14, 18
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Figura 2.4: A funcao f : [a,b] — R definida por f(t) =1, sete [1/4,3/4] e f(t) = 0, caso

contrario e as somas parciais da série de Fourier de senos de f, paran =1,3,5,7,9,11
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Figura 2.5: A funcao f(t) =1 em [0, 1], e as somas parciais da série de Fourier de senos

de f, paran=1,2,3,4,5,6

Exemplo 4. Considere a funcao fc(ii) : [0, L] — R dada por

D t, se cL <t<dL, para ce d fixos satisfazendo 0 < c < d < 1.

J. c,d (t) =

0, caso contrario,

J] . 1 s .
Vamos calcular as séries de Fourier de senos e de cossenos de fc( d). Para a série de

€0ossenos temos que

9 dL 9 dL .
= — t)dt = — dt =2(d* —
“ L cL f<) L/;L ( C)
9 il t 2 [ t 2L (™™
Um = 7 . f(t)cos%dt—Z/L tcos%dt—m/ scos sds
2L mmd
= 3 (ssen s+ coss)
m mmc

Assim a série de Fourier de cossenos de f é

mmd

e mmt
5 cos
m L

1)y 00 mat  L(d* — ) | 2L &
fc,d(t)—EZamcos 7= 5 +FZ

(ssen s+ cos s)
m=1 m=1
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Observe que para a funcao fc(ld) (t)=t, para0 <t <1 fé}l) temos que

2L

m2m2

(=)™ =1).

Ay, =

. - L ‘o 1
Assim os termos de indice par sao iguais a zero e neste caso a série de cossenos de fél)

¢ dada por

Para a série de senos temos que para m = 1,2, ...,

2 [ mrt 2 [ mmt 2L [
bm:Z . f(t)SeantzzlL tSGDTdt:m/mc ssen sds
2L mmnd
=53 (—scoss + sens)
m mmc

. .. : 1) ,
Assim, a série de Fourier de senos de fc( d) ¢é dada por

mnd
%0 © (—scoss+sens)
(1) mnt 2L ( e mumt
t — bm —_— —
fc,d( ) mz_l sen i 2 mz_1 - sen 7

Observe que para a funcao f(t) =t, para 0 <t <1, fé}l), temos que

2L (—1)™+12L
bm = W (—Cosm7r) = T

[ 1) 4
e neste caso a série de senos de fé 1) ¢ dada por

1 - mat 2L = (=1)™*' mmt
fO(,l)(t) = mZ:lbm sen A ?mzﬂ o sen i
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GRAFICOS DO EXEMPLO 4
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Figura 2.6: A funcao f(t) =t em [0, 1], e assomas parciais da série de Fourier de cossenos

paran =0,1,3
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Figura 2.7: A fungao f(t) =t em [0, 1], e as somas parciais da série de Fourier de senos

de f, paran=1,2,3,4,5,6

2.6 Combinacao linear

Com os coeficientes das fungoes destes dois exemplos podemos determinar as séries de
Fourier de varias funcoes que sao combinacoes lineares delas. Isto por que os coeficientes

das séries dependem linearmente das funcgoes, ou seja,

am(af +89) = aan (f)+Ban(g) e  bun(af+B8g)=ab,(f)+Bbn(g)

Por exemplo, a fungao
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t , se 0<t<ZL
f(t) = )
L—t se 5<t<L

pode ser escrita como

1 0 1
f=t+ 10 =10

Assim os coeficientes a,, e b,, podem ser calculados como

)+ Lo (£) —on (5)

b () = b fgg) 4 Lby, (fg]fl) ~ b (f;)l)

an (f) = am (£

N[

2 L mrt 2 [F mmt
cla, bl = R "= — t —dt bm:—/ f(t)sen — dt
o) =7 [ F0es™ L), SO
o ag = 2(d — C) 2 mmd
MO S md by = ——— co8 8
) 0, caso contrario Ay = % sen s mi mmc
d 0, caso contrario Ay = m22[7/r2 (—COS S + sen S)
mﬂ'd mmc
m%er (sen s + cos s)

Tabela 2.1: Coeficientes das Séries de Fourier de Funcoes Elementares
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Capitulo 3
Aplicacoes: Interpretacoes Fisicas.

Condicoes de Contorno e Iniciais

Uma diferenca importante entre EDO’s e EDP’s é a informagao suplementar necessaria
para a unicidade da solucao. Por exemplo, na solucao geral de uma EDO linear de or-
dem n aparecem n constantes arbitrarias: podemos determinar essas constantes impondo
condigoes iniciais, isto é, fixando os valores da solucao e de suas derivadas até a ordem
(n — 1) em um determinado ponto. A situagao para as EDP’s é fundamentalmente difer-
ente: mesmo no caso linear, a solucao geral, quando é possivel acha-la, envolve fungoes
arbitrarias das variaveis independentes, de modo que existe um grau de generalidade
muito maior em relagao a forma da solugao. No caso das EDP’s o espaco das variaveis
independentes ¢ multidimensional: procuramos solugoes definidas em um aberto 2 C R™;
é natural substituir os extremos do intervalo (caso n = 1) pelo bordo 02 da regiao €.
Quando impomos condig¢oes sobre o valor da solucao e de suas derivadas no bordo da regiao
(condigbes de contorno) temos um problema de valores de contorno ou simplesmente prob-
lema de contorno. Condigoes de contorno aparecem de maneira natural na descricao de
fenomenos fisicos estaciondrios (isto é, independentes do tempo); encontraremos muitas

vezes condigoes do tipo:

Ou

au(z) + ﬁ@n

() = f(z), x€ 09 (3.1)

ou
onde « e 3 sao constantes dadas, f é uma fungao dada em 02 e n ¢ a derivada de u na
n
dire¢@o normal a 9. No caso em que § = 0, a condigao (3.1) é conhecida como condigao
de Dirichlet; no caso em que o = 0, temos uma condi¢ao de Neumann. Como generalizar

o conceito de condigoes iniciais (no caso de EDO’s) para EDP’s ?
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Como no caso de EDP’s temos mais de uma varidvel dependente (por exemplo, = e
t), é natural fixar uma das varidveis (por exemplo, ¢t = 0) e impor o valor da solucao e de
suas derivadas parciais em relagao a varidvel fixa como fun¢ao das outras varidveis (por
exemplo u(z,0) = f(x) e ut(z,0) = g(z), f e g fungdes dadas). Observe que no cason = 2
com variaveis x, t isso significa impor o valor da solucao e de suas derivadas normais ao
longo da curva t = 0; analogamente, no caso n = 3, com variaveis x, y, t, fixar t = 0
significa olhar a solugao (e suas derivadas normais, se for o caso) ao longo da superficie
(plano) t = 0. Podemos entao generalizar o conceito de condigbes iniciais impondo o valor
da solugdo e suas derivadas normais ao longo de uma curva (se n = 2) ou superficie (se

n = 3) inicial, o problema correspondente é um problema de Cauchy ou de valor inicial.

3.1 Equacao do Calor

Em fisica existem trés formas de transmissao de calor: transmissao por conducao;
transmissao por conveccao e transmissao por radiacao. Mas a que se encaixa no nosso
trabalho é a transmissao por condugao.

Transmissdo por condugio: E o processo pelo qual o calor flui de uma regido de
temperatura mais elevada para outra de temperatura mais baixa, dentro de um meio
(s6lido, liquido ou gasoso) ou entre meios diferentes em contatos fisicos diretos. Nesta
forma de transmissao de calor, a energia é transmitida pela comunicagao molecular direta,
ou seja, devido ao aumento de energia cinética proporcionado por uma excitacao térmica
qualquer numa regiao de um corpo (extremidade de uma barra), os elétrons que adquirem
maior energia, tornam-se mais velozes e com maiores érbitas, chocam-se com elétrons
vizinhos que adquirem energia térmica dos elétrons que deram o choque de modo que se
forma uma cadeia na transmissao da energia consequentemente do calor, isto acontece
por todo o corpo.

De acordo com leis gerais da teoria do calor temos a seguinte equagao que governa a
temperatura v em funcao do tempo e da posicao no espaco:

ou

T k div(s7u)

designada por equacao do calor e onde k£ é uma constante positiva denominada constante

de difusao térmica. Informalmente —k grad u representa o fluxo de calor pela Lei de
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Fourier e por outro lado a variagao de temperatura é proporcional a divergéncia do fluxo
de calor, o que nao vem ao caso.

Com o unico objetivo de simplicidade de exposigao, e apesar de os métodos envolvidos
serem trivialmente generalizaveis a dimensoes superiores, vamos apenas considerar o caso
do espaco unidimensional; u representara a temperatura num filamento e sera funcao de

x, a posicao no referido filamento, e de t, varidavel que representard o tempo.

3.1.1 Equacoes do Calor em uma Barra

ou 0%

(IT).  u(0,t) = 0,u(L,t) =0 Condi¢ao de Contorno (C.C)
(ITI).  w(z,0) = f(z) Condicao Inicial (C.I)

Comentario:

1. A Equacao Diferencial Parcial (EDP) (I) é conhecida como ”Equagao do calor
unidimensional” ela descreve a variagao da temperatura em um corpo, ao longo da
direcao x, em uma funcao do tempo t.

2. A funcdo u = u(z,t) representa a temperatura de uma barra metélica na posigao
Z e no instante ¢.

3. A constante "a” é a condutividade térmica do metal. Ou seja, entre duas
substancias, a que tiver condutividade maior conseguira transferir uma quantidade maior
de calor, para uma mesma diferenca de temperatura.

4. Se pretendermos obter uma solucao particular do problema, teremos que conhecer
uma condigao inicial (C.I) sobre t e duas condigoes de fronteira ou contorno
(C.F.) sobre x.

5. A condicao inicial corresponderéd a temperatura inicial em t = 0, isto é, u(x,0) =
f(@).

6. As condicoes de fronteira ou condigoes de contorno corresponde normalmente a
temperatura da barra em cada extremidade, isto é, em x = 0 e x = L: u(0,t) = 0 e
u(L,t) =0.

Para ilustra temos a figura abaixo que se aplica ao caso unidimensional, quando ha
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gradiente de temperatura apenas na direcao x.

u(x,0) = f(x)

Figura 3.1: barra metdlica unidimensional

3.1.2 Extremidades a Temperaturas Fixas

Figura 3.2: barra sendo aquecida

du_
ot~ “ 92
u(z,0) = f(z), 0<ax <L

U(O,t) = T17 U(La t) = T2

Vamos inicialmente resolver o problema com 7'1 = T2 = 0, que chamamos de condigoes

homogéneas.
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Condicoes Homogéneas

Considere-se uma barra de comprimento L e constante de difusao térmica «. Estas sao
duas constantes positivas do sistema. Considere-se ainda que a barra estd isolada exceto
nas suas duas extremidades x = 0 e x = L. Estas extremidades sao postas em contato
com um reservatério de calor a temperatura de 0 graus. Seja a f(z) a distribuigao inicial

de temperatura. Temos entao as seguintes condigoes de DIRICHLET:

at " 9z
u(z,0) = f(z), 0<zx <L
u(0,t) =0, u(L,t) =0

Vamos usar um método chamado separacao de variaveis. Vamos procurar uma solugao

na forma de um produto de uma funcao de x por uma funcao de ¢, ou seja,

u(z,t) = X(x) T(t)

Derivando e substituindo-se na equagao obtemos
X" (x)T(t) = X(x) T'(t)
que pode ser reescrita como

X"(z) 1T
X(z) a2 T(t)

O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de t.
Isto sé é possivel se eles forem iguais a uma constante
X"(x) 1 7T'(t)

ﬂ@:@T@:A

Obtemos entao duas equagoes diferenciais ordinarias

X"(z) = AX(x) = 0, X(0)=0, X(L)=0
T'(t) — o?AT(t) = 0

A primeira equagao pode ter como solucoes,
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Se A>0: X(z) = Cy eV + Cye VAo,
Se A=0: X(x)=C, + Ch.

Se A <0: X(x) = Cysen(v/—Xz) + Cy cos(v/—Az).

As condigbes de fronteira X (0) = 0 e X (L) = 0 implicam que A < 0, mais que isso A
tem ter valores dados por
n?r?

)\:—?, n:1,2,3,...

ou seja, a solucao da primeira equagao com as condicoes de fronteiras tem solucao

X(x)=0C sen?, n=123,..

Assim a segunda equagao diferencial tem solucao

a2n27r2 t

T(t)=Coe” 2" n=1,23..

Logo o problema formado pela equacao diferencial parcial e as condi¢oes de fronteira
tem solugoes da forma
nmwxT _ a2n271'2 "

up(z,t) = X(2)T(t) = ¢y sen——e L2

Além disso, combinacoes lineares dessas solugoes sao solugao

N N
nmwx O¢2n2ﬂ'2 :
t) = E Up(z,t) = g cnsenTe L2
n=1 n=1

Mais que isso, pode-se provar que também séries

o0
nmwx a2n2ﬂ_2t
= E Up(z,t) = E Cnsen——e L2
n=1

sao solugoes.

Mas para satisfazer a condigao inicial u(z,0) = f(z), temos que ter
nma
f(z) = u(x,0) chsen—

Esta é a série de Fourier de senos de f(x) Assim pelo Coroldrio 6 na pagina 23 se a
fungao f(z) pertencente ao espago das fungoes continuas por partes, C'P[0, L], entdo os

coeficientes sao dados por
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2 [f nwT
n = — t ——dx, n=1,2,3...
=7 /0 f(t)sen 7 dz. n
Observe que quando t tende a mais infinito a solucao tende a zero.

Exemplo 5. Vamos considerar uma barra de 40 cm de comprimento, isolada nos

lados, com coeficiente o = 1, com as extremidades mantidas a temperatura de 0° e tal

que a temperatura inicial é dada por

r, se 0<z<20

f(z) =
40— 2, se 20 <z <40

Temos que resolver o problema

2

)
S
Q

u
2

Q
~

xz

(z,0) = f(x), 0 <z <40
0,£) =0, u(40,¢) = 0

<

S
—

A solugao é entao

o0
nTr _ n2x2,
u(z,t) =) ¢, sen—— e~ 160
’ 40
n=1

em que ¢, sao os coeficientes da série de senos de f(z), ou seja,

1 [0
Cp = %/0 f(t) Sen(%)dx

1 0 1
=Cn (fé;)/g) +40¢cy (fl(/%1> —Cn <f1(/%1)

_ 80 (—scos s+ sens) " _80 coss| 50 (—scos s+ sens) .
n2m? 0 nmw nr/2  n2m? n /2
160 sen**

-2 =123,

)

n2m2

Portanto a solugao é
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e}
u 'n,27'r2

160 sen’ nwx
u(z,t) = — Z n22 sen% e~ 1600 !

n=1

_ 160 = (=) (2n+ 1)z _nina?

5 5 sen e
w (2n +1) 40
n=1
18 184 18
14 144 14
10 104 10
6 64 6
0 0 0
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40 [ 10 20 30 40
x x
18 184 18
14 144 14
10 104 10
6 64 6
0 [ o
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40 [ 10 20 30 40
x x

Figura 3.3: Solucao da equagao do calor do exemplo 5 tomados apenas 3 termos nao nulos

da série, para t=0,10,20,50,100, 300

Condigoes Nao Homogéneas

du 5 0%u

ot " 9a?
u(z,0)= f(z), 0<z <L

U(O, t) = T17 U(40, t) = T2

Observe que uma fungao somente de x tal que a segunda derivada é igual a zero satisfaz
a equacao do calor. Assim,

(T, —Th) .

u(z,t) =T + 7

satisfaz a equac@o do calor e as condigoes de fronteira u(0,t) = T} e u(L,t) = Ty. O que

sugere como solucao do problema inicial

NTT _a?n2x2,

T, — T -
u(z,t) =T + % T+ Z cnsenTe* L?
n=1
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Para satisfazer a condicdo inicial u(x,0) = f(x), temos que

T,—T =
flz)=T1 + % T+ 2 cnsenn—zx
ou
(T, —T) G nmx
flx) =Ty — — = + El CoSED——.

T — @ x. Assim pelo Corolario 6 na

Esta é a série de Fourier de senos def(z) —
pégina 23 se a fungao f () pertencente ao espago das fungdes continuas por partes, C'P[0, L],

entao os coeficientes sao dados por

2 [t T, —T
Cn:Z/(; |:f($)_T1—¥ Sen L dZL' n:17273

Observe que quando t tende a mais infinito a solugao tende a solugao

(T — Th) .

v(z,t) =T + 7

chamada solucao estacionaria.

Exemplo 6. Vamos considerar uma barra de 40cm de comprimento, isolada nos la-
dos, com coeficiente o = 1, com as extremidades mantidas a temperaturas de 10° C e 30°

C e tal que a temperatura inicial é dada por

10422, se 0< 2z <20
70—z, se 20<xz <40

fx) =

Temos que resolver o problema

du 0%u
ot 9a?
u(z,0) = f(z), 0 <z <40
w(0,t) = 10, u(40,t) = 30

A solucao é entao




em que ¢, sao os coeficientes da série de senos de

() — 10+ 2/2 = %x, se 0<x <20

60—§x, se 20 < x <40
ou seja,

3 (1) ) 3 1)
Cn = ) Cn <f0,1/2> + 60cy, <f1/2,1) ) Cn <f1/2,1>

120
2

nr/2 120
———COoS S
0 nmw

n

nmw 120 nm

———5 (—scoss +sens)
nr/2 NAT

(—scos s+ sens)

2

nm/2

240 120
= =3 (—%T cos(nm/2) + sen(mr/2)) + o cos(nm/2)

B 240 sen%r

2, n=123..
nem

Portanto a solucao ¢ dada por

T 240 msen™  nmr 2.2
u(z,t) =10 + 5 + 7 n22 sen—— e~ 1600 *

40

n=

T 240 = (=1)" , (2n+1D)7mr _een??,
=104+ - 4+ — 600
Tt e Z(2n+1)nSen 0 ¢

n=0

Observe que quando t tende a mais infinito a solucao tende a solucao estaciondria
v(x,t) =10+ 3.
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40+

304

204

104

40+

304

204

40+

304

204

40+

304

204

40+

304

204

Figura 3.4: Solucao da equacao do calor do exemplo 6 tomados apenas 3 termos nao nulos

da série, para t=0,10,20,50,100, 300

3.1.3 Barra Isolada nos Extremos

isolamento

% | I

) i ‘ |

Ll \
6 — \ i o)
(N8 ‘ [ \/ 2y

Figura 3.5: barra isolada

Vamos agora considerar o caso em que a barra se encontra isolada, sendo portanto

nulo o fluxo de calor nas extremidades da barra. Esta condicao traduz-se pelas relagoes

du ou

que substituem a imposicao de temperatura constante do problema anterior. Obtemos

assim o problema da equagao de calor com condigoes fronteira de NEUMANN:
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du  ,0%u

W:a 0 x?
u(z,0) = f(z), 0<x <L
ou ou

Vamos procurar uma solucao na forma de um produto de uma funcao de x por uma

funcao de t, ou seja,
u(z,t) = X(x)T(t)

Derivando e substituindo-se na equacao obtemos

o X"(2)T(t) = X (2)T'(t)

que pode ser reescrita como

O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de t.

Isto sé é possivel se eles forem iguais a uma constante

N
~—
8
~—
—_
=
—~
~+~
~—

Obtemos entao duas equagoes diferenciais ordinérias

X"z)=AX(z) = 0, X'(0)=0, X'(L)=0
T'(t) — a?AT(t) = 0

A primeira equacao pode ter como solugoes,

Se A>0: X(z)=C eV 4 Cye Ve,

Se A=0: X(z)=C + Cs.

Se A< 0:X(z)=Cysen(v—=Az) + Cycos(vV/—Az).

As condigoes de fronteira X'(z) = 0 e X'(x) = 0 implicam que A < 0, mais que isso A

tem ter valores dados por
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n=123,..

ou seja, a solucao da primeira equagao com as condig¢oes de fronteiras tem solucao

X(z)=C cosn—zx, n=123,..

Assim a segunda equagao diferencial tem solucao

2.2 2
a“n_m” 4

T(t)=Coe” 2 " n=1,23..

Logo o problema formado pela equacao diferencial parcial e as condicoes de fronteira

tem solugoes da forma
nrr _o?n?x2,

up(z,t) = X(2)T(t) = ¢, cos—— e 12

Além disso, combinacoes lineares dessas solugoes sao solugao

N
nNmTx —&2n2‘"2t
u(z,t) = E E Cn COS—— € L2
n=1

Mais que isso, pode-se provar que também séries

o
nTr _o?n?x2,
) = E up(z,t) = E Cn COS——€ L2
n=1

sao solugoes.

Mas para satisfazer a condigao inicial u(z,0) = f(z), temos que ter

f(z) = Z Cn cos@

Esta é a série de Fourier de cossenos de f(x) Assim pelo Corolario 6 na pagina 11 se
a fungao f(x) pertencente ao espago das fungoes continuas por partes, C'P[0, L], entao os

coeficientes sao dados por

1 [ 9 L
= f/o f(t)dx, c, = Z/o f(t)cosn—zxdx, n=123..

Observe que a solugao tende a v(z,t) = ¢y, quando ¢ tende a mais infinito, ou seja, a

temperatura da barra vai tender a ficar constante e igual ao valor médio da temperatura
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inicial.

Exemplo 7. Vamos considerar uma barra de 40cm de comprimento, isolada nos lados,

com coeficiente a = 1, com as extremidades também isoladas, ou seja,

ou ou

e tal que a temperatura inicial é dada por

r, se 0<xz<?20

40 — 2, se 20 <z <40

fz) =

Temos que resolver o problema

u  Ou

da? Ot

u(z,0) = f(x), 0 <z <40
ou

_ )’
ou

A solugao é entao

em que ¢, sao os coeficientes da série de cossenos de f(x), ou seja,

1 40
= — t)yde =1
=15 1=

1 [ nmwT
n = — t —d
tn = 55 i f(t) cos 0 &

2cos™ — 1 —(—1)"
= 80 2 22( ) n=1,23..
n=m

Portanto a solucao é dada por
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n

80 o= 2cos™™ — 1 — (-1 n?2 n2n2
u(w,t) 210—{—;2 2 - =) cosni:)x e 1600 !

n=1

80 = 2(—1)" =2  nmxr _n2:2
=10+ ) 2 12 coS 50 e~ 1600
80 — 1 (Zn + 1)71'1’  (@2n41)2x2
=10 — — 400
=) n+ 12" 20 °©

Observe que a solugao tende a v(x,t) = 10, quando ¢ tende a mais infinito.

10+ 10+ 10
(o) o o
o 20 40 o 20 40 (o] 20 40
x x x
10+ 10+ 10
(o) o o
o 20 40 o 20 40 (o] 20 40
x x x

Figura 3.6: Solugao da equagao do calor do exemplo 7 tomados apenas 3 termos nao nulos

da série, para t=0,10,20,50,100, 300
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Material Condutividade térmica [J/s/(m.K)| ou [W/(m.K)]
Prata 426
Cobre 398

Aluminio 237

Tungsténio 178
Ferro 80,3
Vidro 0,72 - 0,86
Agua 0,61

Madeira (pinho) 0,11-0,14
Fibra de vidro 0,046
Ar 0,026

Tabela 3.1: tabela de condutividade

3.2 Equacao da Onda

Para entendermos como funciona a equagao da onda precisaremos primeiro relem-

bramos alguns conceitos fisicos.

Ondas: E uma perturbacao que se propaga transmitindo energia cinética e potencial

sem transporte de matéria.

Ondas Periddicas: Sao abalos sucessivos que se repetem em tempos iguais.

crista A crista

Figura 3.7: ondas periddicas

Um tnico abalo é denominado de PULSO DE ONDA.
Periodo: ¢é o tempo decorrido numa oscilagao.

Frequéncia: é o nimero de oscilagoes por unidade de tempo.
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Figura 3.8: sendide e cossenoide

1 1
f:TouT:?;

Comprimento de onda (\): E a distancia percorrida pela onda durante uma os-

f = frequéncia e T' = periodo.

cilagao, ou seja, distancia entre valores repetidos num padrao de onda.

Onda
4 ). = comprimento
- A > de onda
Y = amplitude

deslocamento

distancia —*

Figura 3.9: comprimento de onda

Velocidade de propagacao:

V= % ouV =\f

Reflexao: Quando uma onda volta para a direcao de onde veio, devido a batida em
material reflexivo.

Refracao: A mudanga da direcdo das ondas, devido a entrada em outro meio. A
velocidade da onda varia, pelo que o comprimento de onda também varia, mas a frequéncia
permanece sempre igual, pois é caracteristica da fonte emissora.

Interferéncia: Adicao ou subtracao das amplitudes das ondas, depende da fase das
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ondas em que ocorre a superposicao.

Ondas estacionarias: Sao ondas que permanecem no mesmo lugar, como as vi-
bracoes em uma corda de violino. Quando uma corda é deformada, a perturbagao propaga-
se por toda a corda, refletindo-se nas suas extremidades fixas. Da interferéncia das varias
ondas pode resultar uma onda estacionaria, ou seja, um padrao de oscilagao caracterizado
por sitios (os nodos) onde nao hd movimento. Os nodos resultam da interferéncia (de-
strutiva) entre a crista e o ventre de duas ondas. Nos anti-nodos, onde o deslocamento é
maximo, a interferéncia dé-se entre duas cristas ou dois ventres de onda. Cada padrao de
oscilacao corresponde a uma determinada frequéncia a que se chama um harmonico. As
frequéncias de vibragao variam com o comprimento da corda e com as suas caracteristicas
(material, tensao, espessura), que determinam a velocidade de propagacao das ondas. A
frequéncia mais baixa a que a corda vibra chama-se frequéncia fundamental.

Isotropia: E a propriedade que caracteriza as substancias que possuem as mesmas
propriedades fisicas independentemente da direcao considerada.

Homogeneidade: Significa que num determinado meio, as suas propriedades mantém-

se em toda a sua extensao.
Classificagao das Ondas

Iremos classificar a onda segundo a aplicacao da Série de Fourier:

e Quanto a natureza:

Onda mecanica: I aquela que necessita de um meio material para se propagar.

e Quanto as direcoes de propagacao e vibragao:

Onda transversal: E aquela cuja direcao de propagacao é perpendicular a direcao
de vibracao.

e Quanto a dimensao:

Onda unidimensional: E aquela que se propaga ao longo de uma linha. Exemplo:

onda na corda ou, na mola.
Equacao da onda

A equagao da onda é aquela que modela a propagacao de ondas em um meio ho-
mogéneo e isotrépico e nao-dissipativo ou ainda, é uma equacao de derivadas parciais que

descreve a propagacao de uma onda:
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Figura 3.10: onda transversal

1 0%u
_ 2 2, _
uy = a“Au ou V u_ﬁﬁ
Onde:
e « ¢é a velocidade de propagacao.
e 1, ¢ uma funcao da posicao e do tempo que descreve o comportamento da onda;

e v é a velocidade da onda;

e t é o instante temporal.

u geralmente é dado por:

u = Asin(?.? — wt)

Onde:

e A é a amplitude da onda;

e w =27 f é a frequéncia angular;

e f ¢é a frequéncia de oscilagao da onda;
e ¢ é o instante temporal.

e r ¢ a posicao.

e k é o vetor de onda.

Para o vetor de onda temos as seguintes relacoes:

— —_ = =
k =k, +k, + k.
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An € 0 comprimento de onda medido na direcao n. Para um sistema de coordenadas

cartesiano com trés dimensoes n = x ou y ou z.

3.2.1 Corda Elastica com Extremidades Presas

Consideremos uma corda esticada e com suas duas extremidades fixas. Provocando
uma perturbacao na corda, a onda transversal incidente e a refletida nas extremidades
darao origem a onda estacionaria na corda.

As vibragoes da corda pertubarao o ar da regiao ao seu redor, dando origem as ondas
sonoras que teram a mesma frequéncia de oscilacao dos pontos da corda.
As extremidades fixas da corda sempre serao nos. Entre elas havera a formacao de n

ventres. Havera portanto diferentes modos de vibragao ou diferentes harmonicos.

—

————
Fundamental, ou pomeiro harmdmnion

(a)

Crearto harmanica

Figura 3.11: harmonicos gerados na corda do violino

Este tipo de situacgao é representado pelo sequinte problema:

Pu_ - ,0u
ot2 @ 0 x? 5
ul@,0) = f(x), F2(6,0)=g(x), 0<x <L

A solucao deste problema é a soma das solu¢es dos problemas com apenas uma das

fungoes f(z) e g(z) ndo nulas.
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3.2.2 Com Velocidade Inicial Nula

Vamos procurar uma solucao na forma de um produto de uma funcao de x por uma

funcao de t, ou seja,
u(z,t) = X(x)T(t)
Derivando e substituindo-se na equagao obtemos
? X" (2)T(t) = X (2)T"(t)

Que pode ser reescrita como

X//(:L,) B iT//(t)
X(z) a2 T(t)

O primeiro membro depende apenas de z, enquanto o segundo depende apenas de t.

isto s6 é possivel se eles forem iguais a uma constante

X"(z) 1 T"()

X)) T

Obtemos entao duas equacoes diferenciais ordinarias

X"(x) = AX(z) = 0, X(0)=0, X(L)=0
T"(t) — 2AT(t) = 0, T'(0) =0

A primeira equacao com as condigoes de fronteira foi resolvida no problema do calor

em uma barra e tem solucao somente se
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Ou seja, a solugao da primeira equacao com as condigoes de fronteiras tem solugao

X(z)=0Cy sen?

A segunda equacao diferencial com a condigao inicial tem solugao

annt

L

T(t) = Cycos

Logo o problema formado pela equacao diferencial parcial e as condi¢oes de fronteira
tem solugoes da forma
nwr antt

up(z,t) = X(2)T(t) = ¢, sen—— cos—

Além disso, pode-se provar que também séries

o o0

t

u(z,t) = Z Up(z,t) = Z Cp Sen ? cos argr
n=1 n=1

Sao solugoes.

Mas para satisfazer a condicao inicial u(x,0) = f(z), temos que ter

f(z) = u(x,0) = gcn sen ?

Esta é a série de Fourier de senos de f(z). Assim pelo Coroldrio 6 na pagina 20 se a
fungao f(z) pertencente ao espago das fungoes continuas por partes, C'P[0, L], entao os

coeficientes sao dados por

9 (L
cn:z/o f(t)senn—zxdx, n=1273..
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2L
Observe que a solugao u,; para cada x periédica com periodo —
a

Exemplo 8. Vamos considerar uma corda de 40 cm de comprimento, presa nos lados,

com coeficiente a = 2 solta do repouso de forma que o deslocamento inicial seja dado por

r, se 0<x <20

40 —x, se 20 <2 <40

fx) =

Temos que resolver o problema

Pu_ P
ot2 T Oux? 9
w(z,0) = f(x), 2o(z,0)=0, 0 < < 40

u(0,t) = 0, u(40,t) =0

A solugao é entao

Z nmwx anmt
¢, Sen —— COS .
" 20

em que ¢, sao os coeficientes da série de senos de f(z), ou seja,

Cn / () senmdx

160 sen =F
:W, n:1,2,3
Portanto a solucao ¢ dada por
(.1) 160 = sen ™  nmx  nxt
u(z,t) = — sen cos .
’ T L= n? 40 20
160 v~ (—1)" (2n+1) (2n + 1)mt
= sen oS
2 (2n+1) 40 20
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GRAFICOS DO EXEMPLO 8

2

20 40
o ~ o
20 o 20 o
X - 10 X
-10 -10

Figura 3.12: Solugao do problema da corda elastica tomados apenas 3 termos nao nulos

da série, para t=0,5,10,15,20,25

3.2.3 Com Deslocamento Inicial Nulo

Pu_ a
or " ox,
u(z,0) =0, a—z(a:,O):g(x), O<z<L

uw(0,t) = 0, u(L,t) =0
Vamos procurar uma solucao na forma de um produto de uma funcao de x por uma
funcao de t, ou seja,
u(z,t) = X(x)T(t)

Derivando e substituindo-se na equacao obtemos

? X" (2)T(t) = X (2)T"(t)

que pode ser reescrita como

X//(.T) B iT//(t)
X(z) a2 T(t)
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O primeiro membro depende apenas de z, enquanto o segundo depende apenas de t.

Isto sé é possivel se eles forem iguais a uma constante

Obtemos entao duas equagoes diferenciais ordinarias

X"z)=AX(z) = 0, X(0)=0, X(L)=0
T'(t) —a?XT() = 0,7(0)=0

A primeira equagao com as condigoes de fronteira foi resolvida no problema do calor
em uma barra e tem solugao somente se

n?m?

/\—77 ’I’L:1,2,37...

ou seja, a solucao da primeira equagao com as condig¢oes de fronteiras tem solucao

X(x) = C’ﬁ(%n%, n=123,..

A segunda equagao diferencial com a condigao inicial tem solugao

anmt

T(t) = Cysen , n=1,2,3,..

Logo o problema formado pela equacao diferencial parcial e as condi¢oes de fronteira
tem solugoes da forma
nwy antt

up(z,t) = X(2)T(t) = ¢, sen —osen—

Além disso, pode-se provar que também séries

oo [e.e] t
u(z,t) = Z Up(z,t) = Z Cp Sen n_z:v sen an;
n=1 n=1

sao solugoes.

ou
Mas para satisfazer a condigao inicial —(z,0) = g(z), temos que ter

ot
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Esta é a série de Fourier de senos de g(z). Assim pelo Coroldrio 6 na pagina 11 se
a funcdo g(z) pertencente ao espago das fungoes continuas por partes, CP[0L], entao os

coeficientes sao dados por

Exemplo 9. Vamos considerar uma corda de 40 cm de comprimento, presa nos lados,

com coeficiente a = 2, sem deslocamento inicial mas com uma velocidade inicial dada por

z, se 0<x<20

40 —z, se 20 <z <40

g(z) =

Temos que resolver o problema

Pu_ o
otz a2

ou
u(z,0) =0, m(m,O) =g(x), 0 <z <40

u(0,t) = 0, u(40,t) =0
A solugao é entao

o0

t
u(z, t) = Z Cp sen 71—? sen anO

n=1

nmw . . - :
em que 0 ¢, s20 os coeficientes da série de senos de g(z), ou seja,

1[40
o / g(t) sen DY g
0

20" 20 40
1608611%
= — a2 n=12,3..
n
48008811%
Ch, — W, n = ].,2,3

Portanto a solucao é dada por

o8



~ 3200 > Sen% nmwx nmt

u(z,t) sen sen :
(=, 3 n3 40 20
n=1
00
3200 (—1) n+ Drz (20 + Dt
= 3 3 Sen sen .
T 2n+1) 40 20
n=0
GRAFICOS DO EXEMPLO 9
18 707 20
14 °0
504
10 40 60
304 40
6 201
o] 20
5 10 20 30 40 % 10 20 30 40 2% 10 20 30 40
704 1
60 189 12{
504 147 1o 10 20 30 (9
g :
20] o3 :ig
104 E -50
5 10 20 30 40 % 10 20 30 a0 :‘758

Figura 3.13: Solucao do problema da corda eldstica tomados apenas 3 termos nao nulos

da série, para t=0,5,10,15,20,25

3.2.4 Caso Geral

Pu_ ,0u
ot2 “ 0 x? 5
u@,0) = f(2), 57(@,0)=g(x), 0<z <L

u(0,t) = 0, u(L,t) =0
Como dissemos antes a solucao deste problema ¢ a soma das solugoes dos problemas

com apenas uma das fungdes f(z) e g(z) ndo nulas, ou seja,

u(x,t) = uP(z,t) +ul (z,1).
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Exemplo 10. Vamos considerar uma corda de 40 cm de comprimento, presa nos lados,
com coeficiente a = 2, com deslocamento inicial f(z) e com uma velocidade inicial g(x)

dados por

r, se 0<zx<20

40—z, se 20 <z <40

Temos que resolver o problema

Pu_ ot
ot2  Ox2 9
u(z,0) = f(z), at(x 0) =g(z), 0 <z <40

u(0,t) = 0, u(40,t) =0

A solugao é entao

o0

t t
u(m,t):chsen cosni+2d sen@sennzio

n=1

em que ¢, e 55 d, sdo os coeficientes da série de senos de f(z) e de g(x) , respectiva-

mente, ou seja,

1[0
tn = 55 i f(t) sen%dl’
1608611%
- cn=1,2,3..
n2m?

1 %
Tdn :—/ g(t)sen@dx
0

20 20 40
160361@%7T
= a2 n=123..
n
32008en%
= e n=1,23..

Portanto a solucao ¢ dado por
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160 > sent nwT nrt N 3200 <= sen™ nwx nmt
o2 n2 40 20 73 n3 40 20

n=1 n=1

160 o= (—1)" (2n+)rx  (2n+ 1)7t
= —F Sen COS
2 (2n +1)2 40 20

sen sen

3200 i (—1)" (2n+ Drz  (2n+ 1)7t
< (2n + 1) 40 20

w3

3.3 Equacao de Laplace num Retangulo

Pode ser usada para descrever a temperatura u = u(z,y) em uma regiao plana re-
tangular como por exemplo, uma placa metalica. Embora inicialmente a temperatura
varie em funcao da fonte de calor, apés um determinado tempo a temperatura se estabi-
liza, quando ocorre um processo estacionario. Resolver uma equacao de Laplace, depende
fortemente da topologia (forma geométrica) da regiao sobre a qual a fungao u = u(z,y)
estd definida.

Vamos considerar o problema de valor de contorno em um retangulo gerado pela
equacao de Laplace
Pu  0*u
92 g
u(z,0) = f(z), u(z,b) =g(x), 0<zx<a
u(0,y) = h(y), w(a,y) =k(y), 0<y<b

0

Este problema é chamado problema de Dirichlet. A solucdo deste problema é a
soma das solugoes dos problemas com apenas uma das fungées f(z), g(x), h(y) e k(y) nao

nulas.
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g(x)

f=Lelllis)

f) “

Figura 3.14: Regiao onde ¢ resolvido o problema de Dirichlet

3.3.1 Apenas k(y) Nao Nula

@4_@—0
da?  0y?
u(z,0) =0, u(z,b) =0, 0 <z <a

uw(0,y) =0, u(a,y) =k(y), 0<y<b
Vamos procurar uma solugao na forma de um produto de uma fungao de = por uma
funcao de t, ou seja,
u(z,y) = X(2)Y(y)
Derivando e substituindo-se na equacao obtemos
X"(@)Y (y) + X(2)Y"(y) = 0

que pode ser reescrita como
X"x) _ Y'(y)
X(z) Y(y)

O primeiro membro depende apenas de z, enquanto o segundo depende apenas de t.

Isto sé é possivel se eles forem iguais a uma constante
X"x)  Y'"y) _
X(z) Y(y)
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Obtemos entao duas equagoes diferenciais ordinérias

X"x) = AX(z) =0, X(0)=0
Y/(y) — AY(y) =0, Y(0) =0, ¥(8) =0

~ .~ . ~ 2.2
A segunda equagao com as condigoes de fronteira tem solugao somente se A\ = "5,

paran = 1,2,3,... e neste caso a solugao é da forma

Y(y) = Clsenn%;y, n=123,..

A primeira equagao diferencial com a condigao X (0) = 0 tem solugao

nmtx

X(z)=Ch(e®®—e 7)) =, senhT

Logo o problema formado pela equacao diferencial parcial e as condi¢oes de fronteira
tem solugoes da forma
nmwx

up(z,y) = X(2)Y (y) = cn senn—zy sen hT

Além disso, pode-se provar que também séries

= = nmy nmx
= n\, = n 7 h——
nEZIU (x,y) nEZI C sen — = senh —

sao solugoes.

Mas para satisfazer a condigao inicial u(a,y) = k(y), temos que ter

- nmy - nwx nmy
k(y) = U(C% ?J) = Z Cp, SEN T senh = Z |:Cn senh —] senT.

n=1 n=1

Esta é a série de Fourier de senos de k(y). Assim pelo Coroldrio 6 na pagina 11 se a
fungao k(y) pertencente ao espago das fungoes continuas por partes, C P[0, L], entao os

coeficientes sao dados por

9 b
Cn senh ¢ — —/ k(y) sen@dy n=17273..
b b Jo b
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Exemplo 11. Vamos considerar a equagao de Laplace num retangulo
0 u N 0?u
dx?  0y?
u(z,0) =0, u(z,2) =0, 0 <z <3
u(0,y) =0, u(3,y) =k(y), 0 <y <2

=0

com

k(y) =
2—y, se 1<y<2
A solucao é entao
- nm nmwx
u(x,y) = ¢p sen —— senh ——
(z,y) ; 5

3nﬂ)

em que ¢, senh( sao os coeficientes da série de senos de h(y), ou seja,

3 2
¢, senh T _ / k(y) sen Y
2~ 2

8sen*r
=53 = 1,2,3...
8sen*t 193
Ch=———2"5—, Nn=
n?m?senh 22’ o
Portanto a solucao é dada por
o0
8 sen‘gr Y oop T
= — en sen
7% £~ n?senh 5% 3”“ 2

8 i —1)" (2n+ 1)y

2 1
8 e sty 21t DT
M (1 senh% 2 2
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Figura 3.15: Solucao da equacao de Laplace do Exemplo 11 tomando apenas 3 termos

nao nulos da série

3.3.2 Apenas h(y) Nao Nula

62u+82u_
da?  0y?
uw(z,0) =0, u(x,b) =0, 0 <z <3

w(0,y) = k(y), u(a,y) =0, 0 <y <2

0

Vamos procurar uma solugao na forma de um produto de uma fungao de z por uma
funcao de t, ou seja,

u(z,y) = X (2)Y (y)

Derivando e substituindo-se na equagao obtemos

X"(@)Y (y) + X (2)Y"(y) = 0

que pode ser reescrita como

X'x) _ Y'(y)
X))~ YW
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O primeiro membro depende apenas de z, enquanto o segundo depende apenas de t.

Isto s6 ¢é possivel se eles forem iguais a uma constante

X”(x) _ _L(?J) _
X(z) Y(y)

Obtemos entao duas equagoes diferenciais ordinérias

X"x) = AX(z) =0, X(a)=0
Y'(y) =AY (y) =0, Y(0)=0, Y(b) =0

~ .~ . ~ 2.2
A segunda equagao com as condigoes de fronteira tem solugao somente se A\ = "3,

paran = 1,2,3,... e neste caso a solugao é da forma

Y(y) = Clsenn—zy, n=123,..

A primeira equagao diferencial com a condigao X (a) = 0 tem solugao

( ) 612( (x—a) _ 67"7"(:1:7@) _ 6,2 Senhnﬂ-(xb_ a)

Logo o problema formado pela equacgao diferencial parcial e as condigoes de fronteira

tem solucoes da forma

nm(x — a)

un(z,y) = X(2)Y(y) = cn senn%;y senh 5

Além disso, pode-se provar que também séries

Z un(z,y) Z ¢, Sen mbry senh nﬂ(xb— @)

n=1

sao solugoes.

Mas para satisfazer a condigao inicial u(0,y) = h(y), temos que ter

oo
nm nnx nmwa nmy

hy) = u(0,y) = — Z Cp Sen Ty senh — = f: [cn senh —] sen—=.

n=1 n=1
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Esta é a série de Fourier de senos de h(y). Assim pelo Corolario 6 na pégina 11 se a
fungao h(y) pertencente ao espago das fungoes continuas por partes, C' P[0, L], entao os

coeficientes sao dados por

9 b
—cy, senh ¢ — —/ k(y) sen Y dy n=1,2,3...
b b, b

Podemos evitar o sinal de menos se escrevemos

u(z,y) = Z un(z,y) = Z Cp Sen nzy senh mr(ab— z)
n=1 n=1
e neste caso
nra 2 [° nmwy
¢ senh—— = —/ k(y)sen —=dy n=1,2,3...
b b Jo b

Exemplo 12. Vamos considerar a equacao de Laplace num retangulo
0% u N 0% u
ox?  0y?
u(z,0) =0, u(xz,2)=0, 0 <z <3
w(0,y) =0, u@3,y) =k(y), 0 <y <2

=0

com

y, se 0<y<l1
h(y) =
2—y, se 1<y<?2

A solugao é entao

u(z,y) = Z Cp Sen % senh (%
n=1

(3—1))

3nm

5*) sao os coeficientes da série de senos de h(y), ou seja,

em que ¢, senh(

2
cnsenh(Bn—W):/ h(y)sen@dx
2 ; 2

8sen*gr
= W, n = 1,2,3
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8 sen%7r

= senh%T”’ n=123..
Portanto a solugao é dada por
sen‘g- nmy nmwx
u(r,y) = o Z 7 conl, 2E 3m en — senh 5
8 — —1)” (2n + Dy (2n+ )7 (3 — )
= nz% 1) senh w sen 5 senh 5

Figura 3.16: Solucao da equacao de Laplace do Exemplo 12 tomando apenas 3 termos

nao nulos da série

3.3.3 Caso Geral
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Como dissemos anteriormente a solucao deste problema é a soma das solugoes dos

problemas com apenas uma das fungoes f(x), g(x), h(y) e k(y) nao nulas, ou seja,
u(z,y) = u (z,y) +u? (z,y) + " (z,y) + v (z,y).

Exemplo 13. Vamos considerar a equacao de Laplace num retangulo

82u+82u B
dx?  0y?
u(z,0) =0, u(z,2)=0, 0 <z <3

u(0,y) = h(y), w(3,y) =k(y), 0 <y <2

0

com

y, se 0<y<1
2—y, se 1<y<?2

A solugao é entao

o 3 o
u(r,y) = Z Cp Sen % (senh ? + senh M)
n=1

em que ¢, senh( 227) sdo os coeficientes da série de senos de k(y), ou seja,

2
cnsenh(gm—ﬂ):/ k(y)sen@dx
2 ; 2

SSen%
= W, n = 172,3
8sen%
Cn = n=1,23..

" senh (%) n272’
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Figura 3.17: Solucao da equacao de Laplace do Exemplo 13 tomando apenas 3 termos

nao nulos da série
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Consideracoes Finais

O presente trabalho tem como objetivo geral mostrar a importancia da série de Fourier
nas aproximagoes de fungoes trigonométricas convergentes, nas EDPs (equacao do calor
e equagao da onda) prosseguindo com uma andlise da equagao de Laplace em uma chapa
metalica bidimensional.

O primeiro passo para o desenvolvimento do trabalho foi conhecer um pouco da histéria
de Jean-Baptiste Joseph Fourier e da série de Fourier e as intimeras aplicagoes, como
retirar a foz das cancoes para fazer karaokeé.

Com uma anélise das defini¢oes de produto interno, norma de um vetor, fungoes pares
e Tmpares e as fungoes periddicas ortogonais senos e cossenos definiu-se os coeficientes da
série de Fourier que sao usados para aproximar as fungoes dadas. Através de uma funcao
convergente pode-se aproximar com a série de Fourier, encontrando o coeficiente da série.

Dando sequéncia no trabalho com os coeficientes das séries de Fourier de funcgoes
elementares podemos encontrar e determinar a série de Fourier de varias funcoes que sao
combinagoes lineares delas.

A terceira etapa do presente trabalho é aproximar as EDP (equagao do calor e equagao
da onda) com a série de Fourier. Para aproximar a equagao do calor com a série de Fourier
procedeu-se da seguinte forma atribui-se a condicao homogénea, os valores da EDP na
condi¢ao de contorno e igual a zero, e o método da separacao das varidaveis. O mesmo
método foi atribuido para equagao da onda, considerando a velocidade inicial nula, usando
método da separacao das variaveis e deslocamento inicial nulo. Com isso obtemos uma
equacao geral da onda.

A andlise da equagao de Laplace num retangulo, descreve a temperatura de uma chapa
metalica, foi feito através do problema de Dirichlet. Observou - se diferentes deformacoes
na chapa retangular quando a soma das solucoes dos problemas com apenas uma das

fungoes nao nulas.
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Os gréficos foram gerados com software matematico MAPLE foi de extrema im-
portancia para o desenvolvimento deste trabalho, através dele podemos gerar os gréficos
e observar o comportamento da aproximacao da série de Fourier com a referida funcoes
convergentes. Observamos o comportamento de uma barra metalica apos ser aquecida e
uma onda presa nos extremos e comportamento de uma chapa metdlica retangular apds
ser aquecida.

Observou - se com desenvolvimento deste trabalho que a série de Fourier e de extrema
importancia para ramo da ciéncia, pois através dela podemos explicar diversos fenomenos

da natureza a série de Fourier e uma técnica matematica com maior niimero de aplicagoes.
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