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SIMULAÇÕES NUMÉRICAS E ESTIMATIVAS DE ERRO DAS
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Matemática, sob orientação do Prof.
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aprovação da banca examinadora composta pelos seguintes membros:
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Resumo

Neste Trabalho de Conclusão de Curso, abordamos o método dos elementos finitos,

muito utilizado, para encontrar a solução aproximada de equações diferenciais. No aspecto

teórico, descrevemos as formulações variacionais para alguns casos de equações diferenciais

lineares de 2a ordem. Em seguida, utilizando essas formulações e construindo funções base

lineares fazemos a discretização dos devidos problemas utilizando o método dos elementos

finitos. E para cada um dos termos das formulações variacionais encontramos a matriz

inerente. Subsequentemente, para cada um dos casos, fazemos os cálculos da estimativa

de erro. Essa, por sua vez é feita com o intuito de evidenciar a precisão do método

utilizado. O código computacional escrito na linguagem do software MATLAB resolve as

equações diferenciais mencionadas neste trabalho pelo método dos elementos finitos em

uma malha uniforme. Os resultados das simulações numéricas mostram a alta precisão do

método dos elementos finitos para os problemas lineares abordados neste trabalho, como

evidenciam a comparação entre a solução exata e aproximada, assim como da analise dos

erros relativos.

Palavras-Chave: Equações Diferenciais, Método dos Elementos Finitos, Estimativa de

Erro, MATLAB, Simulações Numéricas.
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Resumen

En este Trabajo de Fin de curso, se discute el método de elementos finitos, de frecuente

uso en la solución numérica de ecuaciones diferenciales. En el aspecto teórico, se describen

las formulaciones variacionales para algunos casos de equaciones diferenciales lineales de

segunda orden. Luego, utilizando estas formulaciones y construyendo una base finita de

funciones lineares, discretizamos los problemas cont́ınuos mediante el método de elementos

finitos em uma malla uniforme. Para cada uno de los términos de las formulaciones

variacionales se encuentra la matriz algébrica las cuales componen el sistema algébrico a

ser resolvido. Para cada un de los problemas en estudio, se demuestra que la solución

obtenida por el método de los elementos finitos es la mejor que se puede obtener en el

espacio solución. El método de los elementos finitos fue implementado usando el software

MATLAB. Los resultados de estas simulaciones numéricas muestran uma alta precisión

del método de los elementos finitos para las equaciones diferenciales estudiadas en este

trabajo.

Palabras clave: ecuaciones diferenciales, Método de elementos finitos, estimación del

error, MATLAB, simulaciones numéricas.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Na maioria dos modelos matemáticos cont́ınuos, a resolução anaĺıtica costuma oferecer

grandes dificuldades, ou até mesmo ser imposśıvel. A alternativa à não obtenção de uma

solução anaĺıtica é utilizar um método aproximado que substitua os infinitos graus de

liberdade do modelo cont́ınuo por um número finito de parâmetros a serem determinados,

ou graus de liberdade de um modelo aproximado [9]. E assim, tem-se a troca das equações

diferenciais daquele modelo aproximado por um sistema de equações algébricas desse

modelo [8] [7].

O método dos elementos finitos (MEF) comumente utilizado prevê a divisão do domı́nio

de integração, cont́ınuo, em um número finito de pequenas regiões denominadas elementos

finitos, tornando o meio cont́ınuo em discreto, como mostra a Figura 1.1.

Elemento Finito

Figura 1.1: Malha de Elementos Finitos

A essa divisão do domı́nio dá-se o nome de malha. A malha desse reticulado pode

ser aumentada ou diminúıda variando o tamanho dos elementos finitos. Os pontos de

intersecção das linhas dessa malha são chamados de nós. Ao invés de buscar uma função

admisśıvel que satisfaça as condições de contorno para todo o domı́nio, no método dos

elementos finitos essas soluções são buscada em cada elemento finito separadamente [1].
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Suponha que o funcional para um elemento seja Ψi, sua soma sobre a malha com n

elementos corresponde ao funcional de todo o domı́nio:

Ψ =
n∑

i=1

Ψi (1.1)

Para cada um do elementos i existe uma função de interpolação (aproximadora) u de

ordem m descrita em função dos nós dos elementos (parâmetros nodais αj) e por funções

denominadas de funções de forma (ϕ). Assim, a função aproximadora u de interpolação

é descrita como:

u =
m∑

j=1

αjϕj (1.2)

onde os αj são parâmetros nodais e ϕj as funções de forma.

O funcional Ψ fica sendo expresso por:

Ψ(αj) =
m∑

i=1

Ψi(αj) (1.3)

Aplicando as condições de estacionariedade geral leva a um sistema de equações

algébricas lineares. A solução do sistema de equações fornece os valores dos parâmetros

nodais αj . Os parâmetros nodais podem estar associados a deslocamentos, forças inter-

nas, tensões, temperaturas, pressão, etc. e depende da formulação do elemento usado.

Neste Trabalho de Conclusão de Curso estudamos as equações diferenciais de segunda

ordem e sua implementação pelo método dos elementos finitos, assim como, analisamos as

estimativas de erro desta aproximação. No caṕıtulo 2 são descritos conceitos matemáticos

de espaço vetorial, subespaços e espaços com produto interno necessários para a for-

mulação variacional do problema cont́ınuo e sua formulação discreta pelo método dos

elementos finitos. No caṕıtulo 3 são formulados o problema variacional de vários tipos de

equações diferenciais lineares de segunda ordem. No caṕıtulo 4 são feitas as estimativas

de erro da aproximação discreta pelo método dos elementos finitos. No caṕıtulo 5 se ap-

resentam os resultados numéricos e no caṕıtulo 6 se apresentam os algoritmos numéricos

implementados no Matlab.
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Caṕıtulo 2

Espaços com Produto Interno

Neste caṕıtulo apresentamos os conceitos de espaços vetoriais, subespaços e espaços com

produto interno. Espaços com produto interno nos permite definir a formulação varia-

cional a ser descrita no próximo capitulo.

2.1 Espaços Vetoriais

Um espaço vetorial V é um conjunto não-vazio de elementos, chamados vetores, sob

os quais definem-se duas operações: a adição, que a cada par de vetores u, v ∈ V faz

corresponder um novo vetor u + v ∈ V , chamado a soma de u e v, e a multiplicação por

um número real, que a cada número α ∈ R e a cada vetor u ∈ V faz corresponder um

vetor αu ∈ V , chamado o produto de α por v. Essas operações devem satisfazer, para

quaisquer α, β ∈ R e u, v, w ∈ V , os seguintes axiomas:

1. Comutatividade: u + v = v + u;

2. Associatividade: (u + v) + w = u + (v + w) e (αβ)v = α(βv);

3. Vetor Nulo: Existe um vetor 0 ∈ V , chamado vetor nulo, tal que para todo v ∈ V

tem-se v + 0 = 0 + v = v;

4. Inverso Aditivo: Para todo v ∈ V existe o seu inverso aditivo ou simplesmente

inverso, designado por −v, tal que v + (−v) = 0;

5. Distributividade: Tem-se as seguintes propriedades distributivas em relação a

multiplicação por um número real (α+β)u = αu+βu e à adição α(u+v) = αu+αv;

14



6. Multiplicação por 1: 1 · v = v, onde 1 é a identidade em R.

Exemplo 2.1.1. Para todo número natural n, o śımbolo Rn denota o espaço vetorial

euclidiano n-dimensional. Os elementos u, v ∈ Rn são da forma u = (α1, · · · , αn), v =

(β1, · · · , βn) onde αi, βj ∈ R para i, j = 1, · · · , n.

A igualdade vetorial u = v significa n igualdades numéricas αi = βi para i = 1, · · · , n.

Os números α1, · · · , αn são chamados de coordenadas dos vetor u. As operações de

soma e multiplicação por um número real em Rn são definidas pondo

u + v = (α1 + β1, · · · , αn + βn), αu = (αα1, · · · , ααn).

O vetor nulo é, por definição, aquele cujas coordenadas são todas iguais a zero: 0 =

(0, · · · , 0). O inverso aditivo de u = (α1, · · · , αn) é −u = (−α1, · · · ,−αn). Verifica-se,

que estas definições fazem de Rn um espaço vetorial.

Exemplo 2.1.2. Seja C0[a, b] o conjuntos de todas as funções cont́ınuas de valor real

definidas no intervalo [a, b]. Se f, g ∈ C0[a, b] e α ∈ R então este conjunto torna-se um

espaço vetorial quando se define a soma f + g de duas funções e o produto αf do número

α pela função f da forma:

(f + g)(x) = f(x) + g(x) x ∈ [a, b]

(αf)(x) = αf(x) x ∈ [a, b]

2.2 Subespaços, dependência linear

Definição 2.2.1. Considere V um espaço vetorial. Um subespaço vetorial (ou subespaço)

de V é o subconjunto não-vazio U ⊂ V com as seguintes propriedades:

1. Se u, v ∈ U então u + v ∈ U ;

2. Se u ∈ U e α ∈ R, então αu ∈ U

Definição 2.2.2. A combinação linear dos vetores u1, · · · , un pertencentes ao espaço

vetorial V é um vetor v de V definida pela expressão

v = α1u1 + · · ·+ αnun
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onde ai, i = 1, · · · , n ∈ R são arbitrários.

Seja V um espaço vetorial sobre R. Tomemos um subconjunto S = {u1, · · · , un} ⊂ V .

Indiquemos por [S] o seguinte subconjunto de V constrúıdo a partir de S:

[S] = {α1u1 + · · ·+ αnun| αi ∈ R}

Verifica-se imediatamente que o conjunto [S] é um subespaço vetorial de V .

Definição 2.2.3. O subespaço [S] recebe o nome de subespaço gerado por S. Cada ele-

mento de [S] é uma combinação linear de S. Diz-se também que u1, · · · , un geram [S].

Definição 2.2.4. Dizemos que um conjunto L = {u1, · · · , un} ⊂ V é linearmente inde-

pendente (L.I.) se, e somente se, uma igualdade do tipo

α1u1 + · · ·+ αnun = 0

com os αi ∈ R, só for posśıvel para α1 = · · · = αn = 0.

Definição 2.2.5. Dizemos que um conjunto L = {u1, · · · , un} ⊂ V é linearmente depen-

dente (L.D.) se, e somente se, não é L.I., ou seja, é posśıvel uma igualdade do tipo

α1u1 + · · ·+ αnun = 0

sem que todos os αi ∈ R, sejam iguais a zero.

2.3 Espaços com Produto interno

A noção de produto interno é um conceito que enriquece a estrutura de um espaço vetorial,

permitindo o uso de uma linguagem geométrica altamente sugestiva. Os axiomas de espaço

vetorial não são suficientes para abordar certas ideias geométricas como ângulo, distância,

perpendicularismo, etc. Isso torna-se posśıvel com a introdução de produto interno. [6][2]
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Definição 2.3.1. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre R. O produto

interno em V é uma função de valor real tal que, para cada par de vetores (u, v) ∈ V ×V

define um número real 〈u, v〉, chamado o produto interno de u por v, satisfazendo as

seguintes propriedades:

1. Comutatividade: 〈u, v〉 = 〈v, u〉;

2. Distributividade: 〈u + v, w〉 = 〈u,w〉+ 〈v, w〉;

3. 〈αu, v〉 = α〈u, v〉;

4. 〈u, u〉 > 0 se u 6= 0

Definição 2.3.2. Um espaço com produto interno ou espaço euclidiano é um espaço ve-

torial V sobre R, onde se define um produto interno.

Definição 2.3.3. Seja V um espaço com produto interno. Dado um vetor u ∈ V indica-se

por ||u|| e chama-se norma de u o número real não-negativo dado por

||u|| =
√
〈u, u〉

Quando ||u|| = 1 diz-se que u ∈ V é um vetor unitário.

Exemplo 2.3.1. Se no Rn considerarmos o produto interno usual, dado u = (x1, · · · , xn)

nesse espaço, temos:

||u|| =
√

x2
1 + · · ·+ x2

n

Exemplo 2.3.2. Seja E = C0[a, b] o espaço vetorial cujos elementos são as funções

cont́ınuas f, g : [a, b] → R. Um produto interno em E pode ser definido pondo

〈f, g〉 =

∫ b

a

f(x)g(x)dx

Neste caso, a norma da função f é

||f || =
√∫ b

a

f(x)2dx

17



Teorema 2.3.1. Em todo espaço euclidiano V , temos:

a) ||αu|| = |α| ||u||, ∀u ∈ V e

b) ||u|| ≥ 0, ∀u ∈ V e ||u|| = 0 ⇐⇒ u = 0

Demonstração:

a) ||αu|| =
√
〈αu, αu〉 =

√
α2〈u, u〉 =

√
α2||u||2 = |α| ||u||

b) Pela definição temos ||u|| ≥ 0. Por outro lado

||u|| = 0 ⇐⇒ 〈u, u〉1/2 = 0 ⇐⇒ 〈u, u〉 = 0 ⇐⇒ u = 0.

Teorema 2.3.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se V é um espaço vetorial euclidia-

no, então:

|〈u, v〉| ≤ ||u|| ||v||, ∀u, v ∈ V

Demonstração:

Se v = 0, então 〈u, v〉 = 0 e ||u|| ||v|| = 0. Logo tem-se a igualdade neste caso.

Suponhamos v 6= 0. Para todo α ∈ R vale a desigualdade ||u + αv||2 ≥ 0. Dáı,

0 ≤ ||u + αv||2 = 〈u + αv, u + αv〉 = 〈u, u〉+ 〈u, αv〉+ 〈αv, u〉+ 〈αv, αv〉
= ||u||2 + α〈u, v〉+ α〈v, u〉+ α2||v||2

= ||v||2α2 + 2〈u, v〉α + ||u||2

Obtivemos assim um trinômio do segundo grau em α (pois, ||v||2 6= 0) o qual é sempre

positivo. Logo seu discriminante deve ser negativo ou nulo

4〈u, v〉2 − 4||v||2||u||2 ≤ 0

ou seja,

〈u, v〉2 ≤ ||u||2||v||2.

Portanto,

〈u, v〉 ≤ ||u|| ||v||.
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Corolário 2.3.1 (Desigualdade Triangular). Em um espaço euclidiano vale a seguinte

desigualdade:

||u + v|| ≤ ||u||+ ||v||, ∀u, v ∈ V

Demonstração:

||u + v||2 = 〈u + v, u + v〉 = 〈u, u〉+ 〈u, v〉+ 〈v, u〉+ 〈v, v〉
= ||u||2 + ||v||2 + 2〈u, v〉 ≤ ||u||2 + ||v||2 + 2||u|| ||v||
= (||u||+ ||v||)2

Então ||u + v||2 ≤ (||u|| + ||v||)2, para todo par de vetores u e v. Desta desigualdade

decorre que ||u + v|| ≤ ||u||+ ||v||, ∀u, v ∈ V .
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Caṕıtulo 3

Formulação Variacional

Neste caṕıtulo consideramos equações diferencias lineares de segunda ordem com condições

no contorno, sua formulação variacional e sua aproximação por elementos finitos [4] [5].

3.1 A Equação −u′′(x) = f (x)

Considere a seguinte Equação Diferencial e condições de contorno:



−u′′(x) = f(x) x ∈ [0, 1]

u(0) = u(1) = 0
(3.1)

Para resolver (3.1), procuramos uma função u ∈ C2[0, 1], tal que u(0) = u(1) = 0.

Multiplicando agora (3.1) por uma função ϕ(x) ∈ C1[0, 1], tal que ϕ(0) = ϕ(1) = 0 e

aplicando integral, obtemos:
∫ 1

0

u′′(x)ϕ(x)dx =

∫ 1

0

f(x)ϕ(x)dx,

integrando por partes o lado esquerdo da equação, temos:
∫ 1

0

u′′(x)ϕ(x)dx = −[ϕ(x)u′(x)]10︸ ︷︷ ︸
=0, pois ϕ(0)=ϕ(1)=0

+

∫ 1

0

u′(x)ϕ′(x)dx =

∫ 1

0

u′(x)ϕ′(x)dx

Logo a equação fica:
∫ 1

0

u′(x)ϕ′(x)dx =

∫ 1

0

f(x)ϕ(x)dx (Formulação Variacional). (3.2)

A equação (3.2) é a formulação variacional do problema (3.1). A vantagem do problema

(3.2) é que procuramos soluções no espaço C1[0, 1], enquanto o problema (3.1) requer

soluções no espaço C2[0, 1].
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3.1.1 Problema Variacional Aproximado

Consiste em encontrar U(x) (aproximante da solução u(x)), tal que:
∫ 1

0

U ′(x)ϕ′(x)dx =

∫ 1

0

f(x)ϕ(x)dx (3.3)

O problema agora é identificar o espaço em que esta contido a aproximação U . Como

C1[0, 1] é um espaço de dimensão infinita, poderia-se escolher uma base de dimensão

infinita e escrever a função U como combinação linear desta base. Candidatos para base

deste espaço são as funções lineares, funções lineares por partes, funções quadráticas

e cúbicas. Teoricamente isto é correto, entretanto não é computacionalmente posśıvel

trabalhar com uma base infinita de funções. Portanto precisamos escolher bases finitas

para aproximar nosso problema variacional (3.2).

Seja,

Vn = [ϕj, ϕj(0) = 0, ϕj(1) = 0 ϕi ∈ C1[0, 1] j = 1, · · · , n]

Considerando as funções ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn linearmente independentes, temos que estas funções

são uma base do seu espaço gerado Vn. Logo, se U ∈ Vn é aproximante do problema varia-

cional (3.2), escrevemos

U(x) =
n∑

i=1

ξiϕi(x); ξi ∈ R. (3.4)

cuja derivada é dada por,

U ′(x) =
n∑

i=1

ξiϕ
′
i(x). (3.5)

Escolhendo ϕ = ϕj em (3.2), temos:
∫ 1

0

U ′(x)ϕ′j(x)dx =

∫ 1

0

f(x)ϕj(x)dx j = 1, 2, · · · , n

Substituindo (3.5) na equação (3.2) resulta,

∫ 1

0

(
n∑

i=1

ξiϕ
′
i(x)

)
ϕ′j(x)dx =

∫ 1

0

f(x)ϕj(x)dx

n∑
i=1

ξi

∫ 1

0

ϕ′i(x)ϕ′j(x)dx =

∫ 1

0

f(x)ϕj(x)dx

fazendo:

aji =

∫ 1

0

ϕ′j(x)ϕ′i(x)dx (3.6)

bj =

∫ 1

0

f(x)ϕj(x)dx (3.7)
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temos:

n∑
i=1

ξiaji = bj; j = 1, 2, · · ·n (3.8)

Note que, para cada j fixo temos a equação:

ξ1aj1 + ξ2aj2 + · · ·+ ξnajn = bj (3.9)

Teremos então de resolver o sistema de equações lineares:

Aξ = b (3.10)

onde:

A =




a11 · · · a1n

...
. . .

...

an1 · · · ann


 ; b =




b1

...

bn


 ; ξ =




ξ1

...

ξn


 (3.11)

onde, os termos da matriz A e o lado direito b são conhecidos. Logo, o problema consiste

em calcular as componentes do vetor ξ para encontrar a solução aproximada U em (3.4)

3.1.2 Aproximação por Elementos Finitos

Agora passaremos a determinar os termos da matriz A, mas para isso é preciso definir as

funções base ϕ(x) e analisar sua derivada ϕ′(x). Vamos relaxar as condições a satisfazer

pelas funções ϕ(x), considerando elas como funções lineares cont́ınuas e diferenciáveis a

menos de um número finito de pontos. Para isto, consideramos o conjunto discreto de

pontos no intervalo [0, 1]

{x0 = 0, x1, x2, · · · , xn−1, xn = 1}

denominada de Malha no intervalo [0, 1]. Esta malha é dita regular se todos os sub-

intervalos [xk−1, xk], para k = 1, · · ·n, têm os comprimentos igualmente espaçados h.

Para cada ponto xj associamos uma função ϕj(x) cujo gráfico é apresentado na Figura 3.1.

Este procedimento de aproximação é denominada Aproximação por Elementos Finitos.

Em cada subintervalo de comprimento h estas funções base são dadas por segmentos

de reta, para escrever tais funções analiticamente, temos que observar três casos:
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xj
xj-1xj-2 xj+1 xj+2

1

f(x)

fj-1(x) fj(x) fj+1(x)

x

h h h h

Figura 3.1: Funções Base ϕ(x)

a) Se (x ≤ xj−1) ∪ (x ≥ xj+1): ϕj(x) = 0

b) Se x ∈ [xj−1, xj], temos o ponto (x0, y0) = (xj−1, 0) e coeficiente angular m =
1

xj − xj−1

=
1

h
. A função ϕj(x) é dada pela equação da reta:

y − y0 = m(x− x0)

y − 0 =
1

h
(x− xj−1)

y =
x

h
− xj−1

h
.

Logo, se x ∈ [xj−1, xj]: ϕj(x) =
x

h
− xj−1

h

c) Analogamente, se x ∈ [xj, xj+1], temos (x0, y0) = (xj+1, 0) e m = −1

h
, segue:

y − y0 = m(x− x0)

y − 0 = −1

h
(x− xj+1)

y = −x

h
+

xj+1

h
.

Logo, se x ∈ [xj, xj+1]: ϕj(x) = −x

h
+

xj+1

h

De a), b) e c), temos resumidamente:

ϕj(x) =





0, se (x ≤ xj−1) ∪ (x ≥ xj+1)
x

h
− xj−1

h
, se x ∈ [xj−1, xj]

−x

h
+

xj+1

h
, se x ∈ [xj, xj+1]

(3.12)
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Derivando, obtemos ϕ′j(x) (ver Figura 3.2):

ϕ′j(x) =





0, se (x ≤ xj−1) ∪ (x ≥ xj+1)
1

h
, se x ∈ [xj−1, xj]

−1

h
, se x ∈ [xj, xj+1]

(3.13)

f’(x)

1
h

_ 1
h

f’ (x)j-1

xj-1

f’ (x)j+1

h h

xj xj+1

f’ (x)j

x

Figura 3.2: Derivada ϕ′(x)

.

Calculemos agora os termos aji =

∫
ϕ′j(x)ϕ′i(x)dx, da matriz A, temos dois casos

posśıveis:

I) i = j

∫ xj+1

xj−1

ϕ′j(x)ϕ′j(x)dx =

∫ xj

xj−1

ϕ′j(x)ϕ′j(x)dx +

∫ xj+1

xj

ϕ′j(x)ϕ′j(x)dx

=

∫ xj

xj−1

1

h2
dx +

∫ xj+1

xj

1

h2
dx

=
1

h2
(xj − xj−1) +

1

h2
(xj+1 − xj)

=
h

h2
+

h

h2
=

2

h

II) i = j − 1

∫ xj

xj−1

ϕ′j(x)ϕ′j−1(x)dx =

∫ xj

xj−1

(
1

h

)(
−1

h

)
dx

= − 1

h2
(xj − xj−1) = − h

h2
= −1

h
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Desta forma os termos da matriz A são:

ajj =

∫ 1

0

ϕ′j(x)ϕ′j(x)dx =
2

h

ajj+1 = ajj−1 =

∫ 1

0

ϕ′j(x)ϕ′j+1(x)dx = −1

h

ajk = 0, se |j − k| > 1.

Por extenso, a matriz A se escreve:

A =
1

h




2 −1 0 · · · · · · · · · 0

−1 2 −1 0 · · · · · · 0

0 −1 2 −1 0 · · · 0
... · · · . . . . . . . . . · · · ...

0 · · · 0 −1 2 −1 0

0 · · · · · · 0 −1 2 −1

0 · · · · · · · · · 0 −1 2.




(3.14)

Obtemos então o sistema Aξ = b, da seguinte forma:




2 −1 0 · · · · · · · · · 0

−1 2 −1 0 · · · · · · 0

0 −1 2 −1 0 · · · 0
... · · · . . . . . . . . . · · · ...

0 · · · 0 −1 2 −1 0

0 · · · · · · 0 −1 2 −1

0 · · · · · · · · · 0 −1 2







ξ1

ξ2

ξ3

...

ξn−2

ξn−1

ξn




= h




b1

b2

b3

...

bn−2

bn−1

bn




(3.15)

3.2 A Equação −u′′(x) + u(x) = f (x)

Considere a seguinte Equação Diferencial e condições de contorno:




−u′′(x) + u(x) = f(x) x ∈ [0, 1]

u(0) = u(1) = 0
(3.16)

Para resolver (3.16), procuramos uma função u(x) ∈ C2[0, 1], tal que u(0) = u(1) = 0.
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Multiplicando agora (3.16) por uma função ϕ(x) ∈ C1[0, 1], tal que ϕ(0) = ϕ(1) = 0 e

aplicando integral, obtemos:

∫ 1

0

u′′(x)ϕ(x)dx +

∫ 1

0

u(x)ϕ(x)dx =

∫ 1

0

f(x)ϕ(x)dx.

Integrando por partes o primeiro termo do lado esquerdo da equação, temos a for-

mulação variacional do problema (3.16):

∫ 1

0

u′(x)ϕ′(x)dx +

∫ 1

0

u(x)ϕ(x)dx =

∫ 1

0

f(x)ϕ(x)dx (Formulação Variacional) (3.17)

3.2.1 Problema Variacional Aproximado

Sejam as soluções aproximadas U(x) e U ′(x) dadas pelas combinações lineares das funções

base ϕ(x) em (3.4) e (3.5). Substituindo (3.4) e (3.5) em (3.17) temos:

∫ 1

0

(
n∑

i=1

ξiϕ
′
i(x)

)
ϕ′j(x)dx +

∫ 1

0

(
n∑

i=1

ξiϕi(x)

)
ϕj(x)dx =

∫ 1

0

f(x)ϕj(x)dx

n∑
i=1

ξi

∫ 1

0

ϕ′i(x)ϕ′j(x)dx +
n∑

i=1

ξi

∫ 1

0

ϕi(x)ϕj(x)dx =

∫ 1

0

f(x)ϕj(x)dx

considerando:

aji =

∫ 1

0

ϕ′j(x)ϕ′i(x)dx; (3.18)

bji =

∫ 1

0

ϕj(x)ϕi(x)dx; (3.19)

cj =

∫ 1

0

f(x)ϕj(x)dx (3.20)

segue,

n∑
i=1

ξiaji +
n∑

i=1

ξibji = cj; j = 1, 2, · · · , n

n∑
i=1

ξi(aji + bji) = cj; j = 1, 2, · · · , n

fazendo dji = aji + bji, temos:

n∑
i=1

ξidji = cj; j = 1, 2, · · · , n (3.21)
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Note que, para cada j fixo temos a equação:

ξ1dj1 + ξ2dj2 + · · ·+ ξndjn = cj (3.22)

Teremos então de resolver o sistema de equações lineares:

Dξ = c (3.23)

onde: D = A + B.

3.2.2 Aproximação por Elementos Finitos

Os termos da matriz A já determinados anteriormente são da forma:

ajj =

∫ 1

0

ϕ′j(x)ϕ′j(x)dx =
2

h

ajj+1 = ajj−1 =

∫ 1

0

ϕ′j(x)ϕ′j+1(x)dx = −1

h

ajk = 0, se |j − k| > 1.

Vamos agora, determinar apenas os termos da matriz B utilizando as mesmas funções

base definidas anteriormente na Figura 3.1. De (3.12) temos,

ϕj(x) =





0, se (x ≤ xj−1) ∪ (x ≥ xj+1)
x

h
− xj−1

h
, se x ∈ [xj−1, xj]

−x

h
+

xj+1

h
, se x ∈ [xj, xj+1]

Calculemos agora os termos bji =

∫
ϕj(x)ϕi(x)dx, da matriz B, temos dois casos

posśıveis:
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I) i = j

∫ xj+1

xj−1

ϕj(x)ϕj(x)dx =

∫ xj

xj−1

ϕj(x)ϕj(x)dx +

∫ xj+1

xj

ϕj(x)ϕj(x)dx

=

∫ xj

xj−1

(x

h
− xj−1

h

)(x

h
− xj−1

h

)
dx

+

∫ xj+1

xj

(
−x

h
+

xj+1

h

)(
−x

h
+

xj+1

h

)
dx

=
1

h2

∫ xj

xj−1

(x− xj−1)
2 dx +

1

h2

∫ xj

xj−1

(xj+1 − x)2 dx

=
1

h2

[
(x− xj−1)

3

3

∣∣∣∣
xj

xj−1

− (xj+1 − x)3

3

∣∣∣∣
xj+1

xj

]

=
1

h2

[
(xj − xj−1)

3

3
− (xj−1 − xj−1)

3

3
− (xj+1 − xj+1)

3

3
+

(xj+1 − xj)
3

3

]

=
1

h2

[
h3

3
+

h3

3

]

=
2

3
h

II) i = j − 1

∫ xj

xj−1

ϕj(x)ϕj−1(x)dx =

∫ xj

xj−1

(x

h
− xj−1

h

)(xj

h
− x

h

)
dx

=
1

h2

∫ xj

xj−1

(x− xj−1) (xj − x) dx

=
1

h2

∫ xj

xj−1

(xxj − x2 − xj−1xj + xxj−1)dx

=
1

h2

[
xj

x2

2

∣∣∣∣
xj

xj−1

− x3

3

∣∣∣∣
xj

xj−1

− xj−1xjx|xj

xj−1
+ xj−1

x2

2

∣∣∣∣
xj

xj−1

]

=
1

h2

[
xj

[
x2

j − x2
j−1

2

]
−

[
x3

j − x3
j−1

3

]
−

− xj−1xj(xj − xj−1) + xj−1

[
x2

j − x2
j−1

2

]]

=
1

6h2
(3x3

j − 3xjx
2
j−1 − 2x3

j + 2x3
j−1 − 6xj−1x

2
j + 6x2

j−1xj +

+ 3x2
jxj−1 − 3x3

j−1)

=
1

6h2
(x3

j − 3xj−1x
2
j + 3x2

j−1xj − x3
j−1)

=
1

6h2
(xj − xj−1)

3 =
h3

6h2
=

h

6
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Desta forma os termos da matriz B são:

bjj =

∫ 1

0

ϕj(x)ϕj(x)dx =
2h

3

bjj+1 = bjj−1 =

∫ 1

0

ϕ′j(x)ϕ′j+1(x)dx = −h

6

bjk = 0, se |j − k| > 1.

Por extenso a matriz B se escreve:

B =
h

3




2 1/2 0 · · · · · · · · · 0

1/2 2 1/2 0 · · · · · · 0

0 1/2 2 1/2 0 · · · 0
... · · · . . . . . . . . . · · · ...

0 · · · 0 1/2 2 1/2 0

0 · · · · · · 0 1/2 2 1/2

0 · · · · · · · · · 0 1/2 2




(3.24)

3.3 A Equação −u′′(x) + u′(x) + u(x) = f (x)

Considere a seguinte Equação Diferencial e condições de contorno:




−u′′(x) + u′(x) + u(x) = f(x) x ∈ [0, 1]

u(0) = u(1) = 0
(3.25)

Para resolver ED, procuramos uma função u(x) ∈ C2[0, 1], tal que u(0) = u(1) = 0.

Multiplicando agora (3.25) por uma função ϕ(x) ∈ C1[0, 1], tal que ϕ(0) = ϕ(1) = 0 e

integrando, obtemos:

∫ 1

0

u′′(x)ϕ(x)dx +

∫ 1

0

u′(x)ϕ(x)dx +

∫ 1

0

u(x)ϕ(x)dx =

∫ 1

0

f(x)ϕ(x)dx.

Integrando por partes o primeiro termo do lado esquerdo da equação, temos a for-

mulação variacional do problema (3.25):

∫ 1

0

u′(x)ϕ′(x)dx +

∫ 1

0

u′(x)ϕ(x)dx +

∫ 1

0

u(x)ϕ(x)dx =

∫ 1

0

f(x)ϕ(x)dx. (3.26)

29



3.3.1 Problema Variacional Aproximado

Sejam as soluções aproximadas U(x) e U ′(x) dadas pelas combinações lineares das funções

base ϕ(x) em (3.4) e (3.5). Substituindo (3.4) e (3.5) em (3.26) temos:

n∑
i=1

ξi

∫ 1

0

ϕ′i(x)ϕ′j(x)dx +
n∑

i=1

ξi

∫ 1

0

ϕ′i(x)ϕj(x)dx +
n∑

i=1

ξi

∫ 1

0

ϕi(x)ϕj(x)dx =

∫ 1

0

f(x)ϕj(x)dx.

Considerando:

aji =

∫ 1

0

ϕ′j(x)ϕ′i(x)dx; bji =

∫ 1

0

ϕj(x)ϕ′i(x)dx;

cji =

∫ 1

0

ϕj(x)ϕi(x)dx; dj =

∫ 1

0

f(x)ϕj(x)dx

segue,

n∑
i=1

ξiaji +
n∑

i=1

ξibji +
n∑

i=1

ξicji = dj; j = 1, 2, · · · , n

n∑
i=1

ξi(aji + bji + cji) = dj; j = 1, 2, · · · , n.

Fazendo mji = aji + bji + cji, temos:

n∑
i=1

ξimji = dj; j = 1, 2, · · · , n (3.27)

Note que, para cada j fixo temos a equação:

ξ1mj1 + ξ2mj2 + · · ·+ ξnmjn = dj (3.28)

Teremos então de resolver o sistema de equações lineares:

Mξ = d (3.29)

onde: M = A + B + C.

3.3.2 Aproximação por Elementos Finitos

Os termos da matriz A e B já determinados anteriormente são da forma:

ajj =

∫ 1

0

ϕ′j(x)ϕ′j(x)dx =
2

h

ajj+1 = ajj−1 =

∫ 1

0

ϕ′j(x)ϕ′j+1(x)dx = −1

h

ajk = 0, se |j − k| > 1,
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e

bjj =

∫ 1

0

ϕj(x)ϕj(x)dx =
2h

3

bjj+1 = bjj−1 =

∫ 1

0

ϕ′j(x)ϕ′j+1(x)dx = −h

6

bjk = 0, se |j − k| > 1.

Vamos agora, determinar apenas os termos da matriz C utilizando as mesmas funções

base definidas anteriormente (Figura 3.1) e sua derivada (Figura 3.2). Temos,

ϕj(x) =





0, se (x ≤ xj−1) ∪ (x ≥ xj+1)
x

h
− xj−1

h
, se x ∈ [xj−1, xj]

−x

h
+

xj+1

h
, se x ∈ [xj, xj+1]

ϕ′j(x) =





0, se (x ≤ xj−1) ∪ (x ≥ xj+1)
1

h
, se x ∈ [xj−1, xj]

−1

h
, se x ∈ [xj, xj+1]

Calculemos agora os termos cji =

∫ 1

0

ϕj(x)ϕi(x)dx, da matriz C, temos dois casos

posśıveis:

I) i = j − 1

∫ xj+1

xj−1

ϕj(x)ϕ′j−1(x)dx =

∫ xj

xj−1

ϕj(x)ϕ′j−1(x)dx

=

∫ xj

xj−1

(x

h
− xj−1

h

) (
−1

h

)
dx

= − 1

h2

∫ xj

xj−1

(x− xj−1)
2 dx

= − 1

h2

[
x2

2

∣∣∣∣
xj

xj−1

− xj−1x|xj

xj−1

]

= − 1

2h2

[
x2

j − x2
j−1 − 2xj−1(xj − x2

j−1)
]

= − 1

2h2

[
x2

j − 2xjxj−1 + x2
j−1

]

= − h2

2h2

= −1

2
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II) i = j + 1

∫ xj+1

xj−1

ϕj(x)ϕ′j+1(x)dx =

∫ xj+1

xj

ϕj(x)ϕ′j+1(x)dx

=

∫ xj+1

xj

(xj+1

h
− x

h

) (
1

h

)
dx

=
1

h2

∫ xj+1

xj

(xj+1 − x) dx

=
1

h2

[
xj+1x|xj+1

xj
− x2

2

∣∣∣∣
xj+1

xj

]

=
1

2h2
[2xj+1(xj+1 − xj)− (x2

j+1 − x2
j)]

=
1

2h2

[
x2

j+1 − 2xj+1xj + x2
j

]

=
h2

2h2

=
1

2

Desta forma os termos da matriz C são:

cjj−1 =

∫ 1

0

ϕ′j(x)ϕj−1(x)dx = −1

2

cjj+1 =

∫ 1

0

ϕ′j(x)ϕj+1(x)dx =
1

2

cjk = 0, se j = k, ou |j − k| > 1.

Por extenso, a matriz C se escreve:

C =
1

2




0 1 0 · · · · · · · · · 0

−1 0 1 0 · · · · · · 0

0 −1 0 1 0 · · · 0
... · · · . . . . . . . . . · · · ...

0 · · · 0 −1 0 1 0

0 · · · · · · 0 −1 0 1

0 · · · · · · · · · 0 −1 0




(3.30)
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3.4 A Equação −xu′′(x)− u′(x) + u(x) = f (x)

Considere a seguinte Equação Diferencial e condições de contorno:




−xu′′(x)− u′(x) + u(x) = f(x) x ∈ [0, 1]

u(0) = u(1) = 0.
(3.31)

Esta equação é equivalente à

ED





(−xu′(x))′ + u(x) = f(x) x ∈ [0, 1]

u(0) = u(1) = 0
(3.32)

Para resolver (3.31), procuramos uma função u(x) ∈ C2[0, 1], tal que u(0) = u(1) = 0.

Multiplicando agora (3.32) por uma função ϕ(x) ∈ C1[0, 1], tal que ϕ(0) = ϕ(1) = 0 e

integrando, obtemos:

∫ 1

0

(−xu′(x))′ϕ(x)dx +

∫ 1

0

u(x)ϕ(x)dx =

∫ 1

0

f(x)ϕ(x)dx.

integrando por partes o primeiro termo do lado esquerdo da equação, temos a formulação

variacional do problema (3.31):

∫ 1

0

xu′(x)ϕ′(x)dx +

∫ 1

0

u(x)ϕ(x)dx =

∫ 1

0

f(x)ϕ(x)dx. (3.33)

3.4.1 Problema Variacional Aproximado

Sejam as soluções aproximadas U(x) e U ′(x) dadas pelas combinações lineares das funções

base ϕ(x) em (3.4) e (3.5). Substituindo (3.4) e (3.5) em (3.33) temos:

n∑
i=1

ξi

∫ 1

0

xϕ′i(x)ϕ′j(x)dx +
n∑

i=1

ξi

∫ 1

0

ϕi(x)ϕj(x)dx =

∫ 1

0

f(x)ϕj(x)dx.

Considerando:

ãji =

∫ 1

0

xϕ′j(x)ϕ′i(x)dx;

bji =

∫ 1

0

ϕj(x)ϕi(x)dx;

cj =

∫ 1

0

f(x)ϕj(x)dx
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segue,

n∑
i=1

ξiãji +
n∑

i=1

ξibji = cj; j = 1, 2, · · · , n

n∑
i=1

ξi(ãji + bji) = cj; j = 1, 2, · · · , n.

Fazendo dji = ãji + bji, temos:

n∑
i=1

ξidji = cj; j = 1, 2, · · · , n (3.34)

Note que, para cada j fixo temos a equação:

ξ1dj1 + ξ2dj2 + · · ·+ ξndjn = cj (3.35)

Teremos então de resolver o sistema de equações lineares:

Dξ = c (3.36)

onde: D = Ã + B.

3.4.2 Aproximação por Elementos Finitos

Os termos da matriz B já determinados anteriormente, são da forma:

bjj =

∫ 1

0

ϕj(x)ϕj(x)dx =
2h

3

bjj+1 = bjj−1 =

∫ 1

0

ϕ′j(x)ϕ′j+1(x)dx = −h

6

bjk = 0, se |j − k| > 1.

Vamos agora, determinar apenas os termos da matriz Ã. Neste caso, as operações são

análogas a seção 3.1 incluindo, apenas, um termo x.

Calculemos agora os termos ãji =

∫
xϕ′j(x)ϕ′i(x)dx, da matriz Ã, temos dois casos

posśıveis:
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I) i = j

∫ xj+1

xj−1

xϕ′j(x)ϕ′j(x)dx =

∫ xj

xj−1

xϕ′j(x)ϕ′j(x)dx +

∫ xj+1

xj

xϕ′j(x)ϕ′j(x)dx

=

∫ xj

xj−1

x
1

h2
dx +

∫ xj+1

xj

x
1

h2
dx

=
1

2h2
(x2

j − x2
j−1) +

1

2h2
(x2

j+1 − x2
j)

=
1

2h2
(x2

j+1 − x2
j−1)

=
1

2h2
(xj+1 − xj−1)(xj+1 + xj−1)

=
1

2h2
(xj + h− (xj − h))(xj + h + xj − h)

=
1

2h2
(2h)(2xj)

=
2

h
xj

II) i = j − 1

∫ xj

xj−1

xϕ′j(x)ϕ′j−1(x)dx =

∫ xj

xj−1

x

(
1

h

)(
−1

h

)
dx

= − 1

2h2
(x2

j − x2
j−1) = − 1

2h
(2xj − h)

Desta forma os termos da matriz Ã são:

ãjj =

∫ 1

0

xϕ′j(x)ϕ′j(x)dx =
2xj

h

ãjj+1 = ãjj−1 =

∫ 1

0

ϕ′j(x)ϕ′j+1(x)dx = −2xj − h

2h

ãjk = 0, se |j − k| > 1.

Por extenso a matriz Ã se escreve:

Ã =
1

h




2xj − 1
2
(2xj − h) 0 · · · · · · 0

− 1
2
(2xj − h) 2xj − 1

2
(2xj − h) · · · · · · 0

0 − 1
2
(2xj − h) 2xj · · · · · · 0

..

. · · ·
. . .

. . . · · ·
..
.

0 · · · · · · 2xj − 1
2
(2xj − h) 0

0 · · · · · · − 1
2
(2xj − h) 2xj − 1

2
(2xj − h)

0 · · · · · · 0 − 1
2
(2xj − h) 2xj




(3.37)
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Caṕıtulo 4

Estimativas do Erro

A formulação variacional de cada um dos problemas do caṕıtulo 3 podem ser escritas em

termos do produto interno em V :

〈f, g〉 =

∫
f(x)g(x)dx (4.1)

Vamos escrever Vh no lugar de Vn como sendo o espaço gerado pelas combinações lineares

das funções ϕj(x). Vamos, também, supor que Vh seja um subconjunto do espaço solução

do problema cont́ınuo V , ou seja, Vh ⊂ V .

4.1 A Equação −u′′(x) = f (x)

Se u é solução do problema variacional (3.2) e uh é a solução aproximada, temos:

〈u′, v′〉 = 〈f, v〉 ∀v ∈ V (4.2)

e

〈u′h, v′h〉 = 〈f, vh〉 ∀vh ∈ Vh (4.3)

Como Vh ⊂ V , a equação (4.2) também é verdadeira se substituirmos v por vh. E

temos:

〈u′, v′h〉 = 〈f, vh〉 ∀vh ∈ Vh (4.4)

〈u′h, v′h〉 = 〈f, vh〉 ∀vh ∈ Vh (4.5)

Subtraindo a primeira da segunda temos:

〈u′ − u′h, v
′
h〉 = 0 ∀vh ∈ Vh (4.6)
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De algum modo, como veremos adiante, (4.6) é equivalente a dizer que a aproximação

uh é a melhor posśıvel no espaço Vh.

Para demonstrar isso, vamos utilizar a desigualdade de Cauchy-Schwartz (Teorema

2.3.2) demonstrada no Caṕıtulo 2.

Teorema 4.1.1. Para todo vh ∈ Vh temos

||u− uh||A ≤ ||u− vh||A

onde ||u||A = ||u′||, ∀u ∈ V . Ou seja, a solução aproximada uh é a melhor posśıvel no

espaço das aproximações Vh.

Demonstração: Como sabemos

||(u− uh)
′||2 = 〈(u− uh)

′, (u− uh)
′〉

Como por (4.6), 〈(u− uh)
′, w′

h〉 = 0, ∀wh ∈ Vh temos para wh = uh − vh

||(u− uh)
′||2 = 〈(u− uh)

′, (u− uh)
′〉+ 〈(u− uh)

′, w′
h〉

= 〈(u− uh)
′, (u− uh + wh)

′〉 = 〈(u− uh)
′, (u− vh)

′〉

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz temos

〈(u− uh)
′, (u− vh)

′〉 ≤ ||(u− uh)
′|| ||(u− vh)

′||.

Então

||(u− uh)
′||2 ≤ ||(u− uh)

′|| ||(u− vh)
′||

||(u− uh)
′|| ≤ ||(u− vh)

′||

Denotando ||u||A = ||u′||, ∀u ∈ V . Portanto, para todo vh ∈ Vh,

||u− uh||A ≤ ||u− vh||A,

o qual prova o teorema.

4.2 A Equação −u′′(x) + u(x) = f (x)

Se u é solução do problema variacional (3.17) e uh é a solução aproximada, temos:

〈u′, v′〉+ 〈u, v〉 = 〈f, v〉 ∀v ∈ V (4.7)
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e

〈u′h, v′h〉+ 〈uh, vh〉 = 〈f, vh〉 ∀vh ∈ Vh (4.8)

Como Vh ⊂ V , a equação (4.7) também é verdadeira se substituirmos v por vh. E

temos:

〈u′, v′h〉+ 〈u, vh〉 = 〈f, vh〉 ∀vh ∈ Vh (4.9)

〈u′h, v′h〉+ 〈uh, vh〉 = 〈f, vh〉 ∀vh ∈ Vh (4.10)

Subtraindo a primeira da segunda temos:

〈u′ − u′h, v
′
h〉+ 〈u− uh, vh〉 = 0 ∀vh ∈ Vh (4.11)

Da mesma forma, demonstraremos que essa última equação nos diz que uh é a melhor

aproximação no espaço Vh.

Teorema 4.2.1. Para todo vh ∈ Vh temos

||u− uh||B ≤ ||u− vh||B

onde ||u||2B = ||u′||2 + ||u||2, ∀u ∈ V . Ou seja, a solução aproximada uh é a melhor

posśıvel no espaço das aproximações Vh.

Demonstração: Como sabemos

||(u− uh)
′||2 + ||u− uh||2 = 〈(u− uh)

′, (u− uh)
′〉+ 〈u− uh, u− uh〉

Como por (4.11), 〈(u−uh)
′, w′

h〉+ 〈u−uh, wh〉 = 0, ∀wh ∈ Vh temos para wh = uh−vh

||(u− uh)
′||2 + ||u− uh||2 = 〈(u− uh)

′, (u− uh)
′〉+ 〈u− uh, u− uh〉

+ 〈(u− uh)
′, w′

h〉+ 〈u− uh, wh〉
= 〈(u− uh)

′, (u− uh + wh)
′〉+ 〈u− uh, u− uh + wh〉

= 〈(u− uh)
′, (u− vh)

′〉+ 〈u− uh, u− vh〉
≤ ||(u− uh)

′|| ||(u− vh)
′||+ ||u− uh|| ||u− vh||

Logo,

||(u− uh)
′||2 + ||u− uh||2 ≤ ||(u− uh)

′|| ||(u− vh)
′||+ ||u− uh|| ||u− vh||
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Observe que para todos os números a, b ∈ R vale ab ≤ 1

2
(a2 + b2). Dessa desigualdade

podemos fazer:

||(u− uh)
′||2 + ||u− uh||2 ≤ 1

2
||(u− uh)

′||2 +
1

2
||(u− vh)

′||2 +
1

2
||u− uh||2 +

1

2
||u− vh||2

1

2
||(u− uh)

′||2 +
1

2
||u− uh||2 ≤ 1

2
||(u− vh)

′||2 +
1

2
||u− vh||2

||(u− uh)
′||2 + ||u− uh||2 ≤ ||(u− vh)

′||2 + ||u− vh||2

Denotando ||u||2B = ||u′||2 + ||u||2, ∀u ∈ V . Temos, ||u− uh||2B ≤ ||u− vh||2B, ∀vh ∈ Vh.

Portanto,

||u− uh||B ≤ ||u− vh||B, ∀vh ∈ Vh,

o qual prova o teorema.

4.3 A Equação −xu′′(x)− u′(x) + u(x) = f (x)

Se u é solução do problema variacional (3.33) e uh é a solução aproximada, temos:

〈xu′, v′〉+ 〈u, v〉 = 〈f, v〉 ∀v ∈ V (4.12)

que pode ser reescrita como:

〈√xu′,
√

xv′〉+ 〈u, v〉 = 〈f, v〉 ∀v ∈ V (4.13)

e

〈√xu′h,
√

xv′h〉+ 〈uh, vh〉 = 〈f, vh〉 ∀vh ∈ Vh (4.14)

Como Vh ⊂ V , a equação (4.13) também é verdadeira se substituirmos v por vh. E

temos:

〈√xu′,
√

xv′h〉+ 〈u, vh〉 = 〈f, vh〉 ∀vh ∈ Vh (4.15)

〈√xu′h,
√

xv′h〉+ 〈uh, vh〉 = 〈f, vh〉 ∀vh ∈ Vh (4.16)

Subtraindo a primeira da segunda temos:

〈√x(u− uh)
′,
√

xv′h〉+ 〈u− uh, vh〉 = 0 ∀vh ∈ Vh (4.17)

Analogamente aos casos anteriores, demonstraremos que essa última equação nos diz

que uh é a melhor aproximação no espaço Vh.
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Teorema 4.3.1. Para todo vh ∈ Vh temos

||u− uh||C ≤ ||u− vh||C

onde ||u||2C = ||√xu′||2 + ||u||2, ∀u ∈ V . Ou seja, a solução aproximada uh é a melhor

posśıvel no espaço das aproximações Vh.

Demonstração: Como sabemos

||√x(u− uh)
′||2 + ||u− uh||2 = 〈√x(u− uh)

′,
√

x(u− uh)
′〉+ 〈u− uh, u− uh〉

Como por (4.17), 〈√x(u − uh)
′,
√

xw′
h〉 + 〈u − uh, wh〉 = 0, ∀wh ∈ Vh temos para

wh = uh − vh

||√x(u− uh)
′||2 + ||u− uh||2 = 〈√x(u− uh)

′,
√

x(u− uh)
′〉+ 〈u− uh, u− uh〉

+ 〈√x(u− uh)
′,
√

xw′
h〉+ 〈u− uh, wh〉

= 〈√x(u− uh)
′,
√

x(u− uh + wh)
′〉+ 〈u− uh, u− uh + wh〉

= 〈√x(u− uh)
′,
√

x(u− vh)
′〉+ 〈u− uh, u− vh〉

≤ ||√x(u− uh)
′|| ||√x(u− vh)

′||+ ||u− uh|| ||u− vh||

Logo,

||√x(u− uh)
′||2 + ||u− uh||2 ≤ ||√x(u− uh)

′|| ||√x(u− vh)
′||+ ||u− uh|| ||u− vh||

Observe que para todos os números a, b ∈ R vale ab ≤ 1

2
(a2 + b2). Dessa desigualdade

podemos fazer:

||√x(u− uh)
′||2 + ||u− uh||2 ≤ 1

2
||√x(u− uh)

′||2 +
1

2
||√x(u− vh)

′||2

+
1

2
||u− uh||2 +

1

2
||u− vh||2

1

2
||√x(u− uh)

′||2 +
1

2
||u− uh||2 ≤ 1

2
||√x(u− vh)

′||2 +
1

2
||u− vh||2

||√x(u− uh)
′||2 + ||u− uh||2 ≤ ||√x(u− vh)

′||2 + ||u− vh||2

Denotando ||u||2C = ||√xu′||2 + ||u||2, ∀u ∈ V . Temos, ||u − uh||2C ≤ ||u − vh||2C ,

∀vh ∈ Vh. Portanto,

||u− uh||C ≤ ||u− vh||C , ∀vh ∈ Vh,

o qual prova o teorema.
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As estimativas de erro apresentadas neste caṕıtulo apresentam em comum que as for-

mas bilineares geradas pelos produtos internos

G(u, v) = < −u′′(x), v(x) >

G(u, v) = < −u′′(x), v(x) > + < u(x), v(x) >

G(u, v) = < −(xu(x))′′, v(x) > + < u(x), v(x) >

são simétricas. Isto já não acontece com a equação −u′′(x) + u′(x) + u(x) = f(x), pois a

forma bilinear

G(u, v) =< −u′′(x), v(x) > + < u′(x), v(x) > + < u(x), v(x) >

não é simétrica. Para uma estimativa de erro para este caso precisamos de conceitos e

hipóteses adicionais que não são discutidas neste trabalho.
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Caṕıtulo 5

Simulações Numéricas no MATLAB

O MATLAB é software interativo de alta performance voltado para o cálculo numérico

e cient́ıfico. Este software integra análise numérica, cálculo com matrizes, processamento

de sinais e construção de gráficos com um fácil ambiente de utilização. No MATLAB o

elemento básico de informação é uma matriz que não requer dimensionamento permitindo

a resolução de muito problemas numéricos em apenas uma fração de tempo.

5.1 Implementação no MATLAB

Durante esta seção realizaremos simulações numéricas utilizando a versão MATLAB

R2009b. As simulações serão realizadas em três casos, de acordo com as formulações

variacionais expostas anteriormente. O algoritmo que será trabalhado é capaz de solu-

cionar um problema cuja a EDO é do tipo −ku′′(x)+du′(x)+ru(x) = f , onde k, d, r ∈ R.

Essas constantes serão convenientemente alteradas para solucionar os casos a seguir.

5.1.1 A Equação −u′′(x) = f(x)

Nesta seção, realizaremos a simulação do problema apresentado na seção 3.1. Para isso,

utilizaremos a seguinte equação diferencial e condições de contorno:



−u′′(x) = ex x ∈ [0, 1]

u(0) = u(1) = 0
(5.1)

A equação u(x) = −ex + (e− 1)x + 1 é a solução exata do problema 5.1.

Para fazer a simulação para este caso precisamos fazer algumas modificações no al-

goritmo principal. Consideremos, no algoritmo principal (ver Caṕıtulo 6), as constantes
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a=0 e b=1 que determinam a solução no intervalo (a, b) = (0, 1). As constantes n=100

e npi=2 que determinam, respectivamente, o número de elementos finitos e o número

de pontos de integração. As constantes k=1, d=0 e r=0 que multiplicam, respectiva-

mente os termos
∫

ϕ′(x)ϕ′(x)dx,
∫

ϕ′(x)ϕ(x)dx e
∫

ϕ(x)ϕ(x)dx. Finalmente, faremos

exsol=@(x)-exp(x)+x*(exp(1)-1)+1 e f=@(x) exp(x) que referem-se, nesta ordem, a

solução exata e a função forçante f = ex.

a) Na Figura 5.1 são apresentados a solução aproximada (linha azul) e a solução exata

(pontos vermelhos) do problema 5.1. A solução do problema é apresentada em 99

pontos internos do domı́nio, visto que, as condições de contorno são nulas.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

x

u(
x)

 

 
Solução Aproximada
Solução Exata

Figura 5.1: Simulação da equação −u′′(x) = f(x)

b) Na Tabela 5.1 é apresentado os valores numéricos da solução exata e da solução

aproximada em cada 10 nós dos elementos finitos, assim como, o erro relativo cal-

culado em cada um desses pontos.

i 10 20 30 40 50 60 70 80 90

xi 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000

Sol. Aprox. 0,06666 0,12225 0,16562 0,19549 0,21042 0,20885 0,18904 0,14908 0,08685

Sol. Exata 0,06666 0,12225 0,16563 0,19549 0,21042 0,20885 0,18904 0,14908 0,08685

Erro Relat. 0,0008% 0,0008% 0,0008% 0,0008% 0,0008% 0,0008% 0,0008% 0,0008% 0,0008%

Tabela 5.1: Comparação entre as soluções da equação −u′′(x) = f(x)
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c) Na Figura 5.2 é descrito o erro relativo da implementação do problema 5.1 pelo

método dos elementos finitos. A escala vertical representa o percentual do erro

calculado, enquanto que na escala horizontal é descrito os pontos xi da malha onde

calcula-se o erro. Com este gráfico pode-se observar a precisão do método utilizado,

visto que a variação do percentual do erro é mı́nima.
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Figura 5.2: Erro entre as soluções de u′′(x) = f(x)

5.1.2 A Equação −u′′(x) + u(x) = f(x)

Nesta seção, realizaremos a simulação do problema apresentado na seção 3.2. Para isso,

utilizaremos a seguinte equação diferencial e condições de contorno:

ED




−u′′(x) + u(x) = sin(πx) x ∈ [0, 1]

u(0) = u(1) = 0
(5.2)

A equação u(x) =
sin(πx)

π2 + 1
é a solução exata do problema 5.2.

Para esta simulação faremos, também, modificações no algoritmo principal. Con-

sideremos, no algoritmo principal, as constantes a=0 e b=1 que determinam a solução

no intervalo (a, b) = (0, 1). As constantes n=100 e npi=2 que determinam, respec-

tivamente, o número de elementos finitos e o número de pontos de integração. As

constantes k=1, d=0 e r=1 que multiplicam, respectivamente os termos
∫

ϕ′(x)ϕ′(x)dx,
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∫
ϕ′(x)ϕ(x)dx e

∫
ϕ(x)ϕ(x)dx. Finalmente, faremos exsol=@(x) sin(pi*x)/(pi^2+1)

e f=@(x) sin(pi*x) que referem-se, nesta ordem, a solução exata e a função forçante

f = sin(πx).

a) Analogamente, ao caso anterior, a Figura 5.3 são apresentados a solução aproximada

(linha azul) e a solução exata (pontos vermelhos) do problema 5.2. A solução do

problema é apresentada em 99 pontos internos do domı́nio, visto que, as condições

de contorno são nulas.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

x

u(
x)

 

 
Solução Aproximada
Solução Exata

Figura 5.3: Simulação da equação −u′′(x) + u(x) = f(x)

b) Na Tabela 5.2 é apresentado os valores numéricos da solução exata e da solução

aproximada em cada 10 nós dos elementos finitos, assim como, o erro relativo cal-

culado em cada um desses pontos.

i 10 20 30 40 50 60 70 80 90

xi 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000

Sol. Aprox. 0,02843 0,05408 0,07444 0,08750 0,09201 0,08750 0,07444 0,05408 0,02843

Sol. Exata 0,02843 0,05408 0,07443 0,08750 0,09200 0,08750 0,07443 0,05408 0,02843

Erro Relat. 0,0090% 0,0090% 0,0090% 0,0090% 0,0090% 0,0090% 0,0090% 0,0090% 0,0090%

Tabela 5.2: Comparação entre as soluções da equação −u′′(x) + u(x) = f(x)
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c) Na Figura 5.4 é descrito o erro relativo da implementação do problema 5.2 pelo

método dos elementos finitos. A escala vertical representa o percentual do erro

calculado, enquanto que na escala horizontal é descrito os pontos xi da malha onde

calcula-se o erro. Como no caso anterior, este gráfico exibe a precisão do método

utilizado, ainda neste gráfico, os pontos que determinam o erro percentual variam

mais uniformemente em um intervalo mı́nimo.
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Figura 5.4: Erro entre as soluções de −u′′(x) + u(x) = f(x)

5.1.3 A Equação −u′′(x) + u′(x) + u(x) = f(x)

Nesta seção, realizaremos a simulação do problema apresentado na seção 3.3. Para isso,

utilizaremos a seguinte equação diferencial e condições de contorno:

ED




−u′′(x) + u′(x) + u(x) = (π2 + 1) sin(πx) + π cos(πx) x ∈ [0, 1]

u(0) = u(1) = 0
(5.3)

A equação u(x) = sin(πx) é a solução exata do problema 5.3.

Para esta simulação faremos, também, modificações no algoritmo principal. Consid-

eremos, no algoritmo principal, as constantes a=0 e b=1 que determinam a solução no

intervalo (a, b) = (0, 1). As constantes n=100 e npi=2 que determinam, respectivamente,
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o número de elementos finitos e o número de pontos de integração. As constantes k=1,

d=1 e r=1 que multiplicam, respectivamente os termos
∫

ϕ′(x)ϕ′(x)dx,
∫

ϕ′(x)ϕ(x)dx

e
∫

ϕ(x)ϕ(x)dx. Finalmente, faremos f=@(x) (pi^2+1)*sin(pi*x)+pi*cos(pi*x) e

exsol=@(x)sin(pi*x) que referem-se, nesta ordem, a função forçante f = (π2+1) sin(πx)+

π cos(πx) e a solução exata.

a) Na Figura 5.5 são apresentados a solução aproximada (linha azul) e a solução exata

(pontos vermelhos) do problema 5.3. A solução do problema é apresentada em 99

pontos internos do domı́nio, visto que, as condições de contorno são nulas.
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Figura 5.5: Simulação da equação −u′′(x) + u′(x) + u(x) = f(x)

b) Na Tabela 5.3 é apresentado os valores numéricos da solução exata e da solução

aproximada em cada 10 nós dos elementos finitos, assim como, o erro relativo cal-

culado em cada um desses pontos.

i 10 20 30 40 50 60 70 80 90

xi 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000

Sol. Aprox. 0,30905 0,58784 0,80909 0,95115 1,00009 0,95114 0,80909 0,58783 0,30904

Sol. Exata 0,30902 0,58779 0,80902 0,95106 1,00000 0,95106 0,80902 0,58779 0,30902

Erro Relat. 0,0101% 0,0099% 0,0096% 0,0094% 0,0091% 0,0089% 0,0086% 0,0083% 0,0079%

Tabela 5.3: Comparação entre as soluções da equação −u′′(x) + u′(x) + u(x) = f(x)

47



c) Na Figura 5.6 é descrito o erro relativo da implementação do problema 5.3 pelo

método dos elementos finitos. A escala vertical representa o percentual do erro

calculado, enquanto que na escala horizontal é descrito os pontos xi da malha onde

calcula-se o erro. Neste gráfico, o erro relativo decresce no decorrer dos pontos da

malha indicando que o erro diminui a cada novo ponto. O intervalo de variação

também é mı́nimo.
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Figura 5.6: Erro entre as soluções de −u′′(x) + u′(x) + u(x) = f(x)
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Caṕıtulo 6

Implementação no MATLAB

Neste caṕıtulo, apresentaremos os algoritmos utilizados para fazer a simulação dos prob-

lemas expostos no caṕıtulo anterior. Para isso, utilizamos no MATLAB arquivos M que

recebem este nome porque possuem extensão .m. Um arquivo M é formado por uma

sequência de comandos do MATLAB. Eles podem ser criados a partir de qualquer editor

de texto (como por exemplo, o Notepad do Windows), e são arquivos de texto comuns

[3].

6.1 Algoritmos

a) O Algoritmo 6.1.1 constrói as funções base, através de uma function, que serão

usadas no algoritmo principal para determinar a solução do problema a ser imple-

mentado.

Algoritmo 6.1.1. Funções Base ϕ(x)

function [r]=phi(x,xi,h)

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Determina as funç~oes base

% ------------------------------------------------

% x = Variável

% xi= Ponto da malha (nó)

% h = Incremento (passo)

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

if abs(x-xi)>=h,

r=0;

elseif x<=xi,

r=x/h+1-xi/h;
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elseif x>=xi,

r=-x/h+1+xi/h;

end

end

b) O Algoritmo 6.1.2 é uma function utilizada para fazer a integração numérica do

produto de duas funções. Este algoritmo utilizada a clássica fórmula de integração

numérica dos trapézios e é fundamental para a construção dos termos da matriz de

rigidez.

Algoritmo 6.1.2. Integração por Trapézios

function [r]=trapezio(f,g,x0,xn,n)

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Método de integraç~ao numérica dos trapézios

% ------------------------------------------------

% f = Funç~ao dada

% g = Funç~ao dada

% x0= Intervalo inicial

% xn= Intervalo final

% n = Pontos de integraç~ao

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

h=(xn-x0)/n;

r=0;

for i=1:n,

xi=x0+(i-1)*h;

xf=xi+h;

r=r+(f(xi)*g(xi)+f(xf)*g(xf));

end

r=r*h/2;

end

c) O Algoritmo 6.1.3 é uma function utilizada para obter o solução de um sistema

tridiagonal Ax = b, onde A é uma matriz tridiagonal, dado os vetores das diagonais

da matriz A e o vetor coluna b.

Algoritmo 6.1.3. Solução de Sistema Tridiagonal

50



function x=sistemtrid(a,d,c,b,n)

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Resolve um sistema tridiagonal

% ---------------------------------------

% a= Diagonal abaixo de d

% d= Diagonal principal

% c= Diagonal acima de d

% b= Vetor coluna

% n= Maior dimens~ao dos vetores

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

for i=2:n

m=a(i-1)/d(i-1);

d(i)=d(i)-m*c(i-1);

b(i)=b(i)-m*b(i-1);

end

x(n)=b(n)/d(n);

for i=n-1:-1:1

x(i)=(b(i)-c(i)*x(i+1))/d(i);

end

d) O Algoritmo 6.1.4 é uma function utilizada para graficar as soluções exata e aprox-

imada dos problemas.

Algoritmo 6.1.4. Plota o gráfico das soluções

function p=plotar_sol(X,U,sol)

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Plota o gráfico das soluç~oes exata e aproximada

% ------------------------------------------------

% X = Malha (nós)

% U = Soluç~ao aproximada

% sol= Soluç~ao exata

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

p=plot(X,U,X,sol);

set(p(1),’MarkerSize’,5,’Marker’,’o’,’LineWidth’,1,...

’DisplayName’,’Soluç~ao Aproximada’);

set(p(2),’MarkerSize’,12,’Marker’,’.’,’LineStyle’,’none’,...

’Color’,[1 0 0],...

’DisplayName’,’Soluç~ao Exata’);

xlabel(’x’);

ylabel(’u(x)’);

end
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e) O Algoritmo 6.1.5 é uma function utilizada para graficar o erro relativo entre as

soluções exata e aproximada dos problemas.

Algoritmo 6.1.5. Plota o gráfico do Erro Relativo

function [e]=erro(a,ex,ap,n)

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Plota o gráfico do erro relativo entre as soluç~oes

% --------------------------------------------------

% a = Malha (nós)

% ex = Soluç~ao exata

% ap = Soluçao aproximada

% n = Dimens~ao dos vetores

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

for i=2:n

x(i-1)=a(i);

exata(i-1)=ex(i);

aprox(i-1)=ap(i);

end

e=100*abs(exata-aprox)./exata;

figure1 = figure;

%% Create axes

axes1 = axes(’Parent’,figure1);

box(axes1,’on’);

hold(axes1,’all’);

plot(x,e,’parent’,axes1,’MarkerSize’,12,’Marker’,’.’,’LineWidth’,1,...

’DisplayName’,’Erro’);

%Create xlabel

xlabel(’x’);

%Create ylabel

ylabel(axes1,’%’);

%Create legend

legend(axes1,’show’);

end

f) O Algoritmo 6.1.6 é o principal algoritmo feito através de um script no MATLAB,

onde todas as functions anteriores são utilizadas para encontrar a solução dos proble-

mas desenvolvidos neste trabalho. Dentro do algoritmo é dada uma breve descrição

sobre o papel de cada uma das variáveis. Ao final do algoritmo é constrúıdo um

gráfico para comparar as soluções exata e aproximada.
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Algoritmo 6.1.6. Algoritmo Principal

% *************************************************

% *

% TRABALHO DE CONCLUS~AO DE CURSO - TCC *

% *

% MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS *

% *

% ORIENTANDO: MÁRLESON R. S. FERREIRA *

% - ORIENTADOR: PROF. DR. J. W. CÁRDENAS SOTIL - *

% *

% UNIFAP/AP *

% *

% *************************************************

clc; clear;

tic

%%%%%%%%%%%%%%%%%% Dados Iniciais %%%%%%%%%%%%%%%%%

a=0; %intervalo inicial

b=1; %intervalo final

n=100; %número de elementos finitos

npi=2; %número de pontos de integraç~ao

k=1; %Constante que multiplica (dphi,dphi)

d=0; %Constante que multiplica (dphi,phi)

r=0; %Constante que multiplica (phi,phi)

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Funç~oes Forçantes %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

f=@(x) exp(x); %Funç~ao forçante 1o caso

%f=@(x) sin(pi*x); %Funç~ao forçante 2o caso

%f=@(x) (pi^2+1)*sin(pi*x)+pi*cos(pi*x); %Funç~ao forçante 3o caso

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

h=(b-a)/n; %Incremento (passo)

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Soluç~oes Exatas %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

exsol=@(x) -exp(x)+x*(exp(1)-1)+1; %Soluç~ao exata 1o caso

%exsol=@(x)sin(pi*x)/(pi^2+1); %Soluç~ao exata 2o caso

%exsol=@(x) sin(pi*x); %Soluç~ao exata 3o caso

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

for j=1:1:n+1,

X(j)=a+(j-1)*h; %Malha

sol(j)=exsol(X(j)); %Cálculo da soluç~ao exata

end

for j=2:1:n,

dp(j)=k*(2/h) + d*(0) + r*(2*h/3); %Diagonal principal da matriz

di(j)=k*(-1/h) + d*(-1/2) + r*(h/6); %Diagonal inferior da matriz

ds(j)=k*(-1/h) + d*(1/2) + r*(h/6); %Diagonal superior da matriz
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end

di(1)=0; ds(1)=0;

di(n)=0; ds(n)=0;

dp(1)=1;

dp(n+1)=1;

for i=2:1:n,

g=@(x)phi(x,X(i),h); %funç~ao base

B(i)=trapezio(f,g,X(i-1),X(i+1),npi);

end

B(1)=0;B(n+1)=0; %Condiç~oes de contorno

U=sistemtrid(di,dp,ds,B,n+1); % Resolve um sistema tridiagonal

p=plotar_sol(X,U,sol); %Plota o gráfico das soluç~oes exata e aproximada

erro_relativo=erro(X,sol,U,n);

toc
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Considerações Finais

Neste trabalho, descrevemos as formulações variacionais para alguns casos de equações

diferencias lineares de 2a ordem. Após esta fase escolhemos um espaço aproximante,

através do qual desenvolvemos a discretização do problema.

Após discretizar os problemas verificamos que os termos das formulações variacionais

formam matrizes tridiagonais, para os quais a resolução dos sistemas é muito fácil de

ser efetuada computacionalmente [5]. O fato de obtermos essas matrizes tridiagonais é

causado pela escolha das funções base.

Para as simulações numéricas foi elaborado um código utilizando o software MATLAB

R2009b. Esse software apresenta uma grande versatilidade podendo ser utilizado inclusive

por usuários que não tenham conhecimento em linguagens de programação. Isso se deve,

porque as versões recentes do produto melhoram significativamente o ambiente interativo,

incluindo facilidades gráficas de visualização e impressão.

As simulações fazem comparações entre as soluções aproximada e exata, essas com-

parações podem sem observadas através dos gráficos constrúıdos pelo código em MAT-

LAB. Algumas das soluções exatas foram obtidas com o aux́ılio de algumas ferramentas

do software Maple 13.

Durante as estimativas de erro mostramos que escolhido o espaço aproximante, ou seja,

quem são os ϕi, o método dos elementos finitos nos dá a melhor aproximação posśıvel. Esse

fato é reforçado através das simulações numéricas apresentadas, na qual o erro cometido

na aproximação da solução tem a mı́nima discrepância.

O código numérico feito em MATLAB pode ser facilmente adaptado para resolver ou-

tros tipos de problemas. Alunos de graduação como os de matemática, f́ısica e engenharia

podem otimizar esse código escolhendo, por exemplo, como espaço aproximante, funções

quadráticas. Este código também pode ser adaptado para resolver problemas não lineares

e problemas evolutivos em equações diferenciais lineares em uma dimensão espacial.
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Uma extensão deste Trabalho de Conclusão de Curso é a abordagem do Método dos

Elementos Finitos para problemas bi-dimensionais, onde a formulação variacional segue

os mesmos argumentos.
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