2
B 4
<

UNIVERSIDADE FEDERAL DO AMAPA
PRO-REITORIA DE ENSINO E GRADUACAO
CURSO DE LICENCIATURA PLENA EM MATEMATICA

SIMULACOES NUMERICAS E ESTIMATIVAS DE ERRO DAS
EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES DE 2° ORDEM
PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

MACAPA-AP
2011



MARLESON RONDINER DOS SANTOS FERREIRA

SIMULACOES NUMERICAS E ESTIMATIVAS DE ERRO DAS
EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES DE 2° ORDEM
PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Trabalho de conclusao de curso apre-
sentado ao colegiado de Matemaética da
Universidade Federal do Amapa, como
parte das exigéncias para a obtencao
do titulo de Licenciatura Plena em
Matematica, sob orientagao do Prof.

Dr. José Walter Cardenas Sotil.

MACAPA-AP

2011



MARLESON RONDINER DOS SANTOS FERREIRA

Simulacoes Numéricas e Estimativas de Erro das Equacoes Diferenciais

Lineares de 2* Ordem pelo Método dos Elementos Finitos

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado como pré-requisito para obtencao do titulo
de Licenciatura Plena em Matematica da Universidade Federal do Amapa, submetida a

aprovacao da banca examinadora composta pelos seguintes membros:

Prof. Dr. José Walter Cardenas Sotil

Prof. Dr. Guzmaéan Isla Chamilco

Prof. Dr. Erasmo Senger

Avaliado em: 11/02/2011

MACAPA-AP
2011



Agradecimentos

Agradeco a Deus pela vida, pela forca e satide para desenvolver minhas atividades.

Agradego minha familia que me incentivou, principalmente, meus pais que, com muito
esforco, poderam me oferecer uma boa educacgao.

Agradeco aos meus colegas de graduacao pelo apoio e compreensao. Esses que foram,
durante os anos de curso, verdadeiros amigos.

Gostaria de agradecer, também, ao Prof. Dr. Guzmdan Fuldlio Isla Chamilco pelas
contribuicoes tedricas e de materiais para o desenvolvimento deste estudo e ao Prof. Dr.
FErasmo Senger por ajudar, com sua experiéncia, na parte computacional deste trabalho.
Presto a esses meus sinceros agradecimentos.

Agradeco em especial meu orientador Prof. Dr. José Walter Cdrdenas Sotil pela
paciéncia e esforco dedicados para a execucao deste trabalho. Seu empenho e disciplina
serviu de exemplo para tornar-me um melhor profissional no futuro. Deixo registrado
todo meu respeito, admiracao e gratidao.

E novamente, agradeco a todos os professores citados por confiar em meu progresso

desde os primeiros anos de graduagao.

A todos muito obrigado!

v



“O homem esta sempre disposto
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Resumo

Neste Trabalho de Conclusao de Curso, abordamos o método dos elementos finitos,
muito utilizado, para encontrar a solucao aproximada de equacoes diferenciais. No aspecto
tedrico, descrevemos as formulagoes variacionais para alguns casos de equagoes diferenciais
lineares de 2* ordem. Em seguida, utilizando essas formulagoes e construindo fungoes base
lineares fazemos a discretizagao dos devidos problemas utilizando o método dos elementos
finitos. E para cada um dos termos das formulagoes variacionais encontramos a matriz
inerente. Subsequentemente, para cada um dos casos, fazemos os cédlculos da estimativa
de erro. Essa, por sua vez é feita com o intuito de evidenciar a precisao do método
utilizado. O cédigo computacional escrito na linguagem do software MATLAB resolve as
equacoes diferenciais mencionadas neste trabalho pelo método dos elementos finitos em
uma malha uniforme. Os resultados das simulacoes numéricas mostram a alta precisao do
método dos elementos finitos para os problemas lineares abordados neste trabalho, como
evidenciam a comparacao entre a solucao exata e aproximada, assim como da analise dos

erros relativos.

Palavras-Chave: Equagoes Diferenciais, Método dos Elementos Finitos, Estimativa de

Erro, MATLAB, Simulagoes Numéricas.
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Resumen

En este Trabajo de Fin de curso, se discute el método de elementos finitos, de frecuente
uso en la solucién numérica de ecuaciones diferenciales. En el aspecto tedrico, se describen
las formulaciones variacionales para algunos casos de equaciones diferenciales lineales de
segunda orden. Luego, utilizando estas formulaciones y construyendo una base finita de
funciones lineares, discretizamos los problemas continuos mediante el método de elementos
finitos em uma malla uniforme. Para cada uno de los términos de las formulaciones
variacionales se encuentra la matriz algébrica las cuales componen el sistema algébrico a
ser resolvido. Para cada un de los problemas en estudio, se demuestra que la solucion
obtenida por el método de los elementos finitos es la mejor que se puede obtener en el
espacio solucién. El método de los elementos finitos fue implementado usando el software
MATLAB. Los resultados de estas simulaciones numéricas muestran uma alta precision
del método de los elementos finitos para las equaciones diferenciales estudiadas en este

trabajo.

Palabras clave: ecuaciones diferenciales, Método de elementos finitos, estimacion del

error, MATLAB, simulaciones numéricas.
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Capitulo 1

Introducao

Na maioria dos modelos mateméaticos continuos, a resolucao analitica costuma oferecer
grandes dificuldades, ou até mesmo ser impossivel. A alternativa a ndo obtencao de uma
solucao analitica ¢é utilizar um método aproximado que substitua os infinitos graus de
liberdade do modelo continuo por um nimero finito de parametros a serem determinados,
ou graus de liberdade de um modelo aproximado [9]. E assim, tem-se a troca das equagoes
diferenciais daquele modelo aproximado por um sistema de equacoes algébricas desse
modelo [8] [7].

O método dos elementos finitos (MEF) comumente utilizado prevé a divisao do dominio
de integracao, continuo, em um nimero finito de pequenas regides denominadas elementos

finitos, tornando o meio continuo em discreto, como mostra a Figura 1.1.

/ Elemento Finito

]

A
|

Figura 1.1: Malha de Elementos Finitos

A essa divisao do dominio da-se o nome de malha. A malha desse reticulado pode
ser aumentada ou diminuida variando o tamanho dos elementos finitos. Os pontos de
interseccao das linhas dessa malha sao chamados de nds. Ao invés de buscar uma funcao
admissivel que satisfaca as condi¢oes de contorno para todo o dominio, no método dos

elementos finitos essas solugoes sao buscada em cada elemento finito separadamente [1].
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Suponha que o funcional para um elemento seja ¥;, sua soma sobre a malha com n

elementos corresponde ao funcional de todo o dominio:

U= iqf (1.1)

Para cada um do elementos i existe uma fun¢ao de interpola¢ao (aproximadora) u de
ordem m descrita em fungao dos nés dos elementos (parametros nodais a;) e por fungoes
denominadas de fungbes de forma (¢). Assim, a funcao aproximadora u de interpolagao

¢é descrita como:

u= ajp; (1.2)
=1

onde os «; sao parametros nodais e ¢; as fungoes de forma.

O funcional ¥ fica sendo expresso por:

m

V(o) = Wi(ay) (1.3)

i=1
Aplicando as condicoes de estacionariedade geral leva a um sistema de equacoes
algébricas lineares. A solucao do sistema de equacoes fornece os valores dos parametros
nodais «; . Os parametros nodais podem estar associados a deslocamentos, forgas inter-
nas, tensoes, temperaturas, pressao, etc. e depende da formulacao do elemento usado.
Neste Trabalho de Conclusao de Curso estudamos as equagoes diferenciais de segunda
ordem e sua implementagao pelo método dos elementos finitos, assim como, analisamos as
estimativas de erro desta aproximagao. No capitulo 2 sao descritos conceitos matematicos
de espaco vetorial, subespacos e espacos com produto interno necessarios para a for-
mulagao variacional do problema continuo e sua formulagao discreta pelo método dos
elementos finitos. No capitulo 3 sao formulados o problema variacional de varios tipos de
equacoes diferenciais lineares de segunda ordem. No capitulo 4 sao feitas as estimativas
de erro da aproximagao discreta pelo método dos elementos finitos. No capitulo 5 se ap-
resentam os resultados numéricos e no capitulo 6 se apresentam os algoritmos numéricos

implementados no Matlab.
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Capitulo 2

Espacos com Produto Interno

Neste capitulo apresentamos os conceitos de espacos vetoriais, subespacos e espagcos com
produto interno. Espagos com produto interno nos permite definir a formulagao varia-

cional a ser descrita no préximo capitulo.

2.1 Espacos Vetoriais

Um espago vetorial V' é um conjunto nao-vazio de elementos, chamados wvetores, sob
os quais definem-se duas operagoes: a adi¢do, que a cada par de vetores u,v € V faz
corresponder um novo vetor u + v € V, chamado a soma de u e v, e a multiplicacao por
um numero real, que a cada numero a € R e a cada vetor u € V faz corresponder um
vetor au € V', chamado o produto de o por v. Essas operagoes devem satisfazer, para

quaisquer «, 3 € R e u,v,w € V, 0s seguintes axiomas:
1. Comutatividade: v+ v = v + u;
2. Associatividade: (u+v)+w =u+ (v+ w) e (af)v = a(Hv);

3. Vetor Nulo: Existe um vetor 0 € V', chamado vetor nulo, tal que para todo v € V'

tem-se v +0=0+v =v;

4. Inverso Aditivo: Para todo v € V existe o seu inverso aditivo ou simplesmente

inverso, designado por —v, tal que v + (—v) = 0;

5. Distributividade: Tem-se as seguintes propriedades distributivas em relacao a

multiplica¢do por um numero real (a+f)u = au+fu e a adicdo a(u+v) = cu+av;

14



6. Multiplicagao por 1: 1-v = v, onde 1 é a identidade em R.

Exemplo 2.1.1. Para todo numero natural n, o simbolo R" denota o espaco vetorial
euclidiano n-dimensional. Os elementos u,v € R" sdo da forma u = (ay, -+ , ), v =
(B1,--+ ,Bn) onde oy, B; € Rparai,j=1,---,n.
A igualdade vetorial u = v significa n igualdades numéricas a; = 3; parai =1,--- ,n.
Os numeros «aq, - -+, a, sao chamados de coordenadas dos vetor u. As operagoes de

soma e multiplicagao por um numero real em R™ sao definidas pondo
u+v= (Oél—i_ﬁh”' Jan+ﬁn)7 au = (OéOé17"‘ ,OéOén).

O wvetor nulo é, por definicao, aquele cujas coordenadas sao todas iguais a zero: 0 =
(0,---,0). O inverso aditivo de u = (ay,-+- ,a,) é —u = (—aq,- -+ ,—ay,). Verifica-se,

que estas defini¢oes fazem de R™ um espaco vetorial.

Exemplo 2.1.2. Seja C°[a,b] o conjuntos de todas as funcoes continuas de valor real
definidas no intervalo [a,b]. Se f,g € C%a,b] e @ € R entdo este conjunto torna-se um
espagco vetorial quando se define a soma f + ¢g de duas fungoes e o produto a.f do ntimero

a pela funcao f da forma:

(f +9)(x) = f(x) +9(z) € la,0]
(af)(z) = af(z) z € [a,b]

2.2 Subespacos, dependéncia linear

Definigao 2.2.1. Considere V' um espago vetorial. Um subespaco vetorial (ou subespago)

de V' é o subconjunto nao-vazio U C V' com as seguintes propriedades:

1. Se u,v € U entao u+v € U,

2. SeuelUeaeR, entao au € U

Definicao 2.2.2. A combinac¢ao linear dos vetores uy,--- ,u, pertencentes ao espaco

vetorial V' é um vetor v de V' definida pela expressao
v =0o1uU; + -+ apuy
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onde a;,7 =1,--- ,n € R sao arbitrarios.

Seja V' um espago vetorial sobre R. Tomemos um subconjunto S = {uy, - ,u,} C V.

Indiquemos por [S] o seguinte subconjunto de V' construido a partir de S:

[S] = {aruy + -+ + au,| a; € R}

Verifica-se imediatamente que o conjunto [S] é um subespagco vetorial de V.

Defini¢ao 2.2.3. O subespago [S] recebe o nome de subespaco gerado por S. Cada ele-

mento de [S] é uma combinacao linear de S. Diz-se também que uy,--- , u, geram [S].

Defini¢ao 2.2.4. Dizemos que um conjunto L = {uq, -+ ,u,} C V é linearmente inde-

pendente (L.1.) se, e somente se, uma igualdade do tipo
aug + -+ o, =0

com os «; € R, s6 for possivel para agy =--- = a,, = 0.

Defini¢ao 2.2.5. Dizemos que um conjunto L = {uy, -+ ,u,} C V é linearmente depen-

dente (L.D.) se, e somente se, ndo é L.I., ou seja, é possivel uma igualdade do tipo
oauy + -+ apu, =0

sem que todos os o; € R, sejam iguais a zero.

2.3 Espacos com Produto interno

A nocao de produto interno é um conceito que enriquece a estrutura de um espaco vetorial,
permitindo o uso de uma linguagem geométrica altamente sugestiva. Os axiomas de espaco
vetorial nao sao suficientes para abordar certas ideias geométricas como angulo, distancia,

perpendicularismo, etc. Isso torna-se possivel com a introducao de produto interno. [6][2]

16



Definicao 2.3.1. Seja V um espago vetorial de dimensao finita sobre R. O produto
interno em V' é uma funcao de valor real tal que, para cada par de vetores (u,v) € V xV
define um ndmero real (u,v), chamado o produto interno de u por v, satisfazendo as

seguintes propriedades:
1. Comutatividade: (u,v) = (v,u);
2. Distributividade: (u + v, w) = (u, w) + (v, w);
3. {au,v) = alu,v);

4. (u,u) >0seu#0

Definicao 2.3.2. Um espaco com produto interno ou espaco euclidiano é um espaco ve-

torial V' sobre R, onde se define um produto interno.

Definicao 2.3.3. Seja V' um espaco com produto interno. Dado um vetor u € V indica-se

por ||u|| e chama-se norma de u o nimero real ndo-negativo dado por
[lull = v/ (u, w)
Quando ||u|| =1 diz-se que u € V' é um vetor unitdrio.

Exemplo 2.3.1. Se no R" considerarmos o produto interno usual, dado v = (xy,- - , ;)
nesse espaco, temos:

lull = /2t +- -+

Exemplo 2.3.2. Seja F = C%a,b] o espago vetorial cujos elementos sao as fungoes

continuas f, g : [a,b] — R. Um produto interno em FE pode ser definido pondo

b
(f,g) = / f(2)g(x)da

Neste caso, a norma da funcao f é
b
17l =) [ #wyas

17



Teorema 2.3.1. Em todo espaco euclidiano V', temos:

a) |lou|] = laf [[ul|, Vu € Ve

b) [Jul| >0, VueV ellul| =0 < u=0

Demonstragao:

a) llaul| = \/Tow, au) = /a2, u) = /a2 [[ull? = [a] [lu]

b) Pela definigao temos ||u|| > 0. Por outro lado

[Ju|]| = 0 <= (u,u)"/? =0 <= (u,u) =0 <= u = 0.

Teorema 2.3.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se V' € um espago vetorial euclidia-

no, entao:
[(w, )] < [ul[ [[vl|,  Vu,veV
Demonstragao:
Se v = 0, entdao (u,v) = 0 e ||u]| ||[v]] = 0. Logo tem-se a igualdade neste caso.

Suponhamos v # 0. Para todo o € R vale a desigualdade ||u + av||? > 0. Dal,

0<|lu+av]? = (u+av,u+ av) = (u,u) + (u,av) + {(av,u) + {av, av)
= [JulP? + afu, v) + afv,u) + |||

= |vlffa® +2(u, v)a + [Jul|*

Obtivemos assim um trinémio do segundo grau em « (pois, |[v]|? # 0) o qual é sempre

positivo. Logo seu discriminante deve ser negativo ou nulo
Au, v)* — 4[|’ |ul[* < 0

ou seja,

(u,0)* < [ul*[Jv]*.

Portanto,

(w, v) < |[ul] [[o]]
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Corolario 2.3.1 (Desigualdade Triangular). Em um espaco euclidiano vale a sequinte
desigualdade:
lu+oll < flull +l0ll,  Vu,veV

Demonstragao:

lu+o|)* = (u+v,u+v) = (uu)+ (u,v) + (v,u) + (v,v)
= ull® + ll* + 2w, v) < Jul* + [[v]* + 2Jul] [Jv]

= (lull +vl)?

Entao ||u + v||* < (|Jul| + ||v]|)?, para todo par de vetores u e v. Desta desigualdade

decorre que ||u + v|| < ||ul| + ||v]|, Vu,v € V.
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Capitulo 3

Formulacao Variacional

Neste capitulo consideramos equagoes diferencias lineares de segunda ordem com condi¢oes

no contorno, sua formulagao variacional e sua aproximagao por elementos finitos [4] [5].

3.1 A Equagao —u"(x) = f(x)

Considere a seguinte Equagao Diferencial e condi¢oes de contorno:

—u"(z) = f(z) z € [0,1]
u(0) =u(l) =0

(3.1)

Para resolver (3.1), procuramos uma fungao u € C?[0, 1], tal que u(0) = u(1) = 0.
Multiplicando agora (3.1) por uma fungao p(x) € C0,1], tal que p(0) = (1) = 0 e

aplicando integral, obtemos:

[ et = [ s,

integrando por partes o lado esquerdo da equacao, temos:

/0 @) = [ @], + / o (@) (x)dr = / o (@) (2)da

=0, pois ¢(0)=¢(1)=0

Logo a equacao fica:

/0 u' ()¢ (z)dx :/0 f(x)p(x)dx (Formulagao Variacional). (3.2)

A equagao (3.2) é a formulagao variacional do problema (3.1). A vantagem do problema
(3.2) é que procuramos solugoes no espago C'[0,1], enquanto o problema (3.1) requer

solugoes no espago C2[0, 1].
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3.1.1 Problema Variacional Aproximado

Consiste em encontrar U(z) (aproximante da solugao u(x)), tal que:

/ U () () / @ (3.3)

O problema agora é identificar o espago em que esta contido a aproximacao U. Como
C'0,1] é um espaco de dimensdo infinita, poderia-se escolher uma base de dimensao
infinita e escrever a func¢ao U como combinagao linear desta base. Candidatos para base
deste espaco sao as funcgoes lineares, fungoes lineares por partes, fungoes quadraticas
e cubicas. Teoricamente isto é correto, entretanto nao é computacionalmente possivel
trabalhar com uma base infinita de fun¢oes. Portanto precisamos escolher bases finitas
para aproximar nosso problema variacional (3.2).

Seja,

Vi=1lp;, 9j(0)=0, ¢;(1)=0 ¢, €C'[0,1]]  j=1,--,n]

Considerando as fungoes @1, s, - - - , ¢, linearmente independentes, temos que estas funcoes
sao uma base do seu espaco gerado V,,. Logo, se U € V,, é aproximante do problema varia-

cional (3.2), escrevemos
= &eilx); & eR. (3.4)
i=1
cuja derivada é dada por,

= Zfz‘%(fc)- (3:5)

Escolhendo ¢ = ¢; em (3.2), temos:

| v = [ e j=12-n

Substituindo (3.5) na equacao (3.2) resulta,

/01 (g 5@'902(3?)) ¢(z)de = /01 F(2) () dz

g& /01 ¢;(x>@;(x)d$:/Olf(ff)goj(x)dx

fazendo:

i = / o () gz dz (3.6)



temos:
d Gaji=b;  j=12--n (3.8)
i=1
Note que, para cada j fixo temos a equacao:
§raj1 + &aajo + - - -+ Epay, = b; (3.9)
Teremos entao de resolver o sistema de equacoes lineares:
AE=1D (3.10)

onde:

@11 -+ Qip by 51

A=| + 1, b= : |; g=1| ¢ (3.11)
Ap1 Apn bn 571

onde, os termos da matriz A e o lado direito b sao conhecidos. Logo, o problema consiste

em calcular as componentes do vetor £ para encontrar a solugao aproximada U em (3.4)

3.1.2 Aproximacao por Elementos Finitos

Agora passaremos a determinar os termos da matriz A, mas para isso é preciso definir as
fungoes base p(z) e analisar sua derivada ¢'(x). Vamos relaxar as condigbes a satisfazer
pelas fungoes (), considerando elas como fungoes lineares continuas e diferenciaveis a
menos de um numero finito de pontos. Para isto, consideramos o conjunto discreto de

pontos no intervalo [0, 1]
{zo=0,21,29, -+, Tp1, T = 1}

denominada de Malha no intervalo [0,1]. Esta malha é dita regular se todos os sub-
intervalos [zg_1, k], para k = 1,---n, tém os comprimentos igualmente espagados h.
Para cada ponto x; associamos uma fungao ¢,(z) cujo gréfico é apresentado na Figura 3.1.
Este procedimento de aproximacao é denominada Aproximacao por Elementos Finitos.
Em cada subintervalo de comprimento h estas funcoes base sao dadas por segmentos

de reta, para escrever tais fungoes analiticamente, temos que observar trés casos:
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H(X)A
(X)) (%) {jﬂ(x)

j+1 Xj+2

h h h h

Figura 3.1: Fungoes Base ¢(x)

a) Se (x <zj_1)U(x>z41)  @j(x)=0

b) Se x € [zj_1,2;], temos o ponto (zg,y0) = (zj_1,0) e coeficiente angular m =

1
—— = —. A func@o p;(x) é dada pela equacao da reta:
j— Tj—1 h

T
y—y = m(z— 1)
1
y=0 = (@ —w)
_ X _ T
YT R Th
Logo, se x € [z, 1,2, g;(x) = 7 — 2
h h
1
c) Analogamente, se = € [z;,2;11], temos (xg,yo) = (j41,0) e m = 3, segue:
y—vo = m(z— o)
1
y—0 = —E(iU — Tjy1)
_ T T
R
Logo, se x € [zj,xj41]: i) = —% + %
De a), b) e ¢), temos resumidamente:
0, se (x<wmj_q)U(x>x41)
A
90](33') = E - Jhl, se T € [l’j_l,l'j] (312)
T T
7 + ]};rl, se T € [r),Tj11]
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Derivando, obtemos () (ver Figura 3.2):

0, se (x<zj_1)U(z>x4)
1
©i(r) = 5 s T€ [zj_1, 2] (3.13)
—5 e 7€ [z, 241]
001 (%)
¥0) 7(
L -
h l l l
1 1 1
1 1 1
I I I
[ h [ h
" >
Xl X1 X | X "
04(x) : : /E/
1 o I
A -

Figura 3.2: Derivada ¢'(x)

Calculemos agora os termos a;; = / @ (x);(z)dz, da matriz A, temos dois casos
possiveis:

1)i=j

/ o y(0)p)(v)de = / ’ () (x)dw + / o &, (2) ¢ () d

Tj—1 Tj—1 J
i q Tiv1 ]
= —dx +/ —dx
/{l;jl h'2 zj h2
1
= ﬁ(% Tj-1) + h—(%‘ﬂ — ;)
_h 2
 R2 K2 h
Mi=j—1
[ e = [° (5)(-5)
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Desta forma os termos da matriz A sao:

]

Ajj+1

ajk

[ el

1
451 = / ()0 o1 (2)dr = —

0,

se

Por extenso, a matriz A se escreve:

> -

[ 2 _1 0
12 -1
0 -1 2
0 0
0

K

0
0
0
-1 0
2 -1
-1 2

2
h

|7 — k| > 1.

&
&
€3

5n—2
Sn—l
&n

3.2 A Equagao —u"(z) +u(z) = f(x)

Considere a seguinte Equagao Diferencial e condi¢oes de contorno:

—u"(z) +u(z) = f(z)
u(0) =u(1) =0

x € [0,1]

1
h
(3.14)
by
ba
bs
(3.15)
bn—2
bn—l
bn
(3.16)

Para resolver (3.16), procuramos uma fungao u(z) € C?[0, 1], tal que u(0) = u(1) = 0.
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Multiplicando agora (3.16) por uma fungao ¢(x) € C*0, 1], tal que p(0) = (1) =0e

aplicando integral, obtemos:

/01 u' (z)p(z)dx + /01 u(z)p(x)dr = /01 F()o(x)de

Integrando por partes o primeiro termo do lado esquerdo da equagao, temos a for-

mulagao variacional do problema (3.16):

1
/ u'(z)¢ (z )dm—I—/ d:zc—/ f(z (Formulacao Variacional) (3.17)
0

3.2.1 Problema Variacional Aproximado

Sejam as solugoes aproximadas U(z) e U'(z) dadas pelas combinagoes lineares das fungoes

base ¢(z) em (3.4) e (3.5). Substituindo (3.4) e (3.5) em (3.17) temos:

/ (ZQ% ) dm—l—/ (Zfz% >¢j($)d$=/olf(x)gpj(x)dx

Zz:;fi/o 902(55)903‘($)d$+;§i/0 wi(r)pj(r)dr = /Olf(x)<pj(x)dx

considerando:
ajz:/o ()i () da; (3.18)
bji = () gi(x)dw; 3.19
i = | et (3.19)
qzlfm%mm (3.20)
segue,

ZfﬂjiﬂLZfibﬁ:Cﬁ Jj=12,--.n
i=1 i=1

Zgi(aji+bji)zcj; j:1727"'an
;=1

fazendo dj; = a;; + bj;, temos:
Zfidji = Cj; Jj=12,---.n (3.21)
i=1
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Note que, para cada j fixo temos a equagao:

&idj + &adjo + - + Endyn, = ¢ (3.22)

Teremos entao de resolver o sistema de equacoes lineares:

D¢ =c (3.23)

onde: D = A+ B.

3.2.2 Aproximacao por Elementos Finitos

Os termos da matriz A ja determinados anteriormente sao da forma:

1
/ / 2
o = [ @@=
0
1

1
Qjjr1 = ajj—1:/0 (%) (@) = —

ajp = 0, se |j—k|>1.

Vamos agora, determinar apenas os termos da matriz B utilizando as mesmas funcoes

base definidas anteriormente na Figura 3.1. De (3.12) temos,

0, se (x<zj_1)U(z>z41)

l’ .
p;(r) = o , se € [rj, 7]

L T+l
-5 T jh , se T € [x, 4]

Calculemos agora os termos bj; = / ©;(z)pi(r)dx, da matriz B, temos dois casos

possiveis:
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/gcj+1 pi(x)p;(x)de = /:j %(x)%<x)dx+/x Aot

Tj—1

1 i 1 z;
- ﬁ/ (z —2j)’ dv + ] (vj41 — 2)*dx
_ i (.1' _ :IJJ,1)3 Z5 (ijrl _ x)?, Zj+1
h? 3 —_ 3 .
— i (@) —7j)° _ (wj1 —xj)° _ (j11 —xj1)®  (xj41 — 25)°
h2 L 3 3 3 3
B 1 'h3 h3
K23 3
2
= Zp
3
H) 1=75—1
/a:j ( ) ( )d /afj (x :L‘j,1> (xj :IZ') d
. Pi\T)Pj-1 - A n h .
1 %
= o G-
:ijl
1 T
- F (l'l'j e Tj1T; + l‘l’j_l)dl‘
.’L‘j,l
1 ZEQ Tj $3 T ” ZL‘2 T
- m " ? Ti_1 3 i1 N xj_lxijj*l T ? i 1
h? ™ 2 3
2 — 12
_ QTJ_IQT](QT] — xj—l) + xj—l |: J 5 7 1:|:|
1
= @(?m? — ij:c?,l — 2%? + 29(:39-’,1 — 6xj,1xj2. + 6:1:]2;1% +
+ Sxixj,l — 31;?._1)
1
= @(xf — 3%_1%2» + 3xj2~_1xj — x?’_l)
1 , Bk

6~ @) = G T
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Desta forma os termos da matriz B sao:

! 2h
by = [ @@l =3
0
! h
bjjr1 = bjj—lZ/ @}(«’E)w}ﬂ(l‘)dxz—g
0

bir = 0, se |j—k| > 1

Por extenso a matriz B se escreve:

2 1/2 0 o - o0
/2 2 1/2 0 - - 0
0 1/2 2 1/2 0 - 0
h
B=- 3.24
y (3:24)
0 -~ 0 1/2 2 1/2 0
0 -+ -~ 0 1/2 2 1/2
0 oo cee e 0 1/20 2
3.3 A Equacao —u"(z) + v (z) +u(z) = f(x)
Considere a seguinte Equacao Diferencial e condigoes de contorno:
(@) @) + (o) = f2) w0, o5

u(0) =u(l) =0

Para resolver ED, procuramos uma funcio u(z) € C?[0, 1], tal que u(0) = u(1) = 0.
Multiplicando agora (3.25) por uma fungao ¢(x) € C*0, 1], tal que p(0) = (1) =0e

integrando, obtemos:

[ wwetonte s [ vt + [ e = [ s

Integrando por partes o primeiro termo do lado esquerdo da equagao, temos a for-

mulagao variacional do problema (3.25):

/0 lu’(as>so’(x)dm+ /0 lu'(:v)gp(x)dx—i— /0 lu(m)gp(x)dx: /O 1 F@)p(x)de.  (3.26)
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3.3.1 Problema Variacional Aproximado

Sejam as solugoes aproximadas U(x) e U'(z) dadas pelas combinagoes lineares das fungoes

base p(x) em (3.4) e (3.5). Substituindo (3.4) e (3.5) em (3.26) temos:

n 1 n 1 n 1 1
3¢ / )i (@)dr+ 3 & / G(2)ps(@)dr + 36 / pi(2) s (x)d = / F(@)p5()da
i=1 Y0 i=1 /0 i=1 /0 0
Considerando:
1 1
0 = / o (@) Gi(x)dz; by = / o3 (2) () da
1 1
i = j i d ) dj = j Cl
& / o3()pr()da / F (@) ()dz
segue,

Zfiaji+25ibji+2§icji=dj§ J=12-n
i=1 i=1 i=1

Zgi(aji+bji+cji>:dj§ J=12,--,n
i=1

Fazendo mj; = aj; + bj; + ¢j;, temos:
i=1
Note que, para cada j fixo temos a equacao:
§imj1 + Emye + - - + Emyy, = d (3.28)
Teremos entao de resolver o sistema de equacoes lineares:
M¢é¢=d (3.29)

onde: M =A+B+C.

3.3.2 Aproximacao por Elementos Finitos

Os termos da matriz A e B ja determinados anteriormente sao da forma:

1

/ / 2

o = [ @@=
0

1

1

tr = 1= [ @ = -
0

ajp = 0, se |j—k|>1,
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! 2h
by = [ i@t =3

1
h
bjj+1 = bjj—lZ/o ()@ (2)de = —¢

bir = 0, se |j—k[>1.

Vamos agora, determinar apenas os termos da matriz C' utilizando as mesmas fungoes

base definidas anteriormente (Figura 3.1) e sua derivada (Figura 3.2). Temos,

0, se (z<zj1)U(x>xj41)
r T
pi(x) = h ‘7,%1 se x € [zj, )]
[ 7t Jhﬂa se T € [z, 4]
0, se (z<zj_1)U(z>x4)
1
pi(r) = 7 s T € w1, 3]
——, se x € [z,
L h [ J ]+1]
1
Calculemos agora os termos c¢j; = / ©i(x)pi(z)dr, da matriz C, temos dois casos
0
possiveis:
Di=j—1
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) i=j+1

1

= 5 2vm(zj0 —x5) — (SC?H - x?)]

2h?
1
h2
202
1

2

Desta forma os termos da matriz C sao:

1
1
ot = [ el = -
0
! 1
Cjj+1 = /@}(x)%ﬂ(x)dx:é
0
cr = 0, se j=kou |j—kl >1.
Por extenso, a matriz C se escreve:
0 1 0 0
-1 0 1 0 0
0 -1 0 1 0 0
1
C=-
2
0 0 -1 0 1 0
0 0O -1 0 1
0 0 -1 0
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3.4 A Equagao —zu"(z) —u/(z) + u(z) = f(z)
Considere a seguinte Equacgao Diferencial e condigoes de contorno:

—xu(z) — /' (z) + u(z) = f(x) x € [0,1]

(3.31)
u(0) = u(l) = 0.
Esta equacao é equivalente a
o | Cov@) @) = s@) aeloy 5

w(0)=u(l)=0

Para resolver (3.31), procuramos uma fungao u(z) € C?[0,1], tal que u(0) = u(1) = 0.
Multiplicando agora (3.32) por uma funcao ¢(z) € C'0,1], tal que p(0) = (1) = 0 e

integrando, obtemos:

/01(—xu'(x))/s0(:v)dx + /01 u(z)p(x)dr = /Olf(x)go(x)dx,

integrando por partes o primeiro termo do lado esquerdo da equagao, temos a formulacao

variacional do problema (3.31):

/01 zu' (z)' (x)dx + /01 u(z)p(x)dr = /01 f(z)p(x)de. (3.33)

3.4.1 Problema Variacional Aproximado

Sejam as solugdes aproximadas U(z) e U’(x) dadas pelas combinagoes lineares das fungoes
base ¢(x) em (3.4) e (3.5). Substituindo (3.4) e (3.5) em (3.33) temos:

n

Zfi/olﬂcwg(ﬂﬁ)@}(x)dx + g&/ol%(x)cpj(x)dx :/01 f(@)pj(x)de.

i=1

Considerando:

@_Awwmwm
bji = /0 oi(z)pi(x)dz;
)o;(x)da

¢ = f(z

0
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segue,

ZfiajiﬂLZfibji:Cj; J=12--n
i=1 i=1

Zfi(aji‘f‘bji)zcj; J=12--,n
i=1

Fazendo dj; = aj; + bj;, temos:
Zfidjizcj; ]: 1727"' y T (334)
i=1
Note que, para cada j fixo temos a equagao:
éldjl + fgdjg + -+ £nd]n =G (335)
Teremos entao de resolver o sistema de equacoes lineares:
D¢ =c (3.36)

onde: D:g—i-B.

3.4.2 Aproximacao por Elementos Finitos

Os termos da matriz B ja determinados anteriormente, sao da forma:

! 2h
bjj = /%(m)%(%)dx:g
0
1 h
bjj+1 = bjj—1:/0 <p;-(x)90;+1($)d$:—6

bir = 0, se |7—k|>1.

Vamos agora, determinar apenas os termos da matriz A. Neste caso, as operagoes sao

analogas a secao 3.1 incluindo, apenas, um termo x.
Calculemos agora os termos aj; = / v (x)p;(r)dr, da matriz A, temos dois casos

possiveis:
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/wj+1 x(z)p)(x)dr = /xj xs@}(z)@}(x)der/xm vy (x)¢(x)dx

zj_1 zj_1 .
T 1 i+l ]
zj
1 1
YY) ($2 — x2 1)+ 2h2( §+1 - x?)
1
- m(mgﬂ — i)
1

- Q_hz(mﬁ”rl — 2j-1)(Tj41 + Tjo1)

- . @ +h—(x;—h)(z; +h+z;—h)

2h?
1
= S50h)E)
2
Mi=j5-1
[ e = [ () (+5)a
o (2)p) T = x| = —— | dx
i1 J a 1 h h
1 1
= o=t = — (2 - )
Desta forma os termos da matriz A sdo:
1
- 92 -
By = [ s = 2
0
1
- - 2v: —h
Ajjy1 = djj1 = / @ (x) )y (z)dr = — ]2h
0
aj, = 0, se |j—k|>1.
Por extenso a matriz ﬁ se escreve:
[ 2, —L(2z; —n) 0 0 7
—5(2z; —h) 2z; —5(2z; —h) 0
1 0 —1(2z; — h) 21; 0
A=~ . (3.37)
0 2x; —1(2z; — h) 0
0 —12z; — h) 2z, —12z; — h)
L 0 0 1(2z; - h) 2z, ]
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Capitulo 4

Estimativas do Erro

A formulacao variacional de cada um dos problemas do capitulo 3 podem ser escritas em

termos do produto interno em V:

(f.9) = / f(2)g(x)dz (4.1)

Vamos escrever V;, no lugar de V,, como sendo o espaco gerado pelas combinacoes lineares
das fungoes ¢;(x). Vamos, também, supor que V}, seja um subconjunto do espago solucao

do problema continuo V', ou seja, V;, C V.

4.1 A Equacao —u"(z) = f(x)

Se u é solugao do problema variacional (3.2) e uy, é a solugao aproximada, temos:

(W', vy =(f,v)  VveV (4.2)
e
(s vh) = (f, von) Vo, € V), (4.3)
Como Vj, C V, a equagao (4.2) também é verdadeira se substituirmos v por v,. E
temos:
(' o) = (fion)  Von €V (4.4)
(upp vp) = (f, vn) Vo € Vi (4.5)

Subtraindo a primeira da segunda temos:

/

(u —up,vy) =0 Yoy, € Vi, (4.6)
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De algum modo, como veremos adiante, (4.6) é equivalente a dizer que a aproximagao
up, € a melhor possivel no espaco Vj,.

Para demonstrar isso, vamos utilizar a desigualdade de Cauchy-Schwartz (Teorema

2.3.2) demonstrada no Capitulo 2.

Teorema 4.1.1. Para todo vy, € V), temos

[lu—=unlla < |lu—va|la

onde ||ul|la = ||v'||, Yu € V. Ou seja, a solugao aprozimada uy, € a melhor possivel no

espago das aprorimagoes Vy,.
Demonstracgao: Como sabemos
[1(w = wn)'l]* = ((uw — un)’, (u — un))
Como por (4.6), ((u — up),w},) = 0, YVwy, € V}, temos para wy, = up — vy,
|2

[(w—wn)[I* = ((u—upn), (uw—un))+{(u—un),w)

= ((w—w), (u—up+wn)) = ((u—up), (u—wvy))
Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz temos
((w—up), (w—=wn)") < |[(w—un)[| [|(w—va)]l.

Entao

1w —wn)lI* < [ —=un)|] 1w —vn)'ll

(= un)'l] <[] (w—vn)]

Denotando ||u||4 = ||¢/||, Yu € V. Portanto, para todo v, € V},

[lu = unlla < [lu—wva||a,

o qual prova o teorema.

4.2 A Equagao —u"(z) +u(z) = f(x)
Se u é solugao do problema variacional (3.17) e uy é a solugdo aproximada, temos:
(W', vy + (u,v) = (f,v) Yo eV (4.7)
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(uh, i) + (un, o) = (f, on) Vup € Vy (4.8)

Como V,, C V, a equacao (4.7) também é verdadeira se substituirmos v por v,. E

temos:

<u/a 'U;z> + <u> Uh> = <f> Uh> Yo, € Vj, (4.9)

<u;w U;z> + <Uh7?}h> = <f7 Uh> \V/Uh € Vh (410)
Subtraindo a primeira da segunda temos:
(u' —uj,v) + (u— up,vp) =0 Yo, € V, (4.11)

Da mesma forma, demonstraremos que essa ultima equacao nos diz que uy, ¢ a melhor

aproximacao no espaco V.
Teorema 4.2.1. Para todo vy, € Vj, temos
lu = unl|p < [|u—vnll5

onde ||ul|% = ||W||? + ||ul|?, Yu € V. Ou seja, a solu¢io aprozimada uy é a melhor

possivel no espago das aproximagoes Vj,.
Demonstragao: Como sabemos
1w = un)|* + [l = un* = ((w = un)’, (w = un)) + (w = un, v — up)
Como por (4.11), ((u—wup)', w}) + (u—up, wp) = 0, Vwy, € V}, temos para wy, = up — vy,

1 = un)'[* + [Ju — un]* - =

< (1w = un)'l] 1w = on)|] + [Ju = || |Ju = val|
Logo,

(=)'l 4 [ = v * < (1w = w) (] (1w = vn)' I+ [l = wn ] ]w = val]
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1
Observe que para todos os numeros a,b € R vale ab < §(a2 + b%). Dessa desigualdade

podemos fazer:

1 1 1 1

1w = wn) I+l =l < Sl =) P+ Sl = o) I+ Sl = unl[* + Sl [u— oa]
1 1 1 1
L= )1+ Sl < = )P 4 Sl

1w = un)|* + fJu = unl* < (= o)1+ [Ju = wnl[*

Denotando ||u||% = [[«/|]* + ||u||?, Vu € V. Temos, ||u —up||% < ||u—vi|l%, Yoi € V.
Portanto,

l|\u — unl| < ||u—vn||B, Yy, € Vi,

o qual prova o teorema.

4.3 A Equagao —zu”(z) — u'(z) + u(x) = f(x)
Se u é solugao do problema variacional (3.33) e u; é a solugao aproximada, temos:
(zu' V") + (u,v) = (f,v) Yo eV (4.12)

que pode ser reescrita como:

(Vou', /o) + (u,v) = (f,v) YoeV (4.13)
e
<\/Eu;17 \/EU;L> + <uh7 Uh> - <f7 Uh> V'Uh € Vh (414)
Como V,, C V, a equagao (4.13) também é verdadeira se substituirmos v por v,. E
temos:
(Vou',xvy) + (u,vp) = (f, vn) Yo, € V, (4.15)
(Vrup,, /xvy) + (up, vi) = (f,vp) Yo, € V, (4.16)

Subtraindo a primeira da segunda temos:
(Vr(u—up), Vouy) + (u — up, vp) = 0 Yo, € Vi, (4.17)

Analogamente aos casos anteriores, demonstraremos que essa ultima equagao nos diz

que uy, ¢ a melhor aproximacao no espaco Vj,.
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Teorema 4.3.1. Para todo vy, € V), temos
lu —unllc < |Ju—wvnllc

onde ||ul|? = ||V/zu'||* + ||[u]]?, Yu € V. Ou seja, a solugio aproximada uy, é a melhor

possivel no espaco das aprorimacgoes V.
Demonstragao: Como sabemos
V(= un) I[P+ [lu = un| * = (Va(u —un)', vVa(u —un)') + (u = up, w —up)

Como por (4.17), (Vx(u — up)',vzw,) + (u — up,wy) = 0, Yw, € Vj temos para

Wh = Up — Vp

1V@(u = un)'[]* + [Ju = unl]* =

< [IWVa(u—u)[l [[Va(u—on) |l + lu = unll |lu— vall
Logo,
1V (w = un) [+ [Ju = un]|* < [WVa(u = wn)'[] [Wa(u = vn)'[] + [l = ] [Ju— o]

1
Observe que para todos os numeros a,b € R vale ab < §(a2 + b%). Dessa desigualdade

podemos fazer:

1 1
V(e —un)|P + Il —unl [ < SlIVa(w—w)[]* + SlVa(e — o) |

1 1
+ §||U—Uh||2+§||U—Uh||2
1 nez 1 2 1 nez . 1 2
LVEu— w) I+ Sl =l < HlVEu— R + =
IVa(u —un) [P+ lu—wl* < [WVa(u—op)|*+[Ju— o
Denotando ||ull2 = ||v/zu||? + |Jul]?, Yu € V. Temos, ||u — up]|2 < |Ju — v,
Vv, € Vj,. Portanto,
l[u —unllc < [lu—wvpllo, Vup, € Vi,

o qual prova o teorema.
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As estimativas de erro apresentadas neste capitulo apresentam em comum que as for-

mas bilineares geradas pelos produtos internos

Glu,v) = < —u"(z),v(x) >
Gu,v) = < —u"(z),v(x) >+ <u(z),v(r) >
G(u,v) = < —(zu(x))”,v(r) >+ <u(x),v(x) >

sao simétricas. Isto ja ndo acontece com a equagao —u”(x) + u'(x) + u(x) = f(x), pois a

forma bilinear
G(u,v) =< —u"(z),v(z) > + < u'(z),v(x) > + < u(x),v(z) >

nao é simétrica. Para uma estimativa de erro para este caso precisamos de conceitos e

hipéteses adicionais que nao sao discutidas neste trabalho.
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Capitulo 5

Simulacoes Numéricas no MATLAB

O MATLAB ¢ software interativo de alta performance voltado para o cdlculo numérico
e cientifico. Este software integra andlise numérica, calculo com matrizes, processamento
de sinais e construgao de graficos com um facil ambiente de utilizacao. No MATLAB o
elemento basico de informagao é uma matriz que nao requer dimensionamento permitindo

a resolucao de muito problemas numéricos em apenas uma fracao de tempo.

5.1 Implementacao no MATLAB

Durante esta secao realizaremos simulagoes numéricas utilizando a versao MATLAB
R2009b. As simulagoes serao realizadas em trés casos, de acordo com as formulagoes
variacionais expostas anteriormente. O algoritmo que sera trabalhado é capaz de solu-
cionar um problema cuja a EDO é do tipo —ku"(z) +du'(x) +ru(z) = f, onde k,d,r € R.

Essas constantes serao convenientemente alteradas para solucionar os casos a seguir.

5.1.1 A Equagao —u"(z) = f(z)
Nesta secao, realizaremos a simulacao do problema apresentado na secao 3.1. Para isso,
utilizaremos a seguinte equacao diferencial e condigoes de contorno:

—u"(x) = €e” z € [0,1]
u(0) =u(l) =0

(5.1)

A equagdo u(z) = —e® + (e — 1)x + 1 é a solugdo exata do problema 5.1.
Para fazer a simulacao para este caso precisamos fazer algumas modificacoes no al-

goritmo principal. Consideremos, no algoritmo principal (ver Capitulo 6), as constantes
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a=0 e b=1 que determinam a soluc¢do no intervalo (a,b) = (0,1). As constantes n=100
e npi=2 que determinam, respectivamente, o ntimero de elementos finitos e o ntimero
de pontos de integracao. As constantes k=1, d=0 e r=0 que multiplicam, respectiva-
mente os termos [ ¢'(z)¢'(z)dx, [¢'(z)p(x)dr e [@(x)p(x)dr. Finalmente, faremos
exsol=0(x)-exp(x)+x*(exp(1)-1)+1 e £=0(x) exp(x) que referem-se, nesta ordem, a

solucao exata e a funcgao forcante f = e”.

a) Na Figura 5.1 sao apresentados a solu¢ao aproximada (linha azul) e a solugao exata
(pontos vermelhos) do problema 5.1. A solu¢ao do problema é apresentada em 99

pontos internos do dominio, visto que, as condigoes de contorno sao nulas.

0.25 T T T
—6— Solugao Aproximada
e  Solucdo Exata
0.2 B
0.151 B
=
=1
0.1 B
0.05 B
G' | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 5.1: Simulacao da equagao —u”(z) = f(x)

b) Na Tabela 5.1 é apresentado os valores numéricos da solu¢do exata e da solugao
aproximada em cada 10 nds dos elementos finitos, assim como, o erro relativo cal-

culado em cada um desses pontos.

7 10 20 30 40 50 60 70 80 90
T; 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000
Sol. Aprox. | 0,06666 0,12225 0,16562 0,19549 0,21042 0,20885 0,18904 0,14908 0,08685

Sol. Exata 0,06666 0,12225 0,16563 0,19549 0,21042 0,20885 0,18904 0,14908 0,08685
Erro Relat. | 0,0008% | 0,0008% | 0,0008% | 0,0008% | 0,0008% | 0,0008% | 0,0008% | 0,0008% | 0,0008%

Tabela 5.1: Comparagao entre as solucoes da equacao —u”(x) = f(x)

43



c) Na Figura 5.2 é descrito o erro relativo da implementagao do problema 5.1 pelo
método dos elementos finitos. A escala vertical representa o percentual do erro
calculado, enquanto que na escala horizontal é descrito os pontos z; da malha onde
calcula-se o erro. Com este grafico pode-se observar a precisao do método utilizado,

visto que a variacao do percentual do erro é minima.

8.3333
8.3333 J -
8.3333 -
N

8.3333 3
8.3333 B
83333 | | | | | | | | |

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 5.2: Erro entre as solugoes de u”(x) = f(x)

5.1.2 A Equagao —u"(z) + u(z) = f(x)

Nesta secao, realizaremos a simulagao do problema apresentado na secao 3.2. Para isso,

utilizaremos a seguinte equacao diferencial e condi¢oes de contorno:

D —u"(z) + u(x) = sin(nx) z € 0,1] (5.2)
u(0) =u(1l)=0
sin(mx)

A equagao u(x) = ¢ a solucao exata do problema 5.2.

w41

Para esta simulacao faremos, também, modificacoes no algoritmo principal. Con-
sideremos, no algoritmo principal, as constantes a=0 e b=1 que determinam a solucao
no intervalo (a,b) = (0,1). As constantes n=100 e npi=2 que determinam, respec-

tivamente, o nimero de elementos finitos e o nimero de pontos de integracao. As

constantes k=1, d=0 e r=1 que multiplicam, respectivamente os termos [ ¢'(z)¢'(z)dx,
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[ ¢ (x)p(x)dr e [p(z)p(x)de. Finalmente, faremos exsol=0(x) sin(pi*x)/(pi~2+1)

e £=0(x) sin(pi*x) que referem-se, nesta ordem, a solucao exata e a funcao forcante

f = sin(mz).

a) Analogamente, ao caso anterior, a Figura 5.3 sdo apresentados a solugao aproximada
(linha azul) e a solugdo exata (pontos vermelhos) do problema 5.2. A soluc¢ao do

problema é apresentada em 99 pontos internos do dominio, visto que, as condigoes

de contorno sao nulas.

T T T
—©6— Solugao Aproximada
e Solugdo Exata

Figura 5.3: Simulacao da equagao —u”(z) + u(x) = f(z)

b) Na Tabela 5.2 é apresentado os valores numéricos da solu¢ao exata e da solugao

aproximada em cada 10 nés dos elementos finitos, assim como, o erro relativo cal-

culado em cada um desses pontos.

i 10 20 30 40 50 60 70 80 90
z; 0,1000 | 0,2000 | 0,3000 | 0,4000 | 0,5000 | 0,6000 | 0,7000 | 0,8000 | 0,9000
Sol. Aprox. | 0,02843 | 0,05408 | 0,07444 | 0,08750 | 0,09201 | 0,08750 | 0,07444 | 0,05408 | 0,02843
Sol. Exata | 0,02843 | 0,05408 | 0,07443 | 0,08750 | 0,09200 | 0,08750 | 0,07443 | 0,05408 | 0,02843
Erro Relat. | 0,0090% | 0,0090% | 0,0090% | 0,0090% | 0,0090% | 0,0090% | 0,0090% | 0,0090% | 0,0090%

Tabela 5.2: Comparagao entre as solugoes da equacao —u”(x) + u(z) = f(x)
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c) Na Figura 5.4 é descrito o erro relativo da implementagao do problema 5.2 pelo
método dos elementos finitos. A escala vertical representa o percentual do erro
calculado, enquanto que na escala horizontal é descrito os pontos z; da malha onde
calcula-se o erro. Como no caso anterior, este grafico exibe a precisao do método
utilizado, ainda neste grafico, os pontos que determinam o erro percentual variam

mais uniformemente em um intervalo minimo.

x 10
8.9818 T
8.9818 - B
8.9818 - i

%

8.9818

8.9818

8.9818

89818 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 5.4: Erro entre as solugoes de —u”(z) + u(z) = f(x)

5.1.3 A Equagao —u"(x) + u/(x) + u(z) = f(z)

Nesta secao, realizaremos a simulagao do problema apresentado na secao 3.3. Para isso,

utilizaremos a seguinte equagao diferencial e condigdes de contorno:

—u"(z) +u'(z) + u(x) = (72 + 1) sin(7z) + 7 cos(mx xel0,1

o | @) @) + ) = @+ singre) + 7 cos(ra) 0
u(0)=u(1)=0

A equagao u(z) = sin(mz) é a solucdo exata do problema 5.3.

Para esta simulacao faremos, também, modificagoes no algoritmo principal. Consid-

eremos, no algoritmo principal, as constantes a=0 e b=1 que determinam a solugao no

intervalo (a,b) = (0,1). As constantes n=100 e npi=2 que determinam, respectivamente,
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o numero de elementos finitos e o nimero de pontos de integracao. As constantes k=1,
d=1 e r=1 que multiplicam, respectivamente os termos [ ¢'(z)¢/(z)dz, [¢'(x)e(z)dx
e [¢(z)p(x)dr. Finalmente, faremos £=0(x) (pi~2+1)*sin(pi*x)+pi*cos(pi*x) e
exs01=Q(x)sin(pi*x) que referem-se, nesta ordem, a fungao forgante f = (7%+1) sin(7wx )+

mcos(mx) e a solugdo exata.

a) Na Figura 5.5 sdo apresentados a solugao aproximada (linha azul) e a solugao exata
(pontos vermelhos) do problema 5.3. A solugao do problema é apresentada em 99

pontos internos do dominio, visto que, as condigoes de contorno sao nulas.

14

T T T
——6— Solugdo Aproximada
e  Solucdo Exata

u(x)

0.4 1

0.2 4

Figura 5.5: Simulagao da equagdo —u”(x) + u/(z) + u(x) = f(x)

b) Na Tabela 5.3 é apresentado os valores numéricos da solugao exata e da solugao
aproximada em cada 10 nds dos elementos finitos, assim como, o erro relativo cal-

culado em cada um desses pontos.

7 10 20 30 40 50 60 70 80 90

T; 0,1000 0,2000 0,3000 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 0,9000
Sol. Aprox. | 0,30905 0,58784 0,80909 0,95115 1,00009 0,95114 0,80909 0,58783 0,30904
Sol. Exata 0,30902 0,58779 0,80902 0,95106 1,00000 0,95106 0,80902 0,58779 0,30902
Erro Relat. | 0,0101% | 0,0099% | 0,0096% | 0,0094% | 0,0091% | 0,0089% | 0,0086% | 0,0083% | 0,0079%

Tabela 5.3: Comparagao entre as solugoes da equacao —u”(x) + u'(z) + u(z) = f(x)
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c) Na Figura 5.6 é descrito o erro relativo da implementagao do problema 5.3 pelo
método dos elementos finitos. A escala vertical representa o percentual do erro
calculado, enquanto que na escala horizontal é descrito os pontos z; da malha onde
calcula-se o erro. Neste gréafico, o erro relativo decresce no decorrer dos pontos da
malha indicando que o erro diminui a cada novo ponto. O intervalo de variacao

também é minimo.

10.5 1

%

Figura 5.6: Erro entre as solugoes de —u”(z) 4+ u/(x) + u(z) = f(x)
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Capitulo 6

Implementacao no MATLAB

Neste capitulo, apresentaremos os algoritmos utilizados para fazer a simulagao dos prob-
lemas expostos no capitulo anterior. Para isso, utilizamos no MATLAB arquivos M que
recebem este nome porque possuem extensao .m. Um arquivo M é formado por uma
sequencia de comandos do MATLAB. Eles podem ser criados a partir de qualquer editor

de texto (como por exemplo, o Notepad do Windows), e sao arquivos de texto comuns

3].

6.1 Algoritmos

a) O Algoritmo 6.1.1 constrdi as fungdes base, através de uma function, que serdo
usadas no algoritmo principal para determinar a solucao do problema a ser imple-

mentado.

Algoritmo 6.1.1. Fungoes Base ¢(x)

function [r]=phi(x,xi,h)

oo To oo oo o To o o To o Jo o o To o JoJo o Jo o o Jo o Jo o o Jo o To o o To o Jo o o Jo o Jo o o To o o Fo o o
% Determina as fungdes base
S —
% x = Variavel

% xi= Ponto da malha (nd)

% h = Incremento (passo)

Yoot oo o oo o oo To oo o o o o o o o o o o o o o o oo o oo ToToToTo oo oo o fo o o

if abs(x-xi)>=h,
r=0;

elseif =x<=xi,
r=x/h+1-xi/h;
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elseif x>=xi,
r=-x/h+1+xi/h;
end

end

b) O Algoritmo 6.1.2 é uma function utilizada para fazer a integragdo numérica do
produto de duas funcoes. Este algoritmo utilizada a classica formula de integracdo
numeérica dos trapézios e é fundamental para a construgao dos termos da matriz de

rigidez.

Algoritmo 6.1.2. Integracao por Trapézios

function [r]=trapezio(f,g,x0,xn,n)

o Too oo oo oo o o To o o To o Fo o To o o Jo o o Jo o o o o o o To o o Jo o o o Jo 1o o Jo o o Jo o o o o o
% Método de integragdo numérica dos trapézios
A —
% f = Funcdo dada

% g = Funcdo dada

% x0= Intervalo inicial

% xn= Intervalo final

%» n = Pontos de integragédo

1o ToTo 1o oo 1o ToTo o o Too o To o o o To o o Joo o JoTo o o To o o Jo o o JoTo o o To 1o o ToJo o Jo Jo o o To o
h=(xn-x0) /n;
r=0;
for i=1:n,
xi=x0+(i-1)*h;
xf=xi+h;
r=r+(f (xi)*g(xi)+f (xf)*g(xf));
end
r=rxh/2;
end
c) O Algoritmo 6.1.3 é uma function utilizada para obter o solugdo de um sistema

tridiagonal Az = b, onde A é uma matriz tridiagonal, dado os vetores das diagonais

da matriz A e o vetor coluna b.

Algoritmo 6.1.3. Solucao de Sistema Tridiagonal
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function x=sistemtrid(a,d,c,b,n)
1o 1oT6 1o ToTo o o ToTo o To o o JoTo o fo To o o ToTo o Jo o o Jo T o o To T o To T o Jo T o o
% Resolve um sistema tridiagonal
A
% a= Diagonal abaixo de d
% d= Diagonal principal
% c= Diagonal acima de d
% b= Vetor coluna
% n= Maior dimens&o dos vetores
ol 1o 6 To s ToTo o o o To o To o o To o o o JoTo o o o To oo o o To T o o Jo To o o o To o
for i=2:n
m=a(i-1)/d(i-1);
d(i)=d(i)-m*c(i-1);
b(i)=b(i)-m*b(i-1);
end

x(n)=b(n)/d(n);

for i=n-1:-1:1
x(1)=(b(1)-c(i)*x(i+1))/d(i);

end

d) O Algoritmo 6.1.4 é uma function utilizada para graficar as solugoes exata e aprox-

imada dos problemas.

Algoritmo 6.1.4. Plota o grafico das solugoes

function p=plotar_sol(X,U,sol)

oo To6 1o s To oo o o To o To o Jo To o o o JoTo o o o To o Jo o o To o o o Jo To o o o ToJo o o o To o o o Jo o
% Plota o grafico das solugdes exata e aproximada
A —
% X = Malha (nés)

yA Solugdo aproximada

% sol= Solugdo exata

Yoo oo oo o ToToToToToToToTo oo oo oo o o o o o o o o o o o o o o To T To oo o oo oo oo

(]
I

p=plot (X,U,X,so0l);

set(p(1),’MarkerSize’,5, ’Marker’,’o’,’LineWidth’,1, ...
’DisplayName’, ’Solugdo Aproximada’);

set(p(2),’MarkerSize’,12,’Marker’,’.’,’LineStyle’, ’none’, ...
’Color’,[1 0 0],...
’DisplayName’,’Solugdo Exata’);

xlabel(’x’);
ylabel Cu(x)’);
end
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e) O Algoritmo 6.1.5 é uma function utilizada para graficar o erro relativo entre as

solucoes exata e aproximada dos problemas.

Algoritmo 6.1.5. Plota o grafico do Erro Relativo

function [e]l=erro(a,ex,ap,n)

olo 1o 6 1o ToTo o o ToToTo o o To o o o JoTo o o o ToTo o o o To o o o o To o o o To T o o o To T o o o To o o
% Plota o grafico do erro relativo entre as solugdes
Y
% a = Malha (nés)

% ex = Solugdo exata

% ap = Solugao aproximada

%» n = Dimensdo dos vetores

Yoo oo oo oo To o ToToToToToTo oo oo 1o o o o o o o o o o oo T oo To T ToTo oo oo oo oo o o

for i=2:n
x(i-1)=a(i);
exata(i-1)=ex(i);
aprox(i-1)=ap(i);
end

e=100*abs (exata-aprox) ./exata;

figurel = figure;

%% Create axes

axesl = axes(’Parent’,figurel);

box(axesl,’on’);

hold(axes1,’all’);

plot(x,e,’parent’,axesl, ’MarkerSize’,12, ’Marker’,’.’,’LineWidth’,1, ...
’DisplayName’, ’Erro’);

%Create xlabel

xlabel(’x’);

hCreate ylabel

ylabel(axesl,’%’);

#Create legend

legend(axesl, ’show’) ;

end

f) O Algoritmo 6.1.6 é o principal algoritmo feito através de um script no MATLAB,
onde todas as functions anteriores sao utilizadas para encontrar a solugao dos proble-
mas desenvolvidos neste trabalho. Dentro do algoritmo é dada uma breve descri¢ao
sobre o papel de cada uma das variaveis. Ao final do algoritmo é construido um

grafico para comparar as solugoes exata e aproximada.
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Algoritmo 6.1.6. Algoritmo Principal

% >k 3k 5k >k 3k 5k >k 5k 5k >k >k 5k 5k >k 5k 5k >k 3k 5k >k 3k 5k >k 5k 5k >k >k 5k >k >k >k >k >k >k >k >k 3k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k %k %

yA

yA TRABALHO DE CONCLUSAQ DE CURSO - TCC
yA

yA METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

yA

yA ORIENTANDO: MARLESON R. S. FERREIRA

% - ORIENTADOR: PROF. DR. J. W. CARDENAS SOTIL -
yA

A UNIFAP/AP

yA

% >k 3k 5k >k 3k 5k >k 3k 5k >k >k 5k 5k >k >k 5k >k >k 5k >k 3k 5k >k 5k 5k >k >k >k >k >k >k 5k >k >k >k >k %k >k >k %k >k >k >k >k >k %k >k >k %

* ¥ X X X ¥ X X * ¥

clc; clear;

tic

Totololotototofototolotototlotototele Dados Iniciais %letstelstetslsletololetolotets
a=0; Y%intervalo inicial

b=1; Y%intervalo final

n=100; Y%numero de elementos finitos

npi=2; %ndmero de pontos de integragdo

k=1;  %Constante que multiplica (dphi,dphi)

d=0;  %Constante que multiplica (dphi,phi)

r=0;  YConstante que multiplica (phi,phi)

oo 1o 6 To s ToTo o o o To o To o o Too o o JoTo o o o To oo o o To o o o Jo To o o o To oo o o To oo o o To o o

Totolotolo lototototo folo ot to fotofotate Funcdes Forgantes %slsllelolslelolstololotslslololotslslolslotoletols
f=0(x) exp(x); %Funcdo forgante 1° caso

%f=0@(x) sin(pi*x); %Funcdo forcante 2° caso
%f=0@(x) (pi~2+1)*sin(pi*x)+pi*cos(pi*x); %Funcdo forgante 3° caso

TotoToto ot to To T To To o To oo Jo o foJo o To o To To o To o o Ta o fo o To To o o To o Fo o foJo To To o To Fo o To o foFo o fo o To To o To o o Fo o Fo o
h=(b-a)/n; %Incremento (passo)

Tolololo lolo loto foTo foTo foTo o To fo To o To e SoLugdes Exatas %oshlolotololslolslolslolslolslolslolslols
exsol=0(x) -exp(x)+x*x(exp(1)-1)+1; ¥%Solugdo exata 1° caso

hexsol=0(x)sin(pi*x)/(pi~2+1); %Solugdo exata 2° caso
hexso0l=0(x) sin(pi*x); %Solugdo exata 3° caso

Yoot oo o o oo oo ToToToTo oo o o o o o o o o o o o o oo o oo ToTo o ToToTo oo oo oo o o o o o o o o oo

for j=1:1:n+1,

X(j)=a+(j-1)*h; %Malha
sol(j)=exsol(X(j)); %Calculo da solugdo exata
end
for j=2:1:n,

dp(j)=k*(2/h) + dx(0) + r*(2xh/3); %Diagonal principal da matriz
di(j)=k*(-1/h) + d*(-1/2) + r*(h/6); ’Diagonal inferior da matriz
ds(j)=k*(-1/h) + d*(1/2) + rx(h/6); ‘Diagonal superior da matriz
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end
di(1)=0; ds(1)=0;
di(n)=0; ds(n)=0;
dp(1)=1;
dp(n+1)=1;
for i=2:1:n,
g=0(x)phi(x,X(i),h); %funcdo base
B(i)=trapezio(f,g,X(i-1),X(i+1) ,npi);
end
B(1)=0;B(n+1)=0; %Condig¢des de contorno
U=sistemtrid(di,dp,ds,B,n+1); 7’ Resolve um sistema tridiagonal
p=plotar_sol(X,U,so0l); %Plota o grdfico das solugdes exata e aproximada

erro_relativo=erro(X,sol,U,n);

toc
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, descrevemos as formulagoes variacionais para alguns casos de equacoes
diferencias lineares de 2* ordem. Apds esta fase escolhemos um espaco aproximante,
através do qual desenvolvemos a discretizacao do problema.

Apo6s discretizar os problemas verificamos que os termos das formulagoes variacionais
formam matrizes tridiagonais, para os quais a resolucao dos sistemas ¢ muito facil de
ser efetuada computacionalmente [5]. O fato de obtermos essas matrizes tridiagonais é
causado pela escolha das funcoes base.

Para as simulagoes numéricas foi elaborado um cédigo utilizando o software MATLAB
R2009b. Esse software apresenta uma grande versatilidade podendo ser utilizado inclusive
por usuarios que nao tenham conhecimento em linguagens de programacao. Isso se deve,
porque as versoes recentes do produto melhoram significativamente o ambiente interativo,
incluindo facilidades graficas de visualizacao e impressao.

As simulacoes fazem comparacoes entre as solucoes aproximada e exata, essas com-
paragoes podem sem observadas através dos graficos construidos pelo cédigo em MAT-
LAB. Algumas das solucgoes exatas foram obtidas com o auxilio de algumas ferramentas
do software Maple 13.

Durante as estimativas de erro mostramos que escolhido o espaco aproximante, ou seja,
quem sao os @;, o método dos elementos finitos nos da a melhor aproximagao possivel. Esse
fato é reforcado através das simulagoes numéricas apresentadas, na qual o erro cometido
na aproximagao da solugao tem a minima discrepancia.

O codigo numérico feito em MATLAB pode ser facilmente adaptado para resolver ou-
tros tipos de problemas. Alunos de graduacao como os de matemadtica, fisica e engenharia
podem otimizar esse codigo escolhendo, por exemplo, como espaco aproximante, fungoes
quadraticas. Este codigo também pode ser adaptado para resolver problemas nao lineares

e problemas evolutivos em equacoes diferenciais lineares em uma dimensao espacial.
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Uma extensao deste Trabalho de Conclusao de Curso é a abordagem do Método dos
Elementos Finitos para problemas bi-dimensionais, onde a formulagao variacional segue

OS IMesImos argumentos.
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