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Resumo

Neste Trabalho de Conclusao de Curso abordamos o calculo de raizes de fungoes reais de
variavel real nao lineares (caso escalar) e raizes de fungoes vetoriais de variavel vetorial
nao lineares (caso vetorial). Sao apresentados algoritmos descrevendo métodos iterativos
e codigos destes algoritmos implementados em Matlab. No caso escalar sao descritos o
método da bissecao, método da secante e método de Newton. A analise tedrica e os
resultados numéricos mostram que o método de Newton é mais eficiente que o método
da secante e este tltimo mais eficiente que o método da bissecao. No caso vetorial, foi
descrito o método de Newton para determinar raizes de funcoes vetoriais. Este método
usa o Teorema de Taylor para funcoes vetoriais com erro de truncamento de segunda
ordem, neste caso a derivada da funcao é a matriz jacobiana das derivadas parciais. No
processo iterativo se evita avaliar a inversa da matriz jacobiana resolvendo um sistema de
equacoes lineares usando a decomposicao LU, os resultados numéricos mostram a rapida
convergéncia do método para a raiz da solucao. Os métodos para determinar raizes de
funcgoes escalares e vetoriais apresentadas neste trabalho sao hoje eficientes se comparados
com décadas anteriores, devido a capacidade de processamento de dados dos computado-
res pessoais. Isto permite que muitos problemas de diversas areas que precisam determinar

raizes, possam hoje ser resolvidas por alunos de graduacao.

Palavras-Chave: Raizes de Funcoes, Método da Bissecao, Método da Secante, Método de

Newton escalar e vetorial.



Resume

Dans ce Travail de Conclusion de Cours nous abordons le calcul de racines de fonctions
réelles de variable réelle non linéaires (au cas ou il escalade) et de racines de fonctions
vectorielles de variable vectorielle non linéaires (cas vectoriel). Sont présentés des al-
gorithmes en décrivant des méthodes itératives et des codes de ces algorithmes mis en
oeuvre dans Matlab. Le cas escalader sont décrits la méthode de la bissecao, la méthode
de la sécante et la méthode de Newton. L’analyse théorique et les résultats numériques
montrent que la méthode de Newton est plus efficace que la méthode de la sécante et le ce
derniere plus efficace que la méthode de la bissecao. Dans le cas vectoriel, a été décrite la
méthode de Newton pour déterminer des racines de fonctions vectorielles. Cette méthode
utilise le Théoreme de Taylor pour fonctions vectorielles avec erreur de troncation de
second ordre, dans ce cas a dérivé de la fonction est la matrice jacobiana des dérivés
partiels. Dans le processus itératif un systeme évite d’étre évalué la inverse de la matrice
jacobiana en décidant d’équations linéaires en utilisant la décomposition LU, les résultats
numériques montrent la rapide convergence de la méthode pour la racine de la solution.
Les méthodes pour déterminer des racines de fonctions tu escalader et vectoriels présentées
dans ce travail aujourd’hui efficaces si sont comparés avec des décennies précédentes, du
a capacité de traitement de données des ordinateurs personnels. Ceci permet que beau-
coup de problemes de divers secteurs qui ont besoin de déterminer des racines, puissent

aujourd’hui étre décidés par des éleves de graduation.

Mots Clé : Racines de Fonctions, Méthode du Bisse¢ao, Méthode de la Sécante, Méthode

de Newton escalader et vectoriel.
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Capitulo 1

Introducao

O problema de se encontrar uma aproximacao de uma raiz de uma equacao data de
pelo menos 1700 a.C. No passar dos anos houve a necessidade de estudar polinémios, ne-
cessarios para formular um nivel conceituai respeitavel da algebra, procurava-se também
aproximar-se de suas raizes reais ou complexas. Pensadores e cientistas somaram e vem
contribuindo até os dias de hoje no desenvolvimento da matematica, um dos primeiros
a desenvolver estudos algébricos foi Diofante, conhecido também como "pai da algebra”.
Este alexandrino que viveu no século IV a.c. foi precursor em usar simbolos para re-
presentar incognitas, introduzindo abreviaturas e combinagoes que permitiram traduzir
varias relagoes e intervencoes algébricas.

Diante do avanco tecnolégico impulsionado pela natureza e curiosidade de grandes
filésofos, a ciéncia das equagoes desenvolveu-se, de forma que os calculos de determinadas
equacoes vieram a contribuir para a computacao, com a fabricagao de softwares e na pro-
gramagao de sistemas operacionais de computadores. Assim este tipo de sistema tornou-se
um alicerce para os avancgos tecnolégicos intelectuais e imprescindiveis para o andamento
e organizacao da sociedade, um facilitador do cotidiano, nao s6 daqueles que atuam na
area, mas em tudo que ha de tecnologia e que de certa forma, hoje, sao indispensaveis a
sobrevivéncia humana.

No presente trabalho teceremos sobre alguns métodos numéricos interessantes para
os alunos com um ano pelo menos nos cursos de matematica, engenharia e fisica, para
que estes adquiram uma base tedrica e pratica de analise numérica, posto que estes se
deparam com estes conteidos nas disciplinas subseqiientes, nas quais ha a necessidade

de resolver problemas tedricos e praticos tanto para o caso de solugoes de equagoes com



uma variavel quanto para caso de solugoes de conjunto de func¢oes nao-lineares com varias
variaveis, este ultimo sem duvida o caso mais complicado. Sendo estes sistemas empre-
gados em areas tecnoldgicas, exigem muito exercicio e precisao, haja vista que o emprego
dos procedimentos numéricos depende de sua exatidao. Dai faremos, o uso dos algorit-
mos relacionados a cada método discutido e implementaremos no MATLAB, sendo que a
ampliacao tecnoldgica dos computadores vem fazendo a triagem dos melhores métodos.

Entretanto, no primeiro caso, trabalharemos com trés(03) métodos numéricos para
resolucoes de equagcoes ou fungoes com apenas uma variavel, isto é, caso escalar. O método
da Bisseccao, o processo iterativo consiste em dividir em duas partes iguais o intervalo
que encontra-se a raiz na forma f(x) = 0 para dada funcao f, conhecida tambem essa raiz
desta equacao como "zero”da funcao f. Na ciéncia da computagao, o processo de dividir
um conjunto continuamente pela metade para determinar a solu¢gao de um problema, como
no caso deste método da Bissecao, ¢ chamado procedimento de busca binéria, embora este
método numérico seja lento, o mesmo apresenta um importante resultado que servira de
6tima ferramenta no decorrer deste trabalho.

O método da secante, obviamente como o método anterior bastante utilizado para
aproximacao de solugoes de raizes com uma variavel, caracteriza-se por determinar a raiz
da funcao f, utilizando duas aproximacoes iniciais, ou seja, a reta secante que liga os dois
pontos, cuja a intersecao sera o terceiro ponto que servird na proxima iteracao, assim
seguindo o processo iterativo em diante. Este método é rapido comparado com o método
da Bissecao.

J& o método de Newton é um dos mais eficientes e conhecidos para resolugao de um
problema de determinacao de raiz, podemos obter a funcao iteracao de varias formas.
Dentre elas, a partir da Série de Taylor que geralmente usa-se para aproximacoes de
funcoes e a outra maneira é graficamente, ambos os casos, necessitaremos de uma apro-
ximagao inicial, vale ressaltar que este método ¢ ligeiramente mais rapido do que o método
da secante. Todavia existe uma desvantagem desse método, no qual serd explicada no
capitulo seguinte.

No derradeiro capitulo dissertaremos sobre resolucao de sistemas nao lineares, ou seja,
caso vetorial, no qual teremos varias fun¢oes nao lineares com vérias varidveis.[3] Resol-
ver um sistema de equagoes nao lineares é um problema que é evitado quando possivel,

normalmente por meio da aproximacao de sistema nao linear a um sistema de equacoes li-



neares. Quando esta solucao ¢ insatisfatoria, o problema deve ser atacado diretamente. A
abordagem mais direta que se utiliza é a adaptagao dos métodos apresentados no capitulo
anterior, os quais aproximam a solucao de um sistema singular nao linear de equacgoes de
uma variavel, para aplica-lo por meio da substituicao da variavel \inica por um vetor que
incorpora todas as variaveis.

A principal ferramenta apresentada no capitulo anterior foi o método de Newton, uma
técnica que é em geral é gradativamente convergente, todavia quando trabalhado para
sistemas de equagoes, o aumento no custo computacional é superado pela poténcia de

processamento dos computadores atuais.



Capitulo 2

Calculo de raizes: Caso Escalar

2.1 Meétodo da Bissecao

O método da bissecao ¢ um método iterativo que se fundamenta em resultados tedricos
de andlise. Os Teoremas 2.1 (dem.: pag. 234 LIMA, Elon Lages. Curso de andlise. Vol.
01. 11* edigao. Rio de Janeiro: IMPA, 2004.) e 2.2 apresentados a seguir, definem

condicoes para o sucesso deste método.

Teorema 2.1. (Teorema do walor Intermedidrio) Seja f : [a,b] — R continua. Se

fla) < d < f(b) entdo Existe c € (a,b) tal que f(c) =d.

Se f(a) e f(b) tem sinais diferentes (isto é, f(a)- f(b) < 0), temos que f(a) <0 <
f(b) ou f(b) <0 < f(a). Em qualquer destes dois casos, o Teorema do valor intermedidrio
2.1 assegura a existéncia de um 7 tal que f(Z) = 0. Ou seja, T é raiz da fungdo f no
intervalo [a,b]. Além mais, se f € C'[a,b] e f'(x) ndo muda de sinal no intervalo, entao
ela é crescente (f'(x) > 0) ou decrescente (f'(x) < 0) e portanto a raiz é unica. Logo,

temos provado o seguinte teorema:

Teorema 2.2. Sey = f(x) € uma fungdo continua e muda de sinal no intervalo [a,b]
(isto €, se f(a).f(b) < 0), entao existe pelo menos um ponto T € |a,b] tal que f(Z) = 0.
Além disso, se f € Cta,b] e f'(x) ndo muda de sinal em [a,b] entdo T € a unica raiz de

f(z) nesse intervalo.

O Teorema 2.2 é a base do método da bissecao: Se a funcao f verifica as condigoes

8



Figura 2.1: Representacao grafica do Teorema do Valor Intermediario

deste teorema no intervalo [a, b], verifica também para um dos subintervalos [a, c] ou [, b],
onde ¢ é o ponto médio de [a, b]. Este novo subintervalo, é dividido novamente em duas
partes pelo seu ponto médio e identifica-se qual dos subintervalos verifica as condicoes
do teorema. Este processo continua recursivamente até que o comprimento do ultimo
subintervalo seja menor a uma tolerancia TOL, a qual é uma quantidade suficientemente
pequena identificando a precisao da aproximacao. Na Figura 2.1 se apresenta a descri¢cao
geométrica do método da bisse¢ao, onde o intervalo inicial é dividido em partes com
cumprimentos iguais. Um dos subintervalos é desconsiderado, enquanto o intervalo que
mantém valores da fungao com sinais diferentes nos extremos continua participando no
proximo passo do método da bissecao.

O método da bissecao segue os seguintes passos:

. ag + by bo — ag

i) ag «— a, by <— b, CHT, eozT

.. a; + by b —a;

ii) a1 «— ag ou ¢, b1 <— c ou by, C%T, el:T

ap—1 + by br — ag

iii) ay +— ax_1 ou ¢, by <— cou b_q, Cc+— — 5 e = 5
bk —a

. . ~ k A .
No procedimento o erro de aproximagao e = — forma uma sequéncia decrescente



que verifica a desigualdade e, < 27%¢,. Por tanto,

. . b —ay . by —ag
lim e, = lim — = lim -
k—00 k—oo 2.2 k—oo 2K+l

=0

A convergéncia do método é assegurado pelo Teorema dos Intervalos Encaixados, pois os
intervalos [ag, by] s@o encaixados, a sequéncia {ax} é crescente, a sequéncia {b;} é decres-

cente e lim(by — ax) = 0.

O procedimento iterativo para determinar a raiz da fungao f € C'[a,b] pelo método

da bissecao é descrito no Algoritmo 1:

Algoritmo 1: Algoritmo da Bissecao

Fixar a tolerancia TOL como critério de parada ;
u<— f(a) ;
v— f(b);

while |2—¢

if (f(a)- f(c) >0) then
a<—c;

U<— w;

else

b<+— c;

V& W

end

end
ratz <— c

Fim do algoritmo. [J ;

A implementagao do Algoritmo 1 é apresentada no Cédigo em MAtlab 2.1, onde foi
adicionado o critério de um numero final de iteracoes se nao atingir a tolerancia permitida

como aproximacao da raiz.

10
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Cédigo em Matlab 2.1: Método da Bissegao

clear;
a= ; % aqui escrever o wvalor de a, po exemplo 2
b= ; % aqui escrever o valor de b, por exemplo 3

f=Q(x) ; % aqui escrever a fung¢ao, por exemplo x 3+4xx 2—10
tol= i % aqui escrever o wvalor da tolerancia, por exemplo 0.000001

x=bissecao (f,a,b,tol);

T e e
% FUNCAO BISSECAO

b
function x = bissecao (fun,a,b,tol)

u=feval (fun,a);

v=feval (fun,b);

n=1;

if sign(u)=sign(v)
disp(’Erro, a fungfo tem o mismo sinal nos extremos de (a,b)’);
return;

end

while ((b—a)x0.5>tol)
c=(b+a) /2; w=feval(fun,c);

if sign(u)==sign (w)

a = c; U=w;
else

b=c; v=w;
end

n=n+1;
end;
raiz= c¢

Aplicamos o método da bisse¢ao para determinar as raizes da fungao f(x) = x®+ 42 —10

(ver Figura 2.2) no intervalo [1,2]. Como f € C?[1,2] e f(1) = =5 e f(2) = 14, temos que
f(1)- f(2) <0, o Teorema 2.2 assegura a existéncia de pelo menor uma raiz no intervalo
[1,2]. Como f'(z) = 32? + 8z > 0 ndo muda de sinal, o Teorema 2.2 assegura que no
intervalo [1,2] existe uma tnica raiz. Na Tabela 2.1 sdao apresentados os resultados das
simulagoes numéricas em Matlab. Observa-se uma convergéncia lenta da aproximacao da

raiz, o método atinge a precisao de 107% em 19 iteracoes.

11



141

10

Figura 2.2: Gréfico da Funcao f(z) = 2® + 42% — 10
2.2 Meétodo da Secante

O método da secante consiste em aproximar-se da raiz da fungao através de um
processo iterativo de construgao de retas secantes. Cada uma de estas retas secantes corta
o eixo das abscissas em um ponto, o qual é uma nova aproximacao da raiz.

Com base na Figura 2.3, se descreve o procedimento geométrico para determinar a raiz

4
e

D

///A]'E B

Figura 2.3: Representacao Geométrica do Método da Secante

<
da fungao y = f(x), determinando uma sequencias de retas secantes Ay_1Ag:

i) Escolher arbitrariamente dois pontos Ay = (xo, f(z0)) e A1 = (a1, f(21)) do grafico da
funcao f.

12



Tabela 2.1: Método da Bissegao: f(z) = 2% + 42% — 10, z € [1, 2], Tolerancia = 107°
v a; bi T f ()

1 1.0000 2.0000 1.5000 2.375

2 1.0000 1.5000 1.2500 -1.7969

3 1.2500 1.5000 1.3750 0.16211

4 1.2500 1.3750 1.3125 -0.84839

5 1.3125 1.3750 1.3438 -0.35098

6 1.3438 1.3750 1.3594  -0.096409
7 1.3594 1.3750 1.3672 0.032356
8 1.3594 1.3672 1.3633 -0.03215

9 13633 1.3672 1.3652 7.2025e-005
10 1.3633 1.3652 1.3643  -0.016047
11 1.3643 1.3652 1.3647 -0.0079893
12 1.3647 1.3652 1.3650 -0.0039591
13 1.3650 1.3652 1.3651 -0.0019437
14 1.3651 1.3652 1.3652 -0.00093585
15 1.3652 1.3652 1.3652 -0.00043192
16 1.3652 1.3652 1.3652 -0.00017995
17 1.3652 1.3652 1.3652 -5.3963e-005
18 1.3652 1.3652 1.3652  9.031e-006
19 1.3652 1.3652 1.3652 -2.2466e-005

. . . ~ S .
ii) Determinar o ponto Ay = (x9, f(22)), intersegao da reta secante AgA; com o eixo das

abscissas. O ponto x5 é uma primeira aproximacao da raiz da fungao f.

<
iii) Determinar o ponto Az = (x3, f(x3)), intersegao da reta secante A; Ay com o eixo das

abscissas. O ponto z3 é uma segunda aproximacao da raiz da funcao f.

iv) Continuando este precedimento iterativo determinamos o ponto Ay = (xg, f(xk)),
. - ArEEa— . . ,
intersecao da reta secante Ayp_1Ai_s com o eixo das abscissas. O ponto z € a

(k — 1)-ésima aproximacao da raiz da funcao f.

v) As iteragoes terminam quando a diferenga em médulo de duas aproximagoes sucessivas

da raiz da fungao é menor que um valor pre-fixado pelo usudrio, este valor é deno-

13



minado erro ou tolerancia (TOL). Assim, o critério de parada do método consiste

em achar o menor valor n tal que |f(z,)| < TOL.

Para determinar analiticamente a relacao de recorréncia, consideramos os triangulos

retangulos semelhantes ABC e AED na Figura 2.3. Verifica-se a seguinte propor¢ao:

f(@p—2) =0 f(@p-1) =0

Tp—2 — Tn Tp-1— Tp

Colocando em evidéncia a aproximagao x,, da raiz, temos:

z, = f(xn—l) Lp—2 — .f(xn—Z) xn—l’

f(rn) = flzn2)

adicionado e subtraindo f(z,_1) x,_1 resulta,

J(@n_1) Tpo + f(Tn_1) Tnor = f(@n—1)Tno1 — f(Tn—2) Tn
f(@n-1) = f(2n-2)
Tn1 (f(#no1) = flwn—2)) = f(@n-1) (@1 — Tp)
f(xnfl) - f(xnf2>
f(@n-1) (o1 — Tn—2)

f(xn—l) - f(xn—2)

o qual é usualmente escrito como:

Ty =

Tp—1 —

f(zn1)
f(@n 1) = f(wn2)’

Tp—1 — Tn-—2

Tpn = Tp-—

f(@n1) = fan_2)

Tp—1 — Tn-2

. . “—
onde, o termo é o coeficiente angular da reta secante A, 1A, ».

Concluindo, para determinar as raizes da fungao f € C?[a,b] pelo método da secante,

segue-se o Algoritmo 2:

14



Algoritmo 2: Algoritmo da Secante

Fixar a tolerancia TOL como critério de parada ;
Escolha dois pontos zy e 1 do dominio da funcao f como estimativas inicias da

raiz da equacao ;

fo — f(=o) ;
fi— fl@1);
while |f(z1)] > TOL do
fi
<_ s —
- N
1 — X
Tog < I1
1 <— X9
Jo «— N1
fi +— flx2)
end
ratz <— x1 ;

Fim do algoritmo. [ ;

A implementacao do Algoritmo 2 é apresentada no Cédigo em MAtlab 2.2, onde foi
adicionado o critério de um nimero final de iteracoes se nao atingir a tolerancia permitida

como aproximacao da raiz.

Coédigo em Matlab 2.2: Método da Secante

clear;
x0= ; % aqui escrever a aproximac¢do inicial z0. Por exemplo 0
xl= ; %aqui escrever a aprorimacgdo final zl. Por ezxemplo 1

f=Q(x) ; % Aqui escrever a fung¢do. Por exemplo x 38—z 2+1
tol= ; % Aqui escrever a tolerancia. Por exemplo 0.001
maxiter= ; % Aqui escrever o nimero mdximo de itera¢des permitido. Por

exemplo 100
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% . Func¢do Secante ________________________
function a =secante (fun,x0,x1,tol ,maxiter)
fprintf (1, ’Metodo de la secante \n’);
fo=feval (fun,x0);
fl=feval (fun,x1);
iter =1;
while (abs(fl)>tol) & (iter <maxiter)
a = x1—fl*((x1—x0) /(f1—£0));
pp = [iter x0 x1 a |
fo=f1; fl=feval(fun,a); %Actualiza f0 y f1
fprintf (1, >iter= %i, a= %x0,f= %e \n’, iter ,a ,fl)
iter = iter 4+ 1;
x0=x1; xl=a; % actualiza =«

end

Na Tabela 2.2 se apresenta o resultado das iteragoes do Cddigo em Matlab 2.2 para de-
terminagoes das raizes da fungao f(z) = 2% + 42% — 10 no intervalo [1,2]. O resultado

mostra que em 5 iteracoes o método aproxima a raiz com uma tolerancia de 1077.

T T ZT; Tit1 f(zi1)

1 1.0000 2.0000 1.263 -1.602274

2 2.0000 1.2632 1.3388 -4.30364710"*
3 1.2632 1.3388 1.3666 2.29094310~2
4 1.3388 1.3666 1.3652 -2.99067910~4
5 1.3666 1.3652 1.3652 -2.03168310°"

Tabela 2.2: Método da Secante para f(z) = 2° +42% — 10, xp = 1 e x1 = 2

Na comparacao das Tabelas 2.1 e 2.2 para as raizes da mesma funcao z> + 42% — 10,
observa-se que o método da secante converge mais rapidamente que o método da bissecao.
Enquanto o método da secante atinge uma precisao da ordem de 10~7 em 5 iteracoes, o

método da bissecao atinge uma precisao de 107° em 19 iteracoes.
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2.3 Meétodo de Newton: Caso Escalar

O método da Newton consiste em aproximar-se da raiz da fungao através de um
processo iterativo de construcao de retas tangentes. Cada uma de estas retas tangentes
corta o eixo das abscissas em um ponto, o qual é uma nova aproximacao da raiz.

Com base na Figura 2.4, se descreve o procedimento geométrico para determinar a raiz

Figura 2.4: Representacao Geométrica do Método de Newton

A
da funcdo y = f(x), determinando uma sequéncias de retas tangentes Ly:
i) Escolher arbitrariamente um ponto Ag = (¢, f(x¢)) do grafico da fungao f.

Aoud
ii) Determinar o ponto A; = (x1, f(x1)), intersecao da reta tangente L, ao gréfico de f no
ponto (zg, f(xg)) com o eixo das abscissas. O ponto z; é uma primeira aproximagao

da raiz da funcao f.

<
iii) Determinar o ponto Ay = (zo, f(22)), intersecao da reta tangente Lo ao grafico
de f no ponto (z1, f(z1))com o eixo das abscissas. O ponto zs é uma segunda

aproximagcao da raiz da funcao f.

iv) Continuando este procedimento iterativo determinamos o ponto A, = (xg, f(xx)),
. - S . . , , .
intersecao da reta tangente £, 1 com o eixo das abscissas. O ponto zj é a k-ésima

aproximacao da raiz da funcao f.

v) As iteracoes terminam quando a diferenga em médulo de duas aproximagoes suces-
sivas da raiz da fungdao é menor que um valor pre-fixado pelo usuéario, este valor

¢ denominado erro ou tolerancia (TOL). Assim, o critério de parada do método
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consiste em achar o menor valor n tal que |z, — x,_1| < TOL ou alternativamente

|f(2)| < TOL.

Para determinar analiticamente a relacao de recorréncia, seja z,, uma aproximacao da raiz
de f no intervalo [a,b]. A série de Taylor em torno de x,, é descrita pela equagao:

GG

f@) = flon) + [ (zn)(z — 20) 5

(2.1)

onde, £ é um ponto do intervalo com extremos x e x,,.
Como z, é uma aproximacao da raiz « de f, pode-se substituir = por a e f(z) por

f(a) = 0 na aproximacao de Taylor 2.1:

0 = ﬂ@J+f@@m—x@+f%”%fx“? (2.2)

Colocando em evideéncia o o do termo linear em 2.2, temos

fa) O
" f/(xn) 2!

A primeira dificuldade para a avaliacao da raiz a em 2.3 é a desconhecida x,, (aproximagao

(2.3)

de ). O método de Newton substitui a equagao 2.3 por uma sequéncia de aproximagoes

para a raiz, substituindo a raiz « pela iteracao x,1:

— f(xn)
Tpt1 = n f/($n> (2.4)

Fixando uma aproximagao inicial xg, a equacao 2.4 permite determinar todos os termos

seguintes da sequéncia: xi, s, - 2,. Uma condigio necessaria é que f'(x,) # 0 em [a, b]
para todos os termos da sequéncia. Do ponto de vista geométrico o grafico da funcao
nao deve apresentar reta tangente paralela ao eixo das abscissas (neste caso nao se pode
construir a proxima reta tangente).

Para estimar o erro do método de Newton, vamos dividir 2.2 por f'(z,):

f(zn) f'(e) (a —x,)?
f'(xn) f'(2,) 2! ,

Substituindo 2.4 em 2.5, resulta,

0 + (v —x,) + (2.5)

f(e) (o —z,)?
fl(xn) 2! .

Denotando por e, = a — x,, 0 erro da n-ésima aproximacao da raiz, obtém-se a férmula

0 = a—xp41 +

recursiva para o erro no método de Newton:

1 f"(e) ,

€nt1 = €n + §f’($n) €,

(2.6)
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Como ¢ usualmente é desconhecido, uma estimativa pratica do erro do método de Newton

¢ dada por:

enet = & + 1maz{f"(z): = € [a,b]

¥
2min{f'(x,) : = € [a,b]}

el (2.7)

Para determinar numéricamente as rafzes da fungao f € C%[a, b] pelo método de newton,

segue-se o Algoritmo 3:

Algoritmo 3: Algoritmo do método de Newton

Fixar a tolerancia TOL como critério de parada ;

Escolha um ponto xy do dominio da funcao f como estimativa inicial da raiz da

equagcao ;

fo — f(wo) ;

Ji<— ['(wo) ;

while |fy| > TOL do
Tg <— 1’0—%,
fo +— f(x0)
fi — f(wo)

end
ratz <— xg ;

Fim do algoritmo. [J ;

A implementacao do Algoritmo 3 é apresentada no Codigo 2.3 em Matlab, onde foi
adicionado o critério de um nimero final de iteragoes se nao atingir a tolerancia permitida

como aproximacao da raiz.

Cédigo em Matlab 2.3: Método de Newton

clear;

x0= ; % aqui escrever a aproximacdao inicial x0. Por exemplo 2
f=Q(x) ; % Aqui escrever a fung¢do. Por exemplo x 38—z 2+1
g=Q(x) ; % Aqui escrever a derivada de f. Por exemplo 3z°2—8z

tol= ; % Aqui escrever a tolerdncia. Por exemplo 0.001
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maxiter= ; % Aqui escrever o nimero mdximo de itera¢des permitido. Por

exemplo 100

display (?===-====-===—-=——--———--——--—--— - 7))
raiz=newton (f,g,x0,tol ,maxiter);

K

% o ___ Fun¢do mewtom________________________

function a =newton (fun,dfun,x0,tol ,maxiter)
fprintf (1, ’Metodo de Newton \n’);
fo=feval (fun ,x0);
fl=feval (dfun,x0);
iter=1;
while (abs(f0)>tol) & (iter <maxiter)
a = x0-f0/f1;
fo=feval (fun,a); fl=feval(dfun,a); %Actualiza fO0 y fI1
fprintf (1, ’iter= %i, a= %x0,f= %e \n’, iter,a ,fl)
iter = iter 4+ 1;
x0=a; % actualiza =«

end

Na Tabela 2.3 e na Figura 2.5, se apresentam o resultado das iteragoes do Codigo em
Matlab 2.2 para determinar as raizes da fungao f(z) = z* + 42* — 10 no intervalo [1,2].

Na Figura 2.5 observa-se a rapida convergéencia do método de Newton. As tangentes se

1 1.50000000000000 2.375

2 1.37333333333333 1.3434548148148 - 107!
3 1.36526201487463 5.2846117952 - 1074

4 1.36523001391615 8.29055 - 107°

Tabela 2.3: Método de Newton Implementado no Matlab

aproximam da raiz da funcao com a precisao desejada em 4 iteragoes, sendo que a terceira
e quarta iteragao sao indistinguiveis no grafico. Das Tabelas 2.1, 2.2 e 2.3 observa-se
que para a mesma funcao, o método de Newton é superior que os métodos da bissecao e

secante. O método de newton atinge uma precisao de 10~ em 4 iteracoes, enquanto o da
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Figura 2.5: Representacao Geométrica

secante atinge uma precisao de 10~7 em 5 iteracoes e o método da bissecio uma precisao
de 107° em 19 iteracoes. Em geral, o método de Newton se mostra superior ao método
da secante e este 1ultimo superior ao método da bisse¢ao. Em casos onde a derivada seja
dificil de calcular, ou que numéricamente perda precisao, o método da secante sera o mais

apropriado por nao depender da avaliagao da derivada.
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Capitulo 3

Calculo de Raizes: Caso Vetorial

Consideremos o problema de determinar os valores de x; e x5 das seguintes equagoes:

22420 09—9 = 0 (3.1)

3 2 2 —

Diferente ao Capitulo 2, temos agora duas desconhecidas que devem verificar as duas
equagoes, estas desconhecidas geram juntas uma raiz das equagoes acopladas. Os métodos
do Capitulo 2 para determinar as raizes de uma funcao escalar, nao se aplicam a este
problema. Portanto, devem ser desenvolvidos outros métodos para determinar raizes
deste tipo de equagoes.
Em termos de funcoes, consideremos f; : R> = R e f, : R? — R definidas por:

fl(l’l,ﬂjg) = ZL’% + 2%1 + Ty — 9

fQ(ZL’l,l’g) = IL'? + l’g — CC% Lo — 5
o problema agora, é achar a raiz (z],x3) € R? tal que:

fl(x;x;) =0

fo(xy,z5) = 0.

3.1 Formulacao do Problema

Formulamos o problema de determinar raizes no caso vetorial em termos de fungoes.

Sejam:
a) Os conjuntos D; CR", i=1,2,---,n
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b) As fungoes com dominio D; em R™ e valor real: f; : D; = R, i=1,2--- n
c) O conjunto D = D; N DyN---N D,, aintersecao dos conjuntos D;
d) A fungao F': D C R” — R, uma fungao vetorial de variavel vetorial, definida por:
F(X) = (f1(X), f2(X), -+ fu(X)), X eD.
Nestas condigoes, o problema é,
Achar X* € D, tal que F(X*) =0,

onde, o lado direito da equacao é um vetor de n componentes nulas. O vetor X* é

denominada raiz da fungao F. Em termos de componentes, o problema é determinar

X* = (a%, 25, ,2%), tal que
4
fl(va'r;x;?'” 71,:1) =0
fg([ET,:L’;,Ig,--- 71;:1) =0
f3($>{7$;7x§a"' 71':;) =0 (32)
L fn(x;x;x;ﬂ 7*T>:L) =0

Se cada fungao f; é linear, obtém-se um sistema linear de equagoes do tipo AX — b = 0,
onde A é uma matriz quadrada constante de ordem n; b e X sao vetores de dimensao n.
No caso dos sistemas lineares existem métodos eficientes diretos (Gauss, LU, Cholesky,
etc) e iterativos (Gauss-Seidel, Jacobi, etc), os quais nao sdo considerados neste trabalho.
No caso das fungoes f; serem nao lineares, a determinacao das raizes é mais complexa,

neste trabalho consideramos o método de Newton para o caso vetorial.

3.2 Meétodo de Newton: Caso Vetorial

No caso de funcgoes vetoriais, o Teorema de Taylor para aproximar a funcao F em torno
de X° [11], é dada por:
F(X) = FX)+F(X)(X-X"+E (3.3)
onde F'(X") é o Jacobiano da fungao F' em X" definida por
Ofi(X°)

J(X%) = F'(X°) = [jyj] = {8—)(]0}
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¢ E ¢ o erro de truncamento que verifica || E ||< C|| X — X° ||?, para alguma constante

C' que depende das derivadas parciais em um ponto & € D préximo de X° e X.

Como desejamos determinar uma raiz de F', fazemos F(X) = 0 em 3.3, obtendo

0 = FXY+FX)X-X)+E (3.4)
Para gerar o método de Newton, negligenciamos o erro E e substituimos X° por X*
(k-ésima iteragao) e X por X 1 (k+1-ésima iteragao) em (3.5),

0 = F(XF)+ F(X")(XF - XP) (3.5)
Substituindo F(X*) pelo jacobiano J(X*) e colocando em evidéncia X*! temos,

Xk = XF Y XR F(XR). (3.6)

A equagao iterativa (3.6) nao é eficiente por ter que avaliar a inversa da matriz jacobiana,

a qual é fonte de amplificacao de erro. Para evitar a avaliacao da inversa do jacobiano

seguimos o Algoritmo 4, na qual resolvemos o sistema J(X9)(X*! — X*) = —F(X0?),

Algoritmo 4: Algoritmo do método de Newton - caso vetorial

Fixar a tolerancia TOL como critério de parada ;

Escolha um ponto X° como estimativa inicial da raiz de F ;

Fy+— F(X% ;

Jo — J(X?) ;

while || Fy|| > TOL do

Resolver para V' o sistema JyV = —Fj

X’ +— X4V
Fy, «— F(X9),
J(] — J(XO)

end

raiz +— X9 :

Fim do algoritmo. [ ;

O simbolo || - || denota a norma euclidiana vetorial definida por

[(z1, 22, -+ 2| = \/xf+x§+u.+x%,
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Para esclarecer o Algoritmo 4, consideremos a funcao vetorial F' = (f1, f2) definida por,

filzy,me) = 223 —22—-1 = 0

fo(wi,20) = T3 —29—4 = 0

com aproximacao inicial X% = (1,2 ; 1,7)!. As derivadas parciais sao,

oh of:

= 62?2 ; = 2
a$1 1o 8562 2
af2 3 6f2
81:1 2 8x2 1
e, portanto a matriz Jacobiana é
627 —2x3

J —
(5517552) 3 3rri—1
2 1Ty

Avaliando o Jacobiano e a funcao em X° temos:

8,64 —3,4 —0,4340
J(z) = e F(z) =
4,91 9,4 0, 1956
O sistema linear J(X%)V = —F(X?) resulta,
8,64 —3,4 Uy 0, 4340
4,91 9,4 Vg —0, 1956
cuja solugao é V = (0,03488; —0,03902)".
De X! = X% +V temos que
X' =(1,2349; 1,6610)".
Avalia-se o Jacobiano e a funcao em X!
L 9,1498 —3,322 ) 0,0073
4,5825 19,2209 —0,002

e verifica-se se || F(X!)|| > TOL. Caso seja verdade, na préxima iteragao temos o sistema

linear J(X1)V = —F(X)

9,1498 —3,322 | | u —0,0007
4,5825 9,2209 vy 0,002
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cuja solugao é V = (0,0007; 0,0002)".
De X? = X! +V temos que

X% =(1,2342; 1,6612)".

Continuamos com este processo ate atingir a precisao desejada.

Para automatizar este processo foi gerado o Cédigo 3.1 em Matlab.

Cédigo em Matlab 3.1: Método de Newton: caso vetorial

function [ff,jj ,x0,eps,B0,kmax]=P0()

ff="fun’; % Chama a funcdio F

jj=’jac’; % Chama o jacobiano de F

x0=[ l; % define o ponto inicial X0
B0=feval (prob\ .j ,prob\_x0); % Jacobiano no ponto X0

kmax= ; % Escrever o miumero mdzimo de iteracoes. Por exemplo 40

eps= ; %Escrever a tolerdancia. Por exemplo 0,000001

function y = fun(x);

y=| l; % Escrever a fun¢io wvetorial F. Por exemplo [3xxz(1)"2 x(1)xx(2)
z(3) 2]

function j = jac(x);

i=l ] % Escrever a matriz jacobiana de F. Por exemplo [6xz(1) 0 0; 0

z(1) 0; 0 0 2xx(3)]

function [P,x,k]=newton()
[ff,j] ,x0,eps]=P0;

k=0;

x=prob\ _x0;

P(:,1)=x;

vtol=0;

while (vtol==0) & (k < tol)
fl=feval (ff ,x);
jl=feval (jj ,x);
[L,U]=1lu(j1);

wl=L\(—-f1);

s=U\wl;

X=X+S ;
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if norm(xk—x)<=eps
vtol=1;

end

x=xk ;

k=k+1;

P=[P x];

end

Testamos o Cddigo 3.1 implementado no Matlab, determinando as raizes da funcao veto-

rial F' = (flaf27f3)7 onde

1
fi(xy, 0, 23) = 3wy — cos(wyw3) — 5
fox1, 29, 23) = 427 — 62505 + 205 — 1
10m — 3

fg(l’l, T2, I‘g) = 67931382 + 20$3 +

com a aproximacao inicial X° = (0,0,0)!. Os resultados da compilagao do cdédigo sio
apresentados na Tabela 3.1 e nas Figuras 3.1, 3.2 e 3.3.

Na Tabela 3.1 se apresentam a evolucao das iteracoes e a convergéncia para x; = 0, 4891,
x9 = 0,0066 e x3 == 0,5234. Com estes valores a funcao vetorial é proxima de zero,
acorde com a tolerancia especificada. As projecoes sobre os planos XY, XZ e Y Z nas
Figuras 3.1, 3.2 e 3.3 respectivamente, ajudam a visualizar esta convergéncia para a raiz
da funcao vetorial F'. Na Figura 3.4 observa-se a convergéncia no espaco tridimensional.
Na implementagao do Método de Newton para determinar raizes de fungoes vetoriais, o
jacobiano de funcao vetorial é determinado analiticamente pelo usuario. No caso geral, o
jacobiano devera ser determinado numericamente e cuidados adicionais devem ser consi-

derados para evitar acréscimos indesejados do erro.
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[teragao k X*

0 (0,0,0)

1 (0.5000,0.5000,-0.5236)
2 (0.4894,0.2507,-0.5176)
3 (0.4892,0.1260,-0.5205)
4 (0.4892,0.0636,-0.5220)
5 (0.4892,0.0320,-0.5228)
6 (0.4891,0.0157,-0.5232)
7 (0.4891,0.0063,-0.5234)
8 (0.4891,-0.0031,-0.5237)
9 (0.4891,0.0064,-0.5234)
10 (0.4891,-0.0029,-0.5237)
11 (0.4891,0.0067,-0.5234)
12 (0.4891,-0.0024,-0.5237)
13 (0.4891,0.0079,-0.5234 )
14 (0.4891,-0.0006,-0.5236)
15 (0.4891,0.0157,-0.5232)
16 (0.4891,0.0063,-0.5234)
17 (0.4891,-0.0031,-0.5237)
18 (0.4891,0.0064,-0.5234)
19 (0.4891,-0.0029,-0.5237)
20 (0.4891,0.0066,-0.5234)

Tabela 3.1: Método de Newton implementado no Matlab
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0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Figura 3.1: Projecao das iteragoes do Método de Newton no plano XY (abscissa X e

ordenada Y)

-0.6—

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Figura 3.2: Projegao das iteragoes do Método de Newton no plano XZ (abscissa X e
ordenada Z)
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-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Figura 3.3: Projegao das iteragoes do Método de Newton no plano YZ (abscissa Y e
ordenada Z)

Figura 3.4: Evolucao da iteragoes do Método de Newton no espago XYZ
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Consideracoes Finais

Neste Trabalho de Conclusao de Curso foram abordados os métodos da bissecao,
secante e Newton para determinar as raizes de funcoes escalares e o método de Newton
vetorial para determinar raizes de fungoes vetoriais.

O método da bissecao ¢ um método simples que procura cercar a raiz da funcao
escalar por bisse¢ao dos extremos do k-ésimo intervalo. Embora este método seja lento,
é facil de aplicar e tém condigoes de ser incluido no contetido de matematica do ensino
médio, permitindo que o aluno possa resolver uma ampla variedade de problemas inter-
disciplinares.

O método da secante é um método mais eficiente que o método da bissecao, tendo a
vantagem de nao precisar calculo diferencial para sua formulacao. E também um método
iterativo simples, tendo condigoes de ser incluido no conteido de matematica do en-
sino médio, permitindo que o aluno possa trabalhar com métodos de diferente nivel de
eficiencia.

O método de Newton é um método que precisa da avaliacao da derivada, sendo
mais eficiente que o método da secante e da bissecao na determinacao das raizes de fungoes
escalares. Embora o ensino da derivada ainda nao seja tema do contetiido de matematica
nas escolas do ensino médio, o método de Newton pode ser introduzido ainda, para o
calculo de raizes de polinomios fornecendo ao aluno o polinomio e sua derivada. Pode ser
introduzida para ministrar métodos iterativos para o calculo da raiz de 2 por exemplo.

O método de Newton vetorial é um método iterativo eficiente que permite resolver
raizes de fungoes vetoriais nao lineares. Na descricao do método apresentada neste Tra-
balho, observa-se que avaliando a funcao vetorial e a matriz jacobiana o processo iterativo
é simples e muito similar ao caso escalar. A nao linearidade do método é facilmente resol-
vida pelo método de Newton, mesmo em fungoes vetorias com alto grau de dificuldade.

Em geral, estes métodos foram ja considerados dispendiosos e custosos computacio-
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nalmente, entretanto hoje, o poder de processamento dos computadores pessoais permite
que estes métodos sao processados com eficiéencia. Considerando que em breve o calculo
diferencial seja ministrado nas escolas do ensino médio, estes e outros métodos devem

contribuir com a educacao matemaética.
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