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Ora, a fé é o firme fundamento
das coisas que se esperam e a
prova das coisas que nao se véem.
Porque por ela os antigos al-
cancaram bom testemunho. Pela
fé entendemos que os mundos
foram criados pela palavra de
Deus; de modo que o wvisivel nao

fou feito daquilo que se ve.

(HEBREUS 11:1-3, B. Sagrada.)



Resumo

Neste Trabalho de Conclusao de Curso apresentamos dois modelos matematicos: Propa-
ganda de Produtos e Economia Aberta. O modelo de Propaganda de Produtos considera
as vendas como funcao de sua taxa de decaimento, do investimento em publicidade, do
nivel de saturacao do produto, da resposta constante e do tempo de investimento em
publicidade. Este modelo é descrito por uma equagao diferencial de primeira ordem cuja
integracao é obtida pelo método do fator integrante. A andlise tedrica e as simulacoes
numéricas no MATLAB, mostram que as vendas dependem da razao da taxa de decai-
mento e da resposta constante. Quando maior esta taxa, maior serao os beneficios da
publicidade, entretanto mesmo que esta razao seja pequena, o investimento em publici-
dade ajuda a amortecer a queda brusca das vendas. No modelo de Economia Aberta,
a producao é uma funcao do consumo, investimento e injecao externa de capital. Con-
siderando o equilibrio entre a demanda e a producao e assumindo que o investimento
nao mude em periodos curtos de tempo, obtém-se uma equagao com retardo no tempo.
Aplicando a série de Taylor aos termos com retardo, este modelo de Economia Aberta é

descrita por uma equagao diferencial de segunda ordem com coeficientes constantes.

Palavras-Chave: Modelagem Matematica, Propaganda de Produtos, Economia Aberta,

Equacgoes diferenciais, Simulacoes Numeéricas.



Resumen

En este Trabajo Final de Curso se presentan dos modelos matematicos: Publicidad de
Productos y Economia Abierta. El modelo de propaganda de productos considera las
ventas en funcion de su tasa de decrecimiento, de la inversion en publicidad, del nivel de
saturacion del producto, de la respuesta constante y del tiempo de inversién em publicidad.
Este modelo es descrito por una ecuaciéon diferencial de primer orden, cuya integracion
se obtiene por el método del factor integrante. EIl analisis tedrico y las simulaciones
numeéricas no MATLAB, indican que las ventas dependen de la razdén entre la tasa de de-
crecimiento y la respuesta constante. Cuando mayor esta tasa, mayores son los beneficios
de la publicidade. En el caso que esta tasa sea pequena, la inversion en publicidad ayuda a
amortiguar la caida de las vendas. En el modelo de economia abierta la produccién es una
funcién del consumo, inversion y inyeccién externa de capital. Considerando equilibrio
entre demanda y produccion, y asumiendo que la inversion no cambie en cortos periodos
de tiempo, se obtiene una ecuacién con retardo en el tiempo. Aplicando série de Taylor
a los términos con retardo, el modelo de economia abierta es descrito por una equacién

diferencial linear de segundo orden con coeficientes constantes.

Palabras clave: Modelos Matematicos, Publicidad de Productos, Economia Abierta, Ecua-

ciones Diferenciales, Simulaciones Numéricas.
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Introducao

Equacgoes diferenciais estao presentes em diversos modelos tanto fisica, quanto da quimica,
biologia, economia, engenharia, etc. Varios fenémenos envolvem a variacao de uma quan-
tidade em relacao a outra, levando naturalmente a modelos baseados em equagoes difer-
enciais. Tais como: variagoes temporais, por exemplo, a posicao de um objeto, a tem-
peratura de um material, a concentracao de um agente quimico, a concentracao de um
poluente ou nutriente em um meio, a umidade do ar, o nimero de habitantes de uma
cidade, a densidade de bactérias de uma cultura, a densidade de massa de um gés, o valor
de uma mercadoria, o cambio entre moedas, o produto interno bruto de um pais, etc.
Além de variagoes temporais dessas quantidades, ocorrem variagoes em relacao a outras
quantidades, como variacao de temperatura em relacao a posicao e variacao de densidade
de massa de um fluido em relacao a temperatura.

As equacgoes diferenciais sao expressoes matematicas de certas leis envolvidas em uma
modelagem, que podem, por exemplo, ser leis fundamentais, como a segunda lei de New-
ton, empiricas, como em reagoes quimicas, ou heuristicas, como em dinamica populacional
[5]

Equacoes diferenciais simples aparecem em Célculo I, quando do célculo de primitivas de
fungoes. Neste caso, dada uma fungdo g = ¢(t), buscamos uma fungao x = z(t) tal que

dx(t)
dt

= g(t)

A relativa simplicidade desta equacao estd no fato de que o lado direito da equacao acima
nao depende da incognita g = g(t). A derivada de = = z(t) estd dada explicitamente em
termos de uma fungao conhecida. Entao, a solugao pode ser obtida, em principio, por
integracao direta. Por outro lado, as equagoes diferenciais de maior interesse sao tais que
a derivada da funcao procurada depende da prépria funcao. Um exemplo é a equacao

dx(t)
dt

= Az,



onde A > 0. Geralmente, uma equacao diferencial é uma equacao cuja incégnita é uma
funcao e cuja equacao envolve derivadas dessa funcao procurada. Mais especificamente,

consideramos uma equacao da forma

dx d "z
Flte,— ....— | =0
(’x7 dt? ’dtn>

onde t é uma varidvel independente, F' = F(t;z;x;...;x,) é uma funcao real de n + 2
variaveis e x = x(t) é uma variavel dependente, que é a fungao procurada, isto é, incognita.
Esta é uma equacao de ordem n, indicando a derivada de ordem mais alta presente na
equagao.

A equacao
dx(t)
dt

pode ser escrita na forma acima tomando

Analogamente, a equagao

dx(t)

=\
dt *
corresponde a:
dx dx
Flte,— )=\ —
( " dt) ST
Ambas sao equagoes de primeira ordem. Outros exemplos sao
4t & 2 ? d
d_tf = cos(tx), x2d—£+cos(t)+t =0, <d_tf - 2x> = 1 +1, cos(d—f) = sin(z)

que sao equacoes de ordem 4; 3; 2 e 1, respectivamente. Observe que, em cada equacao
de ordem n, os termos de ordem mais baixa (ou seja, as derivadas de ordem menor que
n) podem ou nao aparecer explicitamente.

Podemos, também, fazer uma distingao quanto a presenca explicita da varidvel t na
equagao diferencial. Compare, por exemplo, as equagoes.

dx(t)
dt

dx(t)
dt

=tz

= \z,




A esquerda, a variavel t s6 aparece implicitamente, na derivada de x, enquanto que a
direita, a varidvel t aparece explicitamente no lado direito. Mais geralmente, podemos

considerar as equagoes de duas formas:

dx d"x dx d"x
F (t,x,a,...,%) = O F (x,a,...,w) = 0

com a variavel independente t aparecendo explicitamente ou nao. Quando a variavel t nao
aparece explicitamente, temos o que chamamos de equacao autonoma. Caso contrario,
temos uma equac¢ao nao-autonoma .
A idéia é que equagoes autonomas modelam fenomenos fechados, sem interferéncia sazonal
externa no sistema. Pode até haver uma influéncia externa, como a gravidade, mas ela
nao pode variar com o tempo. Por outro lado, em equagoes nao-autonomas, algum fator
externo pode estar enfluenciando o sistema e variando com o tempo. Por exemplo, em
modelos em que a radiagao solar é importante, a equacao diferencial tem que incluir algum
mecanismo explicitamente dependente do tempo e relacionado com a variacao da radiacao
segundo a hora do dia e a época do ano. Em geral, a analise de sistemas autonomos é mais
simples. Quanto a notacgao, é claro que ela nao é rigida, podemos escrever, por exemplo
dx d"x
Fltre,— ...,.— | =0
()
onde x é a variavel independente e y = y(x), a fungao procurada. A notagao apropriada
depende do contexto; a variavel independente pode denotar o instante de tempo t ou uma
posicao x, por exemplo, e a incdgnita pode ser a posicao x de um objeto, a temperatura
T de um material, a concentracao S de alguma substancia quimica, o valor P de um
produto financeiro, etc.
Para simplificar a notacao, podemos usar z'; z”; 2™; £(); 2(*); _ para indicar as derivadas,
quando a variavel independente estiver clara no contexto. Assim, as equacOes acima

podem ser escritas como:
2" = cos(tx); 22" + cost +t = 0; (2".27)* = 2* + 1; cos(x') = sin(x) :

No caso especifico da variavel independente ser uma variavel temporal, é costume, utilizar
as notacoes x’ e 2" para indicar as derivadas de primeira e segunda ordem.

Uma equacao diferencial do tipo descrito acima ¢ dita ordindria, pois envolve apenas
derivadas em relagao a uma tunica variavel independente real. Veremos, também, sis-

temas envolvendo mais de uma equacao diferencial ordinaria, com uma mesma varidavel



independente. Ha, porém, varios outros tipos de equacoes diferenciais, como parciais,
complexas, integro-diferenciais, funcionais, com retardamento, etc. Essas outras equacoes
diferenciais modelam uma gama ainda maior de fenomenos e possuem, em geral, carac-
teristicas mais complicadas que as das equacoes ordinarias, mas ha muitas semelhancas e

o entendimento destas é fundamental para o das outras. [5]



Capitulo 2

Equacoes Diferenciais Ordinarias

Lineares

Uma equagao diferencial ordindria (EDO) linear de ordem n, é uma equagao em que a

incognita e suas derivadas sao relacionadas de maneira linear:

an(®) di;:ff) 4 an_l(t)dtiTl_Lgt) +otas(®) d;gt) +an(®) di;i” +ao(tult) = F(t) (2.1)

No caso em que os coeficientes a;(t) sdo constantes, a equacao é dita equagao diferencial
linear de coeficientes constantes. O termo do lado direito F'(t) é usualmente identificada
como termo forcante. Se F(t) # 0, a equacdo é dita ndo homogénea, e se F(t) = 0, a
equacao ¢ dita homogénea.

A importancia da equacao diferencial linear (2.1) reside em que ela aparece em muitas
aplicagoes em diversas areas, como Matematica, Geofisica, Economia, Administracao,
Publicidade ou Marketing, Biologia, Medicina, Astronomia e nas Engenharias. Neste
trabalho apresentamos um modelo em publicidade e outro em economia, as quais sao

descritas por equacoes diferenciais de primeira e segunda ordem respectivamente.



2.1 EDO linear de primeira ordem.

Fazendo n = 1 na EDO (2.1), e considerando uma condigao inicial, obtém-se o Problema

de Valor Inicial (PVI):

A(t)dqéli2€> + B(t)u(t) = F(t), to<t<T
(2.2)
U(to) = Ug
onde, A(t) # 0 e ty = 0 para todo to <t < T.
Dividido a equagao (2.2) por A(t) e fazendo,
_ B@ _F@)
resulta a EDO:
d?;(tt) + a(t)u(t) = f(t), to<t<T
(2.3)

2.1.1 EDO linear homogénea

Para resolver a EDO (2.3), determinamos primeiro a solugdo da EDO linear homogénea:

du(t)
o a(t)u(t) =0, to<t<T
(2.4)
U(to) = Ug

Multiplicando (2.4) pelo o diferencial dt e considerando que

(dZit) ) ~dt = dul(t)

obtem-se:
du(t) + a(t)u(t)dt =0

dividindo por u(t) temos:




integrando entre 0 e t resulta,

/Ot ij((:)) + /Ota(T)dT =0

cujo a itegracao é:

In (u(7)) 6—1—/0 a(r)dr =0

In (u(t)) — In (u(0)) = —/0 a(r)dr
como u(0) = ug, temos:

0 (42) < - ["atrir

Aplicando exponencial a ambos os membro da equacao temos:

ul) _ - flatrar
Ug

Portanto a solugao da EDO homogénia de (2.4) é:
u(t) = up - e~ Jooldr (2.5)
logo, a equagao (2.5) da origem ao método do fator integrante.

Método do Fator Integrante.

O fator integrante da EDO linear homogénica (2.4) é a fungao,
p(t) = elo e, (2.6)

Multiplicando p(t) na EDO (2.3) temos:

ul(t). [dlc‘lit) + a(t)u(t)} =0

o qual podemos escrever como:

d
— (u(t)u(t) =0 2.7
7 le(t)u(t)] (2.7)
dp(t dp(t
pois, 'Zi ) = a(t)% multiplicando (2.7) pelo diferencial dt temos:

du(t)u(t)] =0

10



e integrando entre 0 e t
resulta

Como u(0) = eloandr — 0 — 1 ¢ u(0) = ug, a solugao de (2.5) pelo método do fator
integrante é:
u(t) = ug.p (1)

u(t) = ug.e” Jy )

2.1.2 EDO linear nao homogénea

Para resolver a EDO linear ndo homogénia (2.3) usaremos o método do fator integrante,

multiplicando a equagao (2.3) pela fungao u(t), (2.6)

ute) | %42+ atute)| = w110

o qual se pode escrever como:

o qual resulta em,

como 1(0) =1 e u(0) = up o qual resulta em,

ult)ult) = uo + / (s)  (5)ds.

Colocando em evidéncia u(t), tem-se a solucdo da EDO nao homogénea (2.3)

u(t) = p (o + 5 (1) / () f(3)ds (2.8)

11



ou

ult) = p (E)uo + / b (E)a(3)  (3)ds. (2.9)

Em termo da exponencial, a solugdo em (2.8) se escreve como:

t
ult) = oM g g [0 5y (2:10)
0

Se a forcante f(t) tem a forma de uma exponencial, ou funcdo trigonométrica, ou de um

polinoémio, o termo

t ]
/ i @) £()ds

0
¢é simples de resolver usando as técnicas de integracao conhecidas, principalmente inte-

gragao por partes, isto é conhecido como o Método dos Coeficientes a Determinar. Outra
possibilidade é usar o Método de Variacao dos Parametros.

No caso de «(t) = a ser uma constante, o produto de p~!(¢)u(s) em (2.10) é:

T Ou(s) = e Joad®) . gl ad)
— eellodn=J5dm)

— efa fst d(T)_

Tomando a(t,s) = a [’ d(t) = a(t — s).

Portanto, a solu¢ao em (2.10), para « costante é:

alt) = u (tuo + / N (s ()ds (2.11)

u(t) = e “ug + /S e~ f(s)ds. (2.12)
0

2.2 Equacao Diferencial de 2* Ordem

Fazendo n = 2, na EDO (2.1), obtem-se:

2
A(t)d;igt) + B(t)dlél—sf) + C(t)u(t) = F(t), to<t<T (2.13)
onde, A(t) # 0, para ty < t < T. Dividindo a equagao (2.13) por A(t) e fazendo
B(1) _C@) F(t)

p(t) = Al q(t) = A f(t) = At

12



resulta na EDO
d*u(t)
dt?

du(t)
dt

+p(t) +q(t)u(t) = f(1). (2.14)

Para resolver a EDO (2.13) usaremos o Principio da Superposicao.

2.2.1 Principio de Superposicao

Uma equacao diferencial linear de 2% ordem é homogénea se ela pode ser escrita como:
u’(t) + p)u'(t) + q(t)u(t) = 0 (2.15)

Para a EDO é valido o principio da superposicio que diz que se u;(t) e us(t) sdo solugoes
da equagao (2.15), entao

u(t) = crui(t) + coug(t) (2.16)
também é solucao da equagao (2.15), para todas as constantes reais ¢; e co.

Uma expressao da forma (2.16) é chamada combinacdo linear de u(t) e us(t). Substi-

tuindo (2.15) em (2.16) temos:

u’(t) + p(t)u'(t) + q(t)u(t) =
= (cur(t) + coua(t))” + p(t) (crus (t) + caua(t))" + q(t)(crus (t) + coua(t))
= c1uf{ () + couy(t) + cip(t)uy (t) + cop(t)us(t) + crq(t)ur(t) + caq(t)ua(t)

= o1 (uy (1) + p(D)ui (1) + q(D)ua () + 2 (uz(t) + p(t)us(t) + q(t)ua(t))

/ (&

=0 =0
=¢1.0+¢c.0=0
pois uy (t) e ua(t) sdo solugoes de (2.15).

Considere, agora, o problema de valor inicial

u'(t) + p(t)u'(t) + q(t)u(t) =0
(2.17)

u(to) = g, u'(to) = uy

em que g e uy sao condigdes iniciais dadas no problema.
Vamos determinar condigdes sobre duas solugoes uy(t) e us(t) para que existam constantes

1 e ¢y tais que u(t) = cyu (t) + cous(t) seja solugao da equagao (2.17).

13



Substituindo-se t = ¢y na solugdo u(t) = ciui(t) + cous(t) e na derivada de u(t), u'(t) =

cpu) (t) + couy(t) obtemos o sistema de equagoes lineares,

crug (to) + caua(to) = ug

cru) (to) + couly(to) = uy
que pode ser escrito na forma:
AX =B
em que

uq (¢ Us (T c U
A 1(0) 2(0) 7 ¥ 1 . B_ 0

uy(to) us(to) C2 {0

Se a matriz do sistema A é invertivel, entdo para todo par de condigoes iniciais (ug;uy)
o sistema tem uma tnica solugdo (c;ce) (A solugao é X = A7'B). Mas uma matriz

quadrada é invertivel se, e somente se, o seu determinante é diferente de zero. Ou seja, se

detA = £

entao para todo par de condigoes iniciais (ug; ug) existe um unico par de constantes (c1; ¢2)

tal que u(t) = cyuq(t) + cous(t) é solugdo do problema de valor inicial (2.17) [6].

2.2.2 EDO com coeficientes constantes

Euler resolveu a equagao diferencial linear de segunda ordem homogénea, para os casos em
que os coeficientes A, B e C sdo constantes. O procedimento consiste em obter solugoes

do tipo exponencial u(t) = e* para a equacdo homogénea:
Au"(t) + Bu/(t) + Cu(t) = 0. (2.18)
Derivando u = e duas vezes temos,
u(t) = eM; u'(t) = NeM; u(t) = N2eM
substituindo na equagao (2.18), tem-se:
AN*eM + BAeM + CeM =0

14



simplificando,

M [AN +BA+C] =0

obtem-se a equacao caracteristica:

P(\) = AN+ BA+C =0. (2.19)

Segue-se que se A é uma raiz da equacao caracteristica, entao:

_ -B+VA

_p2_
54 , onde A = B*—4AC.

A

Analisamos, a seuguir, os possiveis valores das raizes da equagao caracteristica, (2.19),

segundo o sinal do discriminante A:

CASO I : Para A > 0, tem-se raizes reais e distintas. Sejam estas raizes A\; e Ay € R,

onde, A\; # \s. Logo,
uy (t) = eM; uy(t) = et

sao solugoes fundamentais, pois

u(t) us(t) | et et ot 1 1
U&(t) u’z(t) )\16)‘1t )\26)‘2t /\1 )\2
= (A1 — Ag)eM i)t # 0
para todo t € R. Logo, no caso em que a equacao caracteristica tem duas raizes

reais (distintas) A; e Ay, tem-se:

u(t) = CreMt + Chet?!

CASO II: Para A < 0, neste caso temos duas raizes complexas conjugadas, isto €,

_ —BxVA

A
24 7

-B
sendo)\lza—l-ﬁie)\Q:a—ﬁi,onde,a:ﬂeﬂz # 0.
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Se a equacdo caracteristica de (2.18) tem duas raizes complexas, entao elas sao
nimeros complexos conjugados, ou seja, se Ay = o + (i é uma raiz da equagao
caracteristica (2.19), entdo, A\ = o — $i também é raiz da equagao. Neste caso, pela

formula de Euler

u(t) = Mt = el = e [cos(ft) + isen(Bt)]

us(t) = et =eMe P = e [cos(Bt) — isen(Bt)],
sao solugoes complexa da equagao diferencial (2.18).
ur(t) us(t) et et 11

u’l(t) UIQ(t) /\16)\1t /\26)\2t )\1 )\2
= (A — Ag)eWMHMt — (_9i3)e? £ 0, Ve R

Assim, no caso em que a equacao caracteristica tem duas raizes complexas \; =

a+ fie Ay = o — (i, a solugao geral complexa de (2.18) é dada por:
u(t) = Cle)\lt + 026)\2t, A Cl, CQ e C.

Vamos encontrar um conjunto fundamental de solugoes reais, para isto a solugao

geral complexa pode ser escrita como:

u(t) — Cle(a—l-ﬁi)t + C2e(a—,6’i)t
= Cre™ [cos(Bt) + isin(Bt)] + Cae® [cos(Bt) — i sin(St)]
= (C) + Cy)e™ cos(ft) + (C1 + Cr)e*isin(Bt),

1 1
tomando C = Cy = > eCh,=0Cy = % temos:
)

u1(t) = e*cos(Bt)

us(t) = e*sen(Bt)

Vamos mostrar, agora, que se as raizes da equagao caracteristica sao complexas,

entao uy(t) e us(t) sdo solugdes fundamentais de (2.18), isto ¢é, s@o solugoes linear-
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mente independentes:

ur(t)  us(t) e cos(t) e sen(0t)
uy(t)  uh(t) e cos(Bt) — Bsen(Bt)] e [asen(Bt) + Beos(5t)]

et cos(ft) sen([t) L5 cos(fBt)  sen([t)

= € «

cos(ft) sen(pBt) —sen(pt) cos(pt)
= pe*t 40, VteR

Assim no caso em que a equagao caracteristica tem duas raizes complexas A\ = a+ i

e Ay = a — (31, a solucao geral da equacao é:

u(t) = Cre® cos(Bt) + Co(t)e™ sin(f5t).

CASO III: Para A = 0, neste caso temos duas raizes reais iguais. Se as raizes da equacao

sao iguais, isto é, A\; e A9, entao obtemos somente uma solugao. Portanto, no caso

em que a equacao tem somente uma raiz tem-se,

_ —-BxVA

24

-B -B
\/6—)\

1 -

T 94 24 T oA

A

logo a solucao

i () = exp (%z) |

Para determinar uma segunda solu¢ao de modo que u;(t) e uy(t) sejam linearmente

independentes, considera-se a equacao de 2* ordem,
Au"(t) + Bu'(t) + Cu(t) =0

dividindo a equacao por A tem-se,

Bu'(t)  Cu(t)

"
u’(t) + " + 1

Seja u(t) uma solugao da forma,
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onde, a fungao z(t) deve-se determinar. Derivando u(t) tem-se:

u'(t) = (@)u(t) + 2 (Hua 1)

W'(t) = wend(t) + 20 (O () + o (Hus (1)

substituindo na equagao principal resulta:

w(t)uy (£) + 22 (H)uq (1) + 2" (t)ua () + g [ ()ui (1) + 2 (E)ur ()] +

=] Q

2" (t)uy (t) + 2/ (1) {2u1(t) + —ul(t)] =0.
Fazendo W (t) = 2/(t), temos
W' (t)uy (t) + W (t) {21/1 (t) + gul(t)] =0

logo, vemos que a equacgao princial de 2* ordem se transformou em uma equagao
diferencial de 1* ordem de variaveis separaveis.

Integrando temos:

W (£ (£) + W (2) {21/1 () + gul(t)] e W (um(t) = — W (2) {QU; () + %ul(t)]

/ MV;(%) it = / —ﬁ?dt— / Zat+ 0

B
In W] = —21n fus () —/ZdtJrC

usando a propriedade do logaritimo a equagao pode ser escrita como:

B B
I |W|+Infuf(t)] = ——t + C = In[Wai(t)] = -t + C

_By
e A
Wal(t) = e 5170 = W = —

ni = uf ()
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perceba que W (t) = 2/(t), substituindo resulta em:

_By _By
W=""c :>x’(t)—€ e
= _t -

ui(t) ui(t)

integrando,

‘(1) = —6_%tdt 4 = —e_%tdt
/W“”/um :‘f"“‘cl/um e

como podemos perceber u(t) = z(t)ui(t) = x(t) = 171(8),

onde vem que
_Mt B
u(t e~ A® e~ at
( ) =C / u2—(t>dt + Cyg = u(t) = ul(t)cl / u2—(t)dt + 02u1(t)
1 1

tomando ¢co = 0 e ¢; = 1 tem-se:

By

u(t) = us (t) / €2 gt

ui(t)
note que u; = e~ zat, logo podemos encontrar us(t)

B¢

uz(t) = e 24 /egtu12(t)dt _— Ug(t) — ei‘t/eﬁte(mﬁxtdt

us(t) = eﬁt/eﬁte(m'ﬁtdt = uy(t) = eﬁt/dt

Portanto a solucao geral da equacao é:
u(t) = Che 2a’ 4 Che 24"t

fazendo \; = —%t

u(t) = CreMt + CyeMit

A EDO nao homogénea (2.13) pode ser resolvida pelo método dos coeficiente a determi-
nar, onde a forcante f(t) é uma expressao do tipo polinomial, exponencial, trigonométrica
ou combinacao linear. Outro método é a wvariacdo de parametros, onde a solugao nao
homogénea é determinada a partir da solu¢ao homogénea [7, 10]. Neste trabalho nao us-
aremos a EDO nao homogénea, pois o objetivo principal no Modelo de Economia Aberta

¢ sua modelagem, mostrando que uma equagao com retardo se escreva como uma EDO

de 2% ordem do tipo (2.13).
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Capitulo 3

Um Modelo de Propaganda de
Produto

Na venda de bens de consumo, a propaganda ou publicidade (marketing) é uma impor-
tante ferramenta para ter um bom rendimento nas vendas de um produto.

Um dos interesses dos publicitarios e lojistas consiste em estimar o quao efetiva serd uma
campanha publicitaria. Para isto, analisamos um modelo matemético que relaciona a
eficiéencia da propaganda com o aumento no nivel das vendas. Este modelo é baseado
no paper de M.L. Vidale e H.B. Wolfe [8], no qual o histérico de véarios produtos com e
sem investimento em propaganda foram considerados, para modelar e testar os resultados
deste modelo.

As seguintes questoes ajudam a quantificar os efeitos do investimento em publicidade:

i) Como avaliar a eficiéncia de uma campanha publicitaria?

ii) Como distribuir o or¢amento em publicidade entre os diferentes produtos e os meios

de comunicacao?
iii) Quais sdo os critérios que determinam o nivel do investimento em publicidade?

O conhecimento da eficiéncia da publicidade nos permite responder as duas ultimas
questoes. O modelo mateméatico deve portanto estabelecer a relagao entre as vendas
e a resposta da publicidade. Esta relacao permite que o tamanho e alocacao 6tima do
orcamento em publicidade possa ser determinado.

Na andlise de campanhas publicitdrias, Vidale e Wolfe [8] sugerem que a interagao de

vendas e publicidade podem ser descritos em termos de trés parametros:
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1. O decaimento constante das Vendas («)
2. O nivel de saturagao (constante M)
3. A resposta constante (o termo da constante r )

A seguir descrevemos cada um destes parametros e sua contribuicao na modelagem

matematica da propaganda de produtos.

3.1 O decaimento constante das vendas

Na auséncia de publicidade, as vendas tendem a diminuir por causa de produtos obsole-
tos, introducao no mercado de novos produtos ou de produtos consolidados, competicao
publicitaria, etc. Sob condigoes do mercado relativamente constante, a taxa de diminuicao
é, em geral, constante: isto é, um percentual constante das vendas sao perdidos a cada

periodo de tempo. Considerando:
S(t): vendas de um produto (em unidades monetérias) no tempo t,
a taxa de variacao instantanea das vendas em relacao ao tempo,

a: taxa de decaimento constante das vendas (a > 0),

obtém-se o problema de valor inicial que descreve a evolugao das vendas na auséncia de

publicidade:
ds(t)
(3.1)
S0) = S

Adimensionalizamos (3.1), o que permite analisar o modelo independente de qual unidade

monetaria é considerada. Fazendo,

(3.2)
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temos que

) _ du(t)
B = 5 T (3.3)
| v(0) = 55(2)2:2—221

Substituindo (3.3) em (3.1) e cancelando o termo Sy obtemos o problema de valor inicial

adimensionalizado:

du(t)
—— = —a-v(t), t>0
dt (t) (3.4)
v(0) =1
Multiplicando (3.4) pelo fator integrante, obtemos:
d[e*v(t)]

=0
dt

Integrando entre 0 e t resulta,

/T e () = 0

=0

Logo,

e v(t) — e*%v(0) = 0

=  eM@t)-1=0
Portanto, a solucao de (3.4) é:

v(t) = e ™, t>0 (3.5)
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Figura 3.1: v(t) = e=**: o = 0,005 (linha pontilhada), a = 0,06 (linha trago-ponto),

a = 0,24 (linha tracejada), a = 0,90 (linha sélida)

Na Figura 3.1 se apresenta a solugao adimensionalizada v(t) de (3.5) para vérios valores

da taxa de decaimento a. Observa-se nesta figura,

i)

ii)

Para valores de a muito pequenos, como em « = 0,005 (linha pontilhada), observa-
se um decaimento muito lento no nivel de vendas. Isto é observado em mercados
nao competitivos, em monopélios, em produtos bem tradicionais, ou em produtos
de primeira necessidade com um numero limitado de fornecedores. Em cidades que
contam com poucas linhas aéreas e onde voar é o principal modo de deslocar-se a
outras cidades, o precos das passagens ¢ usualmente mais caro que em outras cidades
onde a competicao entre as empresas ¢ maior e onde outros médios de transporte

mais baratos sao disponiveis.

Para valores de a bastante maiores, como em a = 0,90 (linha sélida), observa-se
um decaimento muito rapido no nivel de vendas. Isto é observado em produtos que
se tornam rapidamente obsoletos, ou em mercados altamente competitivos. Uma
nova linha de calgado tende a ficar rapidamente obsoleto, enquanto um novo tipo

de refrigerante tera que competir com produtos consolidados no mercado.

Em geral, as vendas v(t) de (3.5) apresentam um decaimento exponencial, quanto

maior a taxa de decaimento mais rapido decaem as vendas, e quanto menor a taxa
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de decaimento, o decaimento nas vendas é menor. Para o = 0,06 (linha trago-
ponto) observa-se que as vendas decaem a 40% em 20 periodos de tempo, enquanto
este percentual é atingido em somente 5 periodos de tempo para o = 0,24 (linha

tracejada).

3.2 O nivel de saturacao

Se um produto é colocado em uma promocao por uma campanha publicitaria as vendas
tendem a aumentar até atingir um nivel maximo e em seguida comecar a diminuir. Assim,
observa-se uma interacao entre o investimento em publicidade e o nivel das vendas, a qual
¢ representada por um segundo parametro chamado nivel de saturacao, M. Este nivel
pode ser definido como o limite pratico de vendas que pode ser gerada. O nivel de
saturagao, também, depende nao s6 do produto que estd sendo promovido, mas também
no meio publicitario onde estd sendo utilizado, pois representa a fragao do mercado que a
campanha publicitaria pode capturar. Ele pode, muitas vezes, ser levantada por histéricos
de vendas, estudos e pesquisas de mercado e ainda por analise dos resultados de outros

meios de publicidade.

3.3 A resposta constante

Além do decaimento constante a e do nivel de saturacao M, precisamos de um terceiro
parametro para descrever o comportamento de vendas de um produto.

Define-se a Resposta Constante r (ver [8]) como as vendas geradas por unidade monetaria
(real, ddlar, etc.) investido em publicidade quando S = 0.

Observa-se que o ntmero de novos clientes que sao potenciais compradores diminui a
medida que as vendas se aproximam do nivel de saturacao. Quando a publicidade é
dirigida indistintamente a ambos os clientes e nao-clientes, a eficicia de cada unidade
monetaria investido em publicidade na obtencao de novos clientes também diminui com

o aumento das vendas.
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3.4 O modelo

Quanto maior o nivel de saturacao M, menor serd a eficiéncia de cada unidade investido
em publicidade. De outro lado, quando as vendas estao em um nivel S, a eficiéncia de cada
unidade monetéria investida em publicidade é diretamente proporcional ao grau de nao
saturagao do mercado, isto é a (M — S). Logo, as vendas geradas por unidade monetaria

investida em publicidade, quando as vendas estao em um nivel S, é dado por:

, (MM—‘S) (3.6)

Considerando que o aumento nas vendas é proporcional ao investimento em publicidade
P(t) e ao grau de nao saturagao do mercado, e que na auséncia de publicidade a variagao

nas vendas decaem proporcionalmente a esta, obtém-se o modelo matematico:

BO gy er - HSD)g
(3.7)
S(0) = S,

Esta equac@o tem a seguinte interpretagao: o incremento na variagao das vendas dS/dt,
é proporcional ao investimento em publicidade P(t), para alcancar a fracao de clientes
potenciais, (M — S)/M, menos o ntimero de clientes que estao sendo perdidos, «.S.

Reordenando termos o problema de valor inicial (3.7) pode-se escrever como:

%EQJF(O[JFT.%)S@ — r P(t), >0
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3.5 Adimensionalizacao do modelo

Fazendo: ) S(0)
) = 22
o = =
P(t
oy = 20 (3.9)
m — %
( S,
resulta,

S(t) = Spv(t)
(3.10)
M = Sym
Pt) = Sop(t)
| w0) = %O):g—zﬂ

Substituindo (3.10) em (3.8) obtém-se o problema de valor inicial adimensionalizado:

dt m

WO (o 20
+(a+r ) (t) p(t), t>0 (3.11)

v(0) = 1
Consideremos que a publicidade p(t) é aplicada no periodo 0 <t < T, e apds este peiodo

ela é retirada. Isto ¢, p(t) tem a forma:
p(t) = : (3.12)

3.6 Integracao do Modelo para 0 <t < T

Para 0 < ¢t < T, a substituigdo da fungao publicidade p(t) = pg no problema de valor
inicial (3.11), resulta na equagao diferencial linear ndo homogénea com coeficientes cons

tantes:
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du(t
—v<)+<a—|—r-@>v(t) = 7r-po, 0<t<T

dt m
(3.13)
v(0) = 1
Multiplicando a equagao (3.13) pelo fator integrante e’*, onde
c=a+r-2 (3.14)
m
resulta
d(ev(t
) o
Integrando entre 0 e t,
T=t T=t
/ d(e’™v(T)) =1 po - / e’7dr,
7=0 =0
temos
eto(t) — 1= @(e"t —1).
o
Colocando em evidéncia v(t), temos a solugao no intervalo [0, 7):
rBPy\ _,¢ . TPo
vt)=(1——|e 7+ —, 0<t<T (3.15)
o o

3.7 Integracao do modelo parat > T

Para t > T, a substitui¢ao da fungao publicidade p(t) = 0 no problema de valor inicial

(3.11), resulta na equacao diferencial linear homogénea com coeficientes constantes:

dv(t)
dt

Multiplicando pelo fator integrante e* e integrando temos,

av(t) =0, t>T. (3.16)

v(t)=C-e ™, t>T. (3.17)
A constante de integracao C' é determinada assumindo a continuidade na solugao v(t):

lim v(t) = lim v(t) = v(7T).

t—T+ t—T—
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De (3.15) e (3.17) temos,

C-e T =y(T) = (1 - —) el 4 10

Logo,

Substituindo a constante C' em (3.17) obtém-se a solucao para ¢t > T

o o

P,
v(t) = Kl — T—°> el 4 @} e R N (3.18)

Portanto, de (3.15) e (3.18) obtém-se a solugao geral de (3.11) e (3.12):

( P,
(1—u)e—at+@, 0<t<T
g g

v(t) = (3.19)

3.8 Simulagoes numéricas

Denotando Ip a variagao nas vendas devido ao investimento em publicidade, ela é descrita

pelo segundo termo da equagao (3.7):

M — S(t
Dividendo esta equagao por Sy, temos:
(% _ w)
Z(t):]P(t):TP(t) SO SO
b So So M
So
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onde,i,(t) é a adimensionalizagdo de Ip(t). Usando as varidveis adimensionalizadas em

(3.10) resulta:
(m —v(t))

(1) = ple) -

Obtém-se uma estimativa para r, colocando em evidencia este termo:

ip(t)-m
p(t) - (m —w(t))

Para ter uma aproximacao do valor da resposta constante r, consideramos

r =

e as vendas igual ao valor inicial v(t) = v(0) = 1,

o nivel de saturacao igual a 80% a mais do valor inicial, isto é, m = 1, 80,

o investimento em publicidade, igual a 10% do valor inicial, ou seja, p = 0, 10,

e a expectativa do ganho nas vendas pelo efeito da publicidade igual a 60% do valor

inicial, isto é, i,(t) = 0, 60.

Com estes valores, uma aproximacao de r é:

0,60 x 1,80

" 0,10 x (1,80 — 1)

=13, 50.

Para cada conjunto de valores de m, p(t), v(t), i,(t) obtém-se um valor de 7.
Nas simulagoes numéricas fixaremos os valores de m = 1,80, pg = 0,10 e T" = 2, enquanto
vérios valores de « e r serao considerados. A solugao v(t) em (3.19) é implementada no

Matlab cujo codigo fonte é descrito a seguir:

clear;

ti=0;

tf=6;

a=/ti:0.1:tf];

T=2;

n=size(a);
aT=1+ti+(n(2)-n(1))*T/tf;
v0=1;

v(1)=v0;

p0=0.10;
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m=1.8;

alfa=0.1;
for j=1:2
if(j==1)
r=15;
else
r=0;
end

sigma=alfa+r*p0/m;
for i=2:n(2)
if(i<=aT)
v(i)=(v0-r*p0/sigma) *exp(-sigma*a(i))+r*p0/sigma;
else
p(i)=v(aT)*exp(-alfa*(a(i)-a(aT)));
end
end
plot(a,v)
hold on
end
z=M*ones(size(a));
line(a,z)

Na Figura (3.2) se apresenta a evolucao das vendas com publicidade para @ = 0,1 e
r = 15 (linha sélida) e a evolugdo das vendas sem publicidade para a = 0,1 e r = 0.
A linha horizontal pontilhada representa o nivel de saturacao m = 1,8. O tempo de
aplicagao da publicidade é T' = 2 unidades de tempo. Observa-se que durante a aplicacao
da campanha publicitaria as vendas crescem até 50%, logo apds as vendas decrescem
seguindo a taxa de decaimento o. As vendas sem aplicacao de publicidade r = 0 decrescem
instantaneamente. Neste caso um investimento de 10% conseguem aumentar as vendas

significativamente.
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Figura 3.2: v(t) com investimento em publicidade para T' = 2, o = 0,1 com r = 15 (linha

sélida) e v(t) sem investimento em publicidade para aw = 0,1 e r = 0 (linha tracejada).

T T T T
1.8

T
P00 000000000000 0000000000000000000000000000000000000000000000

v(t)

0.4}

0.2}

Figura 3.3: v(t) com investimento em publicidade para T'= 4, a = 0,1 com r = 15 (linha

sélida) e v(t) sem investimento em publicidade para o = 0,1 e r = 0 (linha tracejada).

Na Figura (3.3) aumentamos o tempo de investimento para 7' = 4 e mantemos todos
os outros valores. Observa-se que as vendas seguem crescendo, agora para 60%, logo apds

inicia-se o decaimento das vendas. Neste caso, tempos maiores de investimento em publi-
cidade geram acréscimos maiores nas vendas.
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Na Figura (3.4) aumentamos a resposta constante para r = 30, mantemos fixo o =
0,1 e o tempo de investimento em T = 2. Observa-se, que as vendas aumentaram em
duas unidades de tempo para aproximadamente 65%. Em geral, acréscimos na resposta

constante implicam em acréscimos nas vendas.

2 T T T T T

18 P-000000000000000000000000000000000000000000000000000000000009

v(t)

0.2F 4

Figura 3.4: v(t) com investimento em publicidade para T'= 2, & = 0,1 com r = 30 (linha

sélida) e v(t) sem investimento em publicidade para a = 0,1 e = 0 (linha tracejada).

Na Figura (3.5) diminuimos a taxa de decaimento para o = 0,01, mantemos a resposta
constante em r = 30 e o tempo de investimento em 7" = 2. Observa-se, que as vendas
aumentaram em duas unidades de tempo para aproximadamente 75%, logo apds ela decai
muito lentamente segundo o valor pequeno da taxa de decaimento. Em geral, diminuicao

da taxa constante de vendas implica em acréscimos nas vendas.

Na Figura (3.6) simultaneamente diminuimos a taxa de decaimento para a = 0,001 e
aumentamos a resposta constante para r = 50 e o tempo de investimento em T = 2.
Observa-se, que em duas unidades de tempo as vendas aumentaram para o nivel de
saturacao de 80%, logo apds ela se manter neste nivel devido a a taxa de decaimento
¢ muito pequena. Em geral, a diminuicao simultanea da taxa de decaimento e o aumento

da taxa constante de vendas implica em acréscimos nas vendas. Observa-se que devido a
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Figura 3.5: v(t) com investimento em publicidade para T' = 2, o« = 0,01 com r = 30 (linha

sélida) e v(t) sem investimento em publicidade para o = 0,1 e r = 0 (linha tracejada).

pequena taxa de decaimento, investir em publicidade por mais periodos de tempo significa

gasto sem beneficio adicional. Neste caso, os clientes potenciais sao agora clientes cativos.

2 T T T T T

1.8600000000000 080 AN ttutttatttatttebtbtallllllllllllllol bbbl Bl

v(t)

0.8 b

0.6 b

0.4f : : : :

0.2F 4

Figura 3.6: v(t) com investimento em publicidade para T' = 2, a = 0,01 com r = 30 (linha

sélida) e v(t) sem investimento em publicidade para a = 0,1 e = 0 (linha tracejada).
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Na Figura (3.7) aumentamos a taxa de decaimento para a = 0,90, mantemos a res-

posta constante para r = 15 e o tempo de investimento em 7" = 2. Observa-se, que em
duas unidades de tempo as vendas diminuem em 10%. Entretanto, o investimento em

publicidade impede que as vendas decaiam em 90% em duas unidades de tempo.

18

16}

.............................................................

14r

121

v()

Figura 3.7: v(t) com investimento em publicidade para T' = 2, o = 0,90 com r = 15 (linha

sélida) e v(t) sem investimento em publicidade para o = 0,1 e r = 0 (linha tracejada).

Observa-se nas simulagoes numéricas que a evolucao nas vendas depende principal-

ponto de vista analitico.

dividindo a equagao (4.20) por r temos:

mente da resposta constante associada ao investimento em publicidade e a taxa de de-

caimento exponencial. Na préoxima seccao sera analisado este comportamento desde um

3.9 A solucao estacionaria

Considerando a variagao temporal dv(t)/dt = 0 na equagao (3.11) obtém-se:

(o + r.P(t)

m

() =

r.P(t), t>0

(3.20)



colocando em evidéncia as vendas v(t) tem-se:

P(t)
v(t) = Ty
5+ )
Asseguintes situacoes sao observadas:
1) Se a/r — 0, entao v(t) ~ ];(f)) = m. Ou seja, se a for extremamente menor que

m

r, significa que o investimento em publicidade é muito maior que a taxa de decai-
mento, logo percebemos que as vendas se aproximam do nivel maximo de saturagao,

que na pratica é o ponto mais alto das vendas. Isto pode ser observado na figura (4.6)

Se a/r — o0, etao v(t) = 0. Isto é, se a taxa de decaimento é muito maior que
o invertimento em publicidade as vendas tendem a cair para zero. Entretanto, no

periodo investido, este decaimento é diminuido como mostra a figura (4.7)

Em geral o comportamento das vendas é caracterizadas pala relacao entre a taxa de

decaimento « e a resposta constante r, ou seja, a/r.
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Capitulo 4

Um Modelo Economico com

Dinamica de 22 Ordem

Neste capitulo é feita a modelagem de um Modelo Econoémico que considera um balanco
entre o consumo e a procura de um bem. Denotado por um periodo de tempo t, tais

como:
e u(t): a produgao;
e ¢(t): o consumo;
e i(t): o investimento;
e D(t): a procura de bens;

e g(t): o nivel de gasto, tais como gasto do governo.

Definicao 4.1. Uma economia ¢ dita fechada se toda a sua producao é consumida ou

investida na propria economia. Isto é, se
u(t) = c(t) +i(t). (4.1)

Uma economia é dita ndo fechada se toda a sua producao nao é consumida ou investida

na propria economia. [
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Um exemplo de uma economia nao fechada é quando consideramos injegoes externas de

capitais, tais como gasto do governo. Neste caso temos que,
u(t) = c(t) +i(t) + g(t) (4.2)

O que indica que a produgao aumenta com a aplicagao externa de capitais g(t), com isso

podemos considerar trés hipoteses:

Hipétese 4.1. Assumimos que o consumo aumente proporcionalmente a producao, isto
é:

c(t) = d.u(t) (4.3)
onde, d > 0 ¢ a constante de proporcionalidade, o qual indica a propen¢ao marginal para

consumir. J

Considerando,

d=(1-ys) (4.4)

temos que,

c(t) = (1 — s)u(t) (4.5)

onde, s > 0 indica a propenc¢ao marginal para poupar.
O objetivo é obter um balanco da economia de modo que a producao e a procura estejam
equilibradas, isto é:

D(#) = u(t) (4.6)

Porém, na pratica, a produgao nao responde imediatamente a procura, existindo um
tempo de retardo r , associado ao desenvolvimento de uma nova empresa.
Para obter um balango na presenca de retardo [3], deve-se ajustar com antecedéncia a

producao e a procura. Considerando,
D(t)=(1—s)u(t —r)+i(t —r)+ g(t) (4.7)

onde os termos (1 — s)u(t — r) indicam o retardo na produgao e i(t — r) indica o retardo
no investimento. Nao consideramos retardo na injegao de capital g(t).

Com isso uma segunda hipdtese é considerada.
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Hipé6tese 4.2. Assumimos que, o investimento nao muda significativamente em um
periodo de tempo r, isto é:

i(t—r) =i(t).0 (4.8)

A equacdo (4.7) é uma equagao com retardo, logo para obter a relagdo no tempo
presente vamos aproximar os termos com retardo por uma aproximagao de Taylor. Esta
permite obter um modelo em equacgoes diferencias. Vale lembrar que se uma funcao ¢

infinitamente diferenciavel em uma vizinhanca do ponto a, em tao:

Flt—r) = f(t) = F/().(r) + %),W T fngi)rn ;.

No caso da aproximacao ser de primeira ordem, temos:

f(t=r) = f() = f(0)-(r) + %{@2

onde £ € (t—6,t+6) el ”(52)!(5)2 = 9J(r?) é o erro da aproximagao de primeira ordem

aplicando a aproximagao de Taylor de primeira ordem para i(t — r) temos,
ut —r) = u(t) —u'(t)r +9(r?) (4.9)

ou

ult —r) = ult) — ult)r. (4.10)
Substituindo a hipétese 2 (4.8), (4.10) em (4.7) resulta
D(t) = (1 — s)[u(t) —u'(t)(r)] + i(t) + g(t). (4.11)
Assumindo o balanco entre consumo e demanda como (4.6) obtem-se:
u(t) = D(t) = (1= s)[u(t) — o' (t)(r)] +i(t) + (1)
colocando em evidéncia a derivada de u(t) temos:
(1 —s)ru'(t) = —s.u(t) +i(t) + g(t) (4.12)

ainda que i(¢) ndo mude significativamente em periodo de tempo de ordem r, a producao
u(t) ndo é uma constante.

Uma politica plausivel de investimento é considerada na seguinte hipdtese.
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Hipétese 4.3. (Principio do Acelerador) Assumimos que o investimento i(t) é direta-

mente proporcional a taxa de varia¢do da producao u/(t), isto é:
i(t) = a.u'(t) (4.13)

onde a > 0, é a constante de proporcionlidade. []

Os retardos na implementacao de investimentos garante que a hipotese 3 esteja satis-
feita.

Em uma idealizagao, considera-se:
i'(t) =blau'(t) —i(t)], b>0 (4.14)

esta relagao se justifica no sentido da hipdtese (3), pois o termo au/(t) — i(t) = 0. Se é
assumido que av/(t) — i(t) ~ 0, entdo a variacao do investimento #'(t) é pequena, ou seja
(4.14) atua como fator de corre¢ao da hipdtese (3).

Derivando (4.12), temos:
(1—s) - ru’(t) = —sa'(t) +7'(t) + ¢(¢) (4.15)
substituindo (4.14) em (4.15) resulta,
(1—s) - ru(t) = —sa/(£) + blan/ (1) — i(1)] + ¢'(¢) (4.16)

ordenando esta equacao, obtem-se uma equacao diferencial de segunda ordem para o

modelo economico que considera o balango entre o consumo e a procura.
(1—s)-ru"(t) 4+ [s —b.a+ (1 — s)br]u'(t) + b.s.u(t) = b.g(t) + ¢'(t). (4.17)
Conhecido o consumo u(t), pode-se procurar o investimento #(¢) usando a equagao (4.14)
i'(t) + bi(t) = bau'(t) (4.18)

ou seja, deve-se resolver uma equagao diferencial linear de primeira ordem para i(t) e o

termo forgante bau'(t) é, neste caso, conhecido pela solugao de (4.17).
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Consideracoes Finais

Usualmente as aplicagoes das equacoes diferenciais sao realizas nas areas de fisica, en-
genharia, geofisica e economia. Entretanto, com o avancgo tecnolégico, dos recursos em
computacao novas abordagens estao sendo observadas nas diversas areas do conhecimento,
como a medicina, biologia e ciéncias humanas. Assim, neste Trabalho de Conclusao de
Curso foram modelados por equagoes diferenciais lineares dois problemas nas dreas de
economia e publicidade ou marketing, os quais nao sao usualmente abordados nos livros
universitarios desta area.

O primeiro modelo descrito neste trabalho foi em publicidade ou marketing, area pouco
explorada nos livros de equacgoes diferenciais. O objetivo é analisar a resposta nas vendas
pelo investimento em publicidade. A modelagem considerou varidaveis como as vendas,
investimento em publicidade, taxa natural de decaimento nas vendas, nivel de saturacao
e a resposta constate, a qual mede o incremento nas vendas por cada unidade monetaria
investida em publicidade. Este modelo é descrito por uma equacao diferencial de primeira
ordem com coeficientes constantes. O método do fator integrante foi usado para resolver
esta equagao, o qual foi descrito com detalhe no Capitulo 2.

Uma andlise tedrica do problema estaciondrio (eliminando o termo da derivada em relagao
ao tempo) mostra que o comportamento das vendas dependem da razao entre a taxa de
decaimento e a resposta constante. Quanto menor esta razao, o nivel de vendas no periodo
do investimento em publicidade aumentam até o nivel de saturagao, de outro lado, en-
quanto maior esta razao o decaimento das vendas dominam o investimento em publicidade.
Estes resultados sao confirmados por simulagoes numéricas realizadas no Matlab. Nesta
simulagoes é observado que se a razao entre a taxa de decaimento e a resposta constante
for muito pequena, as vendas aumentam rapidamente até o nivel de saturagao e logo elas
decaem muito lentamente. Isto implica que neste caso é suficiente aplicar investimento

em publicidade por este curto periodo de tempo, e logo retirar o gasto em publicidade,
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pois os consumidores potenciais sao agora consumidores fieis a este produto.

Outro caso particular observado nas simulagoes numéricas, é quando a razao entre a taxa
de decaimento e a resposta constante ¢ muito grande. Neste caso, as vendas diminuem
a uma taxa menor que a taxa de decaimento natural do produto. O investimento em
publicidade consegue amortecer a quedas nas vendas, o que permite a empresa tomar
decisoes sobre continuar comercializando ou nao este produto.

No segundo modelo, abordamos um modelo de economia aberta, na qual a producao
depende do consumo, investimento, e o nivel de gastos. Assume-se que o consumo é
proporcional a producao e procura-se o equilibrio entre procura e producao. Como na
pratica a producao nao responde imediatamente a procura existe um tempo de retardo o
qual deve-se considerar para ajustar o balanco entre procura e produgao. Considerando
o tempo de retardo na producao e no investimento, este modelo de economia aberta é
descrito por uma equacao algébrica, onde os termos dependem do tempo atual e do tempo
de retardo. Neste trabalho, a equacao algébrica é transformada para uma equacao dife-
rencial de segunda ordem. Esta transformacao de equacao algébrica a equacao diferencial
é realizada usando séries de Taylor aos termos de producao e investimento com retardo.
O objetivo principal neste caso, foi a modelagem da economia aberta, a solucao desta
equacao é simples, sendo parcialmente descrita no capitulo 2 para o caso geral de uma

equacao diferencial de segunda ordem.
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