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”Sabendo os fariseus que Jesus reduzira ao
silencio os saduceus, reuniram-se e um deles,
doutor da lei, fez-lhe esta pergunta pra po-lo
a prova:” Mestre, qual é o maior mandamento
da lei? "Respondeu Jesus: Amaras o Senhor
teu Deus de todo o seu coragao, de toda tua
alma e de todo teu espirito (Deut 6,5). Este
¢ o maior e o primeiro mandamento. E o
segundo, semelhante a este é: Amaras teu
proximo como a ti mesmo (Lev 19,18). Nes-
ses dois mandamentos se resumem toda a lei
e os profetas”.

(Mateus 22:34,40)
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Resumo

Neste trabalho estudamos alguns resultados béasicos do conjunto dos ntimeros complexos,
este porém, sao usados para o desenvolvimento das operagoes elementares dos quatérnios
0S quais sao uma extensao dos complexos, juntamente com o octonios que por sua vez é
uma extensao dos quatérnios, onde ambos se diferenciam e sua algebra sendo os quatérnios
4-dimensional e os octonios 8-dimensional, que ao decorrer do seus processos histéricos
foram desenvolvidos respectivamente por Sir William Rowan Hamilton e Arthur Cayley,
assim o objetivo deste ¢ estabelecer a similaridade entre os complexos os quatérnios e
octonios.
Palavras-chaves:O Conjuto dos Complexos, os Quatérnios e os Octonios.

vil



Abstract

In this work we studied some basic results of the group of the complex numbers, this
however, they are used for the development of the elementary operations of the quatérnios
which are an extension of the compounds, together with the octonios that is an extension
of the quatérnios for his/her time, where both they differ and his/her algebra being the
4-dimensional quatérnios and the 8-dimensional octonios, that when elapsing of their
historical processes they were developed respectively by Sir William Rowan Hamilton
and Arthur Cayley, like this the objective of this is to establish the similarity among the
compounds the quatérnios and octonios.
Word-keys:O Conjuto of the Compounds, Quatérnios and Octonios.
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Capitulo 1

Introducao

Ao longo da historia, varios matematicos se depararam com problemas no quais
resultavam em raizes quadradas de nimeros negativos. O primeiro que se tem registro
encontra-se na obra ” Estereometria”de Heron de Alexandria (aprox. 50 a.C a 50 d.C). No
entanto, foi somente no periodo renascentista que Rafael Bombelli, nascido em Bolonha
na Italia no ano de 1526 e engenheiro hidraulico por profissao, abriu os caminhos para
este novo ramo da matematica; ele demonstrou a insuficiéncia dos niimeros reais através

do estudo de uma solucao para uma equagao cibica.

Figura 1.1: Rafael Bombelli (1526 - 1572)
Fonte: http://www.wga.hu/art/b/bombelli/portrait.jpg

Além disso, Bombelli idealizou oito regras fundamentais para o célculo com raizes
quadradas negativas, que, em notagdes atuais, podem ser expressas por (—i)(—i) = —1;
ele também criou a regra para a soma de dois ntimeros da forma a 4+ \/—1. Posterior
ao feito de Bombelli, alguns matematicos juntaram-se a atormentada e triunfante mar-
cha dos numeros imaginarios, destacaram-se com suas contribuicoes para desvendar os
nimeros complexos nomes tais como: Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716); Leonhard
Euler (1707 - 1783); Caspar Wessel (1745 - 1818), que foi o primeiro a representar, sig-
nificantemente, nimeros complexos como pontos no plano e iniciou uma representacao
tridimensional; Jean Robert Argand (1768 - 1822), que também elaborou uma repre-

sentacao geométrica para os numeros complexos; Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) e
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Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857). Segundo GARBI (2007), a partir de entao ”esta-
vam lancadas as bases para o desenvolvimento de um gigantesco ramo da matematica,
com infindaveis aplicagoes praticas”.

O conceito de niimero complexo teve um desenvolvimento gradual. Comecaram a ser
utilizados formalmente no século XVI em férmulas de resolugao de equagoes de terceiro e
quarto grau.

Os primeiros que conseguiram dar solugoes a equacoes cibicas foram Scipione del Ferro
e Tartaglia. Este ultimo, depois de ter sido alvo de muita insisténcia, passou os resultados
que tinha obtido a Girolamo Cardano, que prometeu nao divulga-los. Cardano, depois de
conferir a exatidao das resolucoes de Tartaglia, nao honrou sua promessa e publicou os
resultados, mencionando o autor, em sua obra Ars Magna de 1545, iniciando uma enorme
inimizade.

Um problema inquietante percebido na época foi que algumas equagoes (as equagoes
que tem trés raizes reais, chamadas de casus irreducibilis) levavam a raizes quadradas de
nimeros negativos.

No inicio, os niimeros complexos nao eram vistos como nimeros, mas sim como um
artificio algébrico util para se resolver equagoes. Descartes, no século XVII, os chamou
de numeros imaginarios. Abraham de Moivre e Euler, no século XVIII comecaram a
estabelecer uma estrutura algébrica para os nimeros complexos. Em particular, Euler
denotou a raiz quadrada de -1 por i. Ainda no século XVIII os ntmeros complexos
passaram a ser interpretados como pontos do plano (plano de Argand-Gauss), o que
permitiu a escrita de um niimero complexo na forma polar. Com isso, conseguiu-se calcular
poténcias e raizes de modo eficiente e claro.

Depois que Euler mostrou que as equacoes do tipo

tinham n solugoes e os matematicos passaram a acreditar que toda equacao de grau n
deveria ter n raizes complexas. Varios mateméticos tentaram provar esta conjectura e
Jean le Rond d’Alembert publicou, em 1746, algo que considerou uma prova deste fato.
Entretanto um jovem matematico mostrou que tal prova era insatisfatoria e iluséria”e
apresentou uma demonstracao correta.

Este matemaético foi Johann Carl Friedrich Gauss (ou GauB}) nasceu no dia 30 de Abril
de 1777 em Braunschweig, e morreu no dia 23 de Fevereiro de 1855 em Gottingen, foi
um matematico, astronomo e fisico alemao. Conhecido como o principe dos matematicos,

muitos o consideram o maior génio da historia da matematica.
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Figura 1.2: Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855)
Fonte:http://physweb.bgu.ac.il/COURSES
/PHYSICS2IndstMngmnt/2008B /indexfiles/CarlFriedrichGauss.jpg

Aos 21 anos, em 1799, Gauss apresentou o que ainda hoje é considerado a maior
tese de doutorado em Matematica de todos os tempos. Nela Gauss demonstrou que o
conjunto dos nimeros complexos ¢ algebricamente fechado. Este resultado é conhecido
como teorema fundamental da algebra, cuja denominacao foi dada pelo préprio Gauss.
Esse teorema afirma que: Toda equacao polinomial de coeficientes reais ou complexos tem,
pelo menos, uma raiz complexa.Uma consequéncia deste teorema é que todo polindmio
de grau n pode ser decomposto em um produto de n fatores lineares complexos, 0s quais
serao apresentado no capitulo dois com suas defini¢oes e resultados basicos.

No capitulo trés serao apresentados o estudo dos Quaternioes que é uma extencao
do conjunto dos ntmeros complexos, os quatérnios foram inventados em 1843 pelo ma-
temético irlandes Sir William Rowan Hamilton, a partir dos trabalhos dos matemaéticos
Carl Friedrich Gauss e Leonhard Euler. Hamilton nasceu em Dublin no ano de 1805, e
aos cinco anos de idade ja era capaz de ler Latim, Grego e Hebraico. Ele entrou para
o Trinity College Dublin no ano de 1823, e embora ainda fosse graduando foi, em 1827,
nomeado professor de astronomia da universidade e diretor do Dunsink Observatory com
o titulo Royal Astronomer of Ireland. Foi nomeado cavaleiro em 1835 e presidiu a Royal
Irish Academy de 1837 a 1845. Ele morreu no ano de 1865 em Dunsink.

Figura 1.3: Sir William Rowan Hamilton (1805 - 1865)
Fonte: http://www.theword.ie/cms/uploads/hamiltonportrait-web.jpg
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Hamilton estudava desde 1830 a interpretacao geométrica da aritmética dos nimeros
complexos no plano e procurava obter resultados andlogos no espaco a trés dimensoes.
Em 1833, obteve como resultado que os niimeros complexos formam uma dlgebra de pares
ordenados de ntimeros reais. Sir William Rowan Hamilton tentou estender este conceito a
triplos de niimeros, com um real e dois imaginarios. Por mais de um década, esta questao
preocupou Hamilton.

Uma das motivacoes de Hamilton para procurar niimeros complexos tridimensionais,
era encontrar uma descricao de rotagoes no espago, analoga ao caso complexo, onde a
multiplicagao corresponde a uma rotacao e a uma mudanca de escala. No dia 16 de
Outubro de 1843, enquanto passeava no Royal Canal em Dublin, Hamilton apercebeu-
se que seriam necessarios quatro nuimeros para descrever uma rotagao seguida de uma
mudanca de escala: um ntmero correspondente a mudanga de escala, outro niimero para
indicar o angulo de rotacao e os dois restantes para indicar o plano de rotacao, encontrando
assim a solucao para o problema. Introduzindo uma estrutura nao comutativa, Hamilton

encontrou um fecho para a multiplicagao de ntimeros da forma

w+1x + jy + k2

e chamou aos seus niimeros complexos em R*, quaternioes. Entusiasmado com a desco-
berta, Hamilton gravou, nessa altura, a formula fundamental da algebra dos quaternioes,
numa pedra da ponte de Brougham (hoje com o nome de Broom Bridge). Nenhum sinal
desta gravagao pode ser encontrado hoje, mas foi erguida uma placa no local, em 1956,
comemorando a descoberta e exibindo a férmula.

Na Royal Irish Academy, Hamilton apresentou uma teoria detalhada de um sistema
algébrico nao comutativo e publicou um conjunto de resultados, que deram origem, em
1853, ao livro: ”Lectures on Quaternions: containing a systematic statement of a new
mathematical method”. Este é, historicamente, o primeiro exemplo de uma algebra nao
comutativa que nasceu subitamente e abriu as portas da dlgebra abstrata.

Hamilton dedicou o resto da sua vida a desenvolver aplicacoes dos quaternioes a ge-
ometria, mecanica e fisica. Nesse periodo introduziu termos como vector, versor, tensor,
escalar, que sao familiares nos nossos dias. Como resultado deste trabalho foi ainda edi-
tado em 1866, a titulo péstumo, pelo seu filho William Edwin Hamilton, um trabalho em
dois volumes: Elements of Quaternions.

O préprio Hamilton introduziu em 1853, nas suas Lectures on Quaternions, quaternioes
com coeficientes complexos, os Biquaternioes. Nesse mesmo texto, desenvolveu, ainda,
uma nova generalizacao que ja tinha iniciado num artigo nos Transactions of Royal Irish
Academy, em 1848: os Numeros Hipercomplexos.

Face ao grande contributo dado por Hamilton, a Irlanda tem ao longo do tempo,

prestado homenagem ao seu ilustre matematico e cientista, que passou grande parte da
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sua vida em Dublin. Em 1943, aquando do centendrio da descoberta dos quaternioes,
foi emitido um selo comemorativo com a féormula fundamental dos quaternices. Em
2005,celebrou-se o bicentendrio do nascimento de William Rowan Hamilton e o governo
Irlandés dedicou-lhe o ano, proclamando-o como: ”"Hamilton Year 2005: Celebrating Irish
Scienceand Technology”. Neste enquadramento, dois simbolos emblematicos foram pro-
duzidos: um selo comemorativo e uma moeda de colecao que representa a linguagem
simbdlica desenvolvida por Hamilton.

Em 1843, Graves descobriu uma algebra nao associativa com oito elementos de base,
os octonioes, e publicou o seu trabalho em 1848, essa descoberta se da devido a perda da
propriedade comutativa da multiplicacao para sistemas numeéricos, ela foi de particular
importancia para as sucessivas investigagoes que levaram a essa grande descoberta. Os
octonides foram descobertos também, em 1845, pelo matematico inglés Arthur Cayley
(*1821 -11895) sendo também conhecidos como niimeros de Cayley.Que serao retratada no
capitulo quatro, onde é abordado sua resenha histérica, sua construgao e em particular, sao
definidas sua principais operagoes e no capitulo cinco apresentaremos algumas aplicagoes

dos Quaternioes e dos Octonios, finalmente concluimos com as consideracoes finais.
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Capitulo 2
Definicoes Prévias

Apresentaremos neste capitulo as definigoes e conceitos baseado em [1] que serdao ne-
cessdrios para a fazermos a similaridades dos complexos com os Quaternioes e os Oc-

tonioes sendo apresentados nos capitulos trés e quatro respectivamente.

Os Numeros Complexos

2.1 Construcao dos Complexos

A Aritmética e a Geometria tiveram origens independentes, mas com o tempo foram
sendo descobertas relacoes entre niimeros e formas. A idéia de empregar sistemas de
coordenadas para definir posi¢oes de pontos no plano e no espaco ja havia sido utilizada
no século III a.C. por Apolonio, em seus trabalhos sobre seccoes conicas. Entretanto, foi
na primeira metade do século XVII que os geniais matematicos franceses Pierre de Fermat
e René Descartes inventaram, independentemente e quase simultaneamente, o que hoje
conhecemos por Geometria Analitica. Fermat nao se preocupou em publicar suas ideias,
ao contrario de descartes que, no apéndice de seu mais famoso livro Discurso Sobre o
Método de Bem Utilizar a Razao e de Encontrar a Verdade nas Ciéncias, publicado
em 1637, escreveu um trabalho denominado La Geometrie, que é considerado a pedra
fundamental da Geometria Analitica.

Com o dominio da geometria Analitica Descartes estudou, entre outras coisas, as
equacoes algébricas. Em uma passagem do Discurso do Método Descartes escreveu a
seguinte frase: Nem sempre as raizes verdadeiras positivas) ou falsas (negativas) de uma
equagcao sao reais. As vezes elas sio imaginarias”.

Por esse motivo, até hoje o nimero v/—1 é chamado de nimero imaginario, termo
que se consagrou juntamente com a expressao “numero complexo”. Infelizmente, sao
designacoes um tanto inadequadas e subjetivas para objetos matemaéticos.

Depois de Bombelli, em 1530, outros personagens importantes da Historia da Ma-

tematica deram contribuigoes ao desenvolvimento da teoria dos niimeros complexos, den-
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tre os quais o matematico francés Abraham de Moivre, amigo de Isaac Newton, e também
os irmaos Jacques e Jean Bernoulli. Mas quem fez o trabalho mais importante e decisivo
sobre o assunto foi Euler.

Dentre as intimeras contribui¢oes de Euler foi notavel seu empenho na melhoria da
simbologia. Muitas das notacoes que utilizamos hoje foram introduzidas por ele. Dentre
as representacoes propostas por Euler destacamos o i substituindo v/—1. Euler passou
a estudar nimeros da forma z = a + bi onde a e b sao ntimeros reais e i = —1. Esses
nimeros sao chamados de nimeros complexos.

Um ntimero complexo é um nimero z que pode ser escrito na forma z = a + bi, em
que a e b sao numeros reais e i denota a unidade imaginaria. Esta tem a propriedade
i? = —1. Onde a e b sao chamados respectivamente parte real e parte imaginéria de z.
O conjunto dos nuimeros complexos, denotado por C | contém o conjunto dos nimeros
reais. Munido de operacoes de adicao e multiplicacao obtidas por extensao das operagoes
de adicao e multiplicacao nos reais. Assim, podemos definir C como:

C= {z|z=a + bi, a,b € R}, onde z é o nimero complexo.

2.1.1 Conjunto dos Numeros Complexos

Chama-se conjunto dos niimeros complexos, e representa-se por C, o conjunto dos
pares ordenados de niimeros reais para os quais estao definidas as operacoes de igualdade,
a adicao e a multiplicagao.

E usual representar-se cada elemento (x,y) € C com o simbolo z, portanto:

z2€C& z=(z,y),sendo z,y € R

2.1.2 Operacgoes com Pares Ordenados
Seja R o conjunto do niimeros reais. Consideremos o produto cartesiano RxR = R
R?={(z,y)|z,y € R}

isto é, R? ¢ o conjunto do pares ordenados (z,%y) em que x,y sao ntimeros reais.

Tomamos dois pares ordenados, (a,b) e (c,d), de R? para trés definicoes importantes:

e Igualdade: dois pares ordenados sao iguais se, e somente se, apresentarem primeiros

termos iguais e segundo termos iguais.

(a,b)=(c,d) & a=ceb=d

e Adigao: chama-se soma de dois pares ordenados a um novo par ordenado cujos
primeiros e segundo termos sao, respectivamente, a soma dos primeiros e a soma

dos segundos termos dos pares dados.
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(a,b)+(c,d) = (a+¢,b+d)

Multiplicagao: chama-se o produto de dois pares ordenados a um novo par orde-
nado cujo primeiro termo é a diferenga entre o produto dos primeiros termos e o
produto dos segundos termos dos pares dados e cujo segundo termo é a soma dos

produtos do primeiro termo de cada par dado pelo segundo termo do outro.

(a,b)-(¢,d) = (ac—bd, ad + bc)

Propriedade da Adigao

A operagao de adigao em C verifica as seguintes propriedades:
Propriedade Associativa
(z1+29) + 23 =21 + (22 4+ 23), V 21, 29, 23 € C
Propriedade Comutativa
21+ 20 =29+ 21,V 21, 20 € C
Existéncia do Elemento Neutro

Je, €Clz+e, =2z €C
Existéncia do Elemento Simétrico
V2eC,3 2 €Clz+72 =¢
Subtracao

Dados os complexos z; = (a,b) e 2z = (¢,d), 3z € C|z1 + 2 = 29,2 = 29 + 2].
Esse nimero z é chamado diferenca entre z5 e 2z; e indicado por zo — z; portanto:
29— 21 =20+ 21 = (¢,d) + (—a,—b) = (c—a,d — b)

Propriedade da Multiplicacao

A operacgao de multiplicacdao em C verifica as seguintes propriedades:

Propriedade Associativa

(Zl.ZQ).Z3 = Zl.(ZQ.Z3)7 Vzl, 29,23 € C

Propriedade Comutativa

Z1.29 = ZQ.Zl,VZl,ZQ S C

Existéncia do Elemento Neutro

Je, €Clze, =22z €C

Existéncia do Elemento Inverso

Vze CH3 2" eClz.2" = ey
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Divisao

Dados os complexos z; = (a,b) # (0,0) e 20 = (¢,d),3z € Clz1.2 = 29,2 = 25.27. Esse

nimero z é chamado quociente entre z, e z; e indicado por j—f portanto:

a b ca+db da—cb

22
L B R

"
2 = (ed L
21 22 = (e )(aQ + 02 a?+ b2

)

Propriedade Distributiva

Em C, a operacao de multiplicacao ¢ distributiva em relacao a adicao:

21.(22 4 23) = 21.29 + 21.23,V21, 22,23 € C

Forma Algébrica

Imersao de R em C
Consideramos o subconjunto R’ de C formado pelos pares ordenados cujo

segundo termo ¢ zero:

R = {(a,b) € Clp =0}

Consideramos uma aplicacao f, de R em R', que leva cada = € R ao par (z,0) € R'.

f:R— R
x — (z,0)

Observamos que essa aplicacao f é bijetora, pois:

1) Todo par (z,0)€ R’ é correspondente, segundo f, de z € R, logo f é sobrejetora;

2) Dados x € R e 2/ € R, com z # ', os seus correspondentes (x,0)€ R’ e (2/,0)€R’
sao distintos, de acordo com a defini¢ao de igualdade de pares ordenados, logo f é injetora.

Observamos ainda que f conserva as operacoes de adi¢ao e multiplicacao, pois:

1) A soma a+ b, com a € R e b € R, estd associado o par (a + b,0), que é soma dos

pares (a,0) e (b,0), correspondentes de a e b, respetivamente:
fla+b)=(a+0b,0)=(a,0)+(b,0) = f(a) + f(D)

2) Ao produto ab, com a € R e b € R, estd associado o par (ab,0), que é o produto dos

pares (a,0) e (b,0), correspondentes de a e b, respetivamente:
f(ab) = (ab,0) = (ab—0.0,a.0 + 0b) = (a,0).(b,0) = f(a).f (D)

Devido ao fato de existir uma aplicagao bijetora f : R — R’ que conserva as operagoes
de adicao e multiplicacao, dizemos que R e R’ sao isomorfos. Devido ao isomorfismo,
operar com (z,0) leva a resultado andlogos ao obtidos operando com z. Isto justifica a

igualdade:
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r=(2,0),Vz e R

Aceita a esta igualdade, temos em particular que 0 = (0,0),1 = (1,0) e R = R’. Assim

R passa ser subconjunto de C:

RcC

Unidade Imaginaria

Chamamos de unidade imagindria e indicamos por ¢ o nimero complexo (0,1). Note que:
i?=4.4=1(0,1).(0,1) = (0.0 — 1.1,0.1 + 1.0) = (—1,0) = -1

isto é a propriedade basica da unidade imaginéria é:
i?=—1
Defini¢ao 2.1.1 Dado um nimero complexo qualquer z = (x,y),temos:

z=(z,y) = (2,0) + (0,y) = (2,0) + (y.0 — 0.1,y.1 + 0.0) = (x,0) + (y,0).(0.1) isto é:
z2=x+Y1

Assim todo ntimero complexo z = (x,y) pode ser escrito sob a forma z = x+y.i, chamada
forma algébrica. O ntimero real x é chamado parte real de z e o niimero real y é chamada

parte imaginéria de z. Em simbolos indica-se:

x = Re(z) ey =Im(z)

2.1.3 Operacoes Elementares nos Nimeros Complexos

Definicao 2.1.2 Sejam z e w dois nimeros complexos dados por z = (a,b) e w = (c¢,d)

entdo definem-se as relagoes e operagoes elementares tal como seque:
e Igualdade
z=wseesomente sea=bec=d

e Soma
ztw=w+z=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i
e Produto
z-w=uw-z=(a+bi)(c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i
e Conjugado

Dado o nimero complexo z = a + bi com a,b € R, o cojugado de z é definido por

Z=a + bi=a —
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Yy /N
z=a + bi

W\

Figura 2.1: Conjugado de um nimero complexo

e Produto de um complexo pelo seu conjugado
Seja z = a + bi e Z=a — bi temos:
zZz=(a + bi)-(a — bi)=a® + b
Observe que o produto z-Z é a soma dos quadrados de dois niimeros reais a e b;
portanto, o produto z-z é um numero real e recebe a denominagao de norma de z,
¢ definido por:
N(z)=z7z=a® + b*

e Representagao geométrica de um niimero complexo

Um ntmero complexo da forma z = a + bi, pode ser representado geometricamente
no plano cartesiano, como sendo um ponto (par ordenado) tomando-se a abscissa
deste ponto como a parte real do nimero complexo a no eixo OX e a ordenada
como a parte imaginaria do ntimero complexo z no eixo OY, sendo que o nimero

complexo 0 = 0 + 0 é representado pela prépria origem (0,0) do sistema.

i-_- E-'-

Figura 2.2: Representagao geométrica de um niimero complexo

e Modulo de um niimero complexo

No grafico anterior podemos observar que existe um triangulo retangulo cuja hipo-
tenusa correspondente a distancia entre a origem 0 e o niimero complexo z, nor-

malmente denotada pela letra grega p, o cateto horizontal tem comprimento igual a
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parte real a do niimero complexo e o cateto vertical corresponde a parte imaginaria

b do nimero complexo z.
Desse modo, se z = a + bt € um nimero complexo, entao:
pP=a? + b
e a medida da hipotenusa serd por definicao, o médulo do niimero complexo deno-

tado por |z|, isto é:

|z|=V/a2 + b2
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Capitulo 3
Os Quaternioes

Neste capitulo € feita uma breve introdu¢ao aos Quaternioes baseada em [2]. Em particu-
lar, sao definidas as principais operacgoes e correspondentes propriedades, sendo também

apresentada a forma matricial dos Quaternioes na matriz complexa de ordem 2 X 2.

3.1 Introducao

Os quaternioes descobertos por Sir Hamilton em 1843 sao hoje um tema muito atual e a
sua vasta aplicacao abrange varios ramos das ciéncias: o tratamento de sinal, o tratamento
de imagens, a mecanica quantica, a aeronautica, a animagao computacional, sao apenas
algumas das areas que reconhecem a ferramenta importante que os quaternioes sao, tanto
para a modelacao de um problema, como para a simplificacao dos calculos algébricos

associados a esse problema.

3.2 Definicoes e Resultados Basicos

O Conjunto dos Quaternides é representado atualmente por H, em homenagem a seu
descobridor Hamilton. E esse sistema defini-se a partir de trés nimeros imaginarios

diferentes, 7, 7, e k em que:
3.2.1 ?=j2=k=-1
3.2.2 ij=—ji=
3.2.3 jk=-kj=1

3.2.4 ki=—ik=j
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i -1k |-]
jl-k -1 1
k| j|-]-1

Tabela 3.1: Tabela da multiplicacao dos quatérnios

Usaremos ao longo deste capitulo a notagao cartesiana
r = To+ X= Ty + 11 + x2J + x3k, com xg,x1, T2, x3 € R, ou a notagao vetorial

(r = xg, 11, T2, 3), identificando assim H com R*. A semelhanga dos ntimeros complexos,

e 1, representa a parte real(ou escalar, na terminologia de Hamilton) de = e denota-se

por Re(z).

e x:= x1i+xyj+x3k corresponde & parte imagindria (ou parte vetorial) do quaterniao,

denota-se também por Im(z).

e 1 diz-se um quaterniao puro se Re(z) = 0, ou forma equivalente, se = x.

3.3 Plano Fano dos Quaternioes

Os quatérnios sao uma algebra 4-dimensional com bases 1,7,j e k. Para descrever seu

produto, poderiamos utilizar a tabela de multiplicacao, mas é bem mais facil notar que:

e 1 ¢ a identidade de multiplicacao;
e i, je k sao as raizes de —1;

e temos que ij = k, ji = —k e todas as identidades sao obtidas a partir de permutacoes

ciclicas de (i; j; k).

Podemos resumir tais fatos na seguinte figura:

Figura 3.1: Diagrama da multiplicagao dos quatérnios

Quando multiplicamos dois elementos no sentido horario, obtemos o préximo elemento:
por exemplo, 17 = k. Mas, quando multiplicamos no sentido anti-horario, obtemos o sinal

de menos: ji = —k.
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3.4 Operacoes entre Quaternioes

Tomamos dos Quaternices da forma:

T =29+ X= To+ 211 + 22 + 23k € W = wy + W= wy + w1l + wejJ + wsk.

3.4.1 Igualdade entre Quaternioes

T = w se e somente se rg =Wy € X =W

3.4.2 Adicao entre Quaternioes

T+ w = (xg+ 210 + x2j + x3k) + (Wo + Ww1i + wej + w3k)
T+ w = (xg+ wo, Ty + Wy, Ta + Wo, T3 + w3)
T +w= (o + wo) + (¥1 + w1 )i + (v2 + wa)j + (x3 + w3)k
r+w=(xg+ x) + (wo + W) = (xg + wo) + (x + W)

3.4.3 Subtracao entre Quaternioes

r—w = (xg+ 210 + 227 + x3k) — (wo + w1t + waj + wsk)

3.4.4 Multiplicacao entre Quaternioes

T - w= (xg+ 10 + 22j + w3k)(wo + w1l + waj + wsk) = (rowy — 1w — Towy — T3W3)+

(l’owl +21Wwo+x2ws —x3w2)i+ (IowQ —T1W3+X2Wg +x3w1)j+ (x0w3+x1w2 — To2W1 +.T3w0)k'

3.4.5 Multiplicacao de um Escalar por um Quaterniao

A muiltiplicacdo por um escalar é facilmente introduzida, identificamos o € R com o
quaterniao a = ag + 0.
a-z=(a+0)-(ry+x)

3.4.6 Conjugado de um Quaterniao

O conjugado de x = zy + x ¢ definido por:

’E:xO—X:xo—xli—xgj—xgk‘
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3.4.7 Norma de um Quaterniao

Seja x € H. Defini-se norma (ou valor absoluto) de x, como sendo o niimero nao negativo,
||| = || o + 217 + Toj + 23k || = /22 + 27 + 2% + 22

3.4.8 Quaterniao unitario

Um quaterniao z € H diz-se unitério se ||z|| = 1.

Ao longo deste texto, iremos usar, por simplificacao de escrita,
e H; para denotar o conjunto dos quaternioes unitarios;

e Hjy como o conjunto dos quaternioes nao nulos;

3.4.9 Inverso de um quaterniao nao nulo

1

Seja x € Hy . Entao existe 27! € Hj tal que zx~! =2x~ 'z = 1. Além disso, ! é tnico e

¢ dado por:

. T
T =
[Ed1k

em que a divisao de um quaterniao por um escalar real corresponde a divisao por compo-

nente.

3.4.10 Divisao de quaternioes

Sejam x € H e w € Hy. A divisao de x por w define-se como:

e divisao a esquerda:
x
—1 .

e divisao a direita:
T 1

3.5 Representacao matricial dos quatérnios com ma-

trizes complexas 2 x 2

A representacao de quaternioes como matrizes, em que a adicao e a multiplicacao de

quaternides correspondam a adi¢do e multiplicagdo de matrizes (isto é, homomorfismos

matrizes-quaternioes), pode ser realizada utilizando matrizes complexas 2 x 2
Comecemos por relembrar que os nimeros complexos sao isomorfos as matrizes reais

da forma
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b
[ “ ],a,beR
—b a

Qualquer nimero complexo z = a + bi pode ser escrito como

10
z:a[ ]+b
01

onde E é a matriz identidade e I? = — F.

A adicao e a multiplicacao de ntimeros complexos correspondem & adicao e multi-

0

) =aF + bl,

plicacao das matrizes associadas.
Consideremos os complexos —1 + 2¢ e 4 — 7. O produto destes niimeros complexos

pode ser expresso matricialmente como:

R

o resultado do produto corresponde ao ntimero complexo —2 + 9.

Y

Consideremos agora um quaterniao x = xg+ 1% + x9j + x3k. Como 15 = k, é possivel
escrever x na forma

r=z+qj,

onde z = xo + 1t € ¢ = x5 + x3i. Esta representacao ¢ designada por representacao
complexa de um quaterniao.

O produto de w e p é dado por :

w = wo + wii + wej + wsk = z1 + 17 = (wo + wii) + (wy + wsi)j e

P =Dpo+pii+p2j + psk =2+ qj = (po + p1i) + (2 + p3i)j

e pode ser reescrito, em termos de variaveis complexas, do seguinte modo:

w-p = (21+qj)(tq)) =2n2+qiei+qizn+aei = (2120 —aG@) + (2102 + 0 %2)

Esta representacao do produto de quaternioes corresponde a multiplicagao das matri-

) 22 Q2
—q2 Z2

im uaterniao x = rg+ 11+ 9] +x3k = 2 ] r 1 m a matriz
Assim, cada quaterniao otz +a9) + a3k + ode ser associado com a mat

EHE

obtendo-se assim a representagao matricial complexa de um quaterniao.

Z€es:

21 G

T

complexa

To + x11 T2 +373i
Y

—X9 + X301 To— Tt

Qualquer quaterniao pode ainda ser escrito como
T =xoF +x1] +x0J + 23K
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onde

1 .
o 0 = i 0 J
0 1 0 —

Note-se que, tal como seria de esperar,

0 1
K

2= =K?=_F,
1J=—-JI =K,
JK = —KJ =1,
KI=—IK =]

@

Os quaternices © = —14+2i+j — ke w = 2 — i+ 35 — k podem representar-se na
forma complexa, respectivamente, como
r=(=1+2)+(1—i)jw=(2—1)+(3—1)j

Por outro lado, as matrizes complexas correspondentes aos quaternioes x e w sao,
respectivamente:

¥ - —1+2t 1—1 W 2—1 3—1
—1—-2 —-1—2 —-3—1 241
O produto
W= —14+2i 1—1 . 2—1 3—1 —4+7Ti 2460 ’
—1—-4i —-1-22 —3—1 241 —24+6 —4-Ti

corresponde ao quaterniao —4 + 7i + (2 + 6i)j = —4 + 7i + 25 + 6k, ou seja, ao resultado

de x - w. De x = z 4 qJ, conclui-se, de imediato que, se ) é a representacao matricial de
um quatérniao x, entao:

e se 1y = x3 = 0, isto é, se x é um ntmero complexo, () é uma matriz diagonal;

o [[z]* = det(Q);

- - _ =T
e a representacao matricial de T é Q) ;

L . —T L , .
e se x € Hy, isto é, se ||| = 1, entdo det(Q) = 1 e QQ = E, isto é. () é uma matriz
unitaria.
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Capitulo 4
Os Octonioes

Este capitulo tem por objetivo uma apresentacao dos octonios como estruturas algébricas,
interpretadas como uma extensao nao associativa dos quatérnios. Além de uma introducdo
histérica baseada em [3] e [6]. Posteriormente serd apresentada uma constru¢do para o0s

octonios. Além disso, serao definidos suas principais operacoes e resultados basicos.

Figura 4.1: Figura 8-dimensional

4.1 Resenha Historica

Muitos matematicos conhecem a histéria de como Hamilton descobriu os quaternioes.
Em 1835, com 30 anos de idade, ele havia descoberto como tratar nimeros complexos
como pares de numeros reais. Fascinado pela relagao entre complexos e a geometria
2-dimensional, ele tentou por muitos anos descobrir uma algebra maior, que tivesse o
mesmo papel em uma geometria 3-dimensional. O problema, claro, era que nao existe
uma algebra de divisao normada 3-dimensional. Em outubro de 1843 ele chegou a um
resultado importante. Enquanto caminhava com sua esposa em volta do Canal Real, indo
para uma reuniao na Academia Real Irlandesa, fez sua descoberta histérica.

"Senti o circuito galvanico do meu pensamento se fechar; e a faisca que resultou fo-

ram as equagoes fundamentais entre i,j e k. Exatamente da maneira que eu sempre as
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usei. ”Uma razao para que essa histéria seja tao conhecida é que Hamilton passou o resto
de sua vida obscecado pelos quaternioes e suas aplicacoes na geometria.

Uma escola de ”quaternionistas”foi desenvolvida e liderada, apds a morte de Hamil-
ton, por Peter Tait de Edinburgh e Benjamin Peirce de Harvard. Tait escreveu 8 livros
sobre quaternides, enfatizando suas aplicagoes na fisica. Quando Gibbs desenvolveu uma
notacao moderna para produto pontual e produto cruzado, Tait condenou isso como uma
"monstruosidade hermafrodita”. Uma guerra de polémicas surgiu desde entao, tendo os
quaternioes como perdedores.

Menos conhecida é a descoberta dos octonioes por um colega de faculdade de Hamil-
ton, John T. Graves. Foi o interesse de Graves em algebra que fez Hamilton comecar
a pensar sobre nimeros complexos e sua expansao. No dia seguinte a descoberta dos
quaternioes, Hamilton enviou uma carta de 8 paginas descrevendo os quaternides para
Graves. Graves respondeu ainda em outubro para Hamilton, parabenizando-o por sua
descoberta e também complementando: Ainda hd algo que me intriga nesse sistema. Eu
nao tenho ainda uma visao clara da nossa liberdade arbitraria em criar niumeros ima-
gindrios. E entao perguntou: Se com sua alquimia vocé pode criar 3 kg de ouro, por que
nao continuar?

Em dezembro do mesmo ano, Graves escreveu para Hamilton descrevendo uma nova
algebra 8-dimensional, que ele denominou de "octavos”. Ele demonstrou que sua nova
descoberta era uma algebra de divisao normada, e usou-a para expressar o produto de
duas somas de oito quadrados perfeitos como uma outra soma de oito quadrados perfeitos.

Em janeiro de 1844, Graves escreveu 3 vezes para Hamilton, expandindo sua desco-
berta. Ele considerou a ideia de uma teoria generalizada, e tentou construir uma algebra
de divisao normada 16-dimensional. Encontrou certas dificuldades e passou a duvidar
que isso fosse possivel. Hamilton se ofereceu para publicar as descobertas de Graves,
mas, estando ocupado com suas pesquisas sobre quaternioes, adiou diversas vezes a pu-
blicacao. Em julho Hamilton escreveu para Graves, mostrando que os octonioes eram
nao-associativos: "A.BC=AB.C=ABC, se A,B e C sdo quaternioes. Mas nao vale para
seus octavos.” De fato, Hamilton criou o termo ”associativo ”e os octonioes tiveram im-
portante papel em mostrar a importancia desse conceito.

Enquanto isso, o jovem Arthur Cayley de Cambridge, vinha pensando nos quaternioes
desde que Hamilton anunciou sua existéncia. Ele parecia procurar relagoes entre qua-
ternides e fungoes hiperelipticas. Em marco de 1845, ele publicou um artigo sobre funcoes
hiperelipticas e adicionou no final um breve comentério sobre octonides. O artigo estava
cheio de erros em relacao as fungoes elipticas. No entanto, ele foi o primeiro a publicar
algum comentdario sobre os octonides. Graves anexou um breve comentario a um artigo
comentando que tinha conhecimento sobre octonides desde dezembro de 1843. Em ju-
nho de 1847, Hamilton escreveu para Academia Real Irlandesa confirmando a histéria de

Graves. Mas era tarde demais: os octonioes ficaram conhecidos como numeros de Cayley.

32



Uma razao para os octonioes terem, inicialmente, menos destaque que os quaternioes
foi a falta de um defensor como Hamilton. Outro motivo foi a falta de uma aplicagao
clara na geometria e na fisica. Os quaternides se encaixam perfeitamente no estudo de
rotagoes e momento angular, particularmente no contexto da mecanica quantica. Hoje
em dia, tal fenomeno é conhecido como teoria de Clifford. Apesar disso, muitos dizem

que Hamilton exagerou na importancia atribuida aos quaternioes.

4.2 Construcao dos Octonios

A maneira elementar de se construir um octoniao é utilizando sua tabela de multiplicagao.
Os octonioes sao uma algebra 8-dimensional com base 1, i, j, k, 1, 1i, 1j e lk, e sua
multiplicagao é dada pela seguinte tabela, que descreve o resultado da multiplicacao de

um elemento na i-ésima linha por outro na j-ésima coluna.

(L[ k[T ] [k
T k|51 k]
R EERERT IR
R
I G [Tk | -1 -] |k
1 [ k[ G [ |-1]k] ]
G Ik 1 [ 5 | k|-1]-
k(G0 [Tk |5]1]-1

—| || e

Tabela 4.1: Tabela da multiplicagao dos octonios

Onde:
o 1,4,5,k,1,li,l5 e lk sao raizes de —1

Porém, precisamos de uma maneira mais pratica para lembrar o produto dos octonioes.
Para tanto, apresentamos o Plano Fano.

Plano Fano

Esse é o Plano Fano, um dispositivo com 7 pontos e 7 linhas. As linhas sao os lados do
triangulo, suas altitudes, e o circulo contendo todos os pontos intermediarios dos lados.
Cada par de pontos distintos estd em uma unica linha. Cada linha contém 3 pontos, e

cada tripla possui uma ordem ciclica definida pelas flechas.
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Figura 4.2: Diagrama da multiplicagao dos Octonios

4.2.1 Defincao:

Definimos o conjunto dos Octonios denotado por O como:
@ = {('xh T2, X3, T4, Ts5,T6, L7, xS)/xh Lo, X3, T4, L5, L, L7, X8 S R}
sendo que, dado x € O, podemos escrever:
x = (x1, T9, T3, Ty, T5, Tg, L7, Tg) = X1 + 1T + jr3 + kxg + los + lizg + [jaxr + lkag

onde 1,7, 7, k,[,1i,17, [k sao unidades imaginarias
==k =02=i)?=(j)*=(k)?*=-1

que respeitam a tabela de multiplicagao introduzida no tépico anterior [4.2].

4.3 Operacoes Elementares entre Octonios

Dados z,y € O, tais que x = (1, T, T3, T4, Ts, Tg, T7, Tg) = T1 +iTo+ jT3+ kry+
lzs + livg + ljzr + lkws e y = (Y1, Y2, Y3, Yas Y5, Ve, Y7, Ys) = Y1 + Y2 + Jys + kya + lys +
liys + ljy7 + lkys temos:
4.3.1 Igualdade entre Octonios
T =y <= (T1,T2, 73, Ty, Ts,T6, T7,78) = (Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6, Y7, Ys) <= T1 = Y1, T2 =
Y2,T3 = Y3, Ty = Ya,T5 = Y5, Le = Y6, L7 = Y7,T8 = Y8
4.3.2 Adicao entre Octonios

r+y = (1+y1, T2+ Yo, T3+ Y3, Ta + Ya, Ts + Y5, Te + Yo, T7 + Y7, Ts +ys) = (21 +y1), (2 +
Yo)i, (23 + y3)7, (x4 + ya)k, (x5 + ys)1, (w6 + y6)l3, (w7 + y7)lJ, (xs + ys)lk
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4.3.3 Multiplicacao entre Octonios

ry = (T1Y1 — ToY2 — T3Ys — TaYs — Ts5Ys — TeYe — TrY7 — TsYs; T1Y2 + Tays + T3Ys — Talyz —
T5Ye + TeYs + TrYs + T8Y7; T1Y3 — TaYa + T3Y1 + TaY2 — TsY7 + TeYs + T7Ys — T8Ye; T1Ya +
TolYs — T3Y2 + TalY1 — TsYs — TeY7 + T7Y6 + TsYs; T1Ys + T2lYe + T3Y7 + TalYe + T5Y1 — TeY2 —
T7yY3 — T8Ya; T1Ye — T2Ys — T3Yg + Tay7 + TsY2 + TeY1 — T7Ya + TY3; T1Y7 + TaYs — T3Ys —

T4Ys + Ts5Ys + TeYa + L7l — TsYa; T1Ys — TaYr + Tale — Tays + TpYs — TeYs + T7y2 + Tsy1)

4.3.4 Conjugado de um Octonio

Seja x = (x1;T9; T3; Ty; Ts; T T7; Tg) = X1 + 1T + jos + kxg + vy + lizg + ljar + lkxg, um
octonio, o seu conjugado, denotado por T = (x1; —x9; —T3; —T4; —T5; —Tg; —T7; —Tg) =

1 — 7:3:2 — jl’g — ]{Z.T4 — l$5 — l’l.ﬁ(fﬁ — l]ZL’7 — lk’xg

4.3.5 Norma de um Octonio

Seja x = (x1;T9; T3; Ty; Ts; T T7; Tg) = X1 + 1T + jo3 + kxg + los + lizg + ljaxr + lkxg, um
octonio, a norma ||z|| é um nimero real, denotado por:
loll = /2% + 23 + 23 + 2f + 2f + 2f + 27 + 2§

4.3.6 Inverso de um Octonio

Seja x = (x1;T9; 3; Ty; Ts; T T7; Tg) = X1 + 1T + jo3 + kxg + los + lizg + ljaxr + lkxg, um

octonio, o seu inverso ¢ dado por:

P2

35



Capitulo 5
Aplicacoes

Neste capitulo serd introduzido um breve comentario sobre as dreas aonde 0s Quatérnios e
Octonios sao aplicados, e também citada algumas referéncias de disertacoes de mestrado

onde poderao se encontradas de formas detalhadas com resultados matematicos.

5.1 Comentario sobre as areas aonde os Quatérnios

e os Octonios sao aplicados

A aplicacao dos quaternioes foi explorada de imediato. Em 1845, Cayley mostrou que
os quaternioes podem representar orientacoes e em 1858 demonstrou que os quaternioes
podem ser representados por meio de matrizes. Também o fisico e matematico escoceés,
James Clerk Maxwell (*1831 - 11879) percebeu a utilidade dos quaternides para o seu
trabalho, utilizando-os na sua formulacao de ondas eletromagnéticas, em 1864, que mais
tarde conduziu ao primeiro telégrafo, desenvolvido em 1895 por Marconi, e que originou
posteriormente a radio e a televisao. Maxwell introduziu-os ainda no seu Tratado de
Eletricidade e Magnetismo, em 1885. A aplicacao dos quaternides em campos como a
mecanica classica e a teoria da relatividade foi identificada no inicio do século XX.

Durante algumas dezenas de anos os quaternioes foram largamente divulgados mas
por alguma razao misteriosa, cairam no esquecimento sendo redescobertos ainda ha pouco
tempo pelo mundo da Engenharia Espacial e da Robética. A capacidade dos quaternioes
em representar rotagoes a trés dimensoes a volta de um eixo arbitrario motivou investiga-
dores a empregar a algebra dos quaternioes nas equagoes que envolvem a cinematica das
rotagoes. Como resultado, emergiram novas areas de aplicacao que envolvem quaternioes,
incluindo varios campos como a robdtica, a mecanica orbital, as tecnologias aeroespaciais
(e.g. trajetérias dos satélites) e sistemas de navegagao inercial.

Em 1985, Ken Shoemake introduziu os quaternioes na Computagao Grafica, com o
objetivo de facilitar a animacao rotacional e apresentou a sua pesquisa na conferéncia

SIGGRAPH (Special interest group on computer graphics), com o artigo ” Animating
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Rotation with Quaternion Curves”, considerado desde a sua publicacao, como uma re-
feréncia. Shoemake apresentou também as vantagens da utilizagao dos quaternioes na
obtengao de interpolacoes suaves de rotacoes e descreveu algoritmos de conversoes entre
matrizes, angulos de Euler e quaternioes. Este trabalho deu origem a um interesse cres-
cente pela aplicacao dos quaternioes no campo da computacao grafica e na programacao
de jogos e desde ai a interpolacao de orientacoes tem sido objeto de estudo de diversos
trabalhos publicados nesta area.

Os programadores gréaficos tomaram consciéncia do potencial dos quaternides como
operador de rotacao poderoso. As recentes APIs graficas disponibilizam funcoes para
operar com quaternides. Por exemplo, o API Java-3D tem classes para criar objetos qua-
terniénicos (javax.vecmath.Quat4d), o Povray (Persistence of Vision Ray Tracer) suporta
quaternioes, o Quickdraw-3D fornece rotinas para operacoes com quaternides, o MA-
TLAB disponibiliza uma ferramenta para simulacao de sistemas aeroespaciais que opera
com quaternioes, o Aerospace Blockset, e o Mathematica tem um package Quaternions.
Os quaternioes sao ainda utilizados em algoritmos de animacgao computacional, na pro-
gramagao de jogos, na interpolacao de keyframes e na simulagao do movimento de uma
camara no espaco tridimensional.

A unidao da Walt Disney Pictures com os estidios de animagcao Pixar resultou numa
nova era para a animagao computacional. Na tltima década assistiu-se a uma nova forma
de criagao de filmes de animacao, que deu origem a sucessivos sucessos cinematograficos:
Toy Story(1995); A Bug’s Life(1998); Toy Story 2 (1999); Monsters Inc.(2001); Finding
Nemo(2003) e The Incredibles(2004). Na implementagao computacional destes filmes, as
orientacoes sao expressas por quaternioes. Nos jogos de computadores, cita-se por exem-
plo, a conhecida personagem Lara Croft, do jogo Tomb Raider, animada com quaternioes.
Alguns periféricos de jogos de realidade virtual empregam quaternices para parametrizar
rotacgoes, e.g., o Logitech-3D mouse tem um modo de saida para quaternioes. Assim, na
computagao grafica, o dominio de aplicagao dos quaternioes expandiu-se rapidamente em
campos como a visualizagao, os fractais e a realidade virtual.

A computacao digital tornou-se uma componente essencial da existéncia humana e in-
fluéncia tudo, desde o entretenimento, as funcionalidades do carro familiar, aos métodos da
investigacao cientifica. Os quaternioes sao ainda utilizados, como ferramenta matematica
e algoritmica, em sistemas de simulacao e assisténcia por computador de operagoes cirurgicas.
As aplicacoes aeroespaciais e os simuladores de voos também empregam quaternices. As-
tronautas da NASA, bem como diretores cinematograficos de Hollywood, usam os sistemas
computacionais para dirigir e controlar as posicoes de objetos no espaco.

Com os octonioes foi diferente. Sua relevancia na geometria ficou obscura até 1925,
quando Elie Cartan descreveu a 'trialidade’ a simetria entre vetores ‘spinors’ em espacos
Euclidianos de 8 dimensoes. Sua relevancia na fisica foi notada em 1934, em um artigo de

Jordan, von Neumann e Wigner . No entanto, as tentativas em aplicar a teoria octonionica
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a fisica obteve pouco sucesso até os anos 80, quando descobriram que octonioes explicavam

ferramentas interessantes da Teoria das Cordas.

5.2 Referéncias aonde pode ser encontrados aplicacoes
com calculos matématicos dos Quatérnios e dos

Octonios

5.2.1 Aplicagcoes de Quatérnios em Ciéncias Geodésicas

Nas secoes 2, 3 e 4 baseados em [7] foram apresentadas trés formas de se representar as
matrizes de rotagao. O uso de matrizes de rotagao é relevante em uma série de aplicagoes
em que a transformacao entre referenciais é realizada. Portanto, reflexos em areas como a
Computacao Grafica, Geodésia, Visao Computacional e Fotogrametria sao evidentes.Em
areas como a Fotogrametria, por exemplo, o uso da matriz de rotagao na forma dos
angulos de Euler é freqiiente. O modelo matematico fundamental da Fotogrametria, as
Equacgoes de Colinearidade, utilizam os elementos da matriz de rotagao baseados nestes
angulos.Mas detalhes pode ser obtido em [6].

Uma Aplicacao de Quatérnios no Controle de Movimentos de 3D-Rotacoes de um Robo
Braco Mecanico Articulado.Podemos encontrar de maneira mais detalhada todo o projeto
desenvolvido em [7] e essas rotagdes tambem sao utilizadas na aerondutica, descreve os
movimentos de um aviao, na astronomia na localizacao da atitude, encontrmos de forma

mas detalha em [2].

5.2.2 Calculando a dilatacao na hiperesfera 8-dimensional

Na secao 2 baseado [5], foi definidos Dilatagdo de varias maneiras e veremos a seguir
alguns calculo de dilatacao.
Calculando a dilatagao na hiperesfera 8-dimensional causada pela transformacao qua-
seconforme f(z) = 2%, onde z € Q, ver o calculo desenvolvido de forma detalhada em[5].
Calculando a dilatacao na hiperesfera 8-dimensional causada pela transformacao qua-

seconforme f(z) = 23, onde z € O, ver o calculo desenvolvido de forma detalhada em[5].
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Consideracoes Finais

O presente trabalho de conclusao de curso, nos possibilitou conhecer os Quatérnios e os
Octonios, uma algebra de 4 e 8 dimensoes respectivamente, que tiveram seu desenvolvi-
mento gradualmente a partir dos trabalhos de Gauss e Euler sobre os Niimeros Complexos,
onde Hamilton desenvolveu primeiramente os quatérnios e posteriormente Cayley desco-
briu os octonios.

Observamos ao longo desse seu processo historico que os quatérnios tiveram sua
aplicacoes exploradas de imediato, sendo assim divulgado largamente por décadas e por
razao mistériosa cairam no esquecimento sendo redescoberto ha pouco tempo pelo mundo
da engenharia espacial e da robdtica devido a capacidade dos quatérnios desenvolverem
3D rotacoes, ja com os octonios foi diferente, os mesmos sao promissores na fisica, para
avanco na teoria das cordas.

Hoje a partir do desenvolvimento deste trabalho, podemos ver que o universo de
aplicagoes dos quatérnios e dos octonios tiveram grande avancos principalmente no uso
de sistemas computacionais, podendo assim os mesmos serem aplicados em varias areas.

Portanto, diante de tudo que foi desenvolvido sobre os quatérnios e os octonios, po-
demos dizer que os mesmo possuem grandes utilidades para diversos tipos de aplicagoes
principalmente no calculo em rotagoes, animacoes graficas, sistemas computacionais, a
fisica "teoria das cordas”e a mecanica quantica, sendo as duas utimas relacionadas aos

octonios.
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