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Resumo

Neste trabalho é apresentado a analise do modelo Matematico da transmissao da doenca
de Chagas na populacao humana, essa doenca ¢é transmitida por um inseto relativamentte
grande denominado vulgarmente como ”barbeiro”, e o principal meio de transmissao é a
vetorial (picada do inseto), existe ainda a transmissao horizontal (transfusao de sangue)
a vertical ( passa da mae para o filho na hora do parto) entre outros meios.

Os modelos epidemioldgicos em estudo sao: Modelo Deterministico do tipo .S — I — S
com Mistura Proporcional e Transmissao Vetorial e Modelo STS com Mistura Proporcio-
nal e Auséncia de Transmissao Vetorial, o primeiro, a transmissao ocorre com a presenca
do vetor transmissor (o barbeiro) com uma taxa v # 0, com isso a populacdo sofre de-
terminada variacao e uma certa estabilidade local tudo isso dependendo dos parametros
que os modelos nos oferece; e o segundo ocorre com a auséncia do barbeiro, e de forma
analoga ao modelo anterior sendo que a taxa agora ¢ v = 0. A andlise dard énfase a
estabilidade dos modelos.

Palavras-chave. Doencas de Chagas, modelo matematico.
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Resumen

Este trabajo presenta un anélisis del modelo mateméatico de la transmisién de la enfer-
medad de Chagas en humanos, esta enfermedad se transmite por un insecto comtinmente
llamado ”Barbero”y la forma de transmisién es la forma del vector (do insecto), forma
la transmision horizontal (transfusion de sangre) la forma vertical (de madre para el hijo
durante el parto), entre otros médios.

Los modelos epidemioldgicos estudiados son: Modelo deterministico del tipo S —
I — S con interacciéon proporcional y transmisién vectorial y el modelo S — I — S con
interaccion proporcional y ausencia de transmisién vectorial, o primer modelo temo, a
transmisién vetorial com uma tasa v # 0, con esta a poblacién sufre uma determinada
variacion e uma cierta estabilidad local, todo dependiendo de las parametros que los mo-
delos que ofrecemos, y el segundo ocorre con ausencia del barbero y forma analoga al
modelo anterior, en este caso a tasa é v = 0. Nuestra andlise dara a la estabilidad del
modelo.

Palabras clave. La enfermedad de Chagas, un modelo matematico.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes Iniciais

A modelagem matematica de doencas infecciosas estda diretamente ligada a suposigoes
que podem nos ajudar a "prever’sua dinamica na populacao, a fim de descrerver sua
estrutura, e com isso buscar com eficiéncia sua prevengao e/ou erradicagao.

Os modelos epidemioldgicos consistem no mecanismo de interacao entre as classes de
individuos na qual a populacao esta dividida, através de hipdteses, que por sua vez sao
classificadas obedecendo a caracteristicas de cada doenca.

Na literatura especifica é descrito duas maneiras para se transmitir diretamente uma
infeccao: A transmissao horizontal e a transmissao vertical. Contudo, em epidemiologia
matematica os modelos propostos procuram fornecer informacoes sobre dois parametros
de suma importancia: A forca de infeccao e a razao de reprodutividade basal.

O modelo matematico que serd apresentado estd baseado no modelo de Dilberto
da Silva Almeida Junior [1], em que o mesmo serd analisado e interpretado, anali-
ticamente, no que diz respeito a seus parametros, com o intuito de chegar as devidas
conclusoes sobre a Doenca de Chagas.

A forga de infecgao ¢ a incidéncia ( nimero de casos novos por unidade de tempo) per
capita de uma doenca, ou taxa de ataque, dividida pelo niimero de individuos suscetiveis
na populacao. Esta depende somente do nimero de individuos infectantes - e nao do
nimero de individuos suscetiveis. Em situacoes de equilibrio, como se sabe, podem-se
obter a incidéncia e/ou a forga de infecgao, pois ambas as varidveis estao relacionadas.
Em se tratando de epidemiologia matematica, a forca de infecgao é de suma importacia,
pois ela pode ser estimada, a partir de dados observados no campo. Uma vez obtido este
valor, pode-se determinar a incidéncia matematicamente, ou seja, fazendo o produto da
forca de infeccao pelo nimero de individuos suscetiveis, este tultimo obtido da resolugao
de equagoes do modelo.

A razao de reprodutividade basal designado por Ry, e que é definida, no caso de



doencas infecciosas, como sendo o nimero de casos secundarios em que um caso primario
é capaz de produzir em uma populacao totalmente suscetivel.

O modelo matematico que sera apresentado estd baseado no modelo de Dilberto
da Silva Almeida Junior [1], em que o mesmo serd analisado e interpretado, anali-
ticamente, no que diz respeito a seus parametros, com o intuito de chegar as devidas

conclusoes sobre transmissao da Doenca de Chagas.

1.2 Doenca de Chagas

A Doenga de Chagas foi descoberta em abril de 1909, no interior de Minas Gerais. Car-
los Chagas (1878-1934)[4], pesquisador do Instituto Oswaldo Cruz (IOC), comunicou ao
mundo cientifico a descoberta de uma nova doenga humana causada por um parasito
do género Trypanosoma e transmitida principalmente através do ”barbeiro”, conhecido

também por: chupanca, chupao, fincao, bicudo, procoté. Os sinais iniciais da doenca

i |

Carlos Ribeiro Justiniano das Chagas[4]

se produzem no préprio local, onde se deu a contaminacao pelas fezes do inseto. Estes
sinais, surgem mais ou menos de 4 a 6 dias, apds o contato do "barbeiro "com a sua
vitima. Os sintomas variam de acordo com a fase da doenca, que pode ser classificada em
aguda e cronica. Fase aguda: Febre, mal estar, falta de apetite, edemas localizados na
pélpebra (sinal de Romana) ou em outras partes do corpo (chagoma de inoculagao), en-
fartamento de ganglios, aumento do bago e do figado e distirbios cardiacos. Em criancas,
o quadro pode se agravar e levar a morte. Frequentemente, nesta fase, nao ha qual-

quer manifestagao clinica da doenga, podendo passar desapercebida. Fase cronica: Nesta
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fase, muitos pacientes podem passar um longo periodo, ou mesmo toda a sua vida, sem
apresentar nenhuma manifestacao da doenca, embora sejam portadores do T.cruzi . Em
outros casos, a doenca prossegue ativamente, passada a fase inicial, podendo comprometer

muitos setores do organismo, salientando-se o coracao e o aparelho digestivo.

1.3 Vetores

O "barbeiro”é um inseto artréopode da classe Insecta, ordem Hemiptera, familia Re-
duviidae e subfamilia Triatominae que se alimenta exclusivamente de vertebrados ho-
meotérmicos, sendo chamados hematoéfagos. A principal espécie propagadora da Doenca
de Chagas foi o Triatoma infestans e teve maior ocorréncia no estado de Sao Paulo, hoje
eliminado do nosso meio.

Persistem ainda as espécies de menor importancia como Panstrongylus megistus e o Tri-

barbeiro[4]

atoma sordida amplamente distribuidos. Geralmente, abrigam-se em local muito préximo
a fonte de alimento e podem ser encontrados na mata, escondidos em ninhos de passaros,
toca de animais, casca de tronco de arvore, montes de lenha e embaixo de pedras. Vivem
em média entre um a dois anos, com evolugao de ovo, ninfa e adulto. Apresentam grande

capacidade de reproducao e, dependendo da espécie, intensa resisténcia ao jejum.

1.4 Ciclo de Transmissao

A transmissao vetorial acontece pelo contato do homem suscetivel com as excretas
contaminadas do vetor. A ocorréncia da transmissao parece estar associada a densidade
vetorial e a resisténcia do hospedeiro, o que poderia explicar o aparecimento de apro-
ximadamente 1/3 de individuos residentes em dreas de alta infestacdo permanecerem
soro-negativos.

A transmissao horizontal ou transfusional, se da pela transfusao de sangue, de-

pende de varios fatores, como a presenca de parasitemia no momento da doacao, volume
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de sangue transfundido, estado imunoldgico do receptor, prevaléncia da infeccao pelo
Trypanosoma cruzi entre os candidatos a doadores de sangue e da qualidade do san-
gue transfundido. Com excec¢ao do plasma liofilizado e derivados sangiiineos expostos a
procedimentos fisico-quimicos de esterilizagao (albumina, gama-globulina), todos os com-
ponentes sangiiineos sao infectantes. O Trypanosoma cruzi permanece viavel a 4°C por
18 dias e até 250 dias, se mantido a temperatura ambiente.

A transmissao vertical é a transplacentaria e pode ocorrer em qualquer fase da
doenca materna: aguda, indeterminada ou cronica. A transmissao também pode se dar
em qualquer época da gestacao, sendo mais provavel no tltimo trimestre, ou ocorrer na
passagem no canal do parto, pelo contato das mucosas do feto com o sangue da mae

infectada, fechando o ciclo de transmissao da doenca.

1.5 Medidas de Controle

Como principais medidas de controle sao (inquéritos sorolégicos , entomoldgicos e desin-
setizacdo), as atividades de educacao em satde, devem estar inseridas em todas as agoes

de controle, bem como, as medidas a serem tomadas pela populacao local, tais como:

e Melhorar habitagao, através de reboco e tamponamento de rachaduras e frestas;
e Usar telas em portas e janelas;

e Impedir a permanéncia de animais , como cao, o gato, macaco e outros no interior

da casa;
e Evitar montes de lenhas, telhas ou outros entulhos no interior e arredores da casa;

e Construir galinheiro, paiol, tulha, chiqueiro, deposito afastado das casas e manté-los

limpos;
e Retirar ninhos de passaros dos beirais das casas;
e Manter limpeza periédica nas casas e em seus arredores;

e Difundir junto aos amigos, parentes, vizinhos, os conhecimentos bésicos sobre a

doenca, vetor e sobre as medidas preventivas;

e Encaminhar os insetos suspeitos de serem ”barbeiros”, para o servico de satide mais

préximo.

No capitulo 2, descrevemos as defini¢oes prévias das teorias matematicas a ser utilizadas no
desenvolvimento do trabalho. No capitulo 3 fazemos a andlise do modelo deterministico
do tipo S — I — S com mistura proporcional e transmissao vetorial. No capitulo
4 estudamos o modelo do tipo S — I — S com mistura proporcional e auséncia de

transmissao vetorial. Finalmente temos as consideragoes finais do trabalho.
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Capitulo 2

Definicoes Prévias

2.1 Funcao

Definigao 2.1.1 Uma funcgao f : A — B consta de trés partes: Um conjunto A, chamado
o dominio da fungao (ou o conjunto onde a fun¢ao € definida), um conjunto B, chamado
o contradominio da funcdo, ou o conjunto onde a funcao toma valores, e uma regra que
permite associar, de modo bem definido, a cada elemento x € A, um unico elemento
f(z) € B, chamado o valor que a fun¢ao assume em x (ou no ponto x).

Usa-se a notagao x — f(x) para indicar que f faz corresponder a x o valor f(z).

2.2 Funcao Continua

Definicao 2.2.1 Uma funcao f : X — R diz-se continua no ponto a € X quando é
possivel tornar f(x) arbitrariamente prozimo de f(a) desde que se tome x suficientemente
proximo de a.

Em termos precisos, diremos que f : X — R € continua no ponto a € X quando, para
todo € > 0 dado arbitrariamente, pudermos achar 6 > 0 tal que x € X e |z —a |< ¢

impliquem | f(z) — f(a) |< €. Simbolicamente:

Ve>030 >0z e X, |z —al<d=]| f(x)— fla) |<e.



2.3 Derivada

Definicao 2.3.1 Se uma funcdao f € definida em um intervalo aberto contendo xy, entdo

a derivada de f em xq, denotada por f (x0), € dada por:

f/(!Eo) — lim f(fEO + A$> — f(l'O)

At—00 Az

I

se este limite existir. Ax representa uma pequena variacdo em x, prorimo de Ty, ou seja,

tomando v = xo+ Ax (Ax = x —xy), a derivada de f em xo pode também se expressa por

o) — tim L0 =S 0)

At—o00 Tr — X

. d d
Notagoes: f'(xo), % w=z0) %xo.

2.4 Integral
Primitiva
Defini¢ao 2.4.1 Se uma fun¢ao F tiver derivada f(F' = f), diz-se que F' é uma primi-

tiva de f, entdo toda funcao da forma F + ¢ também € primitiva de f, pois (F + ¢)' =

Fr+d=F+0=f.
Integral Indefinida

Definicao 2.4.2 Seja f uma funcao continua definida em um intervalo generalizado. Se
f admatir uma primitiva F, tal que F + ¢ denota todas as primitivas de f, entdo estd

expressao € conhecida como integral indefinida de f e é denotado por

/ F(t)dt

Isto é,



2.5 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Uma Equagao Diferencial Ordindria(EDO) é uma equagdo da forma:

f(t? y? y’?” R y(n)) = O (2'1)

onde:

i - t é variavel independente; t € I, I C R, aberto.

ii -  é uma funcdo real; y continua de classe C™(T).
iii - n é a n-ésima derivada de y.

Neste caso, (2.1) é uma Equacao Diferencial Ordinaria de ordem n.

Se (2.1) é da forma:

Pa®y™ + 0 Oy 4 pa()y + pri(Dy + po(t)y = q(t) (2.2)

Podemos afirmar qua a EDO ¢é linear, pois as funcoes p; com ¢ = 0, 1, ..., n, depende de ¢
e sdo continuas, além disso é nao Homogénea se ¢(t) # 0. Se ¢(t) = 0; (2.2) é uma EDO

Homogénea.

Definicao 2.5.1 Fquacoes diferenciais da forma

. flz)
y = .9(y) #0, (2.3)
9(y) )
;o dy : . . o .
onde y = ——= denota a derivada da funcao y em relagao a variavel independete x, sao

dx
chamadas de Equacgoes Separaveis. Faz-se a hipdtese que f e g sejam fungoes continuas

em intervalos abertos f : (a,b) — R, g : (¢,d) — R. A equagao (2.3) pode ser escrita

na forma:

9y = f(z) (2.4)

Definigao 2.5.2 Uma (EDO) a qual é possivel dar a forma
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dy

&t p(tyy = a(t (25)

em que p; q sao fungoes continuas num intervalo I C R diz-se uma equacgao linear de
primeira ordem. Se ¢ é a funcao nula entao (2.5) é uma equagao de varidveis separaveis.
Admitimos que g nao é a funcao nula. Para encontrar a solugao geral de uma equacao
linear de primeira ordem, consideremos uma fungao v : I — R, definida por v(t).

Multipliquemos a equagao (2.5) pela fungao v.

=t )‘fg +u®)p(t)y = v(t)g(t)
vamos supor que
%(v(t)y) = ot )‘fi’ +o(t)p(t)y(t) (2:6)

d
entao temos dt( v(t)) = v(t)q(t), integrando temos
v(t)y = /v(t)q(t)dt +c

oy % Uv(t)q(t)dt 4 c} (2.7)

Solugao geral de (2.5)
Vamos identificar a fun¢ao v definida por v(t).

De (2.6) segue:

(1) 50(0) + o) =o)L 4 ult)p(e)y(1)

d
com y(t) # 0, segue: Ev(t) = v(t)p(t), uma EDO de varidvel separavel, logo segue:

o(t) = el PO (2.8)

Finalmente segue a solugao geral de (2.5). Usando a equagao (2.8)

y = effP(t)dt {/ efp(t)dtq(t)dt +e

Defini¢ao 2.5.3 A funcdo v(t) € chamada fator integrante de (2.1)
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2.6 Ponto de Equilibrio

Definicao 2.6.1 Um ponto yy diz-se um ponto de equilibrio da equacao diferencial autonoma
vo = f(y) se e sé se f(yo) = 0. Para os sistemas diferenciais autdnomos os pontos de

equilibrio definem as solucoes constantes.

Classificacao dos pontos de equilibrio para uma equacgao diferencial de primeira ordem

autonoma. E usual classificar os pontos de equilibrio. Assim,

1. Dizemos que o ponto de equilibrio y = yo ¢ um poco se toda a solu¢ao com condi¢ao
inicial suficientemente préximo de y, tende para y, quando f — +00. A um pogo

estd associada uma solugao de equilibrio estavel.

2. Dizemos que o ponto de equilibrio y = gy, ¢ uma fonte se toda a solugao com condigao
inicial suficientemente préximo de yy tende para yy quando f — —oo. A uma fonte

estd associada uma solucao de equilibrio instavel.

3. Todo o ponto de equilibrio y = yy que nao é poco e que nao ¢ fonte designa-se por

ponto de sela.

Defini¢ao 2.6.2 Se & é um zero de f, isto é, f(Z) =0, entdao x(t) = T € chamado de
solucao de equilibrio ou estaciondrio e o ponto & é chamado de ponto de equilibrio ou

singularidade

Seja F': Q2 =Q% C R™ — R", de classe C" e considere

y=F(y) (2.9)

Definigao 2.6.3 Um ponto yy € 2 é um ponto de equilibrio de (2.9) se a fun¢do constante

0(t) = yo, t € R € solugdo dessa equagao.
Proposicao 2.6.1 yy € Q2 € um ponto de equilibrio de (2.9) se e somente se F(yy) = 0.

Proposicao 2.6.2 Dado y € Q2 denotaremos por O(t,y),t € I,, a solugao mazimal de
(2.9) em que ty = 0 passa pelo ponto y. Assim, I, denota o intervalo mazimal dessa

solucao.
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Definigao 2.6.4 Um ponto de equilibrio yo € 2 de (2.9) € estdvel seqgundo Liapunov se:
i) existe 69 > 0 tal que se y € Q e ||y — yol| < do entao [0, 00[C I,

ii) para cada & > 0, eziste § > 0(6 < dy) tal que se y € Q e ||y — yo|l < & entdo

||@(tay) - w(tvyO)H < 57 Vit € [07 OO[
Caso contrario, dizemos que 1, € instavel segundo Liapunov.

Definigao 2.6.5 Um ponto de equilibrio yo € 2 de (2.9) é dito atrator se existe §; > 0

tal que se y € Q e ||y — yol| < do entao

i) [07 OO[C ]y7
i) lim, 0 0(t,y) = yo.

Definicao 2.6.6 Um ponto de equilibrio yo € Q0 de (2.9) € assintoticamente estdvel se-

gundo Liapunov se for estdvel sequndo Liapunov e atrator.

2.7 Teorema do Valor Intermediario

Se f:la,b] = R for uma fung¢dao continua e se d for um nimero real entre f(a) e f(b)

entdo existe um numero c € [a,b] tal que f(c) = d.

2.8 Teorema do Valor Médio

Seja f uma fungao continua definida em um intervalo fechado [a,b]. Se f for diferencidvel

no intervalo aberto (a,b), entdo existe t € (a,b) tal que

f(b) = f(a)

7 =

Prova: A idéia recai no teorema de Rolle[6](pg.182-183). Dai tome a fun¢ao g que
passa por (a, f(a)) e (b, f(b)) e, em seguida, vamos tomar a fungao diferenga f — g.

A reta que passa por (a, f(a)) e (b, f(b)) tem a equagao
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Explicitando y, obtemos a funcao g(x) = y, dada por

o) = 1O O 0y 1 pa)

que é uma funcao diferenciavel e, por isto, continua. Consequentemente, a funcao di-
ferenca f — g satisfaz as mesmas condigdes que f; isto é, f — g é continua em [a, b]
e diferencidavel em (a,b). Por outro lado, g(a) = f(a) e g(b) = f(b), seguindo-se que
(f —9g)(a) = f(a) — gla) =0 e que (f —g)(b) = 0; isto &, (f —g)(a) = (f — g)(b).
Vemos assim que f — g estd nas condigoes do teorema de Rolle. Logo existe ¢ € (a, b)

tal que (f — g)'(t) = 0, o que significa que f'(t) = ¢'(t). Como

/ _ f(b) B f(a)
o0 ="
¢ uma funcao constante, logo
: f(b) — f(a)
=01

2.9 Série de Taylor

Dada uma funcao indefinidamente diferenciavel num certo ponto a interior ao seu dominio
(isto &, existe e é finita a derivada de qualquer ordem de f em = = a, f™(a)), podemos

sempre escrever a sua série de Taylor relativa a a:
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Capitulo 3

Modelo SIS com Mistura

Proporcional e Transmissao Vetorial

O modelo matematico apresentado a seguir é baseado na dissertacao de mestrado de
Dilberto da Silva Almeida Juanior [1], e é do tipo S — I — S, com dinamica
vital, foi considerado as distintas taxas de natalidade e mortalidade para a classe dos
individuos suscetiveis S e individuos infectados I, na qual a populcao total esta dividida,
assim P(t) = S(t)+1(t). Sendo que no modelo serd considerado as transmissoes vertical e
horizontal. Neste caso, nao houve distin¢ao dos vetores que estao contaminados, dos que
nao estao contaminados, nao foi levada em consideracao a estrutura da idade em relacao a
forma cronica e clinica da doenga. Da mesma forma, nao foi considerado o devido periodo
de maturagao para os recém-nascidos infectados. Foi considerado a forga de infecgao,

dada pelo termo mistura proporcional.

3.1 Introducao ao Modelo

Como o Modelo em estudo é SIS com presenca de transmissao vetorial foi considerado
uma taxa v de infeccao pela qual os individuos suscetiveis estao expostos a contrairem
a doenca, dai, foi suposto que a infeccao de individuos suscetiveis entre em contato com
em média C' outros individuos, com isso o nimero médio por unidade de tempo ¢ de

suscetiveis na populagao total é C'S, logo foi usado a proporcao de individuos infectados



I
S+1
Usou-se ainda uma proporg¢ao p de contatos entre S e I, havendo transmissao da doenca,

entao a razao de suscetiveis se tornarem infectados é:

I _kS[
S+1 S+1

pCS

onde k=pC

Em que k é a razao de contatos dos suscetiveis e ¢é a proporcao total de contatos

S+1
via transfusao de sangue contaminado de cada suscetivel que ocorre com os individuos
infectados.

Além disso, iremos adotar alguns parametros tteis para o estudo do modelo
b = taxa de natalidade na populacao dos suscetiveis

b = taxa de natalidade na populacao dos infectados

r = taxa de mortalidade na populacao dos suscetiveis

r’ = taxa de mortalidade na populacao dos infectados

¢ = taxa de remocao

Foi considerado a equacgao

pt+qg=1 (3.1)

onde ¢ é a probabilidade de transmissao vertical e p a probabilidade de nao transmissao
vertical.
Com base nas condigoes propostas, nos parametros acima mencionados e na equagao (3.1)

foram estabelecidas as seguintes equacgoes:

ds , ST
a ., SI
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Dai, basta lembrar que a populacao total de individuos, e formada pelos suscetiveis e

infectados, ou seja, P(t) = S(t) + I(t), derivando essa equagao em relacao a t obtemos:

dP _dS dI

= A4
dt dt+dt (3:4)

por outro lado, T e p ¢é conhecido, logo obtem-se ’r fazendo as sequintes substituicoes

pelas equagoes (3.2) e (3.3), segue-se entao o resultado:

dP ST SI
—=0b-r- v I—k——+Wqg—1"—0)I k——
T (b—r—v)S+ (p+c) S+I+( q—1" —c)l +vS+ R

Fazendo as devidas simplificacoes obtem-se

dP
= (b—r—v)S+ W+l + (g —1 — T +vS

Colocando S e I em evidencia, resulta:

P
C;—t:(b—r—v—l—v)S—l—(b'p—l—c—l—b'q—rl—C)-7=>

dP P
—r = =S+ ¥ =) (3.5)

Substituindo S = P — [ resulta:

dP
== )P4 (bt ) (3:6)

Das equagoes (3.5) e (3.6) pode-se encontrar condigoes para que P(t) seja estaciondria,
crescente ou decrescente com o tempo. Como a taxa natalidade dos infectados é menor
do que a taxa de natalidade dos suscetiveis e a taxa de mortalidade dos infectados é maior

do que a taxa de mortalidade dos suscetiveis, entao (b —b') + (r' —r) > 0.
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3.2 Analise da Variacao da Populacao

Para efeitos epidemioldgicos, foi introduzido o modelo com dinamica na populacao hospe-
deira, ou seja, fazendo um estudo com a populacao estaciondria (nao muda com o tempo)
e 0 caso em que a populacao varia com o tempo, esses dois casos vao ser analisados
com presenca de transmissao vetorial. Primeiramente vamos analisar o caso em que a

dP
populacdo é estacionéria, ou seja, i 0, resulta da equacao (3.5).

dP
i (b—r)S+ U —r)I

=b-—r)S+0 -r)I=0
= b—-—r)S =" —-b)I

com isso temos:
r—b)I
=y &7

/ /

Agora, observe que se > 0, se e somente se a taxa de mortalidade é maior que a

taxa de natalidade dos individuos infectados e é claro a taxa de natalidade maior que a
taxa de mortalidade dos individuos suscetiveis, com isso a equacao (3.7) fornece condigoes

para que P nao mude com o tempo, considerando essa equagao e a equagao (3.3) obtemos

uma equacao em termos de /. Substituindo a equagao (3.7) em (3.3) obtemos:

(= ¥)

17
dI (r'—=1b) (b—r)
— =bqg—1r" —0o)I I+ k
g~ Pamrmol e GELIP
(b—7)
o~ )
17
ar ., , (r' =b) (b—r)
ja_(bq_r_C)[+U(b—r)[+k(b—r+r’—b’)l
(b—r)
dI (r' =b) (r'=b)
— =Wqg—1r"—0)I I+ k I
:>dt (b'g—r"—c) —H)(b—r) + b—rtr—1)
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colocando I em evidéncia:

dI (r' =b) (r' =b)
= — = (Vg—1" — k I 3.8
e s (S 1)L (38)
. D L. . dl
Observe, para que a populacao se torne estaciondria é necessario considerar i 0,
resulta entao:
o b/) (7,/ . b/)
Vg -1 —ct ol k I=0
Cg=r —ctvg =y T e =)
r_y Iy
=g —1 —ctuo—— ~0 (3.9)

b—r b—r+r -V

A partir desses resultados, foi estabelecido uma equacao numa proporcao endémica, para

isso, tome % = 0 na equagao (3.6), resulta:

b—r)P+(r—b+b—1r"I=0
(

=b-—r)P=0b-r+1-V)I

portanto obtem-se:

I b—r
I_Dz—b—r+r’—b’ (3.10)

/ /

h—
nao for satisfeita, sé sera possivel obter a solucao trivial para que P seja estaciondria.

Tendo em vista os resultados obtidos quando > (, por outro lado, se essa condicao

A partir das analises feitas de acordo com a variabilidade da populacao e as interpretacoes

epidemioldgicas pode-se estabelecer o seguinte resultado:

=¥

S = I

* b—r
I b—r

P b—r+1r -V

Agora serd analisado o caso em que a populacao varia com o tempo, para isso serd intro-

1
duzido as seguintes consideracoes: x = Y=pea= b—7r)— (O —1")

Onde x é a proporc¢ao dos individuos suscetiveis e y a proporcao dos infectados:

S I
x P< ey P<
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A partir dessas consideragoes e visto que a andlise se d4 em um tamanho variavel é
aconselhavel assumirmos as proporcoes em cada classe compartimental na populagao hos-
pedeira, pois sera possivel avaliar o crescimento total com a variacao dos infectados. Isso
serd introduzido no modelo, usando as equagoes (3.2) e (3.6) e a proporgao z e y.

. N S
Da consideracao x = 12 resulta que:

Derivando toda equacao em relagao a t, tem-se:

as d as dP dx
o ds dpP _ . .
Agora substituindo T pelas equagoes (3.2) e (3.6) respectivamente, resulta entao:
ST dz
o / 2t . . I ol
(b—r—v)S+ (bp+c)l kS—I—I (b—r)zP+(r—b+b r)x]+Pdt
substituindo S + I por P:
SI d
(b—r—v)S+ (b'p—{—c)[—k:? =(b—r)xP + (r—b+b'—r')z[+Pd—f
dividindo por P:
S , I SI1 , I dx
(b—r—v)P+(bp+c)P—kPP =b-—r)z+(r—>b+b —r)xp—l— 7
d
= b-—r—vz+ p+cy—kry = (b—r)x+(r—b+b'—r’)my+d—f
fazendo as devidas simplificagoes obtemos:
dx ,
— =—vr + (V'p+ )y — (k—a)zy (3.11)

dt
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I
Agora considerando y = 2 resulta:

I =y.P

Derivando toda equacao em relagao a t, resulta:

dl d dl dP dy
“ Ly pl
i~ aV P T vty
o dl dP . . .
Agora substituindo pri iy pelas equagoes (3.3) e (3.5) respectivamente, resulta entao:
1 d
(b'g—r"—c) [ +vS+ kSS——i—I =0b-ryS+ O -1yl + Pd_i

Usando o fato de que P = S + [ e fazendo algumas substitui¢oes obtemos:

ST d
(b’q—r’—c)[+v5+k‘F:(b—r)yS—{—(b’—r’)(P—S)ijPd—i
/ / S‘[ / / / / dy
:>(bq—r—c)[—i—vS—i—kF:(b—T)yS—i-(b—r)yP—i—(?“—b)yS—i—Pa
dividindo por P
I S ST S S dy
(U - = - _ = AN ~ /o -
(b'q—r C)P+UP+kPP (b r)yp—i-(r b)yP—i-(b r)y+dt
/ / / / / / dy
(bq—r—c)y—i—vx—i—kwy:(b—r)yx—(b—r)a:y%—(b—r)y—k%
Usando a equagao (3.1) e fazendon ¢ = 1 — p resulta:
/ / / / / / / dy
(¥ =)y = (¥p+ )y + vz +kay = (0 —rjye = ¥ = ey + (¥ =y +
/ / / / / / / dy
:>(b—r)y—(bp+c)y+v:v+k:zy:((b—r)—(b—r))$y+(b—r)y+a
/ dy
:>—(bp+c)y+vx+kxy:axy+a
dy _ .,
:>$:(bp+c)y—wc+/my—axy
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Colocando zy em evidéncia temos:

d
d_?zi =vr — (Up+c)y+ (k—a)xy (3.12)

A partir das equagoes (3.11) e (3.12) e usando o fato de que = + y = 1, podemos obter
uma unica equagao diferencial ordinaria de primeira ordem para uma melhor analise

epidemiolégico na populagao, substituindo = por 1 — y na equacgao (3.12) resulta:

%_U(l—y)—(b/p—i-c)y—i-(k—a)(l_y)y
:%Zv—vy—(b’p+0)y+(k—a)y—(/f—a)y2

Colocando y em evidéncia logo tem-se:

d
d—i{:U—(U+b’p+c—k5—a)y—(k—&)y2 (3.13)

Essa analise matematica sera usada na maioria dos modelos descritos, visto que as condigoes
e equacoes propostas usadas anteriomente serao necessarias nos modelos com variagao da

populagao total, além de ressaltar os zeros de f(y) que sdo os pontos de equilibrio.

3.3 Pontos de Equilibrio e Analise de Estabilidade

Para o modelo SIS existem duas situagoes a tratar:

e O Ponto de Equilibrio Trivial dado por (S’,I’) = (1,0), que corresponde a populagao

livre da doenca, ou seja, 8" =1 e I' = 0;

e O Ponto de Equilibrio nao Trivial dado por (S’,1') # (1,0), que corresponde a

populagao no estado endémico da doenca, ou seja, S’ # 1 e I' #£ 0.

No estudo da analise de estabilidade os pontos de equilibrio baseiam-se na argumentacao

d
de que equagao (3.13) é do tipo d—gt/:f(y) em que f(y) é uma fungao quadrética, ou
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seja, para uma solugdo de equilibrio y é tal que f(y) = 0, assim podemos considerar
uma pequena pertubagao 0(t) em g tal que | §(t) | < 1 com isso a fungao solugao é

y(t) =y + 6(t) em Série de Taylor em torno do ponto 7, obtemos:

w = F(F+ () = F(7) + F5)5(E) + 0(5(t))
= LU _ pga
ds(t)

Em que a solucao da equacao diferencial = f'(9)0(t) com uma dada condi¢ao inicial

dt
5(t) = dpe! @

Para a solugao acima, a estabilidade dos pontos de equilibrio dependera do sinal da

derivada de f(y) calculada no ponto y.Assim:

e Se f'(y) < 0 entao 6(t) tende a zero quando t tende ao infinito, daf y(¢) tende a g,

logo y é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel.

e Se f'(y) > 0 entao §(t) tende ao infinito quando t tende ao infinito, daf y(¢) tende

ao infinito, logo ¢ é um ponto de equilibrio instavel.

Na anélise de estabilidade dos pontos estacionérios do modelo dado pela equagao (3.13)

tem-se a variacao do parametro k — a e v # 0. Assumindo dai os seguintes casos:

1. Caso em que k = «, tem-se:

d
d—?:v—(v+b'p+c—k:+a)y—(k;—a)y

2

d
#d—gz:v—(v+b'p+c—k+a)y

Logo a equagao quadratica é simplesmente simplificada em uma Equacao Diferencial

Linear de Primeira Ordem. Sabendo que %: f(y) e fazendo f(y) = 0.

fy) +Wp+ectv)y=uv
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= Up+et+v)g=v
Com isso obtemos um ponto de equilibrio dado por:

o v
v (U'p+c+v)

v .
- €
(U'p +c+v)

um ponto de equilibrio estavel atraindo solugoes com dados iniciais positivos. Segue

I
que, y fornece o nivel endémico da infec¢ao, dada pela proporcao B

Como f'(y) = —(U'p+c+wv) < 0 entdao f'(y) < 0. Portanto y =

A solucao geral é obtida com a soma da equacao homogénea e 7, que esta sujeita a

uma condicao inicial y(0) = yo dada por:

v ’
N YL e Wrero
y(t) (U'p+c+v) Y

Claramente, y(t) — y quando t — oc.

2. Casoemque k >a<=k—a>0

d
Para este caso, obtemos os pontos de equilibrio fazendo d_Zt/ = f(y) = 0 onde resulta:

(k—a)y’+(w+bp+c—k+a)y—v=0

Calculando as raizes do polinomio obtemos:

—(w+bpt+c—k+a)E/(w+Vp+tec—k+a) +dv(k—a)

v 20k — a)
) —(w+bpt+c—k+a)+/(v+bp+c—k+a) +dv(k—a)
Y= = >0
2(k — «)
_ —(w+bpt+c—k+a)—/(w+tp+c—k+a) +4dv(k—a)
Y=Y = <0

2(k — «)
Como iy = y; e ¥ = yo, 0 ponto de equilibrio valido no modelo é ¥ = y; no qual é

positivo e localiza-se no intervalo (0, 1). Este resultado é verificado logo abaixo pelo
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Teorema do Valor Intermediario:

f(0)=v>0

f)=v—(w+bp+c—k+a)l—(k—a)l
= f)=v—v—>0Vp+e)+(k—a)—(k—a)
= f(1)==0Wp+c)<0

Sabendo que y; estd em (0,1); yo serd ttil para obter solugdes explicitas em que
k—a > 0. Tendo a derivada de f(y), tal que f'(y) = —(v+b'p+c—k+a)—2(k—a)y,

basta substituir §y = yo em y tal que:

f@)=—(w+bp+c—k+a)+

=2k —a)[-(v+VVp+ec—k+a)+/—(v+Vp+c—k+a)2+4v(k —a)]

* 2(k — «)

= f(7) = — (v ptc—k+a)+(v+bptc—k+a)—/ (v + Up +c — k + a)? + 4v(k — a)

= @)=/ (w+bpt+c—k+a)2+4v(k—a) <0

Com esse resultado, o fato de que § = y» em f'(y) < 0, reforca o de que, y = y; é
um ponto de equilibrio estavel, ou seja, as solugoes com dados iniciais sao atraidas
por esse ponto.

Para solucao explicita basta a integracao direta de C;—:g: f(y), decorrentes da fa-

toracao da funcao quadratica em funcao de suas raizes, logo a decomposicao da

funcao é dada por: f(y) = —(k — a)(y — y1)(y — y2). Entao,

dy C h—a
—(k=a)(y—y)y —y2) = =) v—1) (k —a)dt

dy _
dt

dy = — — cte
= [ Gy = ke
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Contudo na integracao acima é preciso aplicar o Método de Decomposicao em

Fragoes Parciais em L , dai tem-se:
(v —y)(y — y2)
1 _ A 5 Aly —y2) + Bly —w1)
—v)y—v2) W—y) (y—v2) (v — 1)y — y2)

= Ay — 1) + Bly —y) =1

1 1
Fazendo y = y» = B = = —
yQIyl Y1 — Y2

Fazendo y =y, = A =

Y1 — Y2
Entao:
1 1
1 _ (Y1 — y2) _ (Y1 — v2)
W=—y)y—w) W-—wn) (1)
Integrando

dy _ 1 1 1 1
/<y—y1><y—y2> - (yl—m)/(y—yl)dy <y1—y2>/<y—y2>dy

1 1
= m In(y —y1) — m In(y — y2)

- ﬁ[ln(y — 1) — In(y — 12)]

1 —
= In (v =) = —(k —a)t +cte

(i —v2)  (y—1)

A equagao acima pode se simplificada considerando § = y; — y2 e multiplicando-o

em ambos os membros, e aplicando a inversa da funcao logaritmica, obtem-se:

lnM = —(k —a)tp + cte.p <=

(y B yl) _ 6—(k—o¢)t6+cte.ﬁ
(y — o)

(Y —v2)

Logo,
(y — ) — o (k—a)tp yete.8
(Y — v2)

Uma solucao particular, é a trivial em que basta calcular para a condicao inicial em
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que y(0) = yo, entao:

(yO - yl) _ ef(kfa).o,ﬁecte.,@ _ ecte.,@

(Yo — y2)

Agora para calcular a solucao geral é sé usar o fato de que 8 = y; — ys, € também

o resultado da condicao inicial,

Vw+bp+e—k+a)?+4dv(k—a)

2(k — ) =0

b=y —y2=
Entao fazendo A\ = (k — «)f > 0, tem-se:

(y — 1) _ o~ (ka)iB (Yo — y1)

(y — 1) (Yo — 1) = (y—y) (o —v2) = (¥ — 12) (o — y1)e N =

= (y.yo — y-v2) + (192 — v1.%0) = (V-0 — v-v1) + (Yo-y1 — vo.y0)]Je ™

= y(yo — y2) — 1Yo — v2) = y(vo — v1)e N — ya(yo — y1)e ™

= (Yo — ¥2)¥ — (Yo — y1)e "y = va(y1 — Yo)e ™ + (yo — o)1

= [(yo — v2) — (vo — y1)e My = o (y1 — yo)e ™ + (yo — ¥2)u1

(Yo — Y2)y1 + va(y1 — yo)e ™
(Yo — y2) — (yo — ya)e= N

= y(t) =

Dividindo y(t) por (yo — y2), a solugao geral fica:

Y1 — yz—EyO — ) e M
y(t) — Yo — y2)
1 — (yO - yl)e,)\t
(Yo — y2)

Portanto , se A > 0, entdo y(t) — y; = y quando t — oo, para qualquer yq .

3. Casoemque k—a<0&sa—k>0

d
Calculando analogamente ao caso anterior os pontos de equilibrio, fazendo d_i = f(y) =0,

segue:

fy)=—k—-a)y*—(w+bp+tc—k+a)y+v=0
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(v+bp+ec—k+a)E\/(v+bp+c—k+a)?+4dv(k—a)

= =
Y 20— k)
~ (v+bp+c—k+a)—/(v+Up+c—k+a)?—4dv(a—k)
y=uv = >0
2(a — k)
e
v+ Vptec—k+a)+/(v+Vp+ec—k+a) —dv(a—k)
Y="Y2= >1
2(a — k)
Novamente usando o Teorema do Valor Intermedidrio temos:
f(O)=v>0e f(1)=—(t'p+c) <0, logo o estado estacionario em questao é a propor¢ao

de equilibrio positiva localizada no intervalo (0, 1), tendo seu resultado andlogo, do caso

anterior, dado por:

(v+bp+ec—k—+a)—\/(v+bp+c—k+a)?—4dv(la—k)
2(a — k)

Y=y =

Temos que f'(y) = —(v+bp+c—k+a) —2(a—k)y.

Calculando f’(y) temos:

f'(y) = —(v+b'ptc—k+a)+2(a—k) (v+bptc—k+a)- \/(U +bWp+ec—k+a)?—4vla—k)

2(a — k)

:>f’(yj):—\/(v~|—b’p~|—c—k—|—a)2—4v(k—a)<0

Segue que y = y; é estavel para o sistema, atraindo todas as solugdes com dados iniciais
positivos.

d
Agora, vamos decompor f(y) = d_g; em funcao de suas raizes, resulta:

F) = = (@~ W)y~ )y~ )

= = (o — k)dt

Integrando ambos os lados:

dy = ( — cte
/(y—yl)(y—yz)_( £)t + ct
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1

Aplicando novamente o método de decomposicao em fragoes parciais em
(v —y)(y — y2)

dai tem-se:
1 A B Ay —y2) + Bly — 1)

G- W-w) G- G-y
= Aly—y)+Bly—wn) =1

1 1
Fazendo y =y = B = = —
yQIyl Y1 — Y2

Logo:

Fazendo y =y, = A =
Y1 — Yo

1 1
1 (1 — 1) (11 — 12)

(Y —y)(y — y2) a (v — ) (Y — 1)

Integrando

dy 1 1 1 1
/@—mmrwg‘@rwg/@—mﬂy m—mm/@—mﬂy

1 1
= o In(y — ) — =) In(y — o)
— m[ln(y —y1) — In(y — 12)]
dy — oy — _ dy =(a—
P (k )Y —y1)(y — 1) = W —y)(y — 1) ( k)t

ay = (a— cte
/ky—mﬂy—m)_( £)t + ct

De modo semelhante ao caso anterior, ocorre que

dy B 1 1 B 1 1
/@—mmrwg‘@rwg/@—mﬂy M—mm/@—mﬂy

Donde obtemos

= (k — a)t + cte
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Novamente fazendo 5 = y; — ys, teremos:

In (y - yl) _ (Oé o k)tﬁ + cteﬂ — (y - yl) _ e(afk)tBJrcte./B
(y — 2) (v — 92)

Logo;

(y - yl) — pla—k).tB cte.

Com devida condigao inicial y(0) = yo, segue que:

(yO _ yl) _ ecte.ﬁ

(Yo — y2)

Note que

V+Up+e—k+a)?—4dv(la—k)

2(a — k) <0

B=y1—Yo=—

e, fazendo A = (o — k)B < 0, teremos:

(y — 1) — pla=k)iB (Yo — 1) —

(y — o) (Yo — o) (v —v1) (o — 2) = (Y — y2) (o — )™ =

= (y.yo — ¥.¥2) + (Y192 — y1.%) = [(y-yo — y.v1) + (y2.01 — yg.yo)]e)‘t
= y(Yo — ¥2) — v1(yo — ¥2) = y(yo — y1)e™ — ya(yo — y1)e™
= (Yo — v2)y — (yo — y1)eMy = v (y1 — vo)e™ + (Yo — v2)vu

= (%o — v2) — (o — y1)eMy = v2(y1 — yo)e™ + (Yo — y2) 11

(Yo — y2)y1 + Y2 (y1 — yo)e

(Yo — y2) — (Yo — y1)eM

=y(t) =

A solucao geral é dada por:

Y —y (Yo — yl)e,\t
_ ! ? (yo - ?/2)
N T
(Yo — v2)
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Claramente tem-se que quando A < 0, y(t) — y1 = ¥y quando t — oo, para todos os
valores iniciais.

Resumindo os resultados obtidos, temos:

e Seja a funcdo y(t) igual a proporcao de infectados com uma taxa de variagao da
populacao em relacao ao tempo diferente de zero. Conclui-se que para uma taxa de
transmissao vetorial v diferente de zero, toda vez que existir um ponto de equilibrio

diferente de zero a equagao, (3.13) possui trés comportamento:

1. Quando k = «, existe um tunico estado estacionario para o sistema; o qual é um

ponto de equilibrio assintoticamente estavel, dado por y = F:

v

_ 14
Up+v+c (3.14)

g:

2. Quando k — a > 0, existe um tnico estado estacionario positivo para o sistema no

intervalo (0, 1); que é um ponto de equilibrio assintoticamente estével, dado por:

vtbpte—k+a+J/(ot+Vp+c—k+a)?+du(k—a)

o) (3.15)

g:

3. Quando k£ — a < 0, existe um unico estado estacionario para o sistema localizado

no intervalo (0,1); que é um ponto de equilibrio assintoticamente estével, dado por:

v+bpte—k+a—/(v+¥Vp+c—k+a)+4dv(k—a)

= o= h) (3.16)

3.4 Resultados Epidemiolégicos em Relacao aos Parametros

Para estabelecer as medidas de controle de infecgao, foi usado dois parametros importantes
que sao: Forca de infeccao e reprodutividade basal. Com isso serd descrito as principais
interpretacoes epidemiolégicas do modelo para estabelecer possiveis medidas de controle

da infeccao com base no valor limiar R, obtido e nas devidas taxas do sistema.
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1) Seja a equagao (3.6)

dP
Ez(b—r)P—i—(T—b—i—b’—r’)[

1
multiplicando ambos os membros por 12 entao;

1dP oI

1
Temos que 4§ = 2 substituindo na equagao acima, obtem-se

1dP

ﬁ%:(b—r)—i-(r—b—i—bl—r')gj

Como oo = (r —b+ 1V —r'), entao

1dP _

par o)
Logo, temos a seguinte equacao

dpP

Integrando, com um dado valor inicial P(0) = Fp, tem-se:

/%:/(b—r—ay)dt

Logo,
P(t) — Poe(bfrfag)t

Portanto nos casos de estabilidade P(t) quando ¢t — 0o, comporta-se:
e P(t) »ocoseb—r—ay>0.
e P(t) > 0seb—r—ay<0.
Como 7y sao pontos de equilibrio estaveis do modelo, foi esbelecido o primeiro valor
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limiar denotado por R = ————. Com isso tem-se:
r+ a(y)

e Se R > 1 a populagao cresce numa razao exponencial.

e Se R < 1 a populagao numa mesma razao exponencial.

2) Pode-se observar que sempre existe o nivel endémico da infecgao, ou seja, a presenga
- : . I
da transmissao vetorial; note ainda que v — co = D= y — 1.

Logo, podemos fazer a mudanca explicita dos niveis endémicos 7, com relagao a

varidvel v nas respectivas equagoes (3.14), (3.15)e(3.16), dai:

(a) Quando y(v) = ﬁ, e fazendo a derivada parcial de 7 em relagao a v,
v+c+bp
tal que:

d(v) , d(v+c+UVp)
0% _ (v+c+p) B —
ov v+c+bp

_@red¥p) () et
(v+c+Up)? (v+c+bp)?
_ b
L edlp

T ov (v4c+Up)?

(b) Para k —a > 0,

—(v+Vp+cta—k)+/(v+bp+c+a—k)?+4dv(k—a)

y(?}): 2(]@-0&)
Variando em relacao a v,
9y 1 dy / dy
— = ——[—F(v+b —k)+— v — k)2 + 4v(k —
90 = 25 — o) g UHIPreramR) g (Vo Vpt et o= R 4 du(k — )]
Aplicando a regra da cadeia, 4 _ @@ em/(v+bp+c+a—k)?+4v(k — )
p iy d dv  dz dv
4z _ 4z du ; — k)2, enta
e = em (v+bp+c+a—k)?, entao,
9y 1 a 2+tp+c+a—k)+4v(k —a)
o 2(k—a) 2¢/(v+bp+c+a—k)?2+4vk—a)
] 1 s — k) +2(k —
j@z—[—l—i— (v+bp+c+a—k)+2k—a) >0
o 2(k—a) Vw+bp+ce+a—k)?2+4o(k—a)
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(¢) Sek—a <0,

vtbpteta—k—/(wtbptcta—k)?—4dv(a—k)
2(a — k)

ylv) =
Resolvendo de modo anédlogo ao do caso anterior com a variacao de y em relagao

a v, tem-se:

(v+bp+c+a—k)+2k—a) |
VO+Up+e+a—k)?+4dk—a)

o_ 1
o 2(k—a)

% —k)+2(k —
(v+Vp+c+a ) +2( @) ] esta no intervalo

O qual a expressao
V+bp+e+a—k)?2+4dk—a
(0.1), para v suficientemente grande, entao:

decresce com o aumento de v, pois

—)

«

+®‘
<

Conclui-se que o valor limiar R =
r
I
também h& um aumento em y e § = 5 1, fazendo com que P(t) — 0 e

I(t) = oc.

3) Nos casos de estabilidade § — 0 quando ¢ — oo. Por esse fato, assim como na

variacao de v, pode-se explicitar a mudanca do nivel endémico, dada pela variacao

de ¢ em (3.14)-(3.16), logo:
(a) Quando y(c) = ﬁ,e fazendo a variacao de ¢ em relagao a ¢, tem-se:
v+c+bp
d b
v+ e+ Hp) ‘“'W
c

. dw)
Y _ dc
de (v+c+p)’

Oc

oy —v
S —
dc (v+c+Up)? =

(b) Para k —a >0,

—(w+bp+tecta—k)+/(v+bp+c+a—k)?2+4dv(k—a)
2(k — «)

yle) =
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Resolvendo de modo andlogo ao caso (2) item b), tem-se:

9y 1 ) (v+bp+c+a—k)

oc  2(k—a) Vw+bp+ce+a—k)?2+4dv(k—a)

(v+bp+c+a—k)
VO+Up+e+a—k)?+4ok—a)

Como a expressao, 0 < < 1, entao:

dy
%<O

(c) Se k—a <0,

i )_U+b’p+c+a—k—\/(v+b’p+c+a—k)2—4v(a—k)
e = 2(a — k)

Para calcular a variacao de y em relagao a ¢, usa-se o método analogo ao do

(2) item c), daf resulta a seguinte equagao:

9y _ 1 - (v+bp+c+a—k)+2(k—a) |
de 2k — ) V+bp+ce+a—k)?+4(k—a)

(v+bp+c+a—k)+2(k— )
Vw+bp+c+a—k)?2+4dv(k—a)

Em que a expressao > 1, entao:

]
%<O

Logo conclui-se que o valor limiar R = cresce quando ¢ aumenta, entao

T+ oy

1
gj:F — 0, segue que P(t) — oo e I(t) — 0.

4) Para obter um valor limiar Ry que rege a variacao dos infectados, foi considerado
partir da equagao (3.13), um valor inicial yo(¢) na dindmica da infec¢ao. Com isso
temos:

dy

%:v—(v+c+b'p—k:+a)yo—(k—a)yg

Agora é conveniente considerar y2 despresivel, pois estamos com intuito de estabe-
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lecer um valor limiar para a proporcao de infectados, dai temos:

d
d—i:v—(v—l—c—l—b’p—k—l—a)yo

v
v+c+bp+a—k

==

Logo temos que

g>o0s (v+c+bp+a—k)>0

= @W+ct+bp+a)>k
k
(v+c+bp+a)

k
(v+c+Up+a)

=1>

Portanto denotamos Ry = Dai tem-se as seguintes condicoes

para o nivel endémico:

e Se Ry <1, entao v > 0, o qual o nivel endémico sempre existe na presenca de

transmissao vetorial;

e Se Ry > 1 em (3.16), ocorre o mesmo quando v = 0, em que o parametro k da

essa condigao.

Portanto, para a transmissao horizontal e transmissao vertical, se ocorrer um contagio
suficientemente forte na populacao, a doenca pode ainda se manter mesmo com a
auséncia de transmissao vetorial, isso em decorréncia do fluxo de imigrantes conta-
minados de areas infestadas. Com isso, uma estratégia de controle da doenca seria a
diminui¢ao da proporc¢ao y de infectados, que esta concentrada na forca de infecgao
k no pode ocorrer o alastramento da doenca em regioes.

Com o aumento na probabilidade de transmissao vertical ¢, seu complementar p de-
cresce, o que acarreta o aumento de Ry, ou seja, Ry cresce a medida que p diminui.

Dai tem-se;

e Se ¢ — o0, entao Ry diminui e y — 0

e Se k — oo, entao y — 1
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Conclui-se desses parametros estudados que a doenca esta concentrada na taxa de
remocao ¢ e novamente a forca de infeccao k, ou seja, outra forma de controle da

doenga esta relacionado com esses dois parametros.
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Capitulo 4

Modelo SIS com Mistura
Proporcional e Auséncia de

Transmissao Vetorial

4.1 Introducao ao modelo

Nesse modelo sera feita uma anélise epidemiolégica semelhante ao caso anterior, sé que
agora com a devida auséncia do mecanismo de transmissao pelo vetor. Em se tratando
desse tipo de transmissao, podemos obter um estudo simples para o controle ou até
mesmo a erradicagao da doenga, pois se nao haver a presencga ou até mesmo se essa taxa
de transmissao for despresivel, significa que o ciclo de infeccao do mal de Chagas é afetado,
dessa forma ficaria facil fazer um controle dos infectados.

Como no modelo proposto nao ha presenca do agente transmissor, iremos considerar v = (

nas equagoes (3.2) e (3.3) no que resulta:

ds , SI
= :(b—r—O)S+(bp+c)I—k—S+I
=
ds SI
- 't e)l — k=2 41
= (b—7)S+ (b'p+c) kS—i—I (4.1)



dl

ST
& Wg—r — )+ 0.5+ k2
= b'q—r"—c) I +0.5+ T
=
dl ST

Essa analise do modelo sera semelhante ao processo anterior, entao fazendo as mesmas

S I

consideragoes : x = pY=pea= (b—7) — (b — ') Das consideragoes acima resulta:

:E:F:>S:xP

derivando em relacao a t

- dt a - a

d, dS _dP _ dv 1 dS

N dpP
dt  dt

w7 P Y

Usando as equagoes (3.5) e (4.1) obtemos os seguintes resultados:

d
d—j = U'p+c)y— (k—a)xy (4.3)
Das consideragoes acima, resulta:
1
-~ = [=yP
Y P = )
derivando em relacao a t
dl dypP) _dI dP dy
R R T A T
dy dI  dP dy 1 ,dI dP
Yp 2 @ L a
i " w T w P a?
Usando as equagoes (3.3) e (3.15) obtemos os seguintes resultados:
dy /
i —(b'p+c)y+ (k—a)ry (4.4)
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A partir da equagao (4.4) e usando o fato de que = + y = 1 podemos obter uma tnica
equacao diferencial ordinaria de primeira ordem em y, para tornar a manipulagao algébrica
mais simples, substitui-se x por 1 — y na referida equacao, logo resulta:

dy / 2

o =S =k—a—c=bply+(a—kly (4.5)
Nas interpretacoes desse modelo é conveniente determinar situacoes em que a populagao

P(t) seja estaciondria, entdo a partir da equagao (3.17) e considerando o= 0 resulta:

b—r

b—r—ay)P=0=b—r—ay)===0b-—r—ay)=0=y=

vl

como consideramos « > 0 é necessario e suficiente que para y ser um ponto de equilibrio,

b—r>0.

4.2 Pontos de Equilibrio e Analise de Estabilidade

A andlise do ponto de equilibrio sera feita a partir da equagao (4.5).

Fazendo % = (0 resulta:

(a—k)y*+(k—a—c—bpy=o

com isso podemos determinar os zeros da equagao, tal que:

—(k—a—c=Up)x(k—a—c—1Vp)

v 2(a — k)
bp+c
=y =0 p=1-=
-«

A partir desse resultado podemos observar que a solucao trivial do modelo sempre vai

- N . bp+c
existir e que a populacao esta livre da doenca sempre que y =1 — kp .

-«

A solucao y; = 0 nos mostra que podemos obter um equilibrio estavel livre da doenca, que

bp+c
—

¢ exatamente o ponto (z,y) = (1,0), eyp =1 — também nos da uma possibilidade
de doentes na populacao, logo na populacao total existe um nivel endémico da infecgao.

Com isso podemos estabelecer os seguintes casos de estabilidade:
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1. Estabilidade Assintética do Equilibrio Trivial
A analise serd feita a partir da solugao y; = 0. Contudo, se derivarmos a equagao

(4.5) em relacdo a y em torno de sua origem obtemos:

fly) =k —-a—c=Up)+2a—-k)y

= f0)=k—a—c—1bp

se f'(0)<0=k—a—c-bp<0=k<a+tct+bip= < 1 Logo (z,7) é

a+c+bp
um ponto de equilibrio estavel. Por outro lado, se ——— > 1 = (z,y) = (1,0
p q v p— (z,y) = (1,0)
¢ um ponto de equilibrio instavel.
2. Estabilidade Assintética do Equilibrio Nao Trivial
bp+c

A andlise serd feita a partir da solucao y, = 1 — O equilibrio nao tri-

k—a

v b
ptc 122 + C), de modo analogo, obtemos f'(y) =

E—a’ kE—a

vial dado por (Z,y) = <
—k+a+bp+c

k
Se fl() < 0= —k+a+bp+c<0=a+bp+c<k=1< ———— resulta
a+bp+c

que o ponto nao trivial é estdvel. Por outro lado, se f'(y) >0 => ————— < 1,
a+bp+c

resulta que o ponto de equilibrio é instavel.

E importante denotarmos um valor limiar que se trata da estabilidade assintomatica

dado por:

k

Ry=——7—
0 a+bp+c

Continuando com a resolucao das solugoes explicitas, para isso sera necessario decompor
f(y) em fungao de suas raizes, e considerando uma dada condigao inicial temos primeira-

mente f(y) = (o — k)(y — y2)y em fungdo de suas raizes.

Como ¥ = 1(y) = (o~ K)(y — )y — ) =
dy (o
TR T
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Integrando ambos os lados resulta:

dy
[——— = [(a—k)dt = f —_—
(Y —y2)y (Y —y2)y
Usando o método de decomposicao em fracoes parcias na primeira parte da equacao, re-

= (a— k)t + cte

sulta:

1 A E_AQ+B(?/—1U2)
=)y W—y) vy (y — )y
= Ay+ By —y2) +1

fazendoy =yo = Ayp = 1= A= —

Y2
1
por outro lado, fazendo y = 0 = B(—y2) =1 = B = —— com isso temos:
Y2
1 1
Y oy 111
W—v) ¥y v (yY—v) vy
fazendo a devida integracao resulta:
1 1 1
— ——. [ —-=—In(y—y2) — —.In(y
gfy y2) yafy yz( )yz )
1 _
= —.In <y yZ) = (o — k)t + cte
Y2 Y

= In (y — y2> = (o — k)t.ys + cte.ys
)

= Y—Y2 _ e(afk)t.yzecte.yg
Y

Dado uma condigao inicial y(0) = yo

Yo — Y2 __cteyo
— =e
Yo

Para obten¢ao da solugao geral precisamos desta solugao inicial, e fazendo A = (k — o)y

temos:
Y—1Y2 oM Yo — Y2
Yy Yo

= (Y — 12)% = Y(yo — ¥2)e™ = Y.Yo — Yoo = y.yoe™ — y.ya.e

= YYo — Y-y + y.ya.eM = 1oy = y(Yo + (Y2 — v0)-€M) = 1270

y2yo
Yo + (Y2 — o).

=y =

20



dividindo por yq:
Y2
(y2 — o).V
Yo

=y =

1+
A partir dessa solucao é conveniente ressaltar as condigoes para que o sistema convirja
para 1o, podendo se comporta de duas maneiras:

Se A < 0 = y(t) — y2 se e somente se yo > 0, tornando-se uma solugao biologicamente

. bp+c bp+c . D
viavel, logo, se 1 — P >0,=> P < 1, que recai na condicao lineal Ry > 1, por
-« -«
outro lado, se A > 0 o sistema converge para 0, resulta ——— < 1, simplificando os

a+bp+c
resultados obtemos:

Se A< 0=y(t) >ypeseA>0=y(t) —0
Analisaremos agora a dinamica da populacao a partir da equagao (3.17) junto com a pro-
por¢ao endémica g, com intuito de estabelecer resultados em relagao aos valores limiares

obtidos:

a- Caso em que Ry < 1 Fazendo § = 0 na equagao (3.17) resulta: % = (b—r)P, se
(il_]; <0, decorre que (b—7r)<0=b<r= 2 < 1 entao P(t) — 0 quando t — o

consequentemente /() — 0.

Por outro lado, se (b—171) >0 = g > 1, resulta que — P(t) — oo se t — o0.

Dessa forma temos que analisar dois casos provaveis para a populagao dos infectados.

Para obtermos uma tnica equagao em funcao de I(t) iremos usar as equagoes (3.3)

1 1
e (3.7), descrita respectivamente pelas equagoes: a =Up—r'— c)]+vS+kS—
y dt S+1
T JR—
S = I.
¢ b—r
Substituindo (3.7) em (3.3) obtemos
dl = (r' =011
—={Wp—1r"—0o)I I+k —
B A sy sy s
dI r = (r=v)1
—=((t'p—1r"— k —)I
DA O A e sy ey )

Como neste modelo descrito ha auséncia da transmissao vetorial entdo v = 0 e

usando o fato de que — = (b—r) resulta:
P Q
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dl —b
gz(b’p—r’—chk:(a—i_r ))I
dl (! / (T_ )
Por outro lado, a populacao se mantem estacionario se o 0, obtemos entao da
equagao (3.17):
— dl
b—r—ay=0=—ay=—(b—r)=y= L, NN i (Up—r"—c+k+ky)l
o

1
:%:(b’p—r’—c—f—kﬂ

bg+k
Da equacao acima, podemos estabelecer um valor limiar Ry = q+—|— — para [ (t).
c+r
I
Resulta que dado y = — = 0 temos P(t) - oo e [(t) > 0se Ry < 1e I(t) — oo se

P
Ry > 1.
b- Caso em que Ry > 1
dP _
Quando Ry > 1 temos y(t) — y2 € se P (b —r — ay)P temos que P(t) — 0
quando b < r + ay por outro lado se P(t) — oo se b > r + g, com isso temos que
I
se § = — — yo resulta P(t) — oo entao I(t) — oo caso contrario, se P(t) — 0

P
entao I(t) — 0

4.3 Resultados Epidemiolégicos em Relacao aos

Parametros

Com a analise dos parametros limiares observa-se que a doenga se mantem mesmo
com os pontos estacionarios da populacao total P(t).
Resumindo os resultados tem-se:

b—r

e Se P(t) é estacionério, a proporgao y dos infectados é dado por § = nos

casos em que R >1e Ry = 1.

e Se P(t) ndo é estacionério, as seguintes possibilidades podem ocorrer:

limy(t) =y se Ry >1
t—o0
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lim y(t) =0 se Ry <1

t—o0
Em que ¢ e o equilibrio nao trivial
O comportamente assintomatico da populacao junto com as dos infectados

obdecem as condicoes :

ii Se Ry < 1le R <1, resulta P(t) — oo, I(t) = oo e §y — oo quando t — 0, por
outro lado se Ry < 1e R > 1, resulta P(t) — oo e y(t) — 0 e I(t) — 0 além

do que I(t) »oose Ry >1el(t)—0se Ry <1

iii se Ry > 1 entao y(t) — ¢ além do que:
P(t) - 0se Ry <1
P(t) > ocose Ry > 1
I(t) > 0se Ry <1
I(t) > 0se Ry > 1

23



Consideracoes Finais

Através deste estudo como parte da obtengao do curso e estimulado pela importancia
da matematica para a satide publica, que levaram muitos pesquisadores a encontrar a
origem, consequéncias e evolucao de epidemias que hoje sao importantes para o controle
e até erradicacao de doencas infecciosas. Neste trabalho foi feito um andlise ao modelo
matematico da doenga de Chagas, fazendo uma analogia a importancia que tem o estudo
da epidemiologia aos modelos de doencas para a saide publica em particular para o a
doenca de Chagas. A partir do andlise aos modelos descritos, conseguimos resultados
muitos satisfatorios, pois se tratando do modelo SIS com auséncia do vetor resulta que
podemos conseguir um controle ou até mesmo a erradicacao da doenca e assim o ciclo de

infeccao do mal de Chagas é afetado significadamente.
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