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CURSO DE LICENCIATURA PLENA EM MATEMÁTICA
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é a palavra que devo utilizar para definir a forma como a turma de 2007 se uniu para que
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Resumo

Neste Trabalho de Conclusão de Curso são abordadas as soluções do Sistema de Equações

Diferenciais Lineares Homogêneas pelo Método dos Autovalores e Autovetores. O método

consiste em determinar as ráızes do polinômio caracteŕıstico da matriz de coeficientes

do sistema de equações diferenciais, as quais podem ser todas reais, complexas ou com

multiplicidade. São formulados teoremas para determinar os autovalores linearmente

independentes, simples ou generalizados, em cada um destes casos e as respectivas soluções

do sistema de equações diferenciais e são apresentados exemplos de aplicação para cada

caso estudado. A principal contribuição deste trabalho é apresentar a solução do sistema

de equações diferenciais quando as ráızes do polinômio caracteŕıstico tem multiplicidade

três ou quatro.

Palavras-Chave: Sistema de Equações Diferenciais, Método dos Autovalores e autove-

tores, Polinômio Caracteŕıstico.



Resumé

La réalisation de ce travail sont bien sûr discuté de solutions système d’équations différentielles

linéaires Homogêngeas par la méthode des valeurs propres et vecteurs propres. Le procédé

consiste à déterminer les racines du polynôme caractéristique de la matrice de coeffici-

ents du système d’équations différentielles qui peuvent être tout réel, complexe, ou de la

multiplicité. Théorèmes sont formulés pour déterminer les valeurs propres linéairement

indépendants, simples ou généralisées, dans chacun de ces cas et leurs solutions du système

d’équations différentielles et des exemples d’application sont présentés pour chaque étude

de cas. Aprincipal contribution de cet article est de présenter la solution du système

d’équations différentielles lorsque les racines du polynôme caractéristique ont une multi-

plicité trois ou quatre.

Mots-clés: Système d’équations différentielles, la méthode des valeurs propres et vecteurs

propres, polynôme caractéristique.
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Caṕıtulo 1

Introdução

As equações diferenciais começaram com o estudo de cálculo por Newton e Leibniz

durante o século XVII. Apesar de Newton ter atuado relativamente pouco na área de

equações diferenciais propriamente ditas, seu desenvolvimento do cálculo e a elucidação

dos prinćıpios básicos da mecânica forneceram a base para a aplicação das equações dife-

renciais no século XVIII. Leibniz compreendia o poder de uma boa notação matemática,

e a nossa notação para derivada,
df(x)

dy
, assim como o sinal de integral, são devidos a

ele. Descobriu o método de separação de variáveis, a redução de equações homogêneas a

equações separáveis e o procedimento para resolver equações lineares de primeira ordem.

As contribuições de matemáticos que marcaram sua geração como Euler, Lagrange, La-

place expandiram consideravelmente informações das equações diferenciais no cálculo das

variações, na mecânica celeste.

No final do século XVIII, muitos métodos elementares para resolver equações diferen-

ciais ordinárias já tinham sido descobertos. No século XIX iniciou-se a investigação de

questões teóricas de existência e unicidade, assim como o desenvolvimento de métodos

menos elementares.

1.1 Independência linear

O conceito de Independência Linear é importante para determinar um conjunto de funções

que gerem todas as soluções da equação diferencial, denominada Solução Geral. Prova-se

que duas soluções linearmente independentes da equação diferencial linear de segunda

ordem 1.1 geram o espaço solução ou solução geral da equação.
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Definição 1.1. Consideremos uma combinação linear das funções y1(x) e y2(x) que veri-

ficam,

c1y1(x) + c2y2(x) = 0, ∀x ∈ (a, b) (1.1)

onde, c1 e c2 são números reais. Se,

a) c1 = c2 = 0, dizemos que y1(x) e y2(x) são Linearmente Independentes (LI).

b) c1 ̸= 0 ou c2 ̸= 0, dizemos que y1(x) e y2(x) são Linearmente Dependentes (LD).

Exemplo 1.1. Seja a combinação linear das funções y1(x) = x e y2(x) = x2, que verifica

c1x+ c2x
2 = 0, ∀x ∈ R, (1.2)

derivando, temos

c1 + 2c2x = 0, ∀x ∈ R. (1.3)

Como a equação 1.3 é válida para qualquer x ∈ R, é válida em particular para x = 0, isto

é, c1 + 2c2 · 0 = 0 e portanto c1 = 0. Substituindo c1 = 0 e fazendo x = 1 em 1.2, temos

c1 · 0 + c2 · 1 = 0 e portanto c2 = 0. Como c1 = c2 = 0 em 1.2 pode-se afirmar que as

funções y1(x) = x e y2(x) = x2 são linearmente independentes.

Observe que as equações 1.2 e 1.3 podem-se escrever como um sistema algébrico: x x2

1 2x

 c1

c2

 =

 0

0


onde, a primeira linha da matriz são funções e a segunda linha são suas derivadas. Além

mais, o determinante da matriz

det

 x x2

1 2x

 = 2x2 − x2 = x2,

é em geral diferente de zero.

Exemplo 1.2. Seja a combinação linear das funções y1(x) = x e y2(x) = 2x, que verifica

c1x+ c2(2x) = 0, ∀x ∈ R, (1.4)
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derivando, temos

c1 + 2c2 = 0, ∀x ∈ R, (1.5)

Da equação 1.5 temos que c1 = −2c2, fazendo c2 = 1 temos que c1 = −2. Como c1 = −2

e c2 = 1 verificam 2.4, pode-se afirmar que as funções y1(x) = x e y2(x) = 2x são

linearmente dependentes.

Observe que as equações 1.4 e 1.5 podem-se escrever como um sistema algébrico: x 2x

1 2

 c1

c2

 =

 0

0


onde, a primeira linha da matriz são as funções e a segunda linha são as suas derivadas.

Além mais, o determinante da matriz

det

 x 2x

1 2

 = x · 2− 2x · 1 = 0,

é identicamente nulo.

1.2 Wronskiano

No exemplo 1.1 observa-se que as funções são linearmente independentes e o determinante

formado pelas funções e suas derivadas é não nulo. Enquanto no exemplo 1.2 as funções são

linearmente dependentes e o determinante é nulo. Nesta seção definimos este determinante

e o aplicamos na avaliação da independência linear de funções.

Definição 1.2. O Wronskiano das funções y1(x) e y2(x) de classe C1[a, b], denotado por

W [y1(x), y2(x)] é o determinante da matriz formada pelas funções e suas derivadas. Isto

é,

W [y1(x), y2(x)] = det

 y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

 (1.6)

Teorema 1.1. Se as funções y1(x), y2(x) de classe C1[a, b] são linearmente dependentes,

então

W [y1(x), y2(x)] = det

 y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

 = 0, ∀x ∈ [a, b]. (1.7)
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O Teorema 1.1 afirma que se duas funções são linearmente dependentes, então seu

wronskiano é nulo para todos os pontos do domı́nio comum.

A contra-positiva do Teorema 1.1 fornece uma condição necessária, e muito útil, para veri-

ficar se duas funções são linearmente independentes, tal como afirma o seguinte corolário.

Corolário 1.1. Sejam as funções y1(x), y2(x) de classe C1[a, b]. Se existe x0 ∈ [a, b] tal

que W [y1(x0), y2(x0)] ̸= 0, então as funções y1(x) e y2(x) são linearmente independentes.

Exemplo 1.3. Sejam as funcões y1(x) = 3x e y2(x) = 2x + 5 linearmente dependentes,

logo o Teorema 1.1 afirma que o Wronskiano das funções é identicamente nulo. Com

efeito,

W [3x, 2x] = det

 3x 2x

3 2

 = 3x · 2− 2x · 3 = 6x− 6x = 0, ∀x ∈ R.

Exemplo 1.4. Sejam as funções y1(x) = sin(x) e y2(x) = cos(x) definidas em R. Como

o wronskiano

W [cos(x), sin(x)] = det

 cos(x) sin(x)

− sin(x) cos(x)


= cos(x) · cos(x)− (− sin(x) · sin(x)) = cos2(x) + sin2(x)

= 1 ̸= 0

não é identicamente nulo, então o Corolário 1.1 afirma que as funções são linearmente

independentes.

Exemplo 1.5. Sejam as funções y1(x) = x3 e y2(x) = x5 definidas em R. Como o

wronskiano

W [x3, x5] = det

 x3 x5

3x2 5x4


= x3 · 5x4 − 3x2 · x5 = 5x7 − 3x7

= 2x7

não é identicamente nulo, pois W [y1(1), y2(1)] = 2 · 17 = 2 ̸= 0, então o Corolário 1.1

afirma que as funções são linearmente independentes.
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Os determinantes wronskianos recebem esse nome por causa de Jósef Maria Hoené-

Wronski, que nasceu na Polônia, mas viveu a maior parte de sua vida na França. Wronski

era um homem talentoso, mas complicado, e sua vida foi marcada por disputas acaloradas

frequentes com outros indiv́ıduos e instituições.

1.3 Métodos de Eliminação de Gauss e Gauss-Jordan

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a12x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

. . .
...

an1x1 + an1x2 + · · ·+ annxn = bn

(1.8)

Se A denota a matriz de coeficientes em 1.8. Sabemos que pode-se aplicar a regra de

Cramer para resolver o sistema, desde que detA ̸= 0. Mas a regra exige grande esforço

se A é superior a 3 × 3. O método de eliminação de Gauss-Jordan tem a vantagem de

constituir não somente um meio eficiente de lidarmos com grandes sistemas, mas também

um meio de resolver sistemas do tipo 1.8 com coeficientes constantes, em que detA = 0

e, ainda, um meio de resolver m equações lineares em n incógnitas.

Definição 1.3. A matriz aumentada do sistema 1.8 é a matriz n× (n+1) definida por
a11 a12 a13 · · · a1n b1

a21 a22 a23 · · · a2n b2
...

...

an1 an2 an3 · · · ann bn


Se B é a matriz coluna bi, i = 1, 2, · · · , n, a matriz aumentada de 1.8 se denota por (A|B).

1.3.1 Operações Elementares com linhas

Recordemos, da álgebra, que é posśıvel transformar um sistema algébrico de equações em

um sistema equivalente (isto é, que tenha a mesma solução) multiplicando uma equação

por uma constante não nula, permutando as posições de duas equações quaisquer do

sistema e adicionando a uma equação um múltiplo constante(não zero) da equação. Essas
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operações sobre as equações de uma sistema são, por sua vez equivalente a operações

elementares com linhas em uma matriz aumentada:

(i) Multiplicar uma linha por uma constante não nula.

(ii) Permutar duas linhas quaisquer.

(iii) Adcionar a uma linha um múltiplo constante (não zero) de outra linha.

1.3.2 Métodos de Eliminação

Para resolver um sistema como 1.8 com aux́ılio de uma matriz aumentada, utilizando a

eliminação gaussiana ou o método de eliminação de Gauss-Jordan. No primeiro

método, efetuamos um sucessão de operações elementares com linhas até chegar a uma

matriz aumentada em forma escalonada por linha.

(i) O primeiro elemento não zero em uma linha não nula é 1.

(ii) Em linhas não nulas consecutivas, o primeiro elemento 1 na linha inferior aparece à

direita do primeiro 1 na linha superior.

(iii) As linhas que consistem exclusivamente de 0′s aparecem na base da matriz. No

método de Gauss-Jordan as operações com linhas prosseguem até obtemos uma

matriz aumentada, reduzida escalonada por linha. Uma matriz reduzida esca-

lonada por linha apresenta as três propriedades relacionadas acima.

(iv) Uma coluna que contém 1 como primeiro elemento e tem zeros em todos os outros

lugares.

Karl Friedrich Gauss (1777-1855). Gauss foi o primeiro de uma geração de matemáticos

precisos e exigentes - os ”rigoristas”. Ainda menino, Gauss foi um prod́ıgio em ma-

temática. Seu pai era um laborioso trabalhador de Brunswick, teimoso em seus pontos

de vista, que tentou evitar que seu filho recebesse instrução adequada; mas sua mãe, ela

própria sem instrução, encorajou o filho nos seus estudos e orgulhou-se grandemente de

seu sucesso até sua morte aos noventa e sete anos. Como adulto, costumava dizer que

podia contar antes de poder falar. Entretanto, como estudante universitário, Gauss viu-

se dividido entre duas paixões: filosofia e matemática. Mas foi inspirado por algumas

conquistas matemáticas originais quando ainda não tinha vinte anos e encorajado pelo
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matemático Wolfang Bolyai, de modo que a escolha não foi dif́ıcil. Aos vinte anos, Gauss

seguiu a carreira de matemático. Aos vinte dois anos, completou um livro sobre a teoria

dos números, Disquisitiones Arithmeticae. Publicado em 1801, esse texto foi saudado

como uma obra-prima, permanecendo ainda hoje como um clássico no assunto. A tese de

doutorando de Gauss de 1799 também constitui um documento memorável. Utilizando

a teoria das funções de uma variável complexa, Gauss foi o primeiro a demonstrar o

chamado teorema fundamental da álgebra: Toda equação polinomial tem ao menos uma

raiz.

Embora Gauss tenha sido sem dúvida reconhecido e respeitado como um matemático

destacado, o pleno alcance do seu gênio só foi compreendido com a publicação do seu diário

cient́ıfico em 1898, quarenta anos após sua morte. Para desgosto de alguns matemáticos

do século XIX, o diário revelou que Gauss já havia previsto, às vezes com décadas de an-

tecedência, muitas de suas descobertas - ou melhor, re-descobertas, Gauss era indiferente

à fama; suas pesquisas matemáticas eram, não raro, feitas como uma criança brincando

em uma praia - apenas por prazer e satisfação própria, e não pela instrução que pudesse

proporcionar através de sua publicação.

Em qualquer relação dos ”Maiores Matemáticos Que Existiram”, Karl Friedrich Gauss

estará sempre no topo. Pelo profundo impacto que causou em tantos ramos da ma-

temática, Gauss é chamado às vezes de o ”pŕıncipe dos matemáticos”.

Wilhelm Jordan (1842-1899). Engenheiro alemão, Jordan utilizou este método para re-

solver sistemas lineares em seu livro de 1888, Handbook of Geodesy (Manual de Geodésia).

Neste trabalho apresentaremos alguns resultados da Teoria das Equações Diferenciais

Ordinárias, com enfoque no estudo de solução de equações diferenciais ordinárias lineares

pelo método dos autovalores e autovetores, bem como alguns exemplos e aplicações desta

teoria. Este texto está organizado como segue: no caṕıtulo 1 apresentamos alguns con-

ceitos que serão utilizados nos caṕıtulos posteriores. No caṕıtulo 2, conceitos básicos de

autovalores e autovetores e as soluções do sistema de equações para raizes reais simples,

com multiplicidade e ráızes reais são apresentados nos caṕıtulos 3,4 e 5 respectivamente.
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Caṕıtulo 2

Sistema de Equações Diferenciais

Consideramos neste caṕıtulo sistema de equações diferenciais lineares homogêneas, asso-

ciando a solução do sistema com a técnica de autovalor e autovetor.

2.1 Autovalor e Autovetor

Consideremos uma matriz real quadrada não nula A de ordem n, isto é, existe pelo menos

uma componente não nula aij ( sendo aij ̸= 0 para igual i e j ).

Por exemplo, as matrizes

A =

 1 2

0 3

 (2.1)

B =

 0 0

0 1

 (2.2)

C =

 0 0

1 1

 (2.3)

D =

 1 2

5 6

 (2.4)

são matrizes não nulas.

O problema a considerar é:
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Dada a matriz real A não nula, determinar um número λ e um vetor X não nulo de

ordem n tal que verifiquem: AX = λX

Definição 2.1. Dada a matriz real não nula A de ordem n, dizemos que λ é um autovalor

de A e X é um autovetor de A associado a λ, se

AX = λX

onde, λ é um número real ou complexo e X é um vetor não nulo de ordem n.

Notação. Os autovalores são também denominados valores caracteŕısticos e os autove-

tores são também denominados vetores caracteŕısticos.

Exemplo 2.1. Seja a matriz

A =

 0
1

4
1

4
0

 (2.5)

e o vetor

X =

 1

1

 (2.6)

Desejamos verificar se X é autovetor de A. Isto é, desejamos verificar se AX = λX, para

algum número λ. Logo,

AX =

 0
1

4
1

4
0


 1

1

 =

 0 · 1 + 1

4
· 1

1

4
· 1 + 0 · 1

 =

 1

4
1

4

 =
1

4

 1

1

 =
1

4
X.

Portanto, X =

 1

1

 é autovetor de A associado ao autovalor λ =
1

4
.

Exemplo 2.2. Na matriz A do Exemplo 2.1 desejamos verificar seX =

 1

2

 é autovetor

de A. Temos:

AX =

 0
1

4
1

4
0


 1

2

 =

 0 · 1 + 1

4
· 2

1

4
· 1 + 0 · 2

 =

 1/2

1/4

 .
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De outro lado,

λX = λ

 1

2

 =

 λ

2λ


Se AX = λX, então 1/2

1/4

 =

 λ

2λ

 ⇒

 λ = 1/2

2λ = 1/4
⇒

 λ = 1/2

λ = 1/8

O qual é uma contradição, pois
1

2
̸= 1

8
.

Portanto, X =

 1

2

 não é autovetor de A.

Exemplo 2.3. Seja a matriz A =


0 −1 −9

8 9 9

−8 7 7

 e o vetor X =


1

−1

1

. Temos:

AX =


0 −1 −9

8 9 9

−8 7 7




1

−1

1

 =


0 · 1 + (−1) · (−1) + (−9) · 1

8 · 1 + 9 · (−1) + 9 · 1

(−8) · 1 + 7 · (−1) + 7 · 1



=


−8

8

−8

 = (−8)


1

−1

1

 = (−8) X.

Logo, X =


1

−1

1

 é um autovetor de A associado ao autovalor λ = −8.

Os Exemplos 2.1, 2.2 e 2.3 mostram como verificar se um vetor X é autovetor de A, e

ainda determina o autovalor se a resposta for positiva. Estes exemplos não identificam

no caso geral como determinar os autovalores e autovetores.
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Para determinar os autovalores e autovetores de A, deve-se responder a seguinte questão:

”Dada uma matriz quadrada real não nula A, existem autovalores e autovetores para

esta matriz?”

Para isto consideramos a equação

AX = λX (2.7)

onde X ̸= 0. Isto equivale a:

AX − λX = 0 (2.8)

ou

(A− λI)X = 0 (2.9)

assumindo A e λ conhecidas em 4.7, este sistema admite solução não nula para X se, e

somente se,

det(A− λI) (2.10)

denotamos

P (λ) = det(A− λI)

o polinômio caracteŕıstico da matriz associado ao autovalor λ.

Observando que P (λ) = det(A − λI) é um polinômio de grau n, temos que existem n

ráızes para λ. Temos provado o seguinte teorema:

Teorema 2.1. Dada uma matriz quadrada não nula A de ordem n, o sistema

AX = λX

onde λ é um número e X é um vetor não nulo de ordem n, admite solução para λ e X.

Ainda mais, existem n valores λ associado à matriz A, ráızes de polinômio caracteŕıstico

P (λ) = det(A− λI).

Nota: Como A é uma matriz real de ordem n, P (λ) é um polinômio da forma:

P (λ) = αnλ
n + αn−1λ

n−1 + · · ·+ α2λ
2 + α1λ

1 + α0

14



com coeficientes αk reais. O Teorema Fundamental da Algebra, assegura que existem n

ráızes, as quais, podem ser reais ou complexas. Ainda mais, como coeficientes de P (λ) são

reais, se tiver ráızes complexas elas ocorrem em pares conjugados, ou seja, se λ = a+ ib,

é raiz de P (λ) (a, b ∈ R), então λ̄ = a− ib também é ráız de P (λ). Podem ocorrer várias

situações em relação à natureza das autovalores, como por exemplo.

i) Todos os autovalores são reais e distntos.

ii) Um único autoavalor com multiplicidade n.

iii) Autovetores complexas (em pares conjugados).

iv) Combinação dos casos i), ii) e iii).

Em relação aos autovetores temos os casos:

i) Se todos os autovalores são reais e distintos, gera-se n autovetores linearmente inde-

pendentes.

ii) Se um autovetor tem multiplicidade k, ele gera j autovetores linearmente independen-

tes, com 1 ≤ j ≤ k.

iii) Para cada par autovalor complexo conjugado, se associam dois autovetores em geral

complexo.

iv) Combinação dos casos i), ii) e iii).

2.2 Sistema de EDO lineares homogêneas

O Problema de determinar os autovalores e autovetores de uma matriz não nula A de

ordem n é de utilidade na solução do seguinte tipo de EDO:

Definição 2.2. Dada uma matriz real não nula A de ordem n e coeficientes constantes,

dizemos que o sistema
dX

dt
= AX , X ̸= 0 (2.11)

é um sistema linear homogênea de coeficientes constantes.
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Ou seja, deve-se determinar o vetor X não nulo que verifica 4.3. Se A e X são da forma

A =


a11 a12 a13 · · · a1n

a21 a22 a23 · · · a2n
...

. . .

an1 an2 an3 · · · ann

 , X =


x1

x2

...

xn

 (2.12)

pode-se escrever a EDO 4.3 como

d

dt


x1

x2

...

xn

 =


a11 a12 a13 · · · a1n

a21 a22 a23 · · · a2n
...

. . .

an1 an2 an3 · · · ann

 ,


x1

x2

...

xn

 (2.13)

ObviamenteX é uma função da variável independente t, isto é, X = X(t) é a desconhecida

que depende de t.

Exemplo 2.4. Os seguintes sistemas

a) X ′ =

 5 1

1 5

X b) X ′ =


5 −1 0

0 −5 9

5 −1 0

X c) X ′ =

 1 −1

1 3

X

são sistemas lineares homogêneas de coeficientes constantes, pois a matriz associada tem

componentes reais constantes em cada caso.

Em geral, um sistema do tipo

X ′ = AX + b , x ̸= 0 (2.14)

onde A é uma matriz de ordem n, X e b são vetores de ordem n, é denominado um

sistema linear de equações diferenciais ordinárias. Se A é constante, o sistema é dito

sistema linear de coeficiente constantes. No caso de b = 0, o sistema é dito sistema linear

homogêneo, que é o caso em estudo desta secção. Na próxima secção, serão representados

os métodos para resolver o sistema X ′ = AX, usando os autovalores e autovetores da

matriz A.
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2.3 Solução do Sistema Linear Homogêneo

Consideremos o problema escalar

dx

dt
= ax(t) , a ̸= 0 (2.15)

o qual pode-se escrever na forma diferencial como

dx = a x dt

dividindo por x (x ̸= 0) temos
dx

x
= adt

integrando ∫
dx

x
= a

∫
dt

obtém-se

lnx = at+ c

onde, c é uma constante arbitrária.

Aplicando exponencial temos:

X = eceat

como c é uma constante arbitrária, então k = ec é também uma constante arbitrária.

Logo, a equação diferencial 2.15 tem por solução

X(t) = keat. (2.16)

Com base em 2.15 e 2.16 consideremos a solução do sistema linear

d

dx
X(t) = AX(t) (2.17)

onde A é uma matriz constante de ordem n, da forma

X(t) = eλtV (2.18)

onde V é um vetor constante de ordem n.

Se isto acontecer, X(t) em 2.18 deve verificar o sistema linear a equações de diferencial

ordinárias homogêneas 2.17.
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Substituindo 2.18 em 2.17 resulta

d

dt

[
eλtV

]
= A

[
eλtV

]
⇐⇒

[
d

dt
eλt

]
V = eλtAV

⇐⇒ λeλtV = eλtAV

⇐⇒ eλt [AV − λV ] = 0

Como eλt ̸= 0 resulta necessariamente que

AV − λV = 0

ou

AV = λV. (2.19)

Portanto, resolver o sistema 2.17 equivale a resolver o problema de autovalor e autovetor

2.19.

Logo resolver o sistema de EDO homogêneas X ′ = AX segue o seguinte procedimento:

a) Determinar os autovalores da matriz A, os quais são as ráızes do polinômio carac-

teŕıstico:

P (λ) = det(A− λI) (2.20)

ou de forma equivalente, resolver a equação caracteŕıstica:

det(A− λI) = 0 (2.21)

desta forma obtém-se n ráızes de P (λ) os quais podem ser reais ou complexas, com

ou sem multiplicidade.

b) Conhecidos os autovalores λk , k = 1, · · · , n, determinar os autovetores associados

a cada um dos autovalores, isto será descrito nas próximas subseções, de modo que

os autovetores Vk , k = 1 · · ·n, sejam linearmente independentes.

c) Para cada autovalor λk e autovetor associado Vk a solução é do tipo 2.18:

Xk(t) = eλktVk (2.22)

.

Entretanto considerações devem ser feitas para o caso de ráızes com multiplicidade e ráızes

complexas, os quais são detalhados nos próximos caṕıtulos.
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Caṕıtulo 3

Sistema Linear Homogêneo: Ráızes

reais e distintas

Consideramos o sistema linear homogêneo de EDO:

dX

dt
= AX(t)

onde A é uma matriz quadrada não nula de ordem n e consideremos também que o

polinômio

P (λ) = det(A− λI)

admite n raizes reais e distintas dois a dois:

λ1, λ2, · · · , λn.

Obverva-se que

a) Cada equação algébrica

(A− λkI)V = 0, k = 1, · · · , n

gera um autovetor Vk, isto é:

AVk = λkVk, k = 1, · · · , n.

b) Verifica-se que os autovetores são linearmente independentes, para isto consideremos

a combinação linear
n∑

i=1

ciVi = 0,
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aplicando

(A− λ1I)(A− λ2I) · · · (A− λj−1)(A− λj+1) · · · (A− λn)

todos os termos se anulam exceto o j−ésimo termo:

cjVj = 0.

Como Vj ̸= 0 resulta que

cj = 0,

variando o procedimento para j = 1. · · · , n conclui-se que

c1 = c2 = · · · = cn = 0.

Portanto, os autovetores V1, V2, · · · , Vn são linearmente independentes.

c) Cada par λk e Vk gera a função

Xk(t) = eλktVk, k = 1, · · · , n

a qual é solução da equação diferencial. Com efeito:

X
′

k(t) = λke
λktVk e

AXk(t) = eλktAVk = λke
λktVk.

Como X
′

k(t) = AXk(t) temos que cada XK(t) é solução do sistema de equações

diferenciais.

d) Vejamos que as soluções são linearmente independentes, para isto consideremos a

combinação linear:
n∑

i=1

ckXk(t) = 0,

substituindo Xk(t) = eλktVk temos

n∑
i=1

cke
λktVk = 0.

Como os autovetores Vk são linearmente independentes temos que

cke
λkt, k = 1, · · · , n,
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e como eλkt ̸= 0 resulta que

c1 = c2 = · · · = cn = 0

e portanto que as funções Xk(t), k = 1, · · · , n, são linearmente independentes.

Temos provado assim o seguinte Teorema:

Teorema 3.1. Se o polinômio caracteŕıstico P (λ) = det(A−λI) admite n-raizes λk, k =

1, · · · , n reais e distintas dois a dois, então são gerados n- autovetores Vk, k = 1, · · · , n

linearmente independentes, solução das equações algébricas

(A− λkI)Vk = 0, k = 1, · · · , n.

São geradas n-soluções linearmente independentes do sistema de equações diferenciais:

Xk(t) = eλtVk, k = 1, 2, · · ·n.

Exemplo 3.1. Seja o sistema linear homogêneo
dx1

d1
= 5x1 + x2

dx2

d2
= x1 + 5x2

(3.1)

em forma matricial, 3.1 é escrita como

dX(t)

dt
= AX(t)

onde, X =

 x1

x2

 e A =

 5 1

1 5

 .

O primeiro passo é calcular os autovalores, para isto determinamos as ráızes da equação

caracteŕıstica det(A− λI) = 0:

det

  5 1

1 5

− λ

 1 0

0 1

  = det

 5− λ 1

1 5− λ

 = 0
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ou

(5− λ)2 − 1 = 0

(λ− 5)2 = 1

λ− 5 = ±1

λ = 5± 1.

Logo,

λ1 = 5− 1 = 4

λ2 = 5 + 1 = 6

portanto, temos ráızes reais distintas λ1 = 4 e λ2 = 6.

O segundo passo é determinar os autovalores:

a) Para λ1 = 4, temos que achar V1 tal que (A− λ1I)V1 = 0, ou  5 1

1 5

− 4

 1 0

0 1

  u

v

 =

 0

0

 , onde V1 =

 u

v

 .

Logo,  1 1

1 1

 u

v

 =

 0

0


O qual pode-se escrever como 1 1 0

1 1 0

 L̃2 − L1

 1 1 0

0 0 0


ou u+ v = 0. Se u = 1, então v = −1, portanto um autovetor é da forma

V1 =

 1

−1


a qual associa a solução

X1(t) = eλ1tV1 = e4t

 1

−1

 . (3.2)
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b) Para λ = 6, temos que achar V2 tal que (A− λ2I)V2 = 0, ou  5 1

1 5

− 6

 1 0

0 1

  u

v

 =

 0

0

 , onde V2 =

 u

v

 .

Logo,  −1 1

1 −1

 u

v

 =

 0

0


O qual pode-se escrever como −1 1 0

1 −1 0

 L̃2 + L1

 −1 1 0

0 0 0


ou −u+ v = 0. Se u = 1 ⇒ v = 1, portanto um autovetor é da forma

V2 =

 1

1


a qual associa a solução

X2(t) = eλ2tV2. (3.3)

c) Pelo Teorema 3.1 as soluções X1(t) e X2(t) são linearmente independentes, logo a

solução geral do sistema de equações diferenciais é:

X(t) = c1e
4t

 1

−1

+ c2e
6t

 1

1

 . (3.4)

Verificando que X1(t) é solução do sistema de equações diferenciais:

dX(t)

dt
= 4C1e

4t

 1

−1

+ 6C2e
6t

 1

1

 (3.5)

e

AX(t) = C1e
4t

 5 1

1 5

 1

−1

+ C2e
6t

 5 1

1 5

 1

1

 (3.6)

= C1e
4t

 4

−4

+ C2e
6t

 6

6

 (3.7)

Como 3.7 é igual a 3.5 temos que X(t) em 3.4 é solução 3.1.
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Caṕıtulo 4

Sistema Linear Homogêneo: Ráızes

reais com Multiplicidade

4.1 Ráız real de multiplicidade 2

Seja λ raiz real de multiplicidade 2 de polinômio caracteŕıstico P (λ) = det(A− λI),

onde A é uma matriz real de ordem n do sistema de EDO: X ′ = AX.

Os autovalores são determinado pela solução do sistema:

(A− λI)V = 0

Aplicando a solução de matriz aumentada temos:

(A− λI|0)

fazendo redução das linhas e considerando que λ é multiplicidade 2, pode acontecer os

seguintes casos:

Caso 1. O resultado final é da forma



∗ ∗ · · · ∗

∗ ∗ · · · ∗
...

...

∗ ∗ · · · ∗

0 0 · · · 0

... 0

... 0

... 0

... 0

... 0


︸ ︷︷ ︸

n×n
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onde linha contendo ∗ indica uma linha não nula, ou seja, temos uma única linha

nula.

Portanto uma das componentes pode-se escolher arbitrariamente e as outras são

determinadas de maneira única pela solução do sistema (n− 1)× (n− 1) da forma:



∗ ∗ · · · ∗

∗ ∗ · · · ∗
...

...

∗ ∗ · · · ∗︸ ︷︷ ︸
(n−n)×(n−1)

... ∗

... ∗

... ∗

... ∗


isto é dim(A− λI) = n− 1 e geramos um único autovetor.

Caso 2. O resultado é da forma



∗ ∗ · · · ∗

∗ ∗ · · · ∗
...

...

∗ ∗ · · · ∗

0 0 · · · 0

0 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
n×n

... 0

... 0

... 0

... 0

... 0

... 0


Neste caso, duas components podem-se escolher arbitrariamente e as outras são

determinadas de maneira unica pela solução do sistema (n− 2)× (n− 2) da forma:



∗ ∗ · · · ∗

∗ ∗ · · · ∗
...

...

∗ ∗ · · · ∗︸ ︷︷ ︸
(n−2)×(n−2)

∗

∗

∗

∗


isto é, dim(A− λI) = n− 2 e geramos dois autovetores linearmente independentes.

A seguir analisamos cada um destes casos.
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4.1.1 Um único autovetor linearmente independente

Consideremos que a equação algébrica

(A− λI)V = 0

gera um único autovetor linearmente independente V1 o qual gera a solução do sistema

algébrico

X1(t) = eλtV1.

Para gerar um segundo vetor V2, denominado autovetor generalizado, vamos supor uma

segunda solução da forma

X2(t) = teλtV1 + eλtV2.

Logo,

X
′

2(t) = eλtV1 + λteλtV1 + λeλtV2 e

AX2(t) = teλtAV1 + eλtAV2

= teλtλV1 + eλtV2.

Substituindo em X
′
2 = AX2(t) temos

eλtV1 + λteλtV1 + λeλtV2 = λteλtV1 + eλtAV2

Cancelando termos e simplificando a exponencial resulta,

V1 + λV2 = AV2,

ordenando termos, o autovetor generalizado V2 deve verificar a relação:

(A− λI)V2 = V1. (4.1)

O vetor V2 em 4.1 é denominado autovetor generalizado de A associado ao autovalor λ.

Temos provado assim, o seguinte teorema

Teorema 4.1. Se o polinômio caracteŕıstico P (λ) = det(A − λI) admite uma ráız com

multiplicidade dois, sendo associado um único autovetor V1, então pode-se gerar um au-

tovetor generalizado V2 pela solução do sistema algébrico:

(A− λI)V2 = V1
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As soluções linearmente independentes do sistema de EDO X ′ = AX associado, ao au-

tovalor λ são  X1(t) = eλtV1

X2(t) = teλtV1 + eλtV2

Exemplo 4.1. A equação diferencial

dx

dt
= −x+ 3y

dy

dt
= −3x+ 5y

Pode-se escrever na forma matricial como

X ′(t) =

 −1 3

−3 5

X(t) ,

onde,

X(t) =

 x(t)

y(t)

 .

a) Cálculo de autovalores.

P (λ) = det(A− λI) = det

 −1 3

−3 5

− λ

 1 0

0 1


= det

 −1− λ 3

−3 5− λ


= λ2 − 4λ− 5 + 9

= λ2 − 4λ+ 4

= (λ− 2)2

Logo, temos um único autovalor λ = 2 com multiplicidade 2.

b) Cálculo do autovetor.

De (A− λI)V1 = 0, temos −3 3

−3 3

 v1

v2

 =

 0

0
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na forma da matriz aumentada, −3 3 0

−3 3 0

L2 − L1−−−−−→

 −3 3 0

0 0 0

 .

Temos uma linha nula, logo uma componente pode-se escolher arbitrariamente na

equação

−3v1 + 3v2 = 0,

se v1=1, então v2 = 1, logo temos o autovetor

V1 =

 1

1


o qual gera a solução

X1(t) = e2tV1 = e2t

 1

1

 .

c) Cálculo do autovetor generalizado.

Seja V2 =

 u1

u2

 o autovetor generalizado definido por

(A− 2I)V2 = V1.

Logo  −3 3 1

−3 3 1

L2 − L1−−−−−→

 −3 3 0

0 0 0


como temos linha nula, uma das componentes pode-se escolher arbitrariamente na

equação

−3u1 + 3u2 = 1,

se u1 = 0, então u = 1/3. Logo o autovetor generalizado é

V2 =

 0

1/3


a qual gera a solução

X2(t) = te2tV1 + e2tV2 = te2t

 1

1

+ e2t

 0

1/3

 .
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Verificação,

i) Verificando que X1(t) é solução do sistema de equações diferenciais:

Como

X ′
1(t) = 2e2t

 1

1

 = e2t

 2

2

 e

AX1(t) = e2t

 −1 3

−3 5

 1

1

 = e2t

 2

2


temos que X ′

1(t) = AX1(t), e portanto X1(t) é solução da equação diferencial.

ii) Verificando que X2(t) é solução do sistema de equações diferenciais:

Como

X ′
2(t) = e2t

 1

1

+ 2te2t

 1

1

+ 2e2t

 0

1/3


= e2t

 1

5/3

+ te2t

 2

2

 e

AX ′
2(t) = te2t

 −1 3

−3 5

 1

1

+ e2t

 −1 3

−3 5

 0

1/3


= te2t

 2

2

+ e2t

 1

5/3


temos que X ′

2(t) = AX2(t), e portanto X2(t) é solução de equação diferencial.

A solução geral é dada por

X(t) = C1X1(t) + C2X2(t)

= C1e
2t

 2

2

+ C2

te2t

 1

1

+ e2t

 0

1/3


onde, C1 e C2 são constantes reais arbitrárias.

4.1.2 Dois autovetores linearmente independentes

Neste caso dim(A− λI) = n− 2 e portanto o polinômio caracteŕıstico

P (λ) = det(A− λI)
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gera dois autovetores linearmente independentes V1 e V2 associados ao autovalor λ. Neste

caso elas geram as seguintes soluções do sistema X
′
(t) = AX(t), X1(t) = eλtV1

X2(t) = eλtV2

Afirmamos o seguinte Teorema,

Teorema 4.2. Se λ é autovalor real de multiplicidade 2, com autovalores associados

linearmente independentes V1 e V2, então as funções

X1(t) = eλtV1

X2(t) = eλtV2

são soluções linearmente independentes do sistema X
′
(t) = AX.

Prova: Seja a combinação linear

c1X1(t) + c2X2(t) = 0 , ∀ t ∈ R

substituindo os valores das funções Xi(t), temos

c1e
λtV1 + c2e

λtV2 = 0

cancelando o termo comum eλt, temos

c1V1 + c2V2 = 0

como V1 e V2 são linearmente independentes, então c1 = c2 = 0 o qual prova que X1(t) e

X2(t) são linearmente independentes.

De outro lado,

X
′

i(t) =
d

dt
[eλtVi] = λeλtVi , i = 1, 2.

e

AXi(t) = A[eλtVi] = eλtAVi = λeλtVi , i = 1, 2.

como X ′
i(t) = AXi(t), então Xi(t) = eλtVi são soluções do sistema X

′
(t) = AX(t) para

cada i = 1, 2. �
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Exemplo 4.2. Seja o sistema

X ′ =

 3 0

0 3


a) Cálculo dos autovalores

P (λ) = det(A− λI) = det

 3 0

0 3

− λ

 1 0

0 1


= det

 3− λ 0

0 3− λ

 = (3− λ)2

logo, temos um único autovalor λ = 3 com multiplicidade 2.

b) Cálculo dos autovetores.

De (A− λI)V1 = 0, temos 0 0

0 0

 v1

v2

 =

 0

0

 .

Como as duas linhas são nulas, as duas componentes do vetor podem ser arbitrárias.

Fazendo v1 = 1 e v2 = 0, temos o autovetor

V1 =

 1

0


o qual gera a solução do sistema de equações diferenciais:

X1(t) = e3t

 1

0

 .

Fazendo v1 = 0 e v2 = 1, temos o autovetor

V2 =

 0

1


o qual gera a solução do sistema de equações diferenciais

X2(t) = e3t

 0

1

 .

Verificação,
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i) Verificando que X1(t) é solução diferencial:

X ′
1(t) = 3e3t

 1

0

 = e3t

 3

0


AX1(t) = e3t

 3 0

0 3

 1

0

 = e3t

 3

0


como X ′

1(t) = AX1(t), temos que X1(t) é solução da equação diferencial.

ii) Verificando que X2(t) é solução da equação diferencial:

X ′
2(t) = 3e3t

 0

1

 = e3t

 0

3


AX2(t) = e3t

 3 0

0 3

 0

1

 = e3t

 0

3


como X ′

2(t) = AX2, temos que X2(t) é solução da equação diferencial.

A solução geral da equação diferencial é dada por

X(t) = c1X1(t) + c2X2(t)

= c1e
3t

 1

0

+ c2e
3t

 0

1


onde c1 e c2 são constantes reais arbitrárias.

4.2 Ráız real de multiplicidade 3

Consideremos que o polinômio caracteŕıstico

P (λ) = det(A− λI)

tenha um autovalor real λ de multiplicidade 3. Neste caso pode acontecer que o sistema

algébrico

(A− λI)V = 0

gere um, dois ou três autovalores linearmente independentes. A seguir determinamos para

cada um destes casos as soluções associadas ao sistema de EDO

dX

dt
= AX.
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4.2.1 Três autovetores linearmente independentes

Consideremos que o sistema algébrico (A − λI)V = 0 gere três autovetores V1, V2 e V3

linearmente independentes associados ao autovalor λ. Neste caso elas geram as seguintes

soluções do sistema X ′ = AX,

X1(t) = eλtV1

X2(t) = eλtV2

X3(t) = eλtV3

Afirmamos o seguinte Teorema,

Teorema 4.3. Se λ é autovalor real de multiplicidade 3, com autovetores associados

linearmente independentes V1, V2 e V3, então as funções

X1(t) = eλtV1

X2(t) = eλtV2

X3(t) = eλtV3

são soluções linearmente independentes do sistema X ′ = AX.

Prova: Seja a combinação linear

c1X1(t) + c2X2(t) + c3X3(t) = 0 , ∀ t ∈ R

substituindo os valores das funções Xi(t), temos

c1e
λtV1 + c2e

λtV2 + c3e
λtV3 = 0

cancelando o termo comum eλt, temos

c1V1 + c2V2 + c3V3 = 0

como V1, V2 e V3 são linearmente independentes, então c1 = c2 = c3 = 0 o qual prova que

X1(t), X2(t) e X3(t) são linearmente independentes.

De outro lado,

X
′

i(t) =
d

dt
[eλtVi] = λeλtVi , i = 1, 2, 3.
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e

AXi(t) = A[eλtVi] = eλtAVi = λeλtVi , i = 1, 2, 3.

como X ′
i(t) = AXi(t), então Xi(t) = eλtVi são soluções do sistema X

′
(t) = AX(t) para

cada i = 1, 2, 3. �

Exemplo 4.3. Seja o sistema de EDO,

X ′ =


2 0 0

0 2 0

0 0 2

X

O polinõmio caracteŕıstico é dado por

P (λ) = det(A− λI) = det




2 0 0

0 2 0

0 0 2

− λ


1 0 0

0 1 0

0 0 1




= det


2− λ 0 0

0 2− λ 0

0 0 2− λ


= (2− λ) · (2− λ) · (2− λ)

= (2− λ)3

cuja ráız é λ = 2 com multiplicidade 3. Os autovalores associados a λ = 2 são determina-

dos pela solução do sistema algébrico,

(A− 2I)V = 0
0 0 0

0 0 0

0 0 0

V = 0

isto significa que na matriz aumentada temos três linhas nulas, pela qual as três compo-

nentes do vetor V =


v1

v2

v3

 podem ser escolhidos arbitrariamente, isto é:

V =


v1

v2

v3

 =


c1

c2

c3
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com c1, c2 e c3 constantes reais arbitrárias. Logo, para qualquer autovalor V pode-se

escrever,

V = c1


1

0

0

+ c2


0

1

0

 c3


0

0

1



ou seja V1 =


1

0

0

, V2 =


0

1

0

, V3 =


0

0

1

 são autovetores linearmente independentes

associados ao autovalor λ = 2. Logo temos as soluções linearmente independentes do

sistema de EDO.

X1(t) = e2tV1 = e2t


1

0

0



X2(t) = e2tV2 = e2t


0

1

0



X3(t) = e2tV3 = e2t


0

0

1

 .

Verificação,

a) Verificando que X1(t) é solução da equação diferencial:

X ′
1(t) =

d

dt

e2t


1

0

0


 = 2e2t


1

0

0



AX1(t) = e2t


2 0 0

0 2 0

0 0 2




1

0

0

 = e2t


2

0

0

 = 2e2t


1

0

0


como X ′

1(t) = AX1(t), então foi verificado que X1(t) é solução de EDO.
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b) Verificando que X2(t) é solução da equação diferencial:

X ′
2(t) =

d

dt

e2t


0

1

0


 = 2e2t


0

1

0



AX2(t) = e2t


2 0 0

0 2 0

0 0 2




0

1

0

 = e2t


0

2

0

 = 2e2t


0

1

0


como X ′

2(t) = AX2(t), então foi verificado que X2(t) é solução de EDO.

c) Verificando que X3(t) é solução da equação diferencial:

X ′
3(t) =

d

dt

e2t


0

0

1


 = 2e2t


0

0

1



AX3(t) = e2t


2 0 0

0 2 0

0 0 2




0

0

1

 = e2t


0

0

2

 = 2e2t


0

0

1


como X ′

3(t) = AX3(t), então foi verificado que X3(t) é solução de EDO.

4.2.2 Um único autovetor linearmente independente

Consideremos que o sistema algébrico (A− λI)V = 0 gere um único autovetor V1. Neste

caso a solução associada ao par λ1, V1, é

X1(t) = eλtV1

Para gerar, outras duas soluções X2(t) e X3(t), tal que X1(t), X2(t) e X3(t) sejam linear-

mente independentes seguimos o seguinte procedimento.

1. Gerar um autovetor generalizado V2, tal que a solução associado seja da forma

X2(t) = teλtV1 + eλtV2.

Como X ′
2(t) = AX2(t), temos:

X ′
2(t) = eλtV1 + λteλtV1 + λeλtV2
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e

AX2(t) = teλtAV1 + eλtAV2

= λteλtAV1 + eλtAV2,

pois V1 é autovetor de A.

Igualando em X ′
2(t) = AX2(t), temos

eλtV1 + λteλtV1 + λeλtV2 = λteλtV1 + eλtAV2

simplificando termos, obtém-se

eλtV1 + λeλtV2 = eλtAV2

cancelando eλt, resulta

V1 + λV2 = AV2

a qual pode-se escrever como,

AV2 − λV2 = V1

Portanto o autovetor generalizado é determinado pela solução do sistema algébrico:

(A− λI)V2 = V1

2. Gerar um segundo vetor generalizado V3, tal que a solução associada seja da forma,

X3(t) =
t2

2
eλtV1 + teλtV2 + eλtV3

Nota: A derivada de t2 é 2t, por isto precisamos dividir t2 por dois.

Como X ′
3(t) = AX3(t) temos:

X ′
3(t) = teλtV1 + λ

t2

2
eλtV1 + eλtV2 + λteλtV2 + λeλtV3

AX3(t) =
t2

2
eλtAV1 + teλtAV2 + eλtAV3

=
t2

2
λeλtV1 + teλtAV2 + eλtAV3,

pois V1 é autovetor de A. Substituindo em X ′
3(t) = AX3(t), obtém-se

teλtV1 +
t2

2
λeλtV1 + eλtV2 + λteλtV2 + λeλtV3 =

t2

2
λeλtV1 + teλtAV2 + eλtAV3
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simplificando termos, e cancelando eλt, temos:

tV1 + V2 + λtV2 + λV3 = tAV2 + AV3

reordenando os termos,

AV3 + tAV2 − λtV2 − λV3 − tV1 = V2

AV3 + t(A− λI)V2 − λV3 − tV1 = V2

AV3 + tV1 − λV3 − tV1 = V2,

pois V2 é autovetor generalizado. Cancelando termos, resulta

AV3 − λV3 = V2

portanto o segundo autovetor generalizado é obtido pela solução do sistema algébrico.

(A− λI)V3 = V2.

Temos provado assim, o seguinte teorema

Teorema 4.4. Se o polinômio caracteŕıstico P (λ) = det(A − λI) admite uma ráız com

multiplicidade três, sendo associado um único autovetor V1, então pode-se gerar outros

dois autovetores generalizados V2 e V3 pela solução do sistema algébrico.

(A− λI)V2 = V1

(A− λI)V3 = V2

As soluções linearmente independentes do sistema de EDO X ′ = AX associado, ao au-

tovalor λ são 
X1(t) = eλtV1

X2(t) = teλtV1 + teλtV2

X3(t) =
t2

2
eλtV1 + teλtV2 + eλtV3
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Exemplo 4.4. Seja o sistema de EDO,

X ′ =


1 0 0

2 2 −1

0 1 0

X

O polinômio caracteŕıstico é dado por

P (λ) = det(A− λI) = det




1 0 0

2 2 −1

0 1 0

− λ


1 0 0

0 1 0

0 0 1




= det


1− λ 0 0

2 2− λ 0

0 1 0− λ


= (1− λ) det

 2− λ −1

1 −λ


= (1− λ)(λ− 1)2

logo P (λ) admite uma única ráız λ = 1 de multiplicidade três.

Determinamos os autovalores, pela solução do sistema algébrico:

(A− λI) = 0.

Logo, 
0 0 0

2 1 −1

0 1 −1

V = 0.

Como temos uma única linha nula na matriz, uma das componentes de vetor pode-se

escolher arbitrariamente. Portanto. o sistema (A − λI)V = 0 gera um único autovalor

V1. A seguir geramos todos os autovalores:

a) Geração do autovetor V1.

Se V1 =


v1

v2

v3

, temos:

2v1 + v2 − v3 = 0

v2 − v3 = 0.
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Escolhendo v3 = 1 , obtém-se o sistema não singular

2v1 + v2 = 0

v2 = 1

cuja solução é: v1 = 0, v2 = 1 e v3 = 1. Logo, o autovalor V1 é dado por

V =


0

1

1


.

b) Geração do primeiro autovetor generalizado V2.

Da equação algébrica

(A− λI)V2 = V1

temos, 
0 0 0

2 1 −1

0 1 −1




u1

u2

u3

 =


0

1

1

 .

Escrevendo o sistema em forma explicita resulta,

2u1 + u2 − u3 = 1

U2 − u3 = 1

se u3 = 0, então u2 = 1 e u1 = 0, logo

V2 =


0

1

0


c) Geração do segundo autovetor generalizado V3.

Da equação algébrica

(A− λI)V3 = V2

temos

ou


0 0 0

2 1 −1

0 1 −1




w1

w2

w3

 =


0

1

0

 .
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Escrevendo o sistema algébrico em forma explicita, temos

2w1 + w2 − w3 = 1

w2 − 33 = 0

se w3 = 0, então w2 = 0 e w1 =
1

2
, logo

V3 =


1/2

0

0

 .

As soluções linearmente independente são geradas segundo o Teorema 4.4 por

X1(t) = etV1 = et


0

1

1



X2(t) = tetV1 + etV2 = tet


0

1

1

+ et


0

1

0


X3(t) =

t2et

2
V1 + tetV2 + etV3

=
t2et

2


0

1

1

+ tet


0

1

0

+ et


1/2

0

0


Verificação,

a) Verificando que X1(t) é solução da equação diferencial

X ′
1(t) = et


0

1

1



AX1(t) = et


1 0 0

2 2 −1

0 1 0




0

1

1

 = et


0

1

1


como X ′

1(t) = AX1(t), então X1(t) é solução da equação diferencial.
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b) Verificando que X2(t) é solução da equação diferencial:

X ′
2(t) = et


0

1

1

+ tet


0

1

1

+ et


0

1

0

 = et


0

2

1

+ tet


0

1

1


e

AX2(t) =


1 0 0

2 2 −1

0 1 0




0

1

1

 tet +


1 0 0

2 2 −1

0 1 0




0

1

0

 et

= tet


0

1

1

+


0

2

1

 et

como X
′
2(t) = AX2(t), então X2(t) é solução da equação diferencial.

c) Verificando que X3(t) é solução da equação diferencial:

X ′
3(t) = tet


0

1

1

+
t2et

2


0

1

1

+ et


0

1

0

+ tet


0

1

0

+ et


1/2

0

0



=
t2et

2


0

1

1

+ tet


0

2

1

+ et


1/2

1

0



AX3(t) =
t2et

2


1 0 0

2 2 −1

0 1 0




0

1

1

+ tet


1 0 0

2 2 −1

0 1 0




0

1

0

+

+et


1 0 0

2 2 −1

0 1 0




1/2

0

0



=
t2

2
et


0

1

1

+ tet


0

2

1

+ et


1/2

1

0


como X ′

3(t) = AX3(t), então X3(t) é solução da equação diferencial.
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4.2.3 Dois autovetores linearmente independentes

Consideremos que o sistema (A − λI)V = 0 gere dois autovetores V1 e V2 linearmente

independentes associados ao autovalor λ. Neste caso elas geram as seguintes soluções do

sistema X
′
= AX,

X1(t) = eλtV1

X2(t) = eλtV2

Para gerar uma terceira solução X3(t) linearmente independente a X1(t) e X2(t), segue-se

o seguinte procedimento:

a) Observe primeiro que a combinação linear c1V1 + c2V2 é autovetor de A, onde c1, c2

∈ R. Com efeito,

(A− λI)(C1V1 + C2V2) = C1(A− λI)V1 + C2(A− λI)V2

= C1 · 0 + C2 · 0

= 0

por ser V1 e V2 autovetores da matriz A. Esta combinação linear gera todos os

autovetores associados ao autovalor λ.

b) Vamos supor que a solução X3(t) é da forma:

X3(t) = teλtU + eλtW

isto é, estamos supondo queW é um autovetor generalizado de A e U é um autovetor

de A. Para determinar U e W , vamos susbstituir X3(t) na equação diferencial,

X ′
3(t) = eλtU + λteλtU + λeλtW

AX3(t) = teλtAU + eλtAW

susbstituindo em X ′
3(t) = AX3(t) temos:

eλtU + λeλtW + λeλtU = teλtAU + eλtAW

ordenando termos:

(eλtAW − eλtW ) + teλtAU − λteλtU = eλtU
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simplificando o termo eλt

(AW − λW ) + t(AU − λU) = U

ou

(A− λI)W + t(A− λI)U = U

Pelo fato de U se comportar como autovetor de A, pode-se desacoplar a equação no

sistema:  t(A− λI)U = 0

(A− λI)W = U

ou cancelando o termo t, temos (A− λI)U = 0

(A− λI)W = U
(4.2)

Do item a), temos que o autovetor U é da forma

U = c1V1 + c2V2, c1, c2 ∈ R,

e portanto o autovetor generalizado W é obtido da equação

(A− λI)W = c1V1 + c2V2

Temos provado assim o seguinte Teorema,

Teorema 4.5. Se o polinômio caracteŕıstico P (λ) = det(A − λI) admite uma ráız com

multiplicidade três, sendo associado dois autovetoeres V1 e V2 linearmente independentes,

então pode-se gerar um autovetor generalizado V3, solução de sistema algébrico.

(A− λI)V3 = c1V1 + c2V2

onde c1, c2, são constantes reais arbitrárias.

As soluções linearmente independentes de sistema X ′ = AX, associado ao autovalor λ, é

dada por:

X1(t) = eλtV1

X2(t) = eλtV2

X3(t) = teλt(c1V1 + c2V2) + etV3.
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Exemplo 4.5. Seja o sistema de EDO

X ′ =


5 −3 −2

8 −5 −4

−4 3 3

X

O polinômio caracteŕıstico é dado por

P (λ) = det(A− λI) = det




5 −3 −2

8 −5 −4

−4 3 3

− λ


1 0 0

0 1 0

0 0 1




= det


5− λ −3 −2

8 −5− λ −4

−4 3 3− λ


= (5− λ) det

 −5− λ −4

3 3− λ

+ 3 det

 8 −4

−4 3− λ


−2 det

 8 −5− λ

−4 3


= λ3 − 3λ2 + 3λ− 1

= (λ− 1)3.

Logo P (λ) admite uma única ráız λ = 1 de multiplicidade três.

Determinamos os autovalores, pela solução do sistema algébrico:

(A− λI)V1 = 0

ou, 
4 −3 −2

8 −6 −4

−4 3 2




v1

v2

v3

 =


0

0

0

 .

Em termos da matriz aumentada, obtém-se
4 −3 −2 0

8 −6 −4 0

−4 3 2 0


L2−2L1−−−−−→

L3 + L1−−−−−→


4 −3 −2 0

0 0 0 0

0 0 0 0
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isto significa que temos duas linhas nulas, pelo qual duas das componentes do vetor

podem-se escolher arbitrariamentes, o qual gera dois autovetores.

Determinamos a seguir os autovetores e o autovetor generalizado:

a) Cálculo dos autovetores.

Se V =


v1

v2

v3

, temos

4v1 − 3v2 − 2v3 = 0.

Colocando em evidência v3 resulta,

v3 = 2v1 −
3

2
v2.

Substituindo em V , obtém-se

V =


v1

v2

v3

 =


v1

v2

2v1 − 3v2/2

 = v1


1

0

2

+ v2


0

1

−3/2

 .

Fazendo v1 = 1 e v2 = 0, obtém-se o autovetor V1:
1

0

2

 ,

e fazendo v1 = 0 e v2 = 2, obtém-se o autovetor V2:

V2 =


0

2

−3

 .

b) Cálculo do autovetor generalizado V3(t).

Da equação do autovalor generalizado do Teorema 4.5, temos para c1 = c2 = 1:

(A− I)V3 = V1 + V2,
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ou 
4 −3 −2

8 −6 −4

−4 3 2




v1

v2

v3

 =




1

0

2

+


0

2

−3





4 −3 −2

8 −6 −4

−4 3 2




v1

v2

v3

 =


1

2

−1

 .

Aplicando a matriz aumentada, resulta
4 −3 −2 1

8 −6 −4 2

−4 3 2 −1


L2−2L1−−−−−→

L3 + L1−−−−−→


4 −3 −2 1

0 0 0 0

0 0 0 0

 ,

obtem-se a equação

4v1 − 3v2 − 2v3 = 1.

Colocando em evidência v3 resulta,

v3 = −1

2
+ 2v1 −

3

2
v2.

Substituindo em V3, obtém-se

V3 =


v1

v2

v3

 =


v1

v2

−1/2 + 2v1 − 3v2/2

 =


0

0

−1/2

+v1


1

0

2

+v2


0

1

−3/2

 .

Os dois termos da direita são autovalores calculados no item a). Fazendo v1 = v2 = 0

temos o autovetor generalizado V3:

V3 =


0

0

−1/2

 .
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As soluções linearmente independente são geradas segundo o Teorema 4.5 por

X1(t) = etV1 = et


1

0

2



X2(t) = etV2 = et


0

2

−3


X3(t) = tet(V1 + V2) + etV3

= tet




1

0

2

+


0

2

−3


+ et


0

0

−1/2



= tet


1

2

−1

+ et


0

0

−1/2

 .

Verificação,

a) Verificando que X1(t) é solução da equação diferencial.

X ′
1(t) = et


1

0

2



AX1(t) = et


5 −3 −2

8 −5 −4

−4 3 3




1

0

2

 = et


1

0

2


como X ′

1(t) = AX1(t), então X1(t) é solução da equação diferencial.

b) Verificando que X2(t) é solução da equação diferencial.

X ′
2(t) = et


0

2

−3



AX1(t) = et


5 −3 −2

8 −5 −4

−4 3 3




0

2

−3

 = et


0

2

−3
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como X ′
2(t) = AX2(t), então X2(t) é solução da equação diferencial.

c) Verificando que X3(t) é solução da equação diferencial.

X3(t) = tet


1

2

−1

+ et


0

0

−1/2



X ′
3(t) = et


1

2

−1

+ tet


1

2

−1

+ et


0

0

−1/2



= et


1

2

−3/2

+ tet


1

2

−1



AX3(t) = tet


5 −3 −2

8 −5 −4

−4 3 3




1

2

−1

+ et


5 −3 −2

8 −5 −4

−4 3 3




0

0

−1/2



= tet


1

2

−1

+ et


1

2

−3/2


como X ′

3(t) = AX3(t), então X3(t) é solução da equação diferencial.

4.3 Ráız real com multiplicidade 4

Consideramos que o polinômio caracteŕıstico P (λ) = det(A−λI) tenha um autovalor real

λ de multiplicidade 4. Neste caso pode acontecer que o sistema algébrico

(A− λI)V = 0

gere um, dois, três, ou quatro autovetores linearmente independentes. A seguir determi-

namos soluções associadas ao sistema de EDO X ′ = AX em cada um destes casos.

4.3.1 Quatro autovetores linearmente independentes

O sistema algébrico (A − λI)V = 0 gera quatro autovetores V1, V2, V3 e V4 linearmente

independentes associados ao autovalor λ. Neste caso elas geram as soluções do sistema
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de EDO X ′ = AX:

X1(t) = eλtV1

X2(t) = eλtV2

X3(t) = eλtV3

X4(t) = eλtV4

O seguinte Teorema afirma que estas funções são soluções linearmente independentes do

sistema de equações diferenciais:

Teorema 4.6. Se λ é autovalor real de multiplicidade 4, com autovetores associados V1,

V2, V3 e V4 llnearmente independentes, então as funções

X1(t) = eλtV1

X2(t) = eλtV2

X3(t) = eλtV3

X4(t) = eλtV4

são soluções linearmente independente do sistema X ′ = AX.

Prova

Seja a combinação linear

c1X1(t) + c2X2(t) + c3X3(t) + c4X4(t) = 0, ∀t ∈ R.

Substituindo os valores das funções Xi(t) temos,

c1e
λtV1 + c2e

λtV2 + c3e
λtV3 + c4e

λtV4 = 0

cancelando o termo comum eλt, temos

c1V1 + c2V2 + c3V3 + c4V4 = 0.

Como V1, V2, V3 e V4 são linearmente independentes, então

c1 = c2 = c3 = c4 = 0

o qual prova que X1(t) =, X2(t) =, X3(t) = e X4(t) = são linearmente independentes.

De outro lado,

X ′
i(t) =

d

dt
[eλtVi] = λeλtVi i = 1, 2, 3, 4
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e

AXi(t) = A[eλtVi] = eλtAVi = λeλtVi i = 1, 2, 3, 4.

Como X ′
i(t) = AX(t), então Xi(t) é solução do sistema X ′(t) = AX(t) para cada i =

1, 2, 3, 4.�

Exemplo 4.6. Seja o sistema de EDO.

X ′ =


2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

X

O polinômio caracteŕıstico é dado por

P (λ) = det(A− λI) = det




2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

− λ


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1





= det


2− λ 0 0 0

0 2− λ 0 0

0 0 2− λ 0

0 0 0 2− λ


P (λ) = (2− λ) · (2− λ) · (2− λ) · (2− λ) = (2− λ)4

cuja ráız é λ = 2 com multiplicidade 4.

Os autovetores associados a λ = 2 são determinados pela solução do sistema algébrico,

(A− 2I)V = 0

ou 
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

V = 0
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isto significa que na matriz aumentada temos quatro linhas nulas, pelo qual as quatro

componentes vetor V =


v1

v2

v3

v4

 podem ser escolhido arbitrariamente, isto é:

V =


v1

v2

v3

v4

 =


c2

c1

c3

c4


com c1, c2, c3 e c4 constantes reais arbitrárias. Logo, pode-se escrever para qualquer

autovetor V ,

V = c1


1

0

0

0

+ c2


0

1

0

0

+ c3


0

0

1

0

+ c4


0

0

0

1

 .

Fazendo um coeficiente igual a 1 e os outros iguais a zero, obtém-se 4 autovetores linear-

mente independentes:

V1 =


1

0

0

0

 , V2 =


0

1

0

0

 , V3 =


0

0

1

0

 , V4 =


0

0

0

1

 .

Logo, temos as soluções linearmente independentes do sistemas de EDO:

X1(t) = e2tV1 = e2t


1

0

0

0

 X2(t) = e2tV2 = e2t


0

1

0

0

 ,

X3(t) = e2tV3 = e2t


0

0

1

0

 , X4(t) = e2tV4 = e2t


0

0

0

1

 .

Verificação,
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a) Verificando que X1(t) é solução da equação diferencial:

X ′
1(t) =

d

dt

e2t


1

0

0

0



 = 2e2t


1

0

0

0



AX1(t) = e2t


2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2




1

0

0

0

 = e2t


2

0

0

0

 = 2e2t


1

0

0

0


como X ′

1(t) = AX1(t), então foi verificado que X1(t) é solução de EDO.

b) Verificando que X2(t) é solução da equação diferencial:

X ′
2(t) =

d

dt

e2t


0

1

0

0



 = 2e2t


0

1

0

0



AX2(t) = e2t


2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2




0

1

0

0

 = e2t


0

2

0

0

 = 2e2t


0

1

0

0


como X ′

2(t) = AX2(t), então foi verificado que X2(t) é solução de EDO.

c) Verificando que X3(t) é solução da equação diferencial:

X ′
3(t) =

d

dt

e2t


0

0

1

0



 = 2e2t


0

0

1

0



AX3(t) = e2t


2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2




0

0

1

0

 = e2t


0

0

2

0

 = 2e2t


0

0

1

0


como X ′

3(t) = AX3(t), então foi verificado que X3(t) é solução de EDO.
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d) Verificando que X4(t) é solução da equação diferencial:

X ′
4(t) =

d

dt

e2t


0

0

0

1



 = 2e2t


0

0

0

1



AX4(t) = e2t


2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2




0

0

0

1

 = e2t


0

0

0

2

 = 2e2t


0

0

0

1


como X ′

4(t) = AX4(t), então foi verificado que X4(t) é solução de EDO.

Logo a solução geral do sistema é

X(t) = c1e
2t


1

0

0

0

+ c2e
2t


0

1

0

0

+ c3e
2t


0

0

1

0

+ c4e
2t


0

0

0

1


onde c1, c2, c3 e c4 são constantes arbitrárias.

4.3.2 Um único autovetor linearmente independente

Consideremos que o sistema algébrico (A−λI)V = 0 gere um único autovetor V1 associado

ao autovalor λ de multiplicidade 4. Neste caso a solução da equação diferencial é,

X1(t) = eλtV1.

Para gerar, outras três soluções X2(t), X3(t) e X4(t) da equação diferencial, tal que X1(t),

X2(t), X3(t) e X4(t) sejam linearmente independente segue-se o seguinte procedimento.

a) Gerar um primeiro autovetor generalizado V2.

Vamos supor que a solução associada ao par (λ, V2) seja da forma,

X2(t) = teλtV1 + eλtV2.
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Logo,

X ′
2(t) = eλtV1 + λteλtV1 + λeλtV2 e

AX2(t) = teλtAV1 + eλtAV2 = λteλtV1 + eλtAV2.

Substituindo em X ′
2(t) = AX2(t) temos,

eλtV1 + λteλtV1 + λeλtV2 = λteλtV1 + eλtAV2

simpificando termos, resulta

eλtV1 + λeλtV2 = eλtAV2

cancelando eλt temos,

V1 + λV2 = AV1

a qual pode-se escrever como

AV2 − λV2 = V1

Portanto o autovetor generalizado é determinado pela solução de sistema algébrico:

(A− λI)V2 = V1

b) Gerar um segundo autovetor generalizado V3.

Vamos supor que a solução associada ao par (λ, V3) seja da forma,

X3(t) =
t2eλt

2
V1 + teλtV2 + eλtV3.

Logo,

X ′
3(t) = teλtV1 +

λt2eλt

2
V1 + eλtV2 + λteλtV2 + λeλtV3

AX3(t) =
t2eλt

2
AV1 + teλtAV2 + eλtAV3

=
λt2eλt

2
V1 + teλtAV2 + eλtAV3

Substituindo em X ′
3(t) = AX3 temos:

teλtV1 +
λt2eλt

2
V1 + eλtV2 + λteλtV2 + λeλtV3 =

λt2eλt

2
V1 + teλtAV2 + eλtAV3
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simplificando termos, e cancelando eλt, resulta

tV1 + V2 + λtV2 + λV3 = tAV2 + AV3

Reordenando os termos,

AV3 + tAV2 − λtV2 − λV3 − tV1 = V2

AV3 + t(A− λI)V2 − λV3 − tV1 = V2

AV3 + tV1 − λV3 − tV1 = V2

pois V2 é autovetor generalizado. Cancelando termos, obtém-se

A(V3 − λV3) = V2.

Portanto o segundo autovetor generalizado é obtido pela solução do sistema algébrico

(A− λI)V3 = V2

c) Gerar um terceiro autovetor generalizado V4.

Vamos supor que a solução associada ao par (λ, V4) seja da forma,

X4(t) =
t3eλt

3!
V1 +

t2eλt

2
V2 + teλtV3 + eλtV4

Lembrando,

AV1 = λV1,

(A− λI)V2 = V1 ⇒ AV2 − λV2 = V1 ou AV2 = V1 + λV2,

(A− λI)V3 = V2 ⇒ AV3 − λV3 = V2 ou AV3 = V2 + λV3.

Logo,

X ′
4(t) =

t2eλt

2
V1 +

λt3eλt

3!
V1 + teλtV2 +

λt2eλt

2
V2 + eλtV3 + λteλtV3 + λeλtV4

AX4(t) =
t3

3!
eλtAV1 +

t2

2
eλtAV2 + teλtAV3 + teλtAV4

=
t3

3!
eλt(λV1) +

t2

2
eλt(V1 + λV2) + teλt(V2 + λV3) + eλtAV4

= λ
t3

3!
eλtV1 +

t2

2
eλtAV1 + λ

t2

2
eλtV2 + teλtV2 + λteλtV3 + eλtAV4

substituindo termos em X ′
4(t) = AX4, temos:

eλtV3 + λeλtV4 = eλtAV4
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cancelando eλt resulta a equação para determinar o vetor generalizado V4:

AV4 − λV4 = V3

ou

(A− λI)V4 = V3

.

Temos provado assim, o seguinte teorema.

Teorema 4.7. Se o polinômio caracteŕıstico P (λ) = det(A − λI) admite uma ráız com

multiplicidade quatro, sendo associado um único autovetor V1, então pode-se gerar outras

três autovetores generalizados V2, V3 e V4 pela solução dos seguintes sistemas algébricos:

(A− λI)V2 = V1

(A− λI)V3 = V2

(A− λI)V4 = V3

As soluções linearmente independentes do sistema de equações diferenciais X ′(t) = AX(t)

são descritas pelas funções:

X1(t) = eλtV1

X2(t) = teλtV1 + eλtV2

X3(t) =
t2

2
eλtV1 + teλtV2 + eλtV3

X4(t) =
t3

3!
eλtV1 +

t2

2
eλtV2 + teλtV3 + eλtV4.

Exemplo 4.7. Seja o sistema de EDO.

X ′ =


2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 1

0 0 0 2

X
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O polinômio caracteŕıstico é dado por

P (λ) = det(A− λI) = det




2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 1

0 0 0 2

− λ


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1





= det


2− λ 1 0 0

0 2− λ 1 0

0 0 2− λ 1

0 0 0 2− λ


P (λ) = (2− λ) · (2− λ) · (2− λ) · (2− λ) = (2− λ)4

cuja ráız é λ = 2 com multiplicidade 4.

Determinamos os autovetores, pela solução do sistema algébrico,

(A− 2I)V = 0

ou 
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0




v1

v2

v3

v4

 =


0

0

0

0

 .

A solução deste sistema algébrico é

v2 = 0

v3 = 0

v4 = 0

v1 arbitrária,

gerando assim um único autovetor linearmente independente. Escolhendo v1 = 1 temos o

autovetor

V1 =


1

0

0

0
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a qual gera a solução

X1(t) = eλ1tV1 = e2t


1

0

0

0

 .

Para gerar os autovalores generalizados usamos o Teorema 4.7:

(A− 2I)V2 = V1

(A− 2I)V3 = V2

(A− 2I)V4 = V3

a) Cálculo do autovalor generalizado V2.

De (A− 2I)V2 = V1 temos
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0




v1

v2

v3

v4

 =


1

0

0

0


a qual gera a solução algébrica

v2 = 1

v3 = 0

v4 = 0

v1 arbitrária.

Escolhendo v1 = 0, o vetor V2 é

V2 =


0

1

0

0


a qual gera a solução do sistema de equações diferenciais:

X2(t) = teλtV1 + V2e
λt = te2t


1

0

0

0

+


0

1

0

0

 e2t.
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b) Cálculo do autovalor generalizado V3.

De (A− 2I)V3 = V2 
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0




v1

v2

v3

v4

 =


0

1

0

0


a qual gera a solução algébrica

v2 = 0

v3 = 1

v4 = 0

v1 arbitrária.

Escolhendo v1 = 0, o vetor V3 é

V3 =


0

1

0

0


a qual gera a solução do sistema de equações diferenciais:

X3(t) =
t2

2
eλtV1 + teλtV2 + eλtV3

ou

X3(t) =
t2

2
eλt


1

0

0

0

+ teλt


0

1

0

0

+ eλt


0

0

1

0

 .

c) Cálculo do autovalor generalizado V4.

De (A− 2I)V4 = V3 temos
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0




v1

v2

v3

v4

 =


0

0

1

0
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a qual gera a solução algébrica

v2 = 0

v3 = 0

v4 = 1

v1 arbitrária

a qual gera a solução do sistema de equações diferenciais:

X4(t) =
t3

3!
eλtV1 +

t2

2
eλtV2 + teλtV3 + eλtV4.

ou

X4(t) =
t3

3!
e2t


1

0

0

0

+
t2

2
e2t


0

1

0

0

+ teλt


0

0

1

0

+ e2t


0

0

0

1


Portanto a solução geral é

X(t) = C1X1(t) + C2X2(t) + C3X3(t) + C4X4(t)

onde,

X1(t) = eλtV1 = e2t


1

0

0

0



X2(t) = teλtV1 + eλtV2 = te2t


1

0

0

0

+ e2t


0

1

0

0
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X3(t) =
t2

2
eλtV1 + teλtV2 + eλtV3

=
t2

2
e2t


1

0

0

0

+ teλt


0

1

0

0

+ e2t


0

0

1

0


X4(t) =

t3

3!
eλtV1 +

t2

2
eλtV2 + teλtV3 + eλtV4

=
t3

3!
e2t


1

0

0

0

+
t2

2
e2t


0

1

0

0

+ teλt


0

0

1

0

+ e2t


0

0

0

1

 .

Verificação,

a) Verificando que X1(t) é solução do sistema de equações diferenciais:

X ′
1(t) =

d

dt

e2t


1

0

0

0



 = 2e2t


1

0

0

0



AX1(t) = e2t


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0




1

0

0

0

 = e2t


2

0

0

0

 = 2e2t


1

0

0

0

 .

Como X
′
1(t) = AX1(t), então X1(t) é solução do sistema de equações diferenciais.

b) Verificando que X2(t) é solução do sistema de equações diferenciais:

X2(t) = teλtV1 + eλtV2 = te2t


1

0

0

0

+ e2t


0

1

0

0
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X ′
2(t) = e2t


1

0

0

0

+ te2t


2

0

0

0

+ e2t


0

2

0

0

 = e2t


1

2

0

0

+ te2t


2

0

0

0



AX2(t) = te2t


2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 1

0 0 0 2




1

0

0

0

+ e2t


2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 1

0 0 0 2




0

1

0

0



= te2t


2

0

0

0

+ e2t


1

2

0

0



como X
′
2(t) = AX2(t), então X2(t) é solução do sistema de equações diferenciais.

c) Verificando que X3(t) é solução do sistema de equações diferenciais:

X3(t) =
t2

2
e2t


1

0

0

0

+ te2t


0

1

0

0

+ e2t


0

0

1

0



X ′
3(t) = te2t


1

0

0

0

+
t2

2
e2t


2

0

0

0

+ e2t


0

1

0

0

+ te2t


0

2

0

0

+ e2t


0

0

2

0



=
t2

2
e2t


2

0

0

0

+ te2t


1

2

0

0

+ e2t


0

1

2

0
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AX3(t) =
t2

2
e2t


2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 1

0 0 0 2




1

0

0

0

+ te2t


2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 1

0 0 0 2




0

1

0

0



+e2t


2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 1

0 0 0 2




0

0

1

0



=
t2

2
e2t


2

0

0

0

+ te2t


1

2

0

0

+ e2t


0

1

2

0

 .

Como X
′
3(t) = AX3(t), então X3(t) é solução do sistema de equações diferenciais.

d) Verificando que X4(t) é solução do sistema de equações diferenciais:

X4(t) =
t3

3!
e2t


1

0

0

0

+
t2

2
e2t


0

1

0

0

+ te2t


0

1

0

0

+ e2t


0

0

0

1



X ′
4(t) =

t2

2
e2t


1

0

0

0

+
t3

3!
e2t


2

0

0

0

+ te2t


0

1

0

0

+
t2

2
e2t


0

2

0

0

+ e2t


0

0

1

0



+ te2t


0

0

2

0

+ e2t


0

0

0

2



X ′
4(t) =

t3

3!
e2t


2

0

0

0

+
t2

2
e2t


1

2

0

0

+ te2t


0

1

2

0

+ e2t


0

0

1

2
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AX4(t) =
t3

3!
e2t


2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 1

0 0 0 2




1

0

0

0

+
t2

2
e2t


2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 1

0 0 0 2




0

1

0

0



+ te2t


2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 1

0 0 0 2




0

0

1

0

+ e2t


2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 1

0 0 0 2




0

0

0

1



AX4(t) =
t3

3!
e2t


2

0

0

0

+
t2

2
e2t


1

2

0

0

+ te2t


0

1

2

0

+ e2t


0

0

1

2


como X

′
4(t) = AX4(t), então X4(t) é solução do sistema de equações diferenciais.

4.3.3 Três autovetores linearmente independentes

Considere que o sistema algébrico (A − λI)V = 0 gere três autovetores V1, V2 e V3

linearmente independentes. Neste caso as soluções associadas linearmente independentes

são:

X1(t) = eλtV1

X2(t) = eλtV2

X3(t) = eλtV3

Para gerar uma quarta solução X4(t) linearmente independente a X1(t), X2(t) e X3(t)

segue-se o seguinte procedimento:

a) Observe primeiro que a combinação linear c1V1 + c2V2 + c3V3, onde c1, c2 e c3 ∈ R

geram todos os autovetores associados ao autovalor λ. Com efeito,

(A− λI)(c1V1 + c2V2 + c3V3) = c1(A− λI)V1 + c2(A− λI)V2 + c3(A− λI)V3

= c1 · 0 + c2 · 0 + c3 · 0 = 0,

por ser V1, V2 e V3 autovetores da matriz A.
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b) Vamos supor que a solução X4(t) é da forma:

X4(t) = teλtU + eλtW

isto é, estamos supondo que W é um autovetor generalizado de A e U é autovetor

de A.

Para determinar U e W , vamos substituir X4(t) na equação diferencial,

X
′

4(t) = eλtU + λteλtU + λeλtW

AX4(t) = teλtAU + eλtAW

substituindo em X ′
4(t) = AX4(t) temos:

eλtU + teλtW + teλtU = teλtAU + eλtAW

simplificando o termo eλt,

(AW − λW ) + t(AU − λU) = U

ou

(A− λI)W + t(A− λI)U = U

como U é autovetor de A, pode-se desacoplar a equação no sistema: t(A− λI)U = 0

t(A− λI)W = U

cancelando o termo t temos:  (A− λI)U = 0

(A− λI)W = U
(4.3)

onde U = c1V1 + c2V2 + c3V3 como explicado em a), logo 4.3 é da forma

(A− λI)W = C1V1 + C2V2 + C3V3

Temos provado assim o seguinte Teorema,

Teorema 4.8. Se o polinômio caracteŕıstico P (λ) = det(A − λI) admite uma ráız com

multiplicidade quatro, sendo associado três autovetores V1, V2 e V3 linearmente indepen-

dentes, então pode-se gerar um autovetor generalizado V4 solução do sistema algébrico.

(A− λI)V4 = (c1V1 + c2V2 + c3V3)
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onde, c1, c2, c3 são constantes arbitrárias .

A solução linearmente independente do sistema X ′ = AX, associado ao autovalor λ, é

dado por:

X1(t) = eλtV1

X2(t) = eλtV2

X3(t) = eλtV3

X4(t) = teλt(c1V1 + c2V2 + c3V3) + eλtV4.

Exemplo 4.8. Seja o sistema de EDO.

X ′ =


2 1 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

X

O polinômio caracteŕıstico é dado por

P (λ) = det(A− λI) = det




2 1 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

− λ


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1





= det


2− λ 1 0 0

0 2− λ 0 0

0 0 2− λ 0

0 0 0 2− λ


P (λ) = (2− λ) · (2− λ) · (2− λ) · (2− λ) = (2− λ)4

cuja ráız é λ = 2 com multiplicidade 4.

Determinamos os autovetores, pela solução do sistema algébrico.

(A− 2I)V = 0

ou 
0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




v1

v2

v3

v4

 =


0

0

0

0

 .
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A solução do sistema algébrico é:

v1 = arbitrária

v2 = 0

v3 = arbitrária

v4 = arbitrária

Logo,

V =


v1

v2

v3

v4

 =


v1

0

v3

v4

 = v1


1

0

0

0

+ v3


0

0

1

0

+ v4


0

0

0

1


a) Se v1 = 1 e v3 = v4 = 0 temos o autovalor

V1 =


1

0

0

0


o qual gera a solução

X1(t) = e2t


1

0

0

0


b) Se v3 = 1 e v1 = v4 = 0 temos o autovalor

V2 =


0

0

1

0


o qual gera a solução

X2(t) = e2t


0

0

1

0
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c) Se v4 = 1 e v1 = v3 = 0 temos o autovalor

V3 =


1

0

0

0


o qual gera a solução

X3(t) = e2t


0

0

0

1


d) Para gerar o autovetor generalizado V4 linearmente independentes com V1, V2 e V3

resolvemos a equação:

(A− λI)V4 = c1V1 + c2V2 + c3V3

ou 
0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




v1

v2

v3

v4

 = c1


1

0

0

0

+ c2


0

0

1

0

+ c3


0

0

0

1


simplificando, 

v2

0

0

0

 =


c1

0

c2

c3

 ⇒ v2 = c1, c2 = 0, c3 = 0.

Escolhendo c1 = 1, temos v2 = 1, enquanto v1, v3 e v4 são arbitrários.

Fazendo v1 = v3 = v4 = 0 temos o autovalor generalizado

V4 =


1

0

0

0
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o qual gera a solução:

X4(t) = te2t(c1V1 + c2V2 + c3V3) + e2tV4 = te2t


1

0

0

0

+ e2t


0

1

0

0

 .

A verificação que X1, X2 e X3 é solução do sistema de equações diferenciais é ime-

diata, vamos verificar que X4(t) é também solução:

AX4(t) = te2t


2 1 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2




1

0

0

0

+ e2t


2 1 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2




0

1

0

0



= te2t


2

0

0

0

+ e2t


1

2

0

0


e

X ′
4(t) = e2t


1

0

0

0

+ 2te2t


1

0

0

0

+ 2e2t


0

1

0

0



X ′
4(t) = te2t


2

0

0

0

+ e2t


1

2

0

0

 .

Como X
′
4(t) = AX

′
4(t), então X4(t) é solução do sistema de equações diferenciais.
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4.3.4 Dois autovetores linearmente independentes

Considere que o sistema algébrico (A−λI)V = 0 gera dois autovetores V1 e V2 linearmente

independentes, as quais geram as soluções.

X1(t) = eλtV1

X2(t) = eλtV2.

Para gerar o terceiro autovetor V3, vamos supor que a solução é da forma:

X3(t) = teλtU + eλtV3

onde, U = c1V1 + c2V2. Logo,

X ′
3(t) = eλtU + λeλtU + λeλtV3

AX3(t) = teλtAU + eλtAV3

substituindo em X
′
3(t) = AX3(t), temos

eλtU + λeλtU + λeλtV3 = teλtAU + eλtAV3.

Simplificando eλt e ordenando os termos, temos

(A− λI)V3 + t(A− λI)U = 0

como (A− λI)U = 0, pois U é autovetor de A, então a equação para gerar os autovalores

generalizados é dada por:

(A− λI)V3 = U.

Esta equação algébrica pode originar dois casos.

i) São gerados dois vetores linearmente independentes V3 e V4, as quais geram as

soluções

X3(t) = teλt(c1V1 + c2V2) + eλtV3

X4(t) = teλt(c1V1 + c2V2) + eλtV4

ii) É gerado um único autovetor V3, a qual gera a solução

X3(t) = teλt(c1V1 + c2V2) + eλtV3.
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Para gerar a quarta solução consideramos a solução X4(t) da forma,

X4(t) = teλtW + eλtV4

onde, W = k1V1 + k2V2 + k3V3. Como

AW = k1AV1 + k2AV2 + k3AV3

= k1λV1 + k2λV2 + λV3

= λ(k1V1 + k2V2 + k3V3)

= λW

temos que W é autovetor de A.

Logo,

X ′
4(t) = eλtW + λteλtW + λeλtV4

AX4(t) = teλtAW + eλtAV4

substituindo na equação diferencial X ′
4(t) = AX4(t) temos:

eλtW + λteλtW + λeλtV4 = teλtAW + eλtAV4

Cancelando eλt e ordenando os termos, temos:

(A− λI)V4 + t(A− λI)W = W

como (A− λI)W = 0, temos a equação para gerar o autovalor generalizado V4

(A− λI)V4 = W

a qual gera a solução do sistema de equações diferenciais

X4(t) = teλt(K̃2V1 + K̃2V2 + K̃3V3) + eλtV4.

Temos provado assim o seguinte teorema,

Teorema 4.9. Se o polinômio caracteŕıstico P (λ) = det(A − λI) admite uma ráız com

multiplicidade 4, sendo associados dois autovetores V1 e V2 linearmente independentes,

então para gerar os autovetores generalizados, considera-se os seguintes casos:
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Caso 1. A equação algébrica (A−λI)V = c1V1+c2V2 gera dois autovetores generalizados

linearmente independentes V3 e V4. O conjunto de soluções linearmente indepen-

dentes do sistema de equações diferenciais é dado por:

X1(t) = eλtV1

X2(t) = eλtV2

X3(t) = teλt(c1V1 + c2V2) + eλtV3

X4(t) = teλt(c1V1 + c2V2) + eλtV4

Caso 2. A equação algébrica (A − λI)V = c1V1 + c2V2 gera um único autovetor gene-

ralizado linearmente independente V3. O autovetor generalizado V4 é gerado pela

equação algébrica

(A− λI)V4 = c1V1 + c2V2 + c3V3.

O conjunto de soluções linearmente independentes do sistema de equações diferen-

ciais é dado por:

X1(t) = eλtV1

X2(t) = eλtV2

X3(t) = teλt(c1V1 + c2V2) + eλtV3

X4(t) = teλt(k1V1 + k2V2 + k3V3) + eλtV4.

Exemplo 4.9. Seja o sistema de EDO.

X ′(t) =


2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 0

0 0 0 2

X(t)

O polinômio caracteŕıstico é dado por

P (λ) = det(A− λI) = det




2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 0

0 0 0 2

− λ


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1
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= det


2− λ 1 0 0

0 2− λ 1 0

0 0 2− λ 0

0 0 0 2− λ


= (2− λ)4

cuja ráız é λ = 2 com multiplicidade 4.

Determinamos os autovetores, pela solução do sistema algébrico.

(A− 2I)V = 0

ou 
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0




v1

v2

v3

v4

 =


0

0

0

0


com solução

v1 arbitrário

v2 = 0

v3 = 0

v4 arbitrário.

Logo,

V =


v1

v2

v3

v4

 =


v1

0

0

v4

 = v1


1

0

0

0

+ v4


0

0

0

1

 .

Geramos a seguir os autovetores,

a) Se v1 = 1 e v4 = 0 temos o autovalor

V1 =


1

0

0

0
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a qual gera a solução

X1(t) = e2t


1

0

0

0


b) Se v1 = 0 e v4 = 1 temos o autovalor

V2 =


0

0

0

1


a qual gera a solução

X2(t) = e2t


0

0

0

1


c) Geração dos autovetores generalizados. Consideremos a equação

(A− 2I)V = c1V1 + c2V2

ou 
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0




v1

v2

v3

v4

 =


c1

0

0

c2

 =⇒


v2

v3

0

0

 =


c1

0

0

c2

 .

Logo, v2 = c1, v3 = 0, c2 = 0, e v2, v3 arbitrários. Escolhendo v2 = c1 = 1, temos

V =


v1

v2

v3

v4

 =


v1

1

0

v4

 =


0

1

0

0

+ v1


1

0

0

0

+ v4


0

0

0

1

 .

Se v1 = 1 e v4 = 0 temos o autovetor generalizado

V3 =


1

1

0

0
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a qual gera a solução da equação diferencial

X3(t) = te2t(1 · V1 + 0 · V2) + e2tV3 = te2t


1

0

0

0

+ e2t


1

1

0

0

 .

Se v1 = 0 e v4 = 1 temos o autovetor generalizado

V3 =


1

1

0

0


a qual gera a solução da equação diferencial

X3(t) = te2t(1 · V1 + 0 · V2) + e2tV3 = te2t


1

0

0

0

+ e2t


1

1

0

0

 .

Verificando que X3(t) é solução:

X ′
3(t) = e2t


1

0

0

0

+ te2t


2

0

0

0

+ e2t


2

2

0

0

 = e2t


3

2

0

0

+ te2t


2

0

0

0



AX3(t) = te2t


2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 0

0 0 0 2




1

0

0

0

+ e2t


2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 0

0 0 0 2




1

1

0

0



= te2t


2

0

0

0

+ e2t


3

2

0

0


como X

′
3(t) = AX3(t), então X3(t) é solução do sistema de equações diferenciais.
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Caṕıtulo 5

Sistema Linear Homogêneo: Ráızes

Complexas

Sejam λ1 = α + iβ e λ2 = λ̄1 = α − iβ ráızes complexas de polinômio caracteŕıstico

P (λ) = det(A− λI).

Seja V1 o autovetor associado ao autovalor complexo λ1, isto é V1 verifica

(A− λI)V1 = 0 (5.1)

como A− λI é em geral uma matriz complexa, então V1 é em geral um vetor complexo.

(A− λI)V1 = 0

Tendo em conta que ab = a b e a+ b = a+ b se a e b são números complexos, temos:

(A− λI)V1 = 0

como A e I são matrizes reais A = A e I = I, logo:

(A− λI)V1 = 0 (5.2)

a equação 5.2 indica que V1 é um vetor associado ao autovalor λ2 = λ1. Assim, temos

provado o seguinte teorema, que é válido para matrizes reais de dimensão n.

Teorema 5.1. Seja A uma matriz real de dimensão n. Seja o polinômio caracteŕıstico

P (λ) = det(A − λI), o qual admite as ráızes complexas conjugadas λ1 e λ2 = λ1. Se

V1 é um autovetor associado ao autovalor complexo λ1, então λ2 = λ1 é uma autovetor

associado ao autovalor λ1 = λ2.
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No caso de autovalores reais, se V1 é um auvetor associado ao autovalor λ1, o qual é

ráız simples de P (λ) = det(A− λI), conhecemos que eλ1tV1 é solução do sistema de EDO

X ′ = AX. Afirmamos no próximo Teorema, que o mesmo acontece se λ1 e λ2 são ráızes

complexas conjugados.

Teorema 5.2. Seja o sistema linear homogêneo coeficientes constantes

X ′ = AX (5.3)

se o polinômio caracteŕıstico P (λ) = det(A− λI) admite ráızes complexas conjugadas λ1

e λ2 = λ1 com autovetores associados V1 e V2 = V1 respectivamente, então as funções

X1(t) = eλ1tV1 e X2(t) = eλ1tV1 (5.4)

são soluções complexas, linearmente independentes do sistema 5.3.

Prova

Tendo em conta que AV1 = λV1 e Aλ1 = λ1V1 temos:

AX1(t) = A(eλ1tV1) = eλ1tAV1 = eλ1tλ1V1

X ′
1(t) =

d

dt
(eλ1V1) = λ1e

λ1tV1

A2X2(t) = A(eλ1tV1) = eλ1tAV1 = eλ1tλ1V1

X ′
2(t) =

d

dt
(eλ1V1) = λ1e

λ1tV1

Portanto,

X ′
1(t) = AX1(t) e X ′

2(t) = AX2(t)

e X1(t) e X2(t) são soluções complexas do sistema 5.3.

Vejamos agora que X1(t) e X2(t) são soluções linearmente independentes, para isto

consideremos o Wronskiano de eλ1t e eλ1t:

ω(eλ1t, eλ1) = det

 eλ1t eλ1t

d

dt
(eλ1t)

d

dt
(eλ1t)


= det

 eλ1t eλ1t

λeλ1t λeλ1t


= λ1e

λ1teλ1t − λ1e
λ1teλ1t
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logo,

ω(eλ1t, eλ2) = (λ1 − λ2)e
(λ1 + λ2)t

= 2iIm(λ1)e
2Re(λ1)t

Dado que e2Re(λ1)t é sempre positivo e 2iIm(λ1) ̸= 0 pois λ1 é complexo, tesmo que

ω(eλ1t, eλ1) ̸= 0

portanto eλ1t e eλ1 são linearmente independentes.

Agora, vamos supor pelo absurdo que X1(t) = eλ1tV1 e X2(t) = eλ1tV1 são line-

armente dependentes. Logo existe uma constante K ∈ C tal que X1 = KX2(t). Pelo

qual

eλ1tV1 = Keλ1tV1

multiplicando por V1 temos

eλ1tV1V1 = Keλ1t(V1)
2

ou

eλ1t|V1|2 = Keλ1t(V1)
2

o qual pode-se escrever como

eλ1t = K1e
λ1t

onde K1 =
K(V1)

2

|V1|2
constante complexo, mas isto significa que eλ1t e eλ1t são linearmente

dependentes, o qual é uma contradição. Portanto, X1(t) = eλ1tV1 e X2(t) = eλ1tV1 são

soluções complexa linearmente independetes do sistemas de EDO 5.3.

Logo, se P (λ) = det(A − λI) admite duas ráızes complexas, temos provado que o

sistema 5.3 admite duas soluções complexas conjugadas do tipo 5.4. Como a matriz A é

real, desejamos obter soluções reais do sistema 5.3. Para isto, observe que

X1(t) = eλ1tV1 = eλ1tV1 = X2(t)

isto é X1(t) e X2(t) são soluções complexas conjigadas. Além do mais

X1(t) +X1(t) = 2Re(X1(t))

X1(t)−X1(t) = 2Im(X1(t))
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Multiplicando por −i a ultima equação temos,

−i(X1(t)−X1(t)) = 2Im(X1(t))

Portanto, pode-se escrever as funções reais,

Y1(t) = 2Re(X1(t)) =
1

2

[
X1(t) +X1(t)

]
Y2(t) = Im(X1(t)) =

−i

2

[
X1(t)−X1(t)

]
as quais são soluções do sistema 5.3, pois são combinações lineares das soluções complexas

X1(t) e X1(t).

Assim,

Y1(t) = Re
[
eλ1tV1

]
=

1

2

[
X1(t) +X1(t)

]
=

1

2

[
eαteiβtV1 + eαte−iβtV1

]
=

1

2
eαt

[
(cos βt+ i sin βt)V1 + (cos βt− i sin βt)V1

]
=

1

2
eαt

[
(cos βt(V1 + V1) + sin βti(V1 − V1)

]
= eαt

[
(cos βt

1

2
(V1 + V1)− sin βt

i

2
(−V1 + V1)

]

Y1(t) = eαt [cos βtRe(V1)− sin βtIm(V1)]

de outro lado

Y2(t) = Im(X1(t)) =
−i

2

[
X1(t)−X1(t)

]
=

−i

2

[
eαt(cos βt+ i sin βt)V1 − eαt(cos βt− i sin βt)V1

]
= eαt

[
cos βt

i

2
(−V1 + V1) +

sinβt

2
(V1 + V1)

]
Y2(t) = eαt [cos βtIm(V1) + sin βtRe(V1)]

O qual pode ser escrita, renomeando
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Y1(t) = eαt [sin βtRe(V1) + cos βtIm(V1)]

Y2(t) = eαt [cos βtRe(V1)− sin βtIm(V1)]

A solução geral fica da forma

X(t) = C1Y1(t) + C2Y(t) ; C1, C2 ∈ R.

a qual é a solução geral real do sistema 5.3.

Exemplo 5.1. Consideremos o sistema

X ′ =

 0 1

−2 −2

X (5.5)

O polinômio caracteŕıstico P (λ) = det(A− λI) é:

P (λ) = det

 0 1

2 −2

− λ

 1 0

0 1

 = det

 −λ 1

−2 −2− λ


= λ2 + 2λ+ 2

Com ráızes,

λ =
−2 +

√
4− 8

2
=

−2 + 2i

2
= −1 + i

ou com autovalores

λ1 = −1 + i

λ2 = λ = −1− i

Calculamos agora, o autovetor V1 =

 u

v

 correspondente do autovalor λ1 = −1+ i,

resolvem o sistema:

(A− λ1I)v1 = 0 1− i 1

−2 −1− i

 u

v

 =

 0

0
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ou

(1− i)u+ v = 0

se u = 1 + i, então

(1− i)(1 + i) + v = 0

(1− i2) + v = 0

2 + v = 0

v = −2

logo V1 =

 i+ i

−2

 =

 1

−2

+ i

 1

0


Portanto, Re(V1) =

 1

−1

 e Im(V1) =

 1

0

 substituimos na solução:

Y1(t) = eαt [sin βtRe(V1) + cos βtIm(V1)]

Y2(t) = eαt [cos βtRe(V1)− sin βtIm(V1)]

Considerando que α = −1 e β = 1 temos,


X1(t) = e−t

sin t
 1

−2

+ cos t

 1

0

 = e−t

 sin t+ cos t

−2 sin t


X2(t) = e−t

cos t
 1

−2

− sin t

 1

0

 = e−t

 cos t− sin t

−2 cos t


A solução geral X(t) é dada como combinação linear de X1(t) e X2(t):

X(t) = C1X1(t) + C2X2(t)

onde C1 e C2 são constantes reais arbitrárias. Vamos verificar que X1 e X2 são soluções

do sistema 5.5:

i) X ′
1(t) = −e−t

 sin t+ cos t

−2 sin t

+ e−t

 cos t− sin t

−2 cos t

 (5.6)

= e−t

 −2 sin t

2 sin t− 2 cos t

 (5.7)
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AX1 = e−t

 0 1

−2 −2

 sin t+ cos t

−2 sin t

 = e−t

 −2 sin t

2 sin t− 2 cos t

 (5.8)

Como 5.7=5.8, então foi verificado que X1(t) é solução de 5.5.

ii) X ′
2(t) = −e−t

 cos t− sin t

−2 cos t

+ e−t

 − sin t− cos t

2 sin t

 (5.9)

= e−t

 −2 cos t

2 sin t+ 2 cos t

 (5.10)

AX2 = e−t

 0 1

−2 −2

 cos t− sin t

−2 cos t

 = e−t

 −2 cos t

2 sin t+ 2 cos t

 (5.11)

Como 5.10=5.11, foi verificado que X2(t) é solução de 5.5.

5.1 Multiplicidade de Ráızes Complexas

Autovalores λ1 e λ1, λ2 e λ2. Se ω1 é autovetor complexo, associado a λ1, isto é, solução

de

(A− λI)ω1 = 0

aplicando conjugado, temos

(A− λ̄I)ω̄1 = 0

isto é, ω̄1 é autovetor complexo associado a λ̄1. Similarmente se ω2 é autovetor complexa

associado a λ2, isto é,

(A− λ2I)ω2 = 0

aplicando conjugado, temos:

(A− λ2I)ω̄2 = 0
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isto é, ω̄2 é autovetor associado a λ̄2. São gerados as seguintes soluções complexas: Z1(t) = eλtω1

Z2(t) = eλ̄tω̄1 Z3(t) = eλtω2

Z4(t) = eλ̄tω̄2

Similar ao caso do sistema linear de ordem dois podem-se gerar soluções reis. Segue. V1 = Re(ω1)

V2 = Im(ω1) V3 = Re(ω2)

V4 = Im(ω2)

e

λ1 = α1 + iβ1

λ2 = α2 + iβ2

Portanto, as soluções reais são: X1(t) = eα1t[cos(β1t)]V1 − sin(β1t)V2]

X2(t) = eα1t[cos(β1t)]V2 + sin(β1t)V1] X3(t) = eα2t[cos(β2t)]V3 − sin(β2t)V4]

X4(t) = eα2t[cos(β2t)]V4 + sin(β2t)V3]

Temos provado o seguinte teorema.

Teorema 5.3. Se o polinômio caracteŕıstico P (λ) = det(A−λI) admite ráızes complexos

conjugado com autovalores λ1 e λ̄1, λ2 e λ̄2, sendo associados aos respectivos autovetores

complexos ω1 e ω̄1, onde λ1 = α1 + iβ1 e λ2 = α2 + iβ2, V1 = Re(ω1) e V2 = Im(ω1),

V3 = Re(ω2) e V4 = Im(ω2) e

X1(t) = eα1t[cos(β1t)V1 − sin(β1t)V2]

X2(t) = eα1t[cos(β1t)V2 + sin(β1t)V1]

X3(t) = eα2t[cos(β2t)V3 − sin(β2t)V4]

X4(t) são soluções reais.
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como (A− λI)V = 0, obtém-se o autovetor generalizado complexo

A− λIω = V

aplicando conjugado temos

A− λ̄Iω̄ = V̄

isto é ω̄ é autovetor generalizado de λ̄. Portanto ω e ω̄ geram as soluções

Z3(t) = teλtV + eλtω

Z4(t) = teλ̄tV̄ + eλ̄tω̄

Em resumo, temos as 4 soluções complexas

Z1(t) = eλtV

Z2(t) = eλ̄tV̄

Z3(t) = teλtV + eλtω

Z4(t) = teλ̄tV + eλ̄tω̄

similar ao caso do sistema de ordem, podem obter soluções reais. Se

V1 = Re(V )

V2 = Im(V )

V3 = Re(ω)

V4 = Im(ω)

e λ = α + iβ as soluções reais são. X1(t) = eα1t[cos(β1t)V1 − sin(β1t)V2]

X2(t) = eα1t[cos(β1t)V2 + sin(β1t)V1] X3(t) = eα2t[cos(β2t)V3 − sin(β2t)V4]

X4(t) = eα2t[cos(β2t)V4 + sin(β2t)V3]

complexo λ = α + iβ e λ̄ = α − iβ de multiplicidade 2. Seja o autovetor complexo V

solução de

(A− λI)V = 0
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aplicando conjugado na equação e tendo em conta que Ā = A, pois A é matriz real, temos

(A− λ̄I)V̄ = 0

Portanto, V̄ é autovetor de λ̄. Logo, λ e V geram a solução complexa

Z1(t) = eλtV

e λ̄ V̄ geram a solução complexa

Z2(t) = eλ̄tV̄

Para gerar as outras soluções, vamos supor que a solução complexa Z3(t) é da forma:

Z3(t) = teλtV + eλtω

substituindo

z′3(t) = λteλtV + eλtV + λeλtωAZ3(t) = teλtAV + eλtAω

na equação diferencial Z ′
3(t) = AZ3(t) temos λteλtV + eλtV + λeλtω = teλtAV + eλtAω

cancelando eλt e ordenando os termos resulta, (A− λI)ω + t(AV − λV ) = V .

X1(t) = eλt[cos(βt)V1 − sin(βt)V2]

X2(t) = eλt[cos(βt)V2 + sin(βt)V1]

X3(t) = eλt[cos(βt)V1 − sin(βt)V2] + eλt[cos(βt)V3 − sin(βt)V4]

X4(t) = eλt[cos(βt)V2 + sin(βt)V1] + eλt[cos(βt)V4 + sin(βt)V3]

Teorema 5.4. Se o polinômio caracteŕıstico P (λ) = det(A−λI) admite ráızes complexas

conjugados com autovalores λ1 e λ2 = λ̄1, sendo associados, aos respectivas autovetores

complexos V e V̄ , onde λ1 = α + iβ, λ2 = λ̄1 = α2 − iβ de multiplicidade 2. Sejam V e

ω soluções de:  (A− λI)V = 0

(A− λI)ω = V

onde, V é autovetor complexo e ω é autovetor generalizado complexon associado ao

autovalor complexo λ. Se

V1 = Re(V )

V2 = Im(V )

V3 = Re(ω)

V4 = Im(ω)
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então, as soluções reais da EDO são:

X1(t) = eλt[cos(βt)V1 − sin(βt)V2]

X2(t) = eλt[cos(βt)V2 + sin(βt)V1]

X3(t) = teλt[cos(βt)V1 − sin(βt)V2] + eλt[cos(βt)V3 − sin(βt)V4]

X4(t) = teλt[cos(βt)V2 − sin(βt)V1] + eλt[cos(βt)V4 + sin(βt)V3].
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Considerações Finais

Neste Trabalho de Conclusão de Curso abordamos a solução de sistemas de equações

diferenciais lineares pelo método dos autovalores e autovetores. São descritos ao detalhe

todo o processo para determinar estas soluções e formulados os teoremas para cada um

destes casos. Para esclarecer a teoria são apresentados exemplos para cada caso, os quais

foram escolhidos com a dimensão mı́nima da matriz de coeficientes do sistema linear de

equações diferenciais.

Sistemas lineares de equações diferenciais lineares cujo polinômio caracteŕıstico apresenta

simultaneamente uma combinação dos três tipos de ráızes são facilmente resolv́ıveis com

os teoremas desenvolvidos neste trabalho, por exemplo o sistema

X ′ =


0 1 0

0 0 1

2 −5 4

X

tem polinômio caracteŕıstico

P (λ) = det(A− λI) = det




0 1 0

0 0 1

2 −5 4

− λ


1 0 0

0 1 0

0 0 1




= det


0− λ 1 0

0 0− λ 1

2 −5 4− λ


= (0− λ) · (0− λ) · (4− λ) + 2− (−5) · (0− λ)

= −(λ− 1)2 · (λ− 2)

tem ráızes, ou autovalores, λ1=1 com multiplicidade dois e λ2 = 2 uma ráız real simples.

O processo solução consiste em determinar os autovalores e as soluções do sistema de

equações diferenciais associadas ao autovalor real com multiplicidade dois e similarmente
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com à raiz real simples. A solução geral será a combinação linear de todas estas soluções.

No caso do sistema

A =


1 0 0 0

2 2 −1 0

0 1 0 0

0 0 0 3


o polinômio caracteŕıstico

P (λ) = det(A− λI) = det


1− λ 0 0 0

2 2− λ −1 0

0 1 −λ 0

0 0 0 3− λ



= (3− λ) det


1− λ 0 0

2 2− λ −1

0 1 −λ


= (3− λ) · (1− λ)3

admite ráızes reais λ1 = 3 e λ2 = 1 de multiplicidade três. Aplicando os teoremas para

cada caso, obtêm-se a solução geral do sistema de equações diferenciais ordinárias.

Nos livros e bibliografia consultada não foram encontrados exemplos e teoria completa

para o caso do polinômio caracteŕıstico ter uma raiz com multiplicidade maior ou igual a

três, o qual foi analisado neste trabalho.
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