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Resumo

Neste Trabalho de Conclusao de Curso sao abordadas as solugoes do Sistema de Equagoes
Diferenciais Lineares Homogéneas pelo Método dos Autovalores e Autovetores. O método
consiste em determinar as raizes do polinomio caracteristico da matriz de coeficientes
do sistema de equagoes diferenciais, as quais podem ser todas reais, complexas ou com
multiplicidade. Sao formulados teoremas para determinar os autovalores linearmente
independentes, simples ou generalizados, em cada um destes casos e as respectivas solugoes
do sistema de equagoes diferenciais e sao apresentados exemplos de aplicacao para cada
caso estudado. A principal contribuicao deste trabalho é apresentar a solucao do sistema
de equacoes diferenciais quando as raizes do polinomio caracteristico tem multiplicidade

trés ou quatro.

Palavras-Chave: Sistema de Equagoes Diferenciais, Método dos Autovalores e autove-

tores, Polinomio Caracteristico.



Resumé

Laréalisation de ce travail sont bien str discuté de solutions systeme d’équations différentielles
linéaires Homogéngeas par la méthode des valeurs propres et vecteurs propres. Le procédé
consiste a déterminer les racines du polynome caractéristique de la matrice de coeffici-
ents du systeme d’équations différentielles qui peuvent étre tout réel, complexe, ou de la
multiplicité. Théoremes sont formulés pour déterminer les valeurs propres linéairement
indépendants, simples ou généralisées, dans chacun de ces cas et leurs solutions du systeme
d’équations différentielles et des exemples d’application sont présentés pour chaque étude
de cas. Aprincipal contribution de cet article est de présenter la solution du systeme
d’équations différentielles lorsque les racines du polynome caractéristique ont une multi-

plicité trois ou quatre.

Mots-clés: Systeme d’équations différentielles, la méthode des valeurs propres et vecteurs

propres, polynome caractéristique.
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Capitulo 1

Introducao

As equacoes diferenciais comecaram com o estudo de calculo por Newton e Leibniz
durante o século XVII. Apesar de Newton ter atuado relativamente pouco na &area de
equacoes diferenciais propriamente ditas, seu desenvolvimento do calculo e a elucidacao
dos principios béasicos da mecanica forneceram a base para a aplicagao das equacoes dife-

renciais no século XVIII. Leibniz compreendia o poder de uma boa notacao matematica,

df ()
d

e a nossa notacao para derivada, , assim como o sinal de integral, sao devidos a
ele. Descobriu o método de separagao de variaveis, a reducao de equagoes homogéneas a
equacgoes separaveis e o procedimento para resolver equacoes lineares de primeira ordem.
As contribui¢oes de mateméaticos que marcaram sua geracao como Euler, Lagrange, La-
place expandiram consideravelmente informacoes das equacoes diferenciais no cédlculo das
variagoes, na mecanica celeste.

No final do século XVIII, muitos métodos elementares para resolver equacoes diferen-
ciais ordindarias ja tinham sido descobertos. No século XIX iniciou-se a investigacao de

questoes teodricas de existéncia e unicidade, assim como o desenvolvimento de métodos

menos elementares.

1.1 Independéncia linear

O conceito de Independéncia Linear é importante para determinar um conjunto de fungoes
que gerem todas as solucoes da equagao diferencial, denominada Solugao Geral. Prova-se
que duas solugoes linearmente independentes da equagao diferencial linear de segunda

ordem 1.1 geram o espago solucao ou solucao geral da equacao.



Defini¢ao 1.1. Consideremos uma combinagao linear das fungoes y;(z) e y2(x) que veri-

ficam,
ayi(z) + caye(z) =0, Vo € (a,b) (1.1)
onde, ¢; e ¢y sao numeros reais. Se,
a) ¢ = cp =0, dizemos que y; () e yo(z) sdo Linearmente Independentes (LI).

b) ¢ # 0 ou ¢y # 0, dizemos que y;(x) e yo(z) sdo Linearmente Dependentes (LD).

Exemplo 1.1. Seja a combinacao linear das funcoes y;(z) = z e y»(x) = 22, que verifica
ar+cr’=0, VzeR, (1.2)
derivando, temos
1+ 20 =0, VrelR. (1.3)

Como a equacgao 1.3 é valida para qualquer z € R, é vélida em particular para z = 0, isto
é, ¢c1 + 2¢c2 -0 =0 e portanto ¢; = 0. Substituindo ¢; = 0 e fazendo z = 1 em 1.2, temos
c1-0+4+cy-1 =0 e portanto cg = 0. Como ¢; = ¢co = 0 em 1.2 pode-se afirmar que as
fungoes y1(z) = x e ya(x) = x2 sdo linearmente independentes.

Observe que as equacoes 1.2 e 1.3 podem-se escrever como um sistema algébrico:
x 2 c1 0

1 2x Cy 0

onde, a primeira linha da matriz sao fungoes e a segunda linha sao suas derivadas. Além

mais, o determinante da matriz

r x?

det =22 — 22 = 22,
1 2z

é em geral diferente de zero.

Exemplo 1.2. Seja a combinagao linear das fungoes y;(x) = x e yo(x) = 2x, que verifica
ax+c(2x) =0, VreR, (1.4)

>



derivando, temos

1 +2c=0, VreR, (1.5)
Da equacao 1.5 temos que ¢; = —2¢y, fazendo c; = 1 temos que ¢; = —2. Como ¢; = —2
e co = 1 verificam 2.4, pode-se afirmar que as fungoes yi(x) = x e yo(zr) = 2z sdo

linearmente dependentes.

Observe que as equagoes 1.4 e 1.5 podem-se escrever como um sistema algébrico:

T 2z c1 0
1 2 (&) 0
onde, a primeira linha da matriz sao as fungoes e a segunda linha sao as suas derivadas.

Além mais, o determinante da matriz

T 2z
det =x-2—2x-1=0,
1 2

¢ identicamente nulo.

1.2 Wronskiano

No exemplo 1.1 observa-se que as fungoes sao linearmente independentes e o determinante
formado pelas funcoes e suas derivadas é nao nulo. Enquanto no exemplo 1.2 as fungoes sao
linearmente dependentes e o determinante é nulo. Nesta secao definimos este determinante

e o aplicamos na avaliacao da independeéncia linear de funcoes.

Definigao 1.2. O Wronskiano das fungoes y;(z) e y2(x) de classe C'[a,b], denotado por
Wiy (), y2(x)] é o determinante da matriz formada pelas fungdes e suas derivadas. Isto
€,

yi(z) ya(x)

Wy (x), y2(x)] = det (1.6)
() yh(z)

Teorema 1.1. Se as fungoes yy(x), y2(z) de classe Ca,b] sdo linearmente dependentes,

entao

Wlyi(x), yo(2)] = det =0, Vz € [a,b]. (1.7)



O Teorema 1.1 afirma que se duas funcgoes sao linearmente dependentes, entao seu
wronskiano é nulo para todos os pontos do dominio comum.
A contra-positiva do Teorema 1.1 fornece uma condi¢ao necessaria, e muito util, para veri-

ficar se duas funcoes sao linearmente independentes, tal como afirma o seguinte corolario.

Coroldrio 1.1. Sejam as funcoes yi(x), y2(x) de classe Cla,b]. Se existe xq € [a,b] tal

que Wy1(20), y2(x0)] # 0, entdo as fungoes y1(x) e ya(x) sao linearmente independentes.

Exemplo 1.3. Sejam as funcoes y;(z) = 3z ¢ yo(z) = 2z + 5 linearmente dependentes,
logo o Teorema 1.1 afirma que o Wronskiano das funcoes é identicamente nulo. Com

efeito,

3r 2%
W3z, 2zx] = det =3r-2—2x-3=06zx—62=0, Vx € R.
3 2

Exemplo 1.4. Sejam as fungoes y;(x) = sin(x) e yo(z) = cos(z) definidas em R. Como

o wronskiano

Wicos(z),sin(z)] = det cos(r)  sin(x)
—sin(z) cos(x)

= cos(z) - cos(z) — (—sin(z) - sin(z)) = cos?(x) + sin?(x)

— 140

nao é identicamente nulo, entao o Corolario 1.1 afirma que as fungoes sao linearmente

independentes.

Exemplo 1.5. Sejam as fungoes yi(z) = 23 e y2(x) = 2° definidas em R. Como o

wronskiano
3 5
T T
Wiz 2°] = det
3x? 5zt
= 2% .52f — 322 2% =527 — 327

nao ¢ identicamente nulo, pois Wly;(1),y2(1)] = 2 - 17 = 2 # 0, entao o Coroldrio 1.1

afirma que as fungoes sao linearmente independentes.
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Os determinantes wronskianos recebem esse nome por causa de Josef Maria Hoené-
Wronski, que nasceu na Polonia, mas viveu a maior parte de sua vida na Franca. Wronski
era um homem talentoso, mas complicado, e sua vida foi marcada por disputas acaloradas

frequentes com outros individuos e instituicoes.

1.3 Métodos de Eliminacao de Gauss e Gauss-Jordan

1171 + a9 + - -+ a1 Ty = by

1221 + A2 + * + + + Aop Ty = bg

Ap1ZT1 + Gp1X2 + -+ - + AppXy = bn

Se A denota a matriz de coeficientes em 1.8. Sabemos que pode-se aplicar a regra de
Cramer para resolver o sistema, desde que det A # 0. Mas a regra exige grande esforgo
se A é superior a 3 x 3. O método de eliminacao de Gauss-Jordan tem a vantagem de
constituir nao somente um meio eficiente de lidarmos com grandes sistemas, mas também
um meio de resolver sistemas do tipo 1.8 com coeficientes constantes, em que det A = 0

e, ainda, um meio de resolver m equacoes lineares em n incégnitas.

Definicao 1.3. A matriz aumentada do sistema 1.8 é a matriz n x (n+ 1) definida por

ap a2z a3 - G | b
a1 Qga Qg3 -+ Q2n | bo
Gp1 Qp2 Gp3 -+ Gpp bn
Se B é a matriz coluna b;, i = 1,2, -+ ,n, a matriz aumentada de 1.8 se denota por (A|B).

1.3.1 Operacoes Elementares com linhas

Recordemos, da algebra, que é possivel transformar um sistema algébrico de equacoes em
um sistema equivalente (isto é, que tenha a mesma solu¢ao) multiplicando uma equagao
por uma constante nao nula, permutando as posicoes de duas equacoes quaisquer do

sistema e adicionando a uma equagao um multiplo constante(nao zero) da equagao. Essas

8



operacgoes sobre as equacoes de uma sistema sao, por sua vez equivalente a operagoes

elementares com linhas em uma matriz aumentada:
(i) Multiplicar uma linha por uma constante nao nula.
(ii) Permutar duas linhas quaisquer.

(iii) Adcionar a uma linha um miltiplo constante (nao zero) de outra linha.

1.3.2 Meétodos de Eliminacao

Para resolver um sistema como 1.8 com auxilio de uma matriz aumentada, utilizando a
eliminacao gaussiana ou o método de eliminagao de Gauss-Jordan. No primeiro
método, efetuamos um sucessao de operagoes elementares com linhas até chegar a uma

matriz aumentada em forma escalonada por linha.
(i) O primeiro elemento nao zero em uma linha nao nula é 1.

(ii) Em linhas nao nulas consecutivas, o primeiro elemento 1 na linha inferior aparece a

direita do primeiro 1 na linha superior.

(iii) As linhas que consistem exclusivamente de 0's aparecem na base da matriz. No
método de Gauss-Jordan as operagoes com linhas prosseguem até obtemos uma
matriz aumentada, reduzida escalonada por linha. Uma matriz reduzida esca-

lonada por linha apresenta as trés propriedades relacionadas acima.

(iv) Uma coluna que contém 1 como primeiro elemento e tem zeros em todos os outros

lugares.

Karl Friedrich Gauss (1777-1855). Gauss foi o primeiro de uma geragao de mateméticos
precisos e exigentes - os "rigoristas”. Ainda menino, Gauss foi um prodigio em ma-
temdtica. Seu pai era um laborioso trabalhador de Brunswick, teimoso em seus pontos
de vista, que tentou evitar que seu filho recebesse instrucao adequada; mas sua mae, ela
propria sem instrugao, encorajou o filho nos seus estudos e orgulhou-se grandemente de
seu sucesso até sua morte aos noventa e sete anos. Como adulto, costumava dizer que
podia contar antes de poder falar. Entretanto, como estudante universitario, Gauss viu-
se dividido entre duas paixoes: filosofia e mateméatica. Mas foi inspirado por algumas

conquistas matematicas originais quando ainda nao tinha vinte anos e encorajado pelo



matematico Wolfang Bolyai, de modo que a escolha nao foi dificil. Aos vinte anos, Gauss
seguiu a carreira de matemdatico. Aos vinte dois anos, completou um livro sobre a teoria
dos numeros, Disquisitiones Arithmeticae. Publicado em 1801, esse texto foi saudado
como uma obra-prima, permanecendo ainda hoje como um cléssico no assunto. A tese de
doutorando de Gauss de 1799 também constitui um documento memoravel. Utilizando
a teoria das funcoes de uma varidavel complexa, Gauss foi o primeiro a demonstrar o
chamado teorema fundamental da dlgebra: Toda equagao polinomial tem ao menos uma
raiz.

Embora Gauss tenha sido sem duvida reconhecido e respeitado como um matemaético
destacado, o pleno alcance do seu génio sé foi compreendido com a publicacao do seu diario
cientifico em 1898, quarenta anos apds sua morte. Para desgosto de alguns matemaéticos
do século XIX, o diario revelou que Gauss ja havia previsto, as vezes com décadas de an-
tecedéncia, muitas de suas descobertas - ou melhor, re-descobertas, Gauss era indiferente
a fama; suas pesquisas matematicas eram, nao raro, feitas como uma crianga brincando
em uma praia - apenas por prazer e satisfacao prépria, e nao pela instrucao que pudesse
proporcionar através de sua publicagao.

Em qualquer relagao dos " Maiores Matematicos Que Existiram”, Karl Friedrich Gauss
estard sempre no topo. Pelo profundo impacto que causou em tantos ramos da ma-
tematica, Gauss é chamado as vezes de o "principe dos mateméaticos”.

Wilhelm Jordan (1842-1899). Engenheiro alemao, Jordan utilizou este método para re-
solver sistemas lineares em seu livro de 1888, Handbook of Geodesy (Manual de Geodésia).

Neste trabalho apresentaremos alguns resultados da Teoria das Equagoes Diferenciais
Ordinarias, com enfoque no estudo de solugao de equagoes diferenciais ordinarias lineares
pelo método dos autovalores e autovetores, bem como alguns exemplos e aplicacoes desta
teoria. Este texto estd organizado como segue: no capitulo 1 apresentamos alguns con-
ceitos que serao utilizados nos capitulos posteriores. No capitulo 2, conceitos basicos de
autovalores e autovetores e as solugoes do sistema de equagoes para raizes reais simples,

com multiplicidade e raizes reais sao apresentados nos capitulos 3,4 e 5 respectivamente.

10



Capitulo 2

Sistema de Equacoes Diferenciais

Consideramos neste capitulo sistema de equacoes diferenciais lineares homogéneas, asso-

ciando a solugao do sistema com a técnica de autovalor e autovetor.

2.1 Autovalor e Autovetor

Consideremos uma matriz real quadrada nao nula A de ordem n, isto é, existe pelo menos

uma componente nao nula a;; ( sendo a;; # 0 para igual i e j ).

Por exemplo, as matrizes

1 2

A= (2.1)
0 3
0 0

B = (2.2)
01
0 0

C = (2.3)
11
1 2

D= (2.4)
5 6

sao matrizes nao nulas.

O problema a considerar é:

11



Dada a matriz real A nao nula, determinar um nidmero X e um vetor X nao nulo de

ordem n tal que verifiguem: AX = \X

Definicao 2.1. Dada a matriz real nao nula A de ordem n, dizemos que A é um autovalor

de A e X é um autovetor de A associado a A, se
AX = )\X

onde, A é um numero real ou complexo e X é um vetor nao nulo de ordem n.

Notagao. Os autovalores sao também denominados valores caracteristicos e os autove-

tores sao também denominados vetores caracteristicos.

Exemplo 2.1. Seja a matriz

0§
1 0
e o vetor
1
X = (2.6)
1

Desejamos verificar se X é autovetor de A. Isto é, desejamos verificar se AX = \X, para

algum nimero A. Logo,

0 L 1 0-1+ ! 1 L 1
—_— . —_— —_— 1 1
Lol |1 L0 411 4
4 4 4
Portanto, X = ¢é autovetor de A associado ao autovalor A = —
1
Exemplo 2.2. Na matriz A do Exemplo 2.1 desejamos verificar se X = é autovetor
2
de A. Temos:
0 L 0-1+ ! 2
Ay — 1 1 _ 1 _ 1/2
L 0 2 L 14+0-2 1/4
4 4

12



De outro lado,

1 A
A X = A =
2 2\
Se AX = \X, entao
1/2 A A=1/2 A=1/2
= = =
1/4 2\ 22 =1/4 A=1/8
O qual é uma contradicao, pois
1 1
27§
Portanto, X = nao é autovetor de A.
2
0 -1 -9 1
Exemplo 2.3. Seja a matriz A = 8 9 9 eovetor X = | —1 |. Temos:
-8 7 7 1
0o -1 -9 1 0-1+(=1)-(=1)+(-9)-1
AX = 8 9 9 -1 = 8-1+9-(-1)+9-1
-8 7 7 1 (=8)-1+7-(-1)+7-1
-8 1
= 8 = (=8| -1 = (—8) X.
-8 1
1
Logo, X = | —1 | é um autovetor de A associado ao autovalor A = —8.
1

Os Exemplos 2.1, 2.2 e 2.3 mostram como verificar se um vetor X é autovetor de A, e
ainda determina o autovalor se a resposta for positiva. Estes exemplos nao identificam

no caso geral como determinar os autovalores e autovetores.
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Para determinar os autovalores e autovetores de A, deve-se responder a seguinte questao:

" Dada uma matriz quadrada real nao nula A, existem autovalores e autovetores para

esta matriz?”

Para isto consideramos a equacao

AX = \X (2.7)
onde X # 0. Isto equivale a:
AX —AX =0 (2.8)
ou
(A=A)X =0 (2.9)

assumindo A e A\ conhecidas em 4.7, este sistema admite solu¢cao nao nula para X se, e

somente se,

det(A — ) (2.10)

denotamos

P()) = det(A — \I)

o polinomio caracteristico da matriz associado ao autovalor .
Observando que P(\) = det(A — AI) é um polinémio de grau n, temos que existem n

raizes para A. Temos provado o seguinte teorema:

Teorema 2.1. Dada uma matriz quadrada nao nula A de ordem n, o sistema
AX = \X

onde A\ € um numero e X € um vetor nao nulo de ordem n, admite solucao para A e X.

Ainda mais, existem n valores A associado a matriz A, raizes de polinomio caracteristico

P()) = det(A — \I).

Nota: Como A é uma matriz real de ordem n, P(\) é um polinomio da forma:

P<)\) = ap\" + Oén_l)\n_l + .+ 062)\2 + Oél)\l T ay
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com coeficientes «y reais. O Teorema Fundamental da Algebra, assegura que existem n
raizes, as quais, podem ser reais ou complexas. Ainda mais, como coeficientes de P()\) sdo
reais, se tiver raizes complexas elas ocorrem em pares conjugados, ou seja, se A = a + b,
é raiz de P()\) (a,b € R), entdo X\ = a — ib também é raiz de P()\). Podem ocorrer vérias

situacoes em relagao a natureza das autovalores, como por exemplo.
i) Todos os autovalores sao reais e distntos.

ii) Um tnico autoavalor com multiplicidade n.

iii) Autovetores complexas (em pares conjugados).

iv) Combinagao dos casos i), ii) e iii).

Em relagao aos autovetores temos os casos:

i) Se todos os autovalores sdo reais e distintos, gera-se n autovetores linearmente inde-

pendentes.

ii) Se um autovetor tem multiplicidade k, ele gera j autovetores linearmente independen-

tes, com 1 < 75 < k.

iii) Para cada par autovalor complexo conjugado, se associam dois autovetores em geral

complexo.

iv) Combinagao dos casos 1), ii) e iii).

2.2 Sistema de EDO lineares homogéneas

O Problema de determinar os autovalores e autovetores de uma matriz nao nula A de

ordem n é de utilidade na solucao do seguinte tipo de EDO:

Definigao 2.2. Dada uma matriz real nao nula A de ordem n e coeficientes constantes,

dizemos que o sistema

%:AX . X #0 (2.11)

¢ um sistema linear homogénea de coeficientes constantes.
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Ou seja, deve-se determinar o vetor X nao nulo que verifica 4.3. Se A e X sao da forma

ail Qa2 aiz - Qip X1
Q21 Q22 Q23 -+ Q2p X2

A= ., X = (2.12)
Ap1 Ap2 Qp3z - Apn T

pode-se escrever a EDO 4.3 como

T 11 a2 Az -+ Qip x1
d | x2 o1 Qg2 Q23 -+ QA2p T2
- = , (2.13)
dat | : L :

Tn Ap1 QAp2 Qpz - - Ann Tn

Obviamente X é uma fungao da varidvel independente ¢, isto é, X = X () é a desconhecida

que depende de t.

Exemplo 2.4. Os seguintes sistemas

5 -1 0
5 1 1 —
a) X' = X b)) X'=]0 -5 9|X ¢ X-= X
1 5 1 3
5> —1 0

sao sistemas lineares homogéneas de coeficientes constantes, pois a matriz associada tem

componentes reais constantes em cada caso.

Em geral, um sistema do tipo
X' =AX+b , x#0 (2.14)

onde A é uma matriz de ordem n, X e b sao vetores de ordem n, é denominado um
sistema linear de equacoes diferenciais ordindrias. Se A é constante, o sistema é dito
sistema linear de coeficiente constantes. No caso de b = 0, o sistema é dito sistema linear
homogéneo, que é o caso em estudo desta seccao. Na proxima seccao, serao representados
os métodos para resolver o sistema X' = AX, usando os autovalores e autovetores da

matriz A.
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2.3 Solucao do Sistema Linear Homogéneo
Consideremos o problema escalar

dx
o =ar(t) L a0 (2.15)

o qual pode-se escrever na forma diferencial como

dr =az dt

dividindo por = (z # 0) temos

dx

— =adt

x
integrando

d

/ g / dt

x

obtém-se

Inz =at+c

onde, ¢ é uma constante arbitraria.
Aplicando exponencial temos:

X — 6c€at

como ¢ é uma constante arbitraria, entao k = e é também uma constante arbitraria.

Logo, a equacao diferencial 2.15 tem por solugao
X(t) = ke™. (2.16)

Com base em 2.15 e 2.16 consideremos a solugao do sistema linear

di;X(t) — AX(t) (2.17)

onde A é uma matriz constante de ordem n, da forma
X(t) =MV (2.18)

onde V' é um vetor constante de ordem n.
Se isto acontecer, X (t) em 2.18 deve verificar o sistema linear a equagoes de diferencial

ordinarias homogéneas 2.17.
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Substituindo 2.18 em 2.17 resulta
d
7 [MV]=A [eAtV}
[%e”} V =eMAV

AeMV = eMAV

111

M[AV = AV] =0
Como e # 0 resulta necessariamente que
AV = AV =0

ou

AV = \V. (2.19)

Portanto, resolver o sistema 2.17 equivale a resolver o problema de autovalor e autovetor

2.19.

Logo resolver o sistema de EDO homogéneas X’ = AX segue o seguinte procedimento:

a) Determinar os autovalores da matriz A, os quais sdo as raizes do polinémio carac-
teristico:
P(\) = det(A — \I) (2.20)
ou de forma equivalente, resolver a equacao caracteristica:
det(A—AI)=0 (2.21)
desta forma obtém-se n raizes de P()\) os quais podem ser reais ou complexas, com

ou sem multiplicidade.

b) Conhecidos os autovalores A, , k= 1,---,n, determinar os autovetores associados
a cada um dos autovalores, isto sera descrito nas préoximas subsegoes, de modo que

os autovetores Vi, , k =1---n, sejam linearmente independentes.

c) Para cada autovalor \; e autovetor associado Vj a solugao é do tipo 2.18:

Xi(t) = MV (2.22)

Entretanto consideragoes devem ser feitas para o caso de raizes com multiplicidade e raizes

complexas, os quais sao detalhados nos préoximos capitulos.
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Capitulo 3

Sistema Linear Homogéneo: Raizes

reais e distintas

Consideramos o sistema linear homogéneo de EDO:

dX
L AX
o = AX(@)

onde A é uma matriz quadrada nao nula de ordem n e consideremos também que o
polinoémio

P()\) = det(A — AI)

admite n raizes reais e distintas dois a dois:
A1, Ay sy Ape
Obverva-se que
a) Cada equagao algébrica
(A= XN1)V =0, k=1,---,n
gera um autovetor Vj, isto é:

AVk:)\ka, k‘:l,---,n.

b) Verifica-se que os autovetores sao linearmente independentes, para isto consideremos

a combinacao linear
n

> aVi=0,

i=1
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aplicando
(A=MDA=Xd) - (A= X)) (A= Njj1) - (A=)

todos os termos se anulam exceto o j—ésimo termo:

c;V; = 0.
Como Vj # 0 resulta que
c; =0,
variando o procedimento para j = 1.--- ,n conclui-se que
cp=cp=--=¢,=0.
Portanto, os autovetores V;, V5, --- , V,, sao linearmente independentes.

c) Cada par A, e Vj, gera a funcio
Xp(t) =eMVi, k=1,---,n
a qual é solucao da equacao diferencial. Com efeito:
X, (1) = MMV, e
AXi(t) = eMAV = M\ V.

Como X, (t) = AXy(t) temos que cada Xg(t) é solucdo do sistema de equacdes

diferenciais.

d) Vejamos que as solugbes s@o linearmente independentes, para isto consideremos a

combinagao linear:
n

Z Cka(t) = 0,

=1

substituindo X (t) = e*!V}, temos
n
Z ckeAkth =0.
i=1
Como os autovetores V}, sao linearmente independentes temos que

CkeAkta k= 17 »y 1,
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e como et = 0 resulta que
cp=cp=--=c¢,=0

e portanto que as fungdes Xy (t), k=1,---,n, sdo linearmente independentes.

Temos provado assim o seguinte Teorema:

Teorema 3.1. Se o polinomio caracteristico P(A\) = det(A—\I) admite n-raizes N\, k =

1,--- ,n reais e distintas dois a dois, entao sao gerados n- autovetores Vi, k=1,--- n

linearmente independentes, solucao das equacoes algébricas
(A—)\kI)VkIO, k:1,~~,n.
Sao geradas n-solucoes linearmente independentes do sistema de equacoes diferenciais:

Xi(t) =MV, k=1,2,---n.

Exemplo 3.1. Seja o sistema linear homogéneo

d
% = 51‘1 + Zo
des _ . (3.1)
d2 = I )
em forma matricial, 3.1 é escrita como
dX(t)
— = AX(¢t
o (t)
T 5 1
onde, X = e A=
T 15

O primeiro passo ¢ calcular os autovalores, para isto determinamos as raizes da equacao

caracteristica det(A — AI) = 0:

0 5—A
det - A = det =0
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ou

A=5)? =1
A—5 = +1
A = 541

Logo,

)\1:5—1:4

portanto, temos raizes reais distintas A\; =4 e Ay = 6.

O segundo passo é determinar os autovalores:

a) Para A\; =4, temos que achar V] tal que (A — M)V} =0, ou
0
—4 = , onde Vi=

Logo,

O qual pode-se escrever como

1 110\ — [ 1 1]0
2 — M

1 110 0 00

ouu+wv=0.Seu=1, entao v = —1, portanto um autovetor é da forma

a qual associa a solugao

X1<t) — 6)\115‘/'1 — e4t
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b) Para A = 6, temos que achar V; tal que (A — X\2I)V2 =0, ou
0
—6 = , onde V5=

Logo,

O qual pode-se escrever como

-1 1 — -1 110
Ly + Ly
1 =110 0 0]0

ou—u+v=0. Seu=1= v=1, portanto um autovetor é da forma

1
Vo =
1
a qual associa a solugao
Xo(t) = eV, (3.3)

c) Pelo Teorema 3.1 as solugoes X;(t) e Xs(t) sao linearmente independentes, logo a

solucao geral do sistema de equacoes diferenciais é:

1 1
X(t) = cre* , + cpe® | (3.4)

Verificando que X;(t) é solugao do sistema de equagoes diferenciais:

dX(t 1 1
# = 4C,e" + 60, (3.5)
t -1 1
(§]
wl D1 1 ol 51 1
AX(t) = 016 +Cg€ (36)
15 -1 15 1
4 6
= 01€4t +02€6t (37)
—4 6

Como 3.7 é igual a 3.5 temos que X (t) em 3.4 é solugao 3.1.
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Capitulo 4

Sistema Linear Homogéneo: Raizes

reais com Multiplicidade

4.1 Raiz real de multiplicidade 2

Seja A raiz real de multiplicidade 2 de polinomio caracteristico P(A) = det(A — AI),
onde A é uma matriz real de ordem n do sistema de EDO: X' = AX.

Os autovalores sao determinado pela solucao do sistema:
(A=X)V =0
Aplicando a solucao de matriz aumentada temos:
(A — \I10)

fazendo reducao das linhas e considerando que A é multiplicidade 2, pode acontecer os

seguintes casos:

Caso 1. O resultado final é da forma

_>x< * * O-
% * 0

0
x % * 0
_OO- 0 O_




onde linha contendo * indica uma linha nao nula, ou seja, temos uma unica linha

nula.

Portanto uma das componentes pode-se escolher arbitrariamente e as outras sao

determinadas de maneira tinica pela solugao do sistema (n — 1) x (n — 1) da forma:

ko ok k S

ko ok * %

*

% ok >k k
(n—n)x(n—1) ]

isto é dim(A — M) =n — 1 e geramos um tunico autovetor.

Caso 2. O resultado é da forma

* % * 0
* % * 0

0
* % * 0
0 0 0 0
00 -~ 0 :0

Neste caso, duas components podem-se escolher arbitrariamente e as outras sao

determinadas de maneira unica pela solugao do sistema (n —2) x (n — 2) da forma:

* % * | x

* % * | %

*

* % * | %
(n—2)x(n—2) i

isto é, dim(A — A) = n — 2 e geramos dois autovetores linearmente independentes.

A seguir analisamos cada um destes casos.
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4.1.1 Um tnico autovetor linearmente independente
Consideremos que a equacao algébrica
(A= M)V =0

gera um unico autovetor linearmente independente V; o qual gera a solugao do sistema
algébrico

X, (t) = M.

Para gerar um segundo vetor V5, denominado autovetor generalizado, vamos supor uma

segunda solugao da forma
Xo(t) = te™Vy + MV,
Logo,

X,(t) = MV + MMV + AN, e
AXo(t) = teMAV] + M AV,

= AV +eMVa.
Substituindo em X; = AX5(t) temos
MV + MMV 4+ XMV = MeM V) + M AV,
Cancelando termos e simplificando a exponencial resulta,
Vi+ AV, = AVs,
ordenando termos, o autovetor generalizado V5 deve verificar a relagao:
(A= X)Vy =1, (4.1)

O vetor V5 em 4.1 é denominado autovetor generalizado de A associado ao autovalor .

Temos provado assim, o seguinte teorema

Teorema 4.1. Se o polindmio caracteristico P(\) = det(A — XI) admite uma raiz com
multiplicidade dois, sendo associado um unico autovetor Vi, entao pode-se gerar um au-

tovetor generalizado Vy pela solucdao do sistema algébrico:
(A= AV, =V
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As solucoes linearmente independentes do sistema de EDO X' = AX associado, ao au-

tovalor \ sao

X1<t) = GAt‘/l
Xo(t) = teMVi+ MV,

Exemplo 4.1. A equacao diferencial

dx
— = — 3
7 T+ 3y
dy
— = -3 5
7 T + oy
Pode-se escrever na forma matricial como
-1 3
X'(t) = X(t)
-3 5
onde,
x(t
X(t) = (t)
y(t)
a) Calculo de autovalores.
-1 3 1 0
P(\) = det(A—\)=det — A
-3 5 01
—1-A 3
= det
-3 5—A
= N —4\-5+9
= M —4)\+4
= (A=2)

Logo, temos um tnico autovalor A = 2 com multiplicidade 2.

b) Célculo do autovetor.

De (A — AI)V4 =0, temos

-3 3 (5 0
-3 3 Uy 0
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na forma da matriz aumentada,

-3 310 I -3 310
y —
-3 310 0 010

Temos uma linha nula, logo uma componente pode-se escolher arbitrariamente na
equacao

—3’01 + 31)2 = 0,
se v1=1, entao v, = 1, logo temos o autovetor

1
1

o qual gera a solucao

X, (t) = eV, = e* !
1
c) Calculo do autovetor generalizado.
Seja V, = " o autovetor generalizado definido por
Uz
(A—20)Vs = Vi,
Logo

-3 3|1 -3 3|0

L2—Lg
-3 3|1 0 010

como temos linha nula, uma das componentes pode-se escolher arbitrariamente na
equacao

—3U1 + 3U2 = 1,
se u; = 0, entdo u = 1/3. Logo o autovetor generalizado é

0
1/3

‘/2:

a qual gera a solucao

1
Xo(t) = te*'Vy + eV, = te* + e
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Verificacao,

i) Verificando que X;(t) é solucao do sistema de equagoes diferenciais:

Como
1 2
Xi(t) = 2* = e e
-1 3 2
AXl (t) - t
-3 5 2
temos que X(t) = AX;(t), e portanto X;(t) é solugao da equacao diferencial.

ii) Verificando que X5 (t) é solucao do sistema de equagoes diferenciais:

Como
1 1 0
Xi(t) = e* + 2te* + 2¢*
1 1 1/3
1 2
= ¢* + te? e
5/3 2
-1 3 1 -1 3 0
AX)(t) = te* + e
-3 5 1 -3 5 1/3
= te* ? + e !
2 5/3

temos que X4(t) = AX,(t), e portanto X»(t) é solugao de equagao diferencial.

A solucgao geral é dada por

X(t) = C1Xq(t) + CoXo(t)

2 1 0
= (e + Cy | te? + e
2 1 1/3

onde, ('] e (5 sao constantes reais arbitrarias.

4.1.2 Dois autovetores linearmente independentes
Neste caso dim(A — M) = n — 2 e portanto o polindémio caracteristico
P(\) = det(A — \I)
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gera dois autovetores linearmente independentes V) e V5 associados ao autovalor A. Neste

caso elas geram as seguintes solucdes do sistema X' (t) = AX(t),

Xl(t) = 6>\t‘/1
Xg(t) = GM‘/Q

Afirmamos o seguinte Teorema,

Teorema 4.2. Se \ € autovalor real de multiplicidade 2, com autovalores associados

linearmente independentes Vi e Vs, entao as fungoes

X, (t) = MYy
Xg(t) = 6)\t‘/2

sdo solugdes linearmente independentes do sistema X' (t) = AX.
Prova: Seja a combinagao linear
a1 X1(t) + e Xo(t) =0 , V teR
substituindo os valores das fungoes X;(t), temos
cle’\tvl + 026’\tVQ =0
cancelando o termo comum e, temos
aVi+cely=0

como Vj e V; sao linearmente independentes, entao ¢; = ¢o = 0 o qual prova que X;(t) e
X5 (t) sao linearmente independentes.

De outro lado,

/ d
Xi(t) = 2 [NV =AMV, =12
AX;(t) = AleMV] = eMAV, = XMV, i =1,2.

como X!(t) = AXy(t), entdo X;(t) = eMV; sio solucdes do sistema X' (t) = AX(t) para
cadat=1,2. B
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Exemplo 4.2. Seja o sistema

a) Calculo dos autovalores

30 10
P(\) =det(A— M) = det { —A
3

logo, temos um tnico autovalor A = 3 com multiplicidade 2.

b) Célculo dos autovetores.

De (A — XI)V; =0, temos

Como as duas linhas sao nulas, as duas componentes do vetor podem ser arbitrarias.

Fazendo v; =1 e vy = 0, temos o autovetor

1
0

V) =
o qual gera a solugao do sistema de equacoes diferenciais:
X1 (t) = €3t

Fazendo v; = 0 e vy = 1, temos o autovetor

0
1

V, =

o qual gera a solucao do sistema de equagoes diferenciais

Verificacao,
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i) Verificando que X;(t) é solucao diferencial:

1 3
Xi(t) = 3e* 0) = e .
0 1
3

3
AXI (t) = €3t
0

— B

0 0

como X1 (t) = AX;(t), temos que X;(t) é solucao da equagao diferencial.

ii) Verificando que X5(t) é solucao da equagao diferencial:

0 0
X0(t) = 3e¥ =3
1 3
3 0 0 0
AXy(t) = e* = et
0 3 1 3

como X,(t) = AX,, temos que X;(t) é solucao da equagao diferencial.

A solugao geral da equacao diferencial é dada por

X(t) = Cle(t) -+ CQXQ(t)
. 1 0
= cle‘” + cge3t
0 1

onde ¢; e ¢y sao constantes reais arbitrarias.

4.2 Raiz real de multiplicidade 3

Consideremos que o polinomio caracteristico
P(X\) = det(A — \I)

tenha um autovalor real A de multiplicidade 3. Neste caso pode acontecer que o sistema
algébrico

(A= M)V =0

gere um, dois ou trés autovalores linearmente independentes. A seguir determinamos para
cada um destes casos as solugoes associadas ao sistema de EDO
dX
— = AX.
dt
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4.2.1 Treés autovetores linearmente independentes

Consideremos que o sistema algébrico (A — A\I)V = 0 gere trés autovetores Vi, V5 e V3
linearmente independentes associados ao autovalor A. Neste caso elas geram as seguintes

solugoes do sistema X' = AX,

X1 (t) = €At‘/1
Xg(t) = 6”‘/2
X5(t) = eMVs

Afirmamos o seguinte Teorema,

Teorema 4.3. Se A € autovalor real de multiplicidade 3, com autovetores associados

linearmente independentes Vi, Vo e V3, entao as funcgoes

Xl(t) = e>‘tV1
Xo(t) = M
X5(t) = My

sao solugoes linearmente independentes do sistema X' = AX.
Prova: Seja a combinagao linear
1 X1(t) + 2 Xo(t) + 3 X3(t) =0 , V teR
substituindo os valores das fungoes X;(t), temos
1MV + eV + 3™V = 0
cancelando o termo comum e, temos
aVi+celVe+ceVz3=0

como Vi, V5 e V3 sao linearmente independentes, entao ¢; = ¢o = ¢3 = 0 0 qual prova que
Xi(t), Xo(t) e X5(t) sao linearmente independentes.

De outro lado,

X (t) = %[e”%] =MV, i=1,2,3.
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AX;(t) = AleMV;] = MAV; = NeMV; i =1,2,3.

como X/(t) = AX,(t), entdo X;(t) = eMV; sdo solucdes do sistema X' (t) = AX(t) para
cada?1=1,2,3. 1

Exemplo 4.3. Seja o sistema de EDO,

2 00
X'=|020|X
00 2
O polinomio caracteristico é dado por
2 00 100
P(\) = det(A— ) =det 020]—-XAXl010
00 2 001

= 2=XN-2=XN-(2-)
= (2-))?

cuja raiz é A = 2 com multiplicidade 3. Os autovalores associados a A = 2 sao determina-

dos pela solucao do sistema algébrico,

(A—2I)V =0
000
000 |V=0
000

isto significa que na matriz aumentada temos trés linhas nulas, pela qual as trés compo-
U1

nentes do vetor V' = | ¢, | podem ser escolhidos arbitrariamente, isto é:

U3

U1 &
U3 C3
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com c¢p, ¢y e cg constantes reais arbitrarias. Logo, para qualquer autovalor V' pode-se

escrever,
1 0 0
V=c|0]|+c]|1l]|c]|o0
0 0 1
1 0 0
ousejaVi=101|,Vo=1|11],Vea= ] 0 | sao autovetores linearmente independentes
0 0 1

associados ao autovalor A = 2. Logo temos as solugoes linearmente independentes do

sistema de EDO.

Xl(t) — 62t‘/1 — e2t O

Xo(t)=eVo=¢*| 1

X3(t) = AV =e*| o

Verificacao,

a) Verificando que X;(t) é solucao da equagao diferencial:

1 1-
Xt = % e 1o =2¢* | 0
0 0
—2 00 1 _2 1
AX((t) = €10 2 0 0|l =e*|0]|=2*]|0
_0 0 2 0 _O 0

como X (t) = AXy(t), entdo foi verificado que X;(t) ¢ solu¢ao de EDO.
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b) Verificando que X5(t) é solucao da equagao diferencial:

0 0-
Xo(t) = % e |1 =2 | 1
0 0
2 00 0 _O 0
AXo(t) = €10 2 0 1| =e*| 2| =21
0 0 2 0 _O 0

como X} (t) = AXs(t), entdo foi verificado que Xs(t) ¢ solugao de EDO.

c) Verificando que X3(t) é solugado da equacao diferencial:

0 0
Xi(t) = % el o =2¢* | 0
1 1
_2 00 0 -0 0
AX3(t) = |10 2 0 ol =10 =220
0 0 2 1 2 1

como X;(t) = AX;3(t), entao foi verificado que X3(t) é solucao de EDO.

4.2.2 Um tnico autovetor linearmente independente

Consideremos que o sistema algébrico (A — AI)V = 0 gere um tnico autovetor V;. Neste

caso a solucao associada ao par A\;, Vi, é
X, (t) =MV,

Para gerar, outras duas solugoes Xs(t) e X3(t), tal que Xi(t), Xa(t) e X3(t) sejam linear-

mente independentes seguimos o seguinte procedimento.

1. Gerar um autovetor generalizado V5, tal que a solucao associado seja da forma
Xo(t) = teMVy + MV,
Como X(t) = AX,(t), temos:

X5(t) = eMVi + AteMVy + AV
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AXo(t) = teMAV] +eMAV,
= MeMAV; + eMAV,,

pois V; é autovetor de A.

Igualando em X/ (t) = AX,(t), temos
MV 4+ MMV + XMV, = MeM TV, + M AT,
simplificando termos, obtém-se
MV, + ANV = M AV,

cancelando e, resulta

Vi+ AV, = AV,
a qual pode-se escrever como,

AVa = AV, =V,
Portanto o autovetor generalizado é determinado pela solucao do sistema algébrico:

(A=A)V; =V,

. Gerar um segundo vetor generalizado V3, tal que a solucao associada seja da forma,
t2
X5(t) = ge’vVl +teMVy + eMV;

Nota: A derivada de t? é 2t, por isto precisamos dividir ¢* por dois.

Como X(t) = AX3(t) temos:
Xi(t) = teMVy+ AgeMVl + eMVa 4+ MteMVy + NeM Vg
AX5(t) = ge’\tAVl +teM AV, + M AV,
= g)\e)‘tvl +teM AV, + M AV,
pois V; ¢é autovetor de A. Substituindo em X4(t) = AX;5(t), obtém-se

t2 t2
teMV] + EAeAtVl + MV + MMV 4+ XMV = EAeMVl +teM AV, + M AV,
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simplificando termos, e cancelando e, temos:

tVi+ Vo + AtV + AV = tAV, + AVs

reordenando os termos,

AVs + tAVy — AtVa — AV — tV; = Vi
AV + HA = AD)Va — AV — tV; = Vp
AV + 1tV = AVs =tV = V5,

pois V5 é autovetor generalizado. Cancelando termos, resulta
AVs = AV =V,
portanto o segundo autovetor generalizado é obtido pela solucao do sistema algébrico.

(A= AD)Vs = Vs

Temos provado assim, o seguinte teorema

Teorema 4.4. Se o polinomio caracteristico P(\) = det(A — XI) admite uma raiz com
multiplicidade trés, sendo associado um unico autovetor Vi, entao pode-se gerar outros

dois autovetores generalizados Vo e V3 pela solugao do sistema algébrico.

(A= ADVs =V
(A= ADV; = Vs

As solugoes linearmente independentes do sistema de EDO X' = AX associado, ao au-

tovalor \ sao

Xl(t) = 6)\1&‘/1

Xo(t) = teMVy +teMV,
2

t
Xs(t) = 5 Vi+teVh 4Ny
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Exemplo 4.4. Seja o sistema de EDO,

10 0
X'=[22 -1 [X
01 O
O polinomio caracteristico é dado por
10 0 1 00

P(\) = det(A—M)=det| |22 —1|=A|0 10
01 0 00 1

2-\ —1
1 =
= (1-XN\—-1)72

= (1—X)det

logo P(\) admite uma tnica raiz A = 1 de multiplicidade trés.

Determinamos os autovalores, pela solucao do sistema algébrico:
(A= XI)=0.

Logo,

00 O

21 -1 | V=0

01 —1
Como temos uma unica linha nula na matriz, uma das componentes de vetor pode-se
escolher arbitrariamente. Portanto. o sistema (A — AI)V = 0 gera um tunico autovalor
Vi. A seguir geramos todos os autovalores:
a) Geracao do autovetor V.

U1

SeVi=1| vy, |, temos:

2Ul+U2—U3:0

’1}2—1)320.
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Escolhendo v3 = 1, obtém-se o sistema nao singular

21)1—|—U2:0

’U2:1

cuja solucao é: v; =0, v =1 e v3 = 1. Logo, o autovalor V; é dado por

b) Geragao do primeiro autovetor generalizado V5.

Da equagao algébrica

(A=A)Ve =W
temos,
00 O Uy 0
2 1 -1 up | =1 1
01 -1 Us 1

Escrevendo o sistema em forma explicita resulta,

QU1+U2—U3 =1

UQ—U3 =1

se ug = 0, entao us = 1 e u; = 0, logo

c) Geracao do segundo autovetor generalizado V.

Da equagao algébrica

(A= ADV; =V,
temos
00 O Wy 0
ou 21 -1 wy | = 1
01 —1 W3 0
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Escrevendo o sistema algébrico em forma explicita, temos

2w1+w2—w3 =1

w2—33 =0
- 1
se wy = 0, entao wgzOewlzé,logo

1/2

As solugoes linearmente independente sao geradas segundo o Teorema 4.4 por

0
Xi(t) = eVi=¢| 1
1

0 0
Xo(t) = te'Vi+e'Vo=te' | 1 | +e'| 1

1 0
t2et
Xg(t) = 7‘/1+t€t‘/2+6t‘/23
, 0 0 1/2
B t‘e ¢ ¢
= 5 1| +te 1| +e 0
1 0 0

Verificacao,

a) Verificando que X () é solucao da equagao diferencial

K
Xit) = |1
1
(10 0 0 0
AX((t) = €| 2 2 -1 1| =¢|1
01 0 1 1

como X|(t) = AX;(t), entao X;(t) é solugdo da equacao diferencial.
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b) Verificando que X5(t) é solucao da equagao diferencial:

AXo(t)

como X,(t) = AX,(t), entdo X,(t) é solucao da equacio diferencial.

c) Verificando que X3(t) é solucao da equagao diferencial:

Xy(1) =

como X;(t) = AX;3(t), entdo X3(t) é solugao da equacao diferencial.

—= N O

0

1
0 O
2 -1
1 0
0
1|+
1

t2et

2

+ tet

+éf

—_

= NN O

1/2



4.2.3 Dois autovetores linearmente independentes

Consideremos que o sistema (A — A)V = 0 gere dois autovetores V; e V, linearmente

independentes associados ao autovalor A. Neste caso elas geram as seguintes solugoes do

sistema X = AX,

Xl(t) = e/\t‘/l
Xg(t) = ekt‘/g

Para gerar uma terceira solugao X;3(¢) linearmente independente a X (t) e Xs(t), segue-se

o seguinte procedimento:

a) Observe primeiro que a combinagao linear ¢1V; + ¢V, é autovetor de A, onde ¢, co

€ R. Com efeito,

(A=AD(CLVI+ CoVa) = Ci(A=AV1+ Co(A = A)Va
= (C1-04+C%-0
= 0

por ser V; e V5 autovetores da matriz A. KEsta combinacao linear gera todos os

autovetores associados ao autovalor A.
b) Vamos supor que a solu¢ao X3(t) é da forma:
X3(t) = teMU + MW

isto é, estamos supondo que W é um autovetor generalizado de A e U é um autovetor

de A. Para determinar U e W, vamos susbstituir X3(¢) na equacao diferencial,

Xi(t) = MU+ MeMU + AeMW
AX3(t) = teMAU + eMAW

susbstituindo em X}(t) = AX;3(t) temos:

MU + NeMW + AeMU = te™ AU + M AW
ordenando termos:

(eMAW — eMW) + teM AU — MeMU = MU
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simplificando o termo e

(AW — A\W) + (AU — \U) = U

ou
(A= AW + (A= \)U =U

Pelo fato de U se comportar como autovetor de A, pode-se desacoplar a equagao no

sistema:
t(A=XNHU =0
(A=W =U
ou cancelando o termo ¢, temos
(A=AXHU =0
(4.2)
(A=XOW =U

Do item a), temos que o autovetor U é da forma
U:QV1+CQVQ7 C1, C2 €R7
e portanto o autovetor generalizado W é obtido da equagao

(A — )\])W = Vi + Vs

Temos provado assim o seguinte Teorema,

Teorema 4.5. Se o polinomio caracteristico P(\) = det(A — XI) admite uma raiz com
multiplicidade trés, sendo associado dois autovetoeres Vi e Vi linearmente independentes,

entao pode-se gerar um autovetor generalizado V3, solucao de sistema algébrico.
(A= AV =e1Vi + Vs

onde ¢y, c9, sao constantes reais arbitrdarias.
As solugoes linearmente independentes de sistema X' = AX, associado ao autovalor \, é

dada por:
Xl(t) = BAt‘/l
X(t) = M

Xs(t) = teM(c1Vi+ V) +€'Va.
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Exemplo 4.5. Seja o sistema de EDO

5 -3 =2
X'=]8 -5 -4 |X
-4 3 3

O polinomio caracteristico é dado por

5 -3 —2 100
P(\) = det(A-M)=det || 8 -5 -4 |[-A] 010
—4 3 3 00 1

5—A -3 -2

= det 8§ —H5-—-\ —4

A
= (5—A)det + 3 det

8 —5—\
—4 3
= M-3\2+3)\-1

—2 det

= (A—1)°

Logo P(\) admite uma tnica raiz A = 1 de multiplicidade trés.

Determinamos os autovalores, pela solugao do sistema algébrico:

(A= AV, =0
ou,
4 =3 =2 || w 0
8 —6 —4||wl| =10
—4 3 2 V3 0

Em termos da matriz aumentada, obtém-se

Ly—2L;

4 -3 =210 4 -3 =210
8§ —6 —4|0 Ls + L§ 0O 0 010
-4 3 210 0 0 010
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isto significa que temos duas linhas nulas, pelo qual duas das componentes do vetor
podem-se escolher arbitrariamentes, o qual gera dois autovetores.

Determinamos a seguir os autovetores e o autovetor generalizado:

a) Calculo dos autovetores.
U1

SeV =1 vy, |, temos

U3

4U1 — 3U2 — 22}3 = 0.

Colocando em evidéncia vz resulta,

V3 = 2U1 — 51)2.
Substituindo em V', obtém-se
U1 (%1 1 0
V=1 v | = Vg =v1| 0 | +ve 1
U3 2U1 - 3U2/2 2 —3/2

Fazendo v; = 1 e vy = 0, obtém-se o autovetor Vi:

b) Caélculo do autovetor generalizado V3(t).

Da equagao do autovalor generalizado do Teorema 4.5, temos para ¢; = ¢o = 1:

(A=1)V3 =V + Vs,
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ou

4 -3 -2 1 1 0
8 —6 —4 v | = 0+ 2
—4 3 2 Vs 2 -3
4 -3 -2 1 1
8 —6 —4 v | = 2
—4 3 2 Vs ~1

Aplicando a matriz aumentada, resulta

Lo—2L,
4 -3 2|1 4 -3 —-21|1
8 —6 —4] 2 L3+Lg o 0 00|,
-4 3 2 |-1 0 0 010
obtem-se a equacgao
41)1 - 3U2 — 21)3 =1.
Colocando em evideéncia vz resulta,
1 3
V3 = —5 + 21)1 — 51}2.
Substituindo em V3, obtém-se
U1 V1 0 1 0
Vi = Uy = Uy = 0 +v1 | 0 |+v2 1
U3 —1/2 4 2v; — 3vy/2 -1/2 2 —3/2

Os dois termos da direita sao autovalores calculados no item a). Fazendo vy = vy =0

temos o autovetor generalizado Vj:

Vi = 0
~1/2
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As solugoes linearmente independente sao geradas segundo o Teorema 4.5 por

Xi(t) = Vy=¢

_ ottt

Xo(t) = eVo=ce
X3(t) =

1

= tet 0

2

1

= te 2

—1

Verificacao,

te'(Vi + Vo) + €'Vs

0 0
+ | 2 + € 0
-3 —1/2
0
+ e 0
—1/2

a) Verificando que X;(t) é solugao da equagao diferencial.

1
Xt = €e|o

2

[ 5 3 o 1 1
AXi(t) = €| 8 —5 —4||0|=¢€]0

-4 3 3 2 2

como X|(t) = AX;(t), entdo X;(t) é solugao da equacao diferencial.

b) Verificando que X5(t) é solucao da equagao diferencial.

X(t) = €| 2

-3 -2 0 0
-5 4 2 | =] 2
3 3 -3 -3



como X5(t) = AXy(t), entdo Xs(t) é solugao da equagao diferencial.

c¢) Verificando que Xj3(t) é solugao da equagao diferencial.

1 [ 0
Xs3(t) = te'| 2 | +€ 0
~1 —1/2
1 1 0
Xit) = €| 2 |+t 2 |+¢€ 0
—1 ~1 —1/2
1 1
— ¢ 9 +tef | 2
—3/2 —1
(5 3 2] [ 1 5 -3 -2 0
AX3(t) = te'| 8 -5 —4 2 | +e¢'| 8 —5 —4 0
-4 3 3 —1 -4 3 3 —1/2
[ 1 1
= te'| 2 | +¢€ 2
~1 —3/2

como X4(t) = AX;5(t), entdo X3(t) é solugdo da equacao diferencial.

4.3 Raiz real com multiplicidade 4

Consideramos que o polinoémio caracteristico P(\) = det(A — AI) tenha um autovalor real

A de multiplicidade 4. Neste caso pode acontecer que o sistema algébrico
(A=XHV =0

gere um, dois, trés, ou quatro autovetores linearmente independentes. A seguir determi-

namos solugoes associadas ao sistema de EDO X’ = AX em cada um destes casos.

4.3.1 Quatro autovetores linearmente independentes

O sistema algébrico (A — AI)V = 0 gera quatro autovetores V;, V5, V3 e Vj linearmente

independentes associados ao autovalor A\. Neste caso elas geram as solugoes do sistema
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de EDO X' = AX:

X, (t) =MV,
Xy(t) = eMV;
X5(t) = eMVg
X4 (t) = MV,

O seguinte Teorema afirma que estas fungoes sao solucoes linearmente independentes do

sistema de equagoes diferenciais:

Teorema 4.6. Se \ ¢ autovalor real de multiplicidade 4, com autovetores associados V7,

Va, Vi e Vy linearmente independentes, entdo as funcoes

Xi(t) =MV
Xy(t) = MV
X5(t) = MV
X, (t) = MV,

sao solugoes linearmente independente do sistema X' = AX.

Prova

Seja a combinacao linear

1 X1(t) + 2 Xa(t) + 3 X3(t) + 4 Xu(t) =0, VteR.
Substituindo os valores das fung¢oes X;(t) temos,
c1MV] 4 o™V + c3eMVs + 4™V, = 0
cancelando o termo comum e, temos
ciVi+ Vo + 3V + e,V = 0.
Como Vi, Vs, V3 e Vj sao linearmente independentes, entao
cpo=ca=c3=c4 =0

o qual prova que X;(t) =, Xs(t) =, X3(t) = e X4(t) = sao linearmente independentes.

De outro lado,

d
Xi(t) = ="V = AMVi i =1,2,3,4
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AX;(t) = AleMV] = eMAV; = XMV, i =1,2,3,4.

Como X/(t) = AX(t), entdao X;(t) ¢é solugao do sistema X'(t) = AX(t) para cada i =
1,2,3, 4.0

Exemplo 4.6. Seja o sistema de EDO.

2000
0200
X' = X
0020
000 2
O polinomio caracteristico é dado por
2000 1000
0200 0100
P(\) = det(A—\)=det — A

0020 0 010
000 2 0001

PO = (2-))-

cuja raiz é A = 2 com multiplicidade 4.

Os autovetores associados a A = 2 sao determinados pela solucao do sistema algébrico,
(A-201V =0

ou

o o o o
o o o o
o o o O
o o o O



isto significa que na matriz aumentada temos quatro linhas nulas, pelo qual as quatro

U1
VU2 . . . . .
componentes vetor V = podem ser escolhido arbitrariamente, isto é:
U3
Uy
0 C2
V2 C1
V = =
U3 C3
V4 C4

com ¢y, Cy, C3 € c4 constantes reais arbitrarias. Logo, pode-se escrever para qualquer

autovetor V,

1 0 0 0

0 1 0 0
V:Cl + Co + c3 + ¢y

0 0 1 0

0 0 0 1

Fazendo um coeficiente igual a 1 e os outros iguais a zero, obtém-se 4 autovetores linear-

mente independentes:

1 0 0 0

0 1 0 0
‘/1: 5 ‘/2: ) ‘/é: ) ‘/;L_

0 0 1 0

0 0 0 1

Logo, temos as solugoes linearmente independentes do sistemas de EDO:

1 0
2t o | 0 21 o | 1
Xi(t) = eVi=e Xo(t) =e*Va=c¢ ,
0 0
0 0
0 0
2t o | 0 2t 2| 0
Xs(t) = e"Vz=e ; Xy(t)=e"Vi=e
1 0
0 1

Verificacao,
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a) Verificando que X;(t) é solugao da equagao diferencial:

1 1
d 0 0
Xit) = —|e* = 2¢*
0 0
2000 1 2 1
0200 0 0 0
AX (t) = €* = = 2¢*
0020 0 0 0
000 2 0 0 0

como X (t) = AX;(t), entdo foi verificado que X;(t) é solugao de EDO.

b) Verificando que X5(t) é solugdo da equagao diferencial:

0 0
d 1 1
Xit) = —|e* = 2¢*
0 0
2000 0 0 0
0200 1 2 1
AXo(t) = e* =e* = 2¢
0020 0 0 0
000 2 0 0 0

como X)(t) = AXs(t), entdo foi verificado que Xy(t) é solucao de EDO.

c) Verificando que X3(t) é solucdo da equagao diferencial:

0 0
d 0 0
Xit) = — |¢&* = 2%
0 0
2000 0 0 0
0200 0 0 0
AX3(t) = €* = = 2¢*
0020 1 2 1
000 2 0 0 0

como X}(t) = AXj3(t), entdo foi verificado que Xj3(t) é solugao de EDO.
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d) Verificando que X4(t) é solucao da equagao diferencial:

Xty = —|e* = 2%

_ o O O

AXy(t) = €* = 2¢*

o o O N
o O N O
S N O O
DO O O
_ o O O
O O O
_ o O O

como X (t) = AX4(t), entdo foi verificado que X,(t) é solugao de EDO.

Logo a solucao geral do sistema ¢é

1

X(t) = cre* + coe?t + g€t + ¢ye?

o o O

o o = O
S = O O
- o O O

onde c1, ¢9, c3 € ¢4 sa0 constantes arbitrarias.

4.3.2 Um tnico autovetor linearmente independente

Consideremos que o sistema algébrico (A—AI)V = 0 gere um tnico autovetor V; associado

ao autovalor A de multiplicidade 4. Neste caso a solucao da equacao diferencial é,
X, (t) = MV,

Para gerar, outras trés solugoes Xs(t), X3(t) e X4(t) da equagao diferencial, tal que X; (),

Xo(t), X3(t) e X4(t) sejam linearmente independente segue-se o seguinte procedimento.

a) Gerar um primeiro autovetor generalizado V5.

Vamos supor que a solugao associada ao par (A, V) seja da forma,

Xo(t) = teMV) + MV
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Logo,

X)) = MV MMV F M, e

AXy(t) = teMAV] + MNAV, = MteMV) + M AV,
Substituindo em X/ (t) = AX5(¢) temos,
MV 4+ MMV + NeMVy = MeMV, + M AV,
simpificando termos, resulta
MV, + ANV = M AT,

cancelando e temos,

Vi+ AV, = AV
a qual pode-se escrever como

AV = AV =V
Portanto o autovetor generalizado é determinado pela solugao de sistema algébrico:

(A= AI)Vs =V,

b) Gerar um segundo autovetor generalizado V5.
Vamos supor que a solugao associada ao par (A, V3) seja da forma,
t2€At

Xs(t) = 5

Vi 4 teMVy + MV,

Logo,

2 )t

At
Xi(t) = teMVy+
tQGAt

AX(t) = — AV teM AV, + M AV

AtQ At
— 26 Vi + teM AV, + M AV,

Vi 4 eMVy + MeMVy + AeMV

Substituindo em X}(¢) = AX; temos:

2 At 2 At

Y
Vi + MV 4+ MeMVy + ANV = 200

PY
teMV
e Vi + 5 5

Vi +teM AV, + M AV,
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simplificando termos, e cancelando e, resulta

tVi+ Vo+ MVo+ ANV =tAVL, + AVs

Reordenando os termos,

AVs + AV — AMtVa — AVs — tV; = V4
AV + A= ADVa— AVs — Vi =V
AVs + £V — AVs — tV; = V4

pois V5 é autovetor generalizado. Cancelando termos, obtém-se

A(Vy — \V3) = Vi,

Portanto o segundo autovetor generalizado é obtido pela solugao do sistema algébrico

(A= AV =V,

c) Gerar um terceiro autovetor generalizado V.

Vamos supor que a solugao associada ao par (A, V) seja da forma,

Lembrando,

t3€/\t t26)\t
Xy(t) = VT Vo + teMVs + MV
AV = AV,

(A=M)Va = Vi= AVa—AVa =V, ou AV, = Vi + AV4,

(A=XNDVs = Vo= AV3— AV =V, ou AV = Vi + AVA.

Logo,

Xit) =

AXy(t) =

t2€)\t )\t3€)\t 2 At

5 Vi + 3 Vi 4 teMVy + 5 Vy + eMVy + Me MV + AeMV
3 12
ge’\tAVl + Ee’\tAVZ + teM AV, + teM AV,

t3 t2
5e“(/\vl) - EeM(Vl + AVa) + teM(Vy + AV3) + eM AV
3 t?

t t2
)\ge’\tvl + Ee’\tAvl + AE@At‘/Q + teMVy 4+ MeMVs + M AV,

substituindo termos em X}(t) = AXy, temos:

6)\t‘/3 + )\6)\15‘/;L — eAtAw
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cancelando e resulta a equacio para determinar o vetor generalizado Vj:
AVy = AV =V3

ou

(A=A)Vy= V3

Temos provado assim, o seguinte teorema.

Teorema 4.7. Se o polindmio caracteristico P(\) = det(A — A\I) admite uma raiz com
multiplicidade quatro, sendo associado um unico autovetor Vi, entao pode-se gerar outras

trés autovetores generalizados Vs, V3 e Vi pela solucdo dos sequintes sistemas algébricos:

(A= ADVs =W
(A= ADV; = Vs
(A= AD)Vi =V

As solugoes linearmente independentes do sistema de equagoes diferenciais X'(t) = AX(t)

sao descritas pelas funcoes:

Xl(t) = 6)\t‘/1

Xo(t) = teMVi+ MV
t2

X3(t) = Ee’\tVl%—teMVQ—i-e’\th
3 2

Xy(t) = §€At‘/1 + Ee’\tVz +teMVy + MV

Exemplo 4.7. Seja o sistema de EDO.

X' =

= O O

o o O N
o O N
S N = O

o7



O polinomio caracteristico é dado por

2100 1000
0210 0100
P(\) = det(A— \) = det — A
0021 0010
000 2 0001

0 2—-A 1 0

0
0 0 0 2-=2A

PN = 2-N-2=-XN-2=-)N-2-N=2-)*

cuja raiz é A = 2 com multiplicidade 4.

Determinamos os autovetores, pela solucao do sistema algébrico,

(A-20)V =0
ou
0100 Uy 0
0010 vz | |0
000 1 s | | o
0000 Uy 0
A solucao deste sistema algébrico é
vg = 0
v3 = 0
vy = 0
U1 arbitraria,

gerando assim um unico autovetor linearmente independente. Escolhendo v; = 1 temos o

autovetor

o o o =
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a qual gera a solucao

Xi(t) = MV = e

o o o =

Para gerar os autovalores generalizados usamos o Teorema 4.7:

(A=2D)V; =V,
(A—20)V; = V)
(A—20)V; =V

a) Célculo do autovalor generalizado V5.

De (A —21)V, = V] temos

01 00 Uy 1
0010 vz | |0
0001 [[w]| |o
0000 Uy 0
a qual gera a solucao algébrica
vy = 1
vg = 0
vy = 0
U1 arbitréaria.
Escolhendo v; = 0, o vetor V5 é
0
v, — 1
0
0

a qual gera a solugao do sistema de equacoes diferenciais:

Xo(t) = teMVi + Vaet = te* 2,

o o o
o O = O
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b) Célculo do autovalor generalizado V.

De (A —20)V; =V,

01 00 Uy 0
0010 v | |1
0001 [[w]| |o
0000 Uy 0
a qual gera a solucao algébrica
v9 = 0
vy = 1
vy = 0
U1 arbitraria.
Escolhendo v, = 0, o vetor V3 é
0
v, — 1
0
0

a qual gera a solugao do sistema de equacoes diferenciais:

t2
Xs(t) = =eMVi + teMVa + MV

2
ou
1 0
12 0 1
X3(t) = —eM + teM + M
2 0 0
0 0
c) Calculo do autovalor generalizado Vj.
De (A —21)V, = V3 temos
0100 (1 0
0010 Vg 0
0001 U3 1
0000 Uy 0
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a qual gera a solucao algébrica

Vg = 0
V3 = 0
Vg = 1
V1 arbitraria

a qual gera a solugao do sistema de equacoes diferenciais:

3 t?
;&uy:§&WQ+E&W§+wM%+wa.
ou
1 0 0 0
3 0 +2 1 0 0
X4 (t) — _|62t + _€2t _|_ te}\t + €2t
3 0 2 0 1 0
0 0 0 1

Portanto a solucao geral é
X(t) = C1X1(t) + Oy Xo(t) + CsX3(t) + CyXy(t)

onde,

Xl(t) — 6)\15‘/1 — 62t

o o o =

2t

Xo(t) = teMVy 4 eMVy = te* +e

o o O =
o o = O
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t2
X3(t) = 56’“‘/1 + teMVy + MV

1 0 0
= ﬁ | O + te ! + e v
2 0 0 1
0 0 0
t3 2
Xy(t) = ge”V + EeAtVQ +teMVy + MV
1 0 0 0
t3 0 2 1 0 0
= —|62t + —e* + teM + e
3 0 2 0 1 0
0 0 0 1
Verificacao,
a) Verificando que X;(t) é solugao do sistema de equagoes diferenciais:
1 1
d 0 0
Xit) = —|e* = 2¢
0 0
0100 1 2 1
0010 0 0 0
AX (t) = e =% = 2¢%
0 001 0 0 0
0000 0 0 0

Como X, (t) = AX,(t), entdo X, (t) é solucdo do sistema de equacdes diferenciais.

b) Verificando que X5(t) é solugao do sistema de equagoes diferenciais:

2t

Xo(t) = teMVy 4 MV, = te* +e

o o o =
o O = O
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1 2 0 1 2
0 0 2 2 0
Xot) = e* + te? + 2 = e + te?
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
21 00 1 21 00 0
L0210 lo] Llo210]]1
AXQ(t) = te + e
0 2 1 0 00 21 0
0 0 2 0 0O 0 0 2 0
2 1
0 0
0 0

como X,(t) = AXy(t), entdo Xy(t) é solucio do sistema de equacdes diferenciais.

c) Verificando que X3(t) é solucao do sistema de equagoes diferenciais:

1 0 0
£ 0 1 0
X3(t) = —e* + te? + e
2 0 0 1
0 0 0
1 2 0 0 0
0 12 0 1 2 0
Xi(t) = te* + —e* + e + te? + e*
0 2 0 0 0 2
0 0 0 0 0
2 1 0
_ ﬁ or | O 42t 2 42t 1
2 0 0 2
0 0 0
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210 0 1 2100 0
12 0210 0 0210 1
AX3(t) = —e* + te
2 0021 0 00 2 1 0
000 2 0 000 2 0
21 0 0 0
—|—th0210 0
00 2 1 1
000 2 0
9 1 0
:ﬁQt 0 4 et 2 + o 1
2 0 0 2
0 0 0

Como Xj(t) = AX3(t), entdo X3(t) é solucio do sistema de equagdes diferenciais.

d) Verificando que X,(t) é solugao do sistema de equagoes diferenciais:

1 0 0 0
3 0 2 1 1 0
X4(t) _'€2t + _€2t + t€2t 4 €2t
3! 0 2 0 0 0
0 0 0 1
1 2 0 0 0
+2 0 3 0 1 +2 2 0
X (t) —e* + —'€2t +te* + —e* + e
2 0 3! 0 0 2 0 1
0 0 0 0 0
0 0
te?t 0 + et 0
2 0
0 2
2 1 0 0
3 0 2 2 1 0
X4(t) ¢ + —e* + te* + e
3! 0 2 0 p) 1
0 0 0 2
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(2100 [1] (2100 [0]
AXLE) = £ 021000 £,]0210]|1
3! 00210 2 00210
00020 (0002]|0
(2100 [0] (2100 [0]
e | 02O 0] 0200
00211 00210
(0002]|0 (000 2]|1
[ 2 ] [ ] 0] [0 |
AXy(t) = §€2t 0 +§62t ’ + te*t ! 4 e 0
S 0 2 1
0 | 0 | 0 | | 2 |

como X, (t) = AX4(t), entdo X,(t) é solucio do sistema de equacdes diferenciais.

4.3.3 Trés autovetores linearmente independentes

Considere que o sistema algébrico (A — AI)V = 0 gere trés autovetores Vi, Vo e V3
linearmente independentes. Neste caso as solugoes associadas linearmente independentes
sao:

Xi(t) =MV

Xo(t) = MV,

X5(t) = eMVg

Para gerar uma quarta solugdo X4(¢) linearmente independente a X;(t), Xa(t) e X3(t)

segue-se 0 seguinte procedimento:

a) Observe primeiro que a combinagao linear ¢; V) + cVa + ¢3V5, onde ¢;, ¢ e ¢3 € R

geram todos os autovetores associados ao autovalor . Com efeito,

(A — )\I)(Clvi —+ CQ‘/Q —+ C3V£g) = Cl(A — )\I)Vi —+ CQ(A — /\I)‘/g + Cg(A — )\I)‘/g

= 01'0+CQ'O+C3'O:O,

por ser Vi, V5 e V3 autovetores da matriz A.
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b) Vamos supor que a solu¢ao Xy (t) é da forma:
X4(t) = teMU + MW

isto é, estamos supondo que W é um autovetor generalizado de A e U é autovetor
de A.

Para determinar U e W, vamos substituir X4(¢) na equagao diferencial,
Xy(t) = MU+ XeMU + AW

AXy(t) = teMAU + eMAW
substituindo em X (t) = AX,(t) temos:

MU + teMW + teMU = te AU + M AW

simplificando o termo e*!,

(AW = AXW) +t(AU — \U) = U
ou
(A= AW +t(A= XU =U
como U é autovetor de A, pode-se desacoplar a equacao no sistema:

t(A=A)U =0
tA=XOW =U
cancelando o termo ¢ temos:
(A=AU=0

(4.3)
(A=W =U
onde U = ¢V} + oV + ¢3V5 como explicado em a), logo 4.3 é da forma

(A= ADW = C\V1 + CoVa + C3V3

Temos provado assim o seguinte Teorema,

Teorema 4.8. Se o polindmio caracteristico P(\) = det(A — XI) admite uma raiz com
multiplicidade quatro, sendo associado trés autovetores Vi, Vo e Va3 linearmente indepen-

dentes, entao pode-se gerar um autovetor generalizado Vy solucdo do sistema algébrico.
(A= MV = (Vi + c3Va + ¢3V3)
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onde, c1, ¢y, c3 sao constantes arbitrdrias .

A solucdo linearmente independente do sistema X' = AX, associado ao autovalor X\, €

dado por:
X, (t) = &MY
Xo(t) = MV
X3(t) = MV
Xi(t) = teM(cVi+ Ve + csVs) + MV

Exemplo 4.8. Seja o sistema de EDO.

2100
0200
X' = X
0020
00 0 2
O polinomio caracteristico é dado por
2100 1000
0200 01 00
P(\) = det(A—\)=det —A

0020 0010
00 0 2 0001

0 0 2-=2A

2-) 1 0 0

0 2—-X 0 0
= det

0 0 2-X 0

0

2=-N-2=-N-2-N=2-N*

P() = (2-N)

cuja raiz é A = 2 com multiplicidade 4.

Determinamos os autovetores, pela solucao do sistema algébrico.

(A—20)V =0
ou
0100 o 0
0000 w | |o
0000 w | o
0000 Vs 0
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A solucao do sistema algébrico é:

v; = arbitraria
Vo = 0
vs = arbitraria
vy = arbitraria
Logo,

(%1 (%1 1

(%) 0 0

V3 Vs 0

V4 V4 0

a) Sewv; =1 e w3 =1y =0 temos o autovalor

1
0
‘/1 =
0
0
o qual gera a solucao
1
0
X1 (t) = 62t
0
0
b) Se v3 =1 e v; = vy =0 temos o autovalor
0
0
‘/'2 =
1
0
o qual gera a solucao
0
0
Xz(t) = 62t
1
0
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c) Sewvy=1ewv; =wv3=0 temos o autovalor

o o o =

o qual gera a solucao

Xg(t) = €2t

= o O O

d) Para gerar o autovetor generalizado V, linearmente independentes com V;, Vs e V3

resolvemos a equagao:

(A=A)Vy=cVi+ Vo +c3Vs

ou
01 00 (2 1 0 0
00 0O Vo 0 0 0
=0 +co +c3
0 00O U3 0 1 0
00 0O (N 0 0 1
simplificando,
(%) C1
0 0
= = V3 = Cy, 62:07 C3:O‘
0 (6))
0 C3

Escolhendo ¢; = 1, temos v, = 1, enquanto vy, v3 e v4 sao arbitrarios.

Fazendo vy = v3 = vy = 0 temos o autovalor generalizado

‘/21:

o o o =
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o qual gera a solucao:

X4(t) = te® (Vi + caVa + c3V3) + eV, = te* 1o

o o o =
o

A verificacao que Xi, X5 e X3 é solucao do sistema de equacoes diferenciais é ime-

diata, vamos verificar que X,(t) é também solugao:

21 00 1 21 00 0
Ll0200|flo] Llo200]]1
AX4(t) = te + e
00 20 0 00 20 0
0O 0 0 2 0 0O 0 0 2 0
2 1
= te 0 + e 2
0 0
0 0
e
1 1 0
0 0 1
Xit) = &* + 2te + 2
0 0 0
0 0 0
2 1
0 2
Xi(t) = te* + %
0 0
0 0

Como X,(t) = AX,(t), entdo X4(t) é solucao do sistema de equacdes diferenciais.
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4.3.4 Dois autovetores linearmente independentes

Considere que o sistema algébrico (A—AI)V = 0 gera dois autovetores V; e V; linearmente

independentes, as quais geram as solucoes.

X, (t) = &M
Xo(t) = M.

Para gerar o terceiro autovetor V3, vamos supor que a solucao é da forma:
X5(t) = teMU + MV
onde, U = ¢, V] + ¢ V5. Logo,

Xi(t) = MU+ AMU + AV

AX3(t) = teMAU +eMAV,
substituindo em X;(t) = AX3(t), temos
MU + NeMU + XeMVy = teM AU + eM AV,
Simplificando e* e ordenando os termos, temos
(A=XDVs+t(A—- XU =0

como (A— AU = 0, pois U é autovetor de A, entao a equagao para gerar os autovalores

generalizados é dada por:

(A= AV =U.
Esta equacao algébrica pode originar dois casos.

i) Sao gerados dois vetores linearmente independentes V3 e Vj, as quais geram as

solucoes
Xg(t) = te/\t<01‘/1 + 02‘/2) + €At‘/3

X4(t) = teM (e Vi + eaVa) + MV

ii) E gerado um tnico autovetor V3, a qual gera a solugao

X3(t) = teM (e Vi + Vi) + MV,
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Para gerar a quarta solu¢do consideramos a solugao X4(t) da forma,
Xy(t) = teMW + MV,
onde, W = k1 Vi + koVs + k3V3. Como

AW = kG AV] 4+ ko AV, + k3 AV
= KAV 4+ ko AV 4+ AV3
= A(kiVi + kaVa + ksVa)
= \W

temos que W é autovetor de A.

Logo,

X)) = MW + XMW + AeMV
AX,(t) = teMAW + eMAVY,

substituindo na equagao diferencial X (t) = AX4(t) temos:
MW 4+ MeMW 4+ XMV, = teM AW + M AV,
Cancelando e e ordenando os termos, temos:
(A= ANDVi+t(A= X)W =W
como (A — M)W = 0, temos a equagao para gerar o autovalor generalizado Vj
(A= A)V, =W
a qual gera a solugao do sistema de equacgoes diferenciais

X4(t) = te(KoVi + KoV 4+ K3Vs) + eV

Temos provado assim o seguinte teorema,

Teorema 4.9. Se o polindmio caracteristico P(\) = det(A — XI) admite uma raiz com
multiplicidade 4, sendo associados dois autovetores Vi e Vo linearmente independentes,

entao para gerar os autovetores generalizados, considera-se os sequintes casos:
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Caso 1. A equagao algébrica (A—NI)V = c1Vi+coVa gera dois autovetores generalizados
linearmente independentes V3 e Vy. O conjunto de solugoes linearmente indepen-

dentes do sistema de equacoes diferenciais é dado por:

X, (t) = &MYy
Xo(t) = M
X3(t) = teM(eiVi + Vi) +eMVs
Xu(t) = teM(aVi+ Vo) + MV

Caso 2. A equacdo algébrica (A — N)V = c1Vi + Vs gera um dnico autovetor gene-
ralizado linearmente independente Vz. O autovetor generalizado Vy € gerado pela
equacao algébrica

(A= XV, =1 Vi + Vo + c3Vs.

O conjunto de solugoes linearmente independentes do sistema de equagoes diferen-

ciais € dado por:

X,(t) = M

Xo(t) = M,

X3(t) = teM(eiVi + Vo) + eMVa

Xy(t) = teM (ki + koVi + ksV3) + MV,

21 00
0210
X'(t) = X()
0020
000 2
O polinomio caracteristico é dado por
21 00 1000
0210 0100
P(X\) = det(A — \I) = det —A
0020 0010
000 2 0 001




= (2-))*

cuja raiz ¢ A = 2 com multiplicidade 4.

Determinamos os autovetores, pela solucao do sistema algébrico.

(A-201)V =0
ou
0100 vy 0
0010 vz | |0
0000 v || o
0000 Uy 0
com solucao
U1 arbitrario
vy, = 0
vy = 0
o arbitrario.
Logo,
U1 U1 1
V= 2= ! =1 ’ + vy
V3 0 0
Uy (I 0

Geramos a seguir os autovetores,

a) Sev; =1 e vy =0 temos o autovalor

o o o
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a qual gera a solucao

1
0
Xl(t) = €2t
0
0
b) Se v; =0 e vy = 1 temos o autovalor
0
0
V, =
0
1
a qual gera a solucao
0
0
Xg(t) = 62t
0
1

c) Geragao dos autovetores generalizados. Consideremos a equagao

(A — 2I)V =cVi+ eV,

ou
0100 V1 1 Vg C1
0010 Vg 0 U3 0
fd — =
0000 U3 0 0 0
0000 Uy Co 0 C2
Logo, vs = ¢1, v3 = 0, co = 0, e vy, v3 arbitrarios. Escolhendo v, = ¢; = 1, temos
1 U1 0 1 0
V2 1 1 0 0
U3 0 0 0 0
Uy Uy 0 0 1

Se v;1 =1 e vy = 0 temos o autovetor generalizado

o O = =
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a qual gera a solucao da equacao diferencial

1 1
2 2t o | O o | 1
X3(t) = te*(1-Vi4+0-Va) + e V5 =te +e
0 0
0 0
Se v; = 0 e vy = 1 temos o autovetor generalizado
1
1
V3 =
0
0
a qual gera a solugao da equacgao diferencial
1 1
2t 2t o | 0 o | 1
X3(t) = te*(1-Vi1+0-Va) eV =te +e
0 0
0 0
Verificando que X3(t) é solugao:
1 2 2 3 2
0 0 2 2 0
Xi(t) = e + te? + e =% + te*
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
21 00 1 21 00 1
| 02 10 0 | 02 10 1
AX3(t) = te +e
00 20 0 00 20 0
00 0 2 0 00 0 2 0
2 3
= te? 0 +e* 2
0 0
0 0

como X4(t) = AX3(t), entdo X3(t) é solugao do sistema de equacdes diferenciais.
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Capitulo 5

Sistema Linear Homogéneo: Raizes

Complexas

Sejam A\; = a + i e Ay = A\ = a — if3 raizes complexas de polindémio caracteristico
P(X\) = det(A — \I).

Seja Vi o autovetor associado ao autovalor complexo Ay, isto é V; verifica
(A=XV; =0 (5.1)
como A — Al é em geral uma matriz complexa, entao V; é em geral um vetor complexo.

(A= A)V; =0

Tendo em conta que ab =a be a+b=7a+bseaebsao nimeros complexos, temos:

(A=A =0

como A e I sdo matrizes reais A = A e I = I, logo:

(A= XV, =0 (5.2)

a equacao 5.2 indica que V; é um vetor associado ao autovalor A = \;. Assim, temos

provado o seguinte teorema, que é valido para matrizes reais de dimensao n.

Teorema 5.1. Seja A uma matriz real de dimensdo n. Seja o polinomio caracteristico
P(\) = det(A — XI), o qual admite as raizes complexas conjugadas \; e Ay = \;. Se
Vi € um autovetor associado ao autovalor complexo Ay, entao Ny = A € uma autovetor

associado ao autovalor A\ = As.
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No caso de autovalores reais, se V; é um auvetor associado ao autovalor A;, o qual é
raiz simples de P()\) = det(A — \I), conhecemos que V] é solugao do sistema de EDO
X' = AX. Afirmamos no préximo Teorema, que o mesmo acontece se \; € \y sS40 raizes

complexas conjugados.

Teorema 5.2. Seja o sistema linear homogéneo coeficientes constantes
X' = AX (5.3)

se o polinomio caracteristico P(\) = det(A — AI) admite raizes complexas conjugadas \

e Ay = \; com autovetores associados Vy e Vo = V; respectivamente, entao as fungoes
X, () =eMV, e Xo(t) =M (5.4)

sao solugoes complexas, linearmente independentes do sistema 5.3.
Prova

Tendo em conta que AV; = A\V; e A\ = A\ V; temos:

AX(t) = A(M'N) = M AV, = M
X{() = S(MV) = nehy

A X (t) = A(eMTV]) = MAV, = AT

d ~——
X5(t) = E(GMVQ = MMV

Portanto,

Xi(t) = AXq(t) e Xo(t) = AXy(t)

e Xi(t) e Xy(t) sao solugoes complexas do sistema 5.3.

Vejamos agora que X;(t) e Xs(t) sdo solugbes linearmente independentes, para isto

consideremos o Wronskiano de et e eMt:

B [ it ot
At A o

w(et, e = det _
o e (e

L dt dt

et eATt

= det
et \elit

— )\16>\1t€)\1t - )\leklte)\lt
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logo,

w(e)‘lt, 6)\2) = ()\1 — )\2)6()\1 + )\2)25
= 2i]m()\1)62Re()‘1)t

2Re(A1)t

Dado que € é sempre positivo e 2iIm(\;) # 0 pois \; é complexo, tesmo que

w(eMt, M) £ 0

portanto et e eM sdo linearmente independentes.

Agora, vamos supor pelo absurdo que Xi(t) = eM'V; e Xy(t) = €MV} sio line-
armente dependentes. Logo existe uma constante K € C tal que X; = KX,(t). Pelo
qual

e,\ltvl - K eﬂtvl

multiplicando por V; temos

MV T = Kerlt(vlf

ou

6A1t|v1|2 _ Ke)it(vly

o qual pode-se escrever como

e)\lt — Kle)\lt

A1 Mt 50 linearmente

tee

onde K = |‘(/1|12)2 constante complexo, mas isto significa que e
dependentes, o qual é uma contradi¢do. Portanto, X(t) = eMV] e Xy(t) = MtV sdo
solucoes complexa linearmente independetes do sistemas de EDO 5.3.

Logo, se P(A) = det(A — AI) admite duas raizes complexas, temos provado que o

sistema 5.3 admite duas solugoes complexas conjugadas do tipo 5.4. Como a matriz A é

real, desejamos obter solugoes reais do sistema 5.3. Para isto, observe que

X1(t) = MV = MV = Xo(t)

isto é X;(t) e Xo(t) s@o solugbes complexas conjigadas. Além do mais

X (t) + Xu(t) = 2Re(X, (1)
X1(t) — X1(t) = 2Im(X (1))
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Multiplicando por —i a ultima equacao temos,
—i(X1(t) = X (1) = 2Im(X, (1))

Portanto, pode-se escrever as fungoes reais,

Yilt) = 2Re(X, (1) = 5 [X:(0) + Ka(0)]
Ya(t) = Im(Xa(t) = = [Xa(t) = X ()]

as quais sao solucoes do sistema 5.3, pois sao combinagoes lineares das solugoes complexas
Xl(t) e Xl(t)

Assim,

Yi(t) = Re[eMVi]
1

= 3 [X1(t) + X (t)]

- [eateiﬁt‘/l_{_eate—iﬁt‘/l

— N =

= —¢e" [(cos Bt + isin Bt)V; + (cos Bt — isin ft)V]]

ol A

= e [(cos Bt(Vy 4 Vi) + sin fti(Vy — V)]

\)

1 — ) —
= €™ |(cos Bté(Vl +V) - sinﬁt%(—vl + W)

Yi(t) = e* [cos BtRe(Vy) — sin ftIm(V})]

de outro lado

Bt) = Im(X(0) =5 [X@) - X))
= _72 [eat(cos pt + isin 5t)V; — eat(cos Bt — isin ﬁt)vl]
— ™ |cos 5%(—‘/1 +71) n sigﬁt(vl +71)

Yao(t) = e [cos BtIm(V}) + sin BtRe(V})]

O qual pode ser escrita, renomeando
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Yi(t) = e [sinBtRe(Vy) + cos StIm(V})]
Ya(t) = e [cos BtRe(Vy) — sin ftIm(V})]

A solucao geral fica da forma

X(t) = Clifl(t) + CQY(t) ; Cl, CQ e R.
a qual é a solucao geral real do sistema 5.3.

Exemplo 5.1. Consideremos o sistema

, 0 1
X' = X (5.5)
—2 -2

O polinémio caracteristico P(A) = det(A — \I) é:

0 1 10 —A 1
P(\) = det - A = det
2 =2 01 -2 =2-A
= AN 4+2X+2

Com raizes,

2.4 VA-8 242

A =—1_+1
2 2 o
ou com autovalores
Ao = A= —1—i
u
Calculamos agora, o autovetor V; = correspondente do autovalor Ay = —1+14,
v
resolvem o sistema:
(A — )\1])’01 =0
1—1 1 U 0
-2 —1—3 v 0



ou

(1—du+v=0

se u =141, entao

(1—i)(1+i)+v=0

(1-i*)+v=0
24+v=0
v=—2

Portanto, Re(V;) = e Im(V) = substituimos na solugao:

) 1 1
logo V} = = +1
—2 -2 0

Yi(t) = e [sinBtRe(Vy) + cos BtIm(V;)]
Ya(t) = e [cos ftRe(Vy) — sin BtIm(V})]
Considerando que o = —1 e = 1 temos,
] 1 1 sint + cost
X1 (t) ~t |sint + cost -t
—2 0 —2sint
1 1 cost —sint
Xo(t) ~tcost —sint -t
\ -9 0 —2cost

A solugao geral X (t) é dada como combinagao linear de X (t) e Xa(t):

onde C] e Uy sao constantes reais arbitrarias. Vamos verificar que X; e X5 sao solugoes

do sistema 5.5:

sint + cost cost —sint

i) Xit) = —et +e!

—2sint —2cost

—2sint

2sint — 2cost
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0 1 sint + cost —2sint
AX| =e"! =e ! (5.8)
-2 =2 —2sint 2sint — 2cost

Como 5.7=5.8, entao foi verificado que X () é solugao de 5.5.

. , ., | cost—sint .| —sint—cost
ii) X,(t) = —e +e (5.9)
—2cost 2sint

—2cost
2sint + 2cost

0 1 cost —sint —2cost
AXy=et =e! (5.11)
-2 =2 —2cost 2sint + 2cost

Como 5.10=>5.11, foi verificado que X(t) é solucao de 5.5.

5.1 Multiplicidade de Raizes Complexas

Autovalores A1 e A1, Ay e A\g. Se w; é autovetor complexo, associado a Ay, isto é, solucao

de

(A= A)w; =0
aplicando conjugado, temos

(A= X)w;, =0

isto é, wy é autovetor complexo associado a A;. Similarmente se wy é autovetor complexa

associado a Ao, isto é,
(A — )\2])&)2 =0
aplicando conjugado, temos:

(A= XoD)wy =0
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isto é, wo é autovetor associado a Ay. Sao gerados as seguintes solugoes complexas:

Zi(t) = eMuw
Z(t) =

Zg(
Zy(t

Similar ao caso do sistema linear de ordem dois podem-se gerar solucoes reis. Segue

) = My
)

:G(.UQ

Vi = Re(w)
{ Vo = Im(wr)
Vs = Re(ws)
{ Vi = Im(ws)
e
A =a;+i0;
Ao = g + 13y

Portanto, as solugoes reais sao:

) (Bat)]V3 — sin(Bat) V]
) = e*?*[cos(f,t)]Vy + sin(Bat) V]

Temos provado o seguinte teorema.

Teorema 5.3. Se o polinomio caracteristico P(\) = det(A—\I) admite raizes complezos

conjugado com autovalores \1 e A1, Ay e Ay, sendo associados aos respectivos autovetores
complexos wy e wy, onde \y = a1 + i1 € Ao = an + i[5, V]

= Re(wy) e Vo = Im(w),
V3 = Re(ws) € Vi = Im(ws) e

X, (t) = e*[cos(B1t) Vi — sin(B:t)Va
Xo(t) = e***[cos(Bit)Va + sin(Bit) V4]

X3(t) = e***[cos(Bat) Vs — sin(Bat) V]
X4(t) sao solugoes reais.
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como (A — M)V =0, obtém-se o autovetor generalizado complexo
A—AMNMw=V
aplicando conjugado temos
A-XNw=V

isto é w é autovetor generalizado de A. Portanto w e @ geram as solugoes

Zs(t) = teMV + eMw

Zy(t) = teMV + Mw
Em resumo, temos as 4 solugoes complexas

— BAtV

N

(T

= M

N

a2t

(
(
3(t
(

N

= teMV 4+ NG

)
)
) = teMV +eMu
t)

N

similar ao caso do sistema de ordem, podem obter solugoes reais. Se

Vi = Re(V)
Vo =Im(V)
V3 = Re(w)
Vi =Im(w)

complexo A\ = o + i e A = a — i3 de multiplicidade 2. Seja o autovetor complexo V

solucao de

(A= ADV =0
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aplicando conjugado na equacéo e tendo em conta que A = A, pois A é matriz real, temos
(A= XV =0
Portanto, V' é autovetor de X. Logo, A e V geram a solucdo complexa
Z\(t) = MV

e A V geram a solucao complexa

Zo(t) = MV
Para gerar as outras solugdes, vamos supor que a solu¢ao complexa Z3(t) é da forma:
Zs(t) = teMV + eMw
substituindo
25(t) = MMV + MV + AeMwAZs(t) = teM AV + M Aw

na equacao diferencial Z4(t) = AZs(t) temos MeMV + MV + XeMw = teMAV + eMAw
cancelando e e ordenando os termos resulta, (A — A )w + t(AV — AV) = V.

Xi(t) = eM[cos(Bt)V1 — sin(St)Vy]
Xo(t) = M[cos(Bt)V; + sin(St)Vi]
Xs(t) = eMcos(Bt)Vi — sin(Bt)Va] + eM[cos(B)Vs — sin(5t) V]
Xa(t) = eM[cos(Bt)Va + sin(Bt)Vi] + e [cos(Bt) Vi + sin(5t) V]

Teorema 5.4. Se o polinémio caracteristico P(A\) = det(A— AI) admite raizes complexas
conjugados com autovalores \; e Ay = A1, sendo associados, aos respectivas autovetores
complexos V eV, onde \j = a + 18, Ao = A\ = oo — i3 de multiplicidade 2. Sejam V e
w solugoes de:
(A=X)V =0
(A= ANw =V
onde, V' ¢é autovetor complexo e w é autovetor generalizado complexon associado ao

autovalor complexo \. Se



entao, as solugoes reais da EDO sao:

Xi(t) = Meos(Bt)Vi — sin(5t) V]
Xo(t) = e*[cos(Bt)V, + sin(Bt)V1]
X3(t) = teMcos(Bt)Vi — sin(Bt)Va] + e [cos(Bt)Vs — sin(Bt)V4]
X4(t) = teMcos(Bt)Vy — sin(Bt)Vi] + e [cos(Bt)Vy + sin(ft) V).
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Consideracoes Finais

Neste Trabalho de Conclusao de Curso abordamos a solugao de sistemas de equacoes
diferenciais lineares pelo método dos autovalores e autovetores. Sao descritos ao detalhe
todo o processo para determinar estas solucoes e formulados os teoremas para cada um
destes casos. Para esclarecer a teoria sao apresentados exemplos para cada caso, os quais
foram escolhidos com a dimensao minima da matriz de coeficientes do sistema linear de
equacoes diferenciais.

Sistemas lineares de equagoes diferenciais lineares cujo polindmio caracteristico apresenta
simultaneamente uma combinacao dos trés tipos de raizes sao facilmente resolviveis com

os teoremas desenvolvidos neste trabalho, por exemplo o sistema

0 1 0
X'=]l0 0 1]|X
2 -5 4
tem polinomio caracteristico
0 1 0 1 00

P(\) = det(A— \I) =det 0 0 1|—=Al010
2 -5 4 001
0—X 1 0
= det 0 0-Xx 1
-5 4—-A
= 0=X)-0=XN)-4d=N+2—-(=5H)-(0—=2N)

\)

= —-(A=1?%-(A-2)

tem raizes, ou autovalores, A\;—1 com multiplicidade dois e Ay = 2 uma raiz real simples.
O processo solucao consiste em determinar os autovalores e as solucoes do sistema de

equacoes diferenciais associadas ao autovalor real com multiplicidade dois e similarmente
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com a raiz real simples. A solucao geral sera a combinacao linear de todas estas solugoes.

No caso do sistema

oS O N

o polinomio caracteristico

admite raizes reais Ay = 3 e Ay =

det(A — AI) = det

(3 —X)det 2

(B=A)- (1=A)

N O

0
0
0
3
0 0 0 ]
2—-X -1 0
1 -2 0
0 0 3—)\_
0
-1
—-A

1 de multiplicidade trés. Aplicando os teoremas para

cada caso, obtém-se a solucao geral do sistema de equagoes diferenciais ordinarias.

Nos livros e bibliografia consultada nao foram encontrados exemplos e teoria completa

para o caso do polinomio caracteristico ter uma raiz com multiplicidade maior ou igual a

trés, o qual foi analisado neste trabalho.
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