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Resumo

Esse trabalho é dedicado ao estudo dos poliedros, analisando seus aspectos historicos
desde seu surgimento com relatos de grandes historiadores, filosofos e matematicos, como
Euclides, que formulou e organizou todo o conhecimento sobre geometria de sua época nos
Elementos e Platao, que estudou os poliedros regulares conhecidos posteriormente como
os poliedros de Platao, entre outros que deram sua contribuicao para a geometria. Até
chegarmos a sua construcao, visualizacao e aplicagoes de teoremas. O foco desse trabalho
é entender de modo significativo os conceitos geométricos dos poliedros, identificar seus
elementos e diferencid-los quanto a sua classificagao.

Palavras-chave: geometria, histéria, poliedros, teorema, demonstragao.
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Resumen

Este trabajo es dedicado al estudio de los poliedros, analisando sus aspectos historicos
desde su surgimiento com relatos de grandes historiadores, filésofos e matematicos, como
Euclides, que formulé y organizé todo el conocimiento sobre geometria de su época nos
Elementos y Platon, que estudié los poliédros regulares conocidos posteriormente como
los poliédros de Platon, entre otros que dieran su contribuiciéon para a geometria. Hasta
obtener su construccién,visualizacién y aplicaciones de teoremas. El foco deste trabajo es
entender de modo significativo los conceptos geométricos de los poliédros, identificar sus
elementos e diferenciarlos cuanto a su clasificacién.

Palavras-clave: geometria, histdria, poliédros, teorema, demonstracion.
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Capitulo 1
Introducao

Podemos dizer que na matemaética a geometria é a parte que estuda o espago e as figuras
que podem ocupa-lo. Assim, temos uma natureza repleta de formas geométricas variadas
como os circulos, triangulos, cubos, pentagonos, hexdgonos, decaedros, espirais e outros.
Antigas civilizagoes, como a babilonica e a egipcia, tinham a necessidades de medir as ter-
ras para demarcar os limites das propriedades e plantagoes, projetar templos e piramides
e prever o movimento dos astros. Assim teria nascido a geometria, palavra de origem
grega que significa "medida da terra”. Na Grécia a geometria se desenvolveu como uma
forma de conhecimento organizada.

As primeiras construgoes geométricas surgiram com problemas simples como a medida
e divisao de terra, e a construcao da roda, o homem aprendeu que solucoes retilineas
eram mais economicas, aprendeu a trabalhar com figuras regulares e fazer divisoes que
sao faceis de se construir. As construgdes mais primitivas, ja eram modelos de cones e
cilindros, como, por exemplo, as cabanas de indios e pocos artesanais. E por volta de
1000 a.c monumentos imensos como piramides ja tinham sido erguidos. Também ja se
sabia construir angulos retos, verificar a circunferéncia, e ja se tinha um bom calculo
aproximado do nimero.

A criacao e o desenvolvimento da geometria contaram com os estudos de diversos genios
da matemaética. Os gregos Tales de Mileto, Pitagoras e Euclides foram os primeiros a dar
forma a este estudo. No século XVIII, o suigo Leonhard Euler decifrou dois enigmas que
h& séculos nao tinham solucao. Platao, Arquimedes e Kepler e desenvolveram o estudo
dos Poliedros. Esses foram alguns dos grandes estudiosos responsaveis por desvendar o
espago e suas formas.

No estudo da geometria os poliedros regulares fascinaram os antigos como simbolo de per-
feicao da natureza. Os Gregos mais precisamente os Pitagoricos ja sabiam da existéncia
de trés dos cinco poliedros regulares: o cubo, o tetraedro e o dodecaedro. Estes polie-
dros foram muito estudados por Platao que construiu uma teoria filoséfica baseada neles,
comparando-os com os cinco elementos da natureza.

Se fossem quadradas, terifamos:



Figura 1.1: Cubo - O elemento terra
Fonte: www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2002/icm205/historia.htm

Se fossem triangulos equilateros, terfamos:

L » 1_

FTPE D ¢
Tetraedro Octaedro Icosaedro
O elemento fogo O efemento ar O elemento dgua

Figura 1.2: Tetraedro, octaedro e Icosaedro.
Fonte: www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2002/icm205/historia.htm

Se fossem pentagonos, teriamos:

Figura 1.3: Dodecaedro - Simbolizava o Universo
Fonte: www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2002/icm205 /historia.htm

No capitulo 2 apresentaremos a historia da evolucao da geometria e de seus estudiosos,
destacando suas contribuicoes para o desenvolvimento do estudo do espaco e das formas
geométricas. No capitulo 3 as definigoes preliminares e os teoremas importantes a serem
utilizados no desenvolvimento do trabalho. No capitulo 4 apresentaremos os poliedros e
dois teoremas, o de Euler: Todo poliedro com A arestas, V vértices e F faces, vale a
relagio V — A+ F = 2. E o teorema 2 : Existem apenas cinco poliedros regulares
convexos. com suas respectivas demonstracoes de forma simples para um melhor entendi-
mento. No capitulo 5 as construgoes dos poliedros e no capitulo 6 as consideracoes finais
do trabalho.
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Capitulo 2

A Histoéria da Evolucao da

Geometria e de Seus Estudiosos

A geometria nasceu no antigo Egito segundo registros de filosofos como Herddoto e
Aristoteles. No século V', ela foi trazida pelo filésofo Tales de Mileto para a Grécia, ad-
quirindo embasamento tedrico fundamentado na razao, gracas a Euclides de Alexandria,
que reuniu em seu tratado ”Os Elementos de Euclides”os cinco postulados geométricos
que sao ensinados até hoje nas escolas.

De acordo com Herédoto, conforme registrado no segundo livro da sua obra ”Histéria”, a
geometria teria surgido gracas ao Farad Sesostris 111, que dividiu as terras da regiao para
a agricultura, fazendo com que cada proprietario pagasse tributos conforme o tamanho
do terreno. Quando o Rio Nilo transbordava, e tomava parte dessa terra, os agricultores
requeriam nova metragem para pagar menos impostos. A partir dessas medicoes, teria
surgido a geometria. Aristételes dizia que no Egito havia uma classe sacerdotal que se
dedicava aos estudos geométricos. Ou seja, nas duas versoes, percebemos origens distintas
para o surgimento da geometria, uma voltada para pratica e outra para teoria.

No Egito e na Grécia as visoes filosoficas eram completamente diferentes. No Egito e
na Babilonia, por exemplo, o critério de verdade era a experiéncia, ou seja, acreditava-se
naquilo que a pessoa via. Ja a visao que se tinha na Grécia era diferente, pois nao bastava
ver para crer, € sim provar com a razao. De posse dos conhecimentos praticos, os gregos
comegaram a aperfeicoar a geometria.

Quem dominava o conhecimento tanto no Egito quanto na Babilonia era a classe sacerdo-
tal, que se colocava como intermédio entre os deuses e o povo. Logo, eles "interpretavam”a
vontade dos deuses. Ou seja, se algo era do jeito que era, isso se devia a vontade dos deuses
e os sacerdotes nao tinham que explicar nada. Quando o conhecimento chega a Grécia,
nao havia a classe sacerdotal e o conhecimento tinha que ser explicado pela razao. E
com a geometria nao foi diferente, era preciso explicar os resultados geométricos. Com
isso, criou-se uma base para ela, com defini¢des para os objetos geométricos, estipulando

algumas de suas propriedades. Os postulados sao as primeiras nogoes geométricas que



sao aceitas sem contestagoes. A partir desses postulados, s@o apresentadas outras regras.
Transformando a geometria em uma ciéncia dedutiva, baseada em principios. Com tudo
isso, Euclides fez o primeiro grande resumo de tudo que se conhecia antes dele em ma-
tematica. Ele foi um chefe de escola em Alexandria, 300 a.c, e a sua obra ”Os Elementos
de Euclides”resume muito bem tudo que se conhecia em matematica elementar.

Os gregos deram a geometria uma base tedrica de defini¢coes a partir de cinco postula-
dos, além de uma colecao de nogoes comuns. O 1° diz que de qualquer ponto a outro se
pode tragar uma reta, o 2° defende que dado uma reta limitada, é possivel prolonga-la
ilimitadamente para qualquer um dos dois lados, o 3° destaca que um circulo pode ser
feito dado o centro e um ponto, e o 4° enfatiza que todos os angulos retos sao iguais.
Ja o 5° postulado, chamado também de ”Postulado de Euclides”, ou de ”Postulados das
Paralelas”, é o mais complexo. Nele, caso uma reta caindo sobre duas outras faga angulos
internos do mesmo lado menores que dois retos, as duas retas prolongadas indefinidamente
se encontrarao em um ponto no mesmo lado em que os dois angulos sao menores que dois
angulos retos.

Segundo Leonardo Da Vinci "nao ha na natureza nada suficientemente pequeno ou in-
significante que nao mereca ser visto pelo olho da geometria: ha sim, uma agradavel
geometria das criagoes da natureza. Dificilmente encontraremos algo que nao possa se

relacionar com a geometria”.

2.1 A Historia dos Estudiosos da Geometria

A criacao e o desenvolvimento da geometria contaram com os estudos de diversos génios
da matemadtica. Os gregos Tales de Mileto, Pitagoras e Euclides foram os primeiros a dar
forma a este estudo. No século XVIII, o suico Leonhard Euler decifrou dois enigmas que
ha séculos nao tinham solucao. Platao, Arquimedes e Kepler desenvolveram o estudo dos
Poliedros. Esses foram alguns dos grandes estudiosos responsaveis por desvendar o espaco

e suas formas.

2.1.1 Tales de Mileto (Mileto 634 - 548 a.c)

Filésofo, matematico e astronomo grego (figura 2.1). Grande viajante conheceu as cultu-
ras cientificas do Egito e da Babilonia, principalmente em matéria de geometria e astrono-
mia, o que influenciou o seu teorema. Como astronomo, previu um eclipse do Sol no ano
de 585 a.c, foi um dos primeiros cientistas a observar as propriedades magnéticas de certos
minerais. Em sua obra filoséfica mantém algumas passagens em textos de Teofrasto, onde
distinguiu quatro elementos constituintes do Universo: agua, ar, terra e fogo.

Segundo alguns historiadores da matematica antiga, a geometria demonstrativa iniciou-se

a partir de Tales de Mileto, um dos sete sabios da Grécia. Foi o fundador da escola jonica,
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Figura 2.1: Tales de Mileto
Fonte:http: //www.portalsaofrancisco.com.br/alfa/tales-de-mileto/imagens

escola de pensamento dedicada a investigagao da origem do universo e de outras questoes
filosoficas, entre elas a natureza e a validade das propriedades matematicas dos niimeros
e das figuras.

As primeiras descobertas matematicas associam-se a Tales de Mileto. Acredita-se que
obteve seus resultados mediante alguns raciocinios légicos e nao apenas por intui¢ao ou
experimentacao.

Alguns fatos geométricos cuja descoberta é atribuida a Tales sao:

e A demonstracao de que os angulos da base de dois triangulos isosceles sao iguais;

e A demonstracao do seguinte teorema: se dois triangulos tem dois angulos e um lado

respectivamente iguais, entao sao iguais;
e A demonstracao de que todo diametro divide um circulo em duas partes iguais;

e A demonstracao de que ao unir-se qualquer ponto de uma circunferéncia aos extre-
mos de um diametro AB obtém-se um triangulo retangulo em C. Provavelmente,
para demonstrar este teorema, Tales usou também o fato de que a soma dos angulos

de um triangulo é igual a dois retos;

2.1.2 Pitagoras (Samos 570 - Metaponto 497 a.c)

Filésofo grego. Filho de Mnesarco de Samos, emigrou para Crotona no ano 535 a.c(figura
2.2). A sua biografia constroi-se a partir de conjeturas, devido a auséncia de informagoes.
Em Crotona fundou uma comunidade onde religiao, ciéncia e politica se fundiam num
ideal de vida que teve grande influéncia na Magna Grécia. E bastante provavel que
Pitagoras tenha estado em contato com as culturas egipcia, mesopotamica e hindu.

Quando uma conjuracao o obrigou a refugiar-se em Metaponto, a comunidade pitagorica
dispersou-se, mas reagrupou-se em Tarento, lugar onde os ensinamentos de Pitagoras fo-

ram difundidos até o séc. IV a.c. Os seus discipulos deram continuidade aos estudos da
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Figura 2.2: Pitagoras
Fonte:http://fabiopestanaramos.blogspot.com/2011/07

Matematica e Astronomia. No campo musical, o filésofo calculou em termos matemaéticos
as relagoes entre os intervalos, com base nas experiéncias realizadas com o monocordio
e partindo da determinacao da relagdo entre a oitava e a quinta. A escala pitagorica
baseia-se no ciclo das quintas e difere ligeiramente da natural.

O simbolo utilizado pela escola Pitagérica era o pentagrama, que, segundo a descoberta de
Pitagoras, possui algumas propriedades interessantes. Um pentagrama ¢é obtido tragando-
se as diagonais de um pentagono regular; pelas intersecoes dos segmentos desta diagonal,
¢ obtido um novo pentégono regular, que é proporcional ao original exatamente pela razao
aurea.

Pitagoras foi o primeiro a elevar a ciéncia dos nimeros e da geometria a categoria das
artes maiores e a estabelecer o principio de que uma proposicao cientifica deve ser total-
mente convincente, isto é, demonstrada; notaveis descobertas sao atribuidas a Pitagoras,
tais como o sistema de numeracao decimal, tabelas de multiplicacao e a demonstragao do
célebre teorema que leva o seu nome que afirma: Em todo triangulo retangulo, a soma
dos quadrados dos catetos é igual ao quadrado da hipotenusa.

Os pitagoricos estudaram e demonstraram vérias propriedades dos nimeros figurados.
Entre estes o mais importante era o nimero triangular 10, chamado por eles de tetraktys,
tétrada em portugués (figura 2.3). Este numero era visto como um nimero mistico uma
vez que continha os quatro elementos fogo, agua, ar e terra: 10 = 1+ 2 + 3 + 4, e servia

de representacao para a completude do todo.

aa
agaa
aaaa

Figura 2.3: Tétrada

A tétrada, era um dos simbolos principais do seu conhecimento avancado das realida-
des tedricas, que os pitagoricos desenhavam com um a em cima, dois abaixo deste, depois

trés e por fim quatro na base. Representacao toda perfeita em si de qualquer um dos
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lados que se observe.

Numeros perfeitos onde a soma dos divisores de determinado nimero com excecao dele
mesmo, é o proprio numero. Exemplos:

1. Os divisores de 6 sao: 1,2,3 ¢ 6. Entao, 1 + 2 + 3 = 6.

2. Os divisores de 28 sao: 1,2,4,7,14 e 28. Entao, 1 + 2 + 4 + 7 + 14 =28.

O primeiro nimero irracional a ser descoberto foi a raiz quadrada do nimero 2, que
surgiu exatamente da aplicacao do teorema de Pitagoras em um triangulo de catetos va-
lendo 1: 12412 = X2 => X2 =2 = X = £+/2. Os gregos nio conheciam o simbolo da
raiz quadrada e diziam simplesmente: "o nimero que multiplicado por si mesmo é 2”7.A
partir da descoberta da raiz de 2 foram descobertos muitos outros nimeros irracionais.
Segundo os pitagéricos, a esséncia, que é o principio fundamental que forma todas as
coisas é o nimero. Os pitagoricos nao distinguem forma, lei, e substancia, considerando

o numero o elo entre estes elementos.

2.1.3 Platao (Atenas ca. 427-ca. 347 a.C.)

Figura 2.4: Platao
Fonte: hitp : //www.cdcc.usp.br/ciencia/artigos/arts6/proporcao.html

Filésofo grego. Depois da morte de Sécrates, seu mestre, mudou-se para Mégara e,
posteriormente, para o Egito, Cirene e Italia meridional, onde entrou em contato com as
comunidades pitagéricas (figura 2.4). Filésofo classico, escolheu o didlogo como género
literario, em vez dos tradicionais poemas ou aforismos, porque, segundo ele, os didlogos
refletem a forma literaria do discurso e respondem a idéia da procura do conhecimento.
Entre as suas primeiras obras destacam-se Apologia de Sécrates e Criton. Posteriormente,
escreveu obras consideradas de transigao, didlogos que vao conformando o seu pensamento
como filésofo. Entre elas destacam-se Gorgias e Ménon. As obras de maturidade sao os
didlogos que abordam os temas centrais da filosofia platonica e os mais ricos do ponto de
vista literario. Sao Banquete, que explora a beleza e o amor; Fédon, sobre a imortalidade

da alma; A Republica, sobre o Estado; e Fedro, sobre o amor e a natureza tripartida da

18



alma. Finalmente, as ultimas obras sao didlogos mais dialéticos, no quais Platao reveé a
sua prépria obra e expoe a sua cosmogonia. Neste ambito, destaca-se Timeu, que explora
a génese do Universo. Platao foi autor de uma vasta obra filosofica, onde preocupou-se
com o conhecimento das verdades essenciais que determinam a realidade e, a partir disso,
estabeleceu os principios éticos que, segundo ele, deveriam nortear o mundo social. Seu
pensamento foi absorvido pelo cristianismo primitivo e, junto com o seu mestre Sécrates
e discipulo Aristoteles, langou os alicerces sobre os quais se assentariam as bases de toda
a filosofia ocidental. Em Atenas foi o fundador da Academia, escola destinada a inves-
tigacao filosofica, e dirigiu-a pelo resto da vida.

Platao elaborou o pensamento pitagorico, vinculando matematica e misticismo na ten-
tativa de compreensao humana do universo. Citando seus pensamentos, ”os nimeros
governam o mundo”. Através de seu raciocinio, obteve os sélidos platonicos, volumes
espaciais compostos por apenas uma tUnica figura geométrica regular.

Através do triangulo equilatero, Platao obteve o tetraedro, o octaedro e o icosaedro, de
quatro, oito e vinte faces respectivamente; Com o quadrado, obteve o cubo (ou hexaedro)
e suas seis faces idénticas; Finalmente, através do pentagono regular, Platao conseguiu um
dodecaedro, com doze faces iguais.Platao, por volta do século VI a.c, estudou certa classe
de poliedros; que vieram posteriormente, ser conhecidos como os poliedros de Platao, en-

tre os quais se incluem os poliedros regulares.

2.1.4 Euclides (325-265 a.C.)

Figura 2.5: FEuclides
Fonte:http://matematica.com.br/site/biografias/104-euclides-de-alexandria.html

Matemaético grego, viveu em Alexandria e ensinou no Museu, onde fundou uma escola
de matemética que foi famosa durante séculos (figura 2.5). Obras suas que chegaram aos
nossos dias: os Dados, 95 proposicoes relativas as condigoes sob as quais é determinada
uma figura geométrica; os Fenomenos, geometria esférica aplicada a astronomia; a ()ptica,
um conjunto de proposicoes fundamentais de optica geométrica; e a Divisao das Figuras,

36 proposicoes acerca das divisoes em varias partes das figuras planas. Porém, perderam-
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se as obras: Prismas, uma colecao de Paralogismos, um tratado sobre Conicas e um estudo
de Lugares nas Superficies. Sua obra principal, os Elementos, estrutura-se através de um
rigido sistema dedutivo com base nas defini¢coes dos entes fundamentais, a que seguem os
cinco postulados, as cinco nocoes comuns. As demonstracoes das proposicoes realizam-se
segundo o esquema seguinte: enunciado, exemplo, pormenores da proposi¢ao, construgoes
adicionais, demonstracoes verdadeiras e conclusao. De um ponto de vista metodolégico,
as técnicas mais utilizadas nas demonstragoes sao: método da analise e da sintese, de
reducgao ao absurdo, exaustivo, de determinagao e de reducao. Os Elementos, no entanto,
nao estao isentos de erros.

A grande obra de Euclides, os Elementos, era subdividida em 13 livros. Entre gregos e
romanos, durante toda a Idade Média e até o Renascimento, os Elementos foram consi-
derados o livro por exceléncia para o estudo da geometria. Os Elementos sao - a seguir
a Biblia - o livro mais reproduzido e estudado na histéria do mundo ocidental. Foi o
texto mais influente de todos os tempos, tao marcante que os sucessores de Euclides o
chamavam de ”elementador”. Esta obra é considerada um dos maiores best-sellers de
sempre, admirada pelos matematicos e filsofos de todos os paises e de todos os tempos
pela pureza do estilo geométrico e pela concisao luminosa da forma, modelo légico para
todas as ciéncias fisicas pelo rigor das demonstragoes e pela maneira como sao postas as
bases da geometria. As defini¢des, os axiomas ou postulados (conceitos e proposi¢oes ad-
mitidos sem demonstracao que constituem os fundamentos especificamente geométricos e
fixam a existéncia dos entes fundamentais: ponto, reta e plano) e os teoremas nao apare-
cem agrupados ao acaso, mas antes expostos numa ordem perfeita. Cada teorema resulta
das definigoes, dos axiomas e dos teoremas anteriores, de acordo com uma demonstragao
rigorosa.

Os treze livros:

e Os livros I-IV tratam de geometria plana elementar. Partindo das mais elementares
propriedades de retas e angulos conduzem a congruéncia de triangulos, a igualdade
de dreas, ao teorema de Pitagoras (livro I, proposigao 47) e ao seu reciproco (livro I,
proposicao 48), a construcao de um quadrado de drea igual a de um retangulo dado,
a seccao de ouro, ao circulo e aos poligonos regulares. O teorema de Pitdgoras e a
seccao de ouro sao introduzidos como propriedades de dreas. Como a maioria dos
treze livros, o livro I comega com uma lista de definigbes (23, ao todo) sem qual-
quer comentario como, por exemplo, as de ponto, reta, circulo, triangulo, angulo,
paralelismo e perpendicularidade de retas tais como:

"um ponto é o que nao tem parte”
"uma reta é um comprimento sem largura”
”uma superficie é o que tem apenas comprimento e largura”.

A seguir as definigoes, aparecem os Postulados e as Noc¢oes Comuns ou Axiomas,
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por esta ordem. Os Postulados sao proposicoes geométricas especificas. ”Postu-
lar”significa ”"pedir para aceitar”. Assim, Euclides pede ao leitor para aceitar as
cinco proposicoes geométricas que formula nos Postulados:

1. Dados dois pontos, ha um segmento de reta que os une;

2.Um segmento de reta pode ser prolongado indefinidamente para construir uma
reta;

3. Dados um ponto qualquer e uma distancia qualquer pode-se construir um circulo
de centro naquele ponto e com raio igual a distancia dada;

4. Todos os angulos retos sao iguais;

5. Se uma linha reta cortar duas outras retas de modo que a soma dos dois angulos
internos de um mesmo lado seja menor do que dois retos, entao essas duas retas,
quando suficientemente prolongadas, cruzam-se do mesmo lado em que estao esses
dois angulos (E este o célebre 5° Postulado de Euclides). Assim, trés conceitos fun-
damentais - o de ponto, o de reta e o de circulo - e cinco postulados a eles referentes,

servem de base para toda a geometria euclidiana.

O livro V apresenta a teoria das proporgoes de Eudoxo (408 a.c - 355 a.c) na sua

forma puramente geométrica.

O livro VI aplica-se a semelhanca de figuras planas. Aqui voltamos ao teorema
de Pitdgoras e a seccao de ouro (livro VI, proposigdes 31 e 30), mas agora como
teoremas respeitantes a razoes de grandezas. E de particular interesse o teorema
(livro VI, proposigao 27) que contém o primeiro problema de méxima que chegou
até noés, com a prova de que o quadrado é, de todos os retangulos de um dado

perimetro, o que tem area maxima.

Os livros VII-IX sao dedicados a teoria dos nimeros tais como a divisibilidade de
inteiros, a adicao de séries geométricas, algumas propriedades dos ntimeros primos
e a prova da irracionalidade do nimero V2. Af encontramos tanto o algoritmo de
Euclides, para achar o maximo divisor comum entre dois nimeros, como o teorema
de Euclides, segundo o qual existe uma infinidade de nimeros primos (livro IX,

proposicao 20).

O livro X, o mais extenso de todos e considerado o mais dificil, contém a classificacao

geométrica de irracionais quadraticos e as suas raizes quadraticas.

Os livros XI-XIIT ocupam-se com a geometria sélida e conduzem, pela via dos
angulos solidos, aos volumes dos paralelepipedos, do prisma e da piramide, a esfera
e aquilo que parece ter sido considerado o climax - a discussao dos cinco poliedros
regulares (platonicos) e a prova de que existem somente estes cinco poliedros regu-

lares.
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Ao escrever os Elementos, Euclides pretendia reunir num texto trés grandes des-
cobertas do seu passado recente: a teoria das proporcoes de Eudoxo, a teoria dos
irracionais de Teteto e a teoria dos cinco soélidos regulares, que ocupava um lugar
importante na cosmologia de Platao.

Euclides compilou nos Elementos toda a geometria conhecida na sua época. Mas,
nao se limitou a reunir todo o conhecimento geométrico, ordenou-o e estruturou-o
como ciéncia. Isto é, a partir de uns axiomas desenvolveu e demonstrou os teoremas
e proposigoes geométricas, dando novas demonstragoes quando as antigas nao se
adaptavam a nova ordem que havia dado as proposicoes. Além disso, esmiucou a
fundo as propriedades das figuras geométricas, das areas e dos volumes e estabeleceu

o conceito de lugar geométrico.

2.1.5 Arquimedes Siracusa(287-212 a.c.)

Figura 2.6: Arquimedes
Fonte:http://clubedematematica.esc-joseregio.pt/Archimedes.jpg

Matematico e fisico grego. Filho do astronomo Fidias, realizou parte dos seus estudos
com os sucessores de Euclides em Alexandria (figura 2.6). Arquimedes estudou campos
cientificos, mas seu principal destaque esta vinculado as descobertas geométricas e as que
realizou no campo da mecanica. No tratado Dos Corpos Flutuantes estabeleceu as bases
da hidrostatica, no qual se demonstra o principio de Arquimedes. Formulou este principio
quando determinava a proporcao de ouro e prata da coroa de Hieron II, rei de Siracusa,
submergindo-a em dgua. Diz-se que, ao descobri-lo, saiu da banheira e percorreu nu as
ruas de Siracusa gritando: Eureka! (Descobri-o!). Conseguiu determinar a drea da su-
perficie esférica e demonstrar o teorema da relagdo 2/3 entre o volume da esfera e o do
cilindro que a circunscreve. Arquimedes liderou a defesa de Siracusa contra os ataques
romanos. Construiu artefatos que podiam lancar pedras a grandes distancias e diz-se que
incendiou os navios dos inimigos através de um sistema de espelhos. Definiu a lei da

alavanca e inventou a roldana composta e o parafuso que tem o seu nome (figura 2.7).
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Figura 2.7: O parafuso de Arquimedes - Dispositivo capaz de transpor a dgua de um nivel
inferior para uma certa altura.
Fonte: http://fm-fiatlux.blogspot.com.br/2011/07/blog-post.html

A garra de Arquimedes foi uma arma projetada a fim de defender a cidade de Sira-
cusa. Também conhecida como "sacudidora de navios”, a garra consistia em um braco
de guindaste a partir do qual pendia um grande gancho de metal. Quando a garra caia
sobre um navio inimigo, o brago era usado para balancar e levantar o navio para fora da
agua (figura 2.8).

Figura 2.8: A Garra de Arquimedes
Fonte: http://fm-fiatlux.blogspot.com.br/2011/07 /blog-post.html

O raio de calor de Arquimedes teria sido usado para concentrar a luz solar em navios

que se aproximavam, levando-os a pegar fogo (figura 2.9).

Figura 2.9: O Raio de Calor de Arquimedes
Fonte: http://fm-fiatlux.blogspot.com.br/2011/07 /blog-post.html
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Arquimedes nao inventou a alavanca, mas deu uma explicacao do principio envolvido
em sua obra Sobre o Equilibrio dos Planos. Segundo Pappus de Alexandria, o trabalho
de Arquimedes sobre as alavancas fez com que ele exclamasse: ”Deem-me um ponto de
apoio e moverei a Terra”. Plutarco descreve como Arquimedes projetou sistemas de rolda-
nas, permitindo a marinheiros a utilizacao do principio da alavanca para levantar objetos
que teriam sido muito pesados para serem movidos de outra maneira. Ele também foi
responsavel pelo aumento do poder e precisao da catapulta, e por inventar o hodometro
durante a Primeira Guerra Punica. O hodometro foi descrito como um carrinho com
um mecanismo de engrenagens que a cada milha percorrida derrubava uma bola em um
recipiente.

Arquimedes usou infinitesimais de uma maneira que é semelhante ao moderno calculo
integral. Através de provas por contradicao, ele encontrou respostas aproximadas para
problemas diversos, especificando os limites entre os quais se encontrava a resposta correta.
Essa técnica é conhecida como o método da exaustao, que ele utilizou para aproximar o
valor de m. Arquimedes também inventou o primeiro planetario, usado para pesquisa e
ensino da astromomia.

As obras escritas de Arquimedes nao foram conservadas tao bem quanto as de Euclides,
e sabe-se da existéncia de sete de seus tratados apenas através de referéncias feitas a eles
por outros autores. Pappus de Alexandria menciona Sobre a Construcao de Esferas e

outro trabalhado sobre poliedros.

2.1.6 Johannes Kepler ( Weil der Stadt, Baden-Wiirttemberg,
1571-Ratisbona 1630 )

Figura 2.10: Kepler
Fonte : http :
//upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/d/d4]Johanneskepler,

Johannes Kepler foi um astronomo, matematico e astrélogo alemao e figura-chave da
revolugao cientifica do século XVII (figura 2.10). Estudou em Adelberg (1584) e na Uni-
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versidade de Tiibingen. Descobriu que as dificuldades para descrever o movimento de
Marte desapareciam se fosse aceito que esse planeta seguia uma elipse e que varria areas
iguais em tempos iguais. E mais conhecido por formular as trés leis fundamentais da
mecanica celeste, conhecidas como Leis de Kepler, codificada por astronomos posteriores
com base em suas obras, Astronomia Nova, Harmonices Mundi e Epitome da Astronomia
de Copérnico. Elas também forneceram uma das bases para a teoria da gravitacao uni-
versal de Isaac Newton.

Kepler foi professor de matematica em uma escola seminarista em Graz, Austria, e as-
sistente do astronomo Tycho Brahe, fez um trabalho fundamental no campo da optica,
inventou uma versao melhorada do telescépio refrator (o telescopio de Kepler) e ajudou
a legitimar as descobertas telescopicas de seu contemporaneo Galileu Galilei.

Johannes Kepler descreveu dois poliedros estrelados em 1619, e Louis Poinsot definiu ou-
tros dois em 1809. Em 1813, Augustin Louis Cauchy demonstrou que os poliedros de
Kepler-Poinsot sao descritos a partir do dodecaedro e do icosaedro e que sao os tnicos
poliedros regulares estrelados possiveis. Enquanto em dois deles as pontas sao piramides
pentagonais, nos outros dois sao piramides triangulares. Cauchy chamou-os grande e pe-

queno dodecaedro estrelado e grande e pequeno icosaedro estrelado, respectivamente.

2.1.7 Leonhard Euler (Basiléia 1707-Sao Petersburgo 1783)

Figura 2.11: Leonhard Euler
Fonte : hitp : //sorumbatico.blogspot.com/2007/04/ faces — arestas — e — vrtices.html

Matemaético suico. Estudou Teologia, Medicina, Astronomia e linguas orientais na
Universidade da Basiléia (figura 2.11). Mudou-se para a Riussia e foi nomeado pro-
fessor de Fisica na Academia de Sao Petersburgo. Em 1741 passou para a Academia
de Berlim, onde permaneceu até 1755, ano em que voltou definitivamente a Sao Pe-
tersburgo como diretor da Academia. As suas obras mais importantes sao: Traité de
mécaniquegénérale (1736; Tratado de Mecanica Geral), o primeiro tratamento analitico da

dindmica de Newton; Introduction a I’analyseinfinitésimale (1748; Introdugao a Anélise
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dos Infinitésimos), a primeira definigdo geral de fungdo, um tratamento analitico das
fungoes trigonométricas e a férmula que relaciona as fungoes circulares com as expo-
nenciais, e Traitéducalculdifférentiel (1755; Tratado do Calculo Diferencial), distinguiu
as derivadas ordinarias das derivadas parciais e elaborou um método para integrar as
equagoes diferenciais lineares homogéneas com coeficientes constantes. Estabeleceu as
bases do céalculo de variacoes, introduziu as coordenadas polares e estudou as conicas e
as quadricas. Foi muito famosa a sua recompilagao de ligoes de astronomia, fisica e filo-
sofia publicada com o titulo de Lettresa une princesse D’Allemange (1751; Cartas a Uma
Princesa Alema), ilustragao das relagoes lgicas com analogias geométricas.

Euler resolveu dois enigmas que ha séculos esperavam por uma explicagao. O primeiro
problema envolvia as pontes de Kénigsberg, cidade da antiga Prissia (hoje, Kaliningrado,
na Russia). Os habitantes da cidade ndo conseguiam atravessar as sete pontes numa ca-
minhada continua, sem ter que passar duas vezes por um mesmo lugar. Ele demonstrou
que tal caminhada era impossivel. Verifique que, em cada porc¢ao de terra, A, B, Ce D, ha
um numero impar de pontes. Esse problema s6 tem solu¢ao em dois casos: 1) quando o
ntumero de pontes em cada porcao de terra é par; 2) quando hé, no maximo, duas porgoes

de terra com um nimero impar de pontes (figura 2.12).

Figura 2.12: Caminhada demonstrada por Euler
Fonte : hitp : | /redeglobo.globo.com/globociencia/noticia/2011/12/conheca —
historia — da — evolucao — da — geometria — e — de — seus — estudiosos.html

O segundo problema famoso resolvido por Euler estava relacionado aos poliedros.
Como saber quantos vértices, faces e arestas tem um poliedro, sem se perder na conta
pelo caminho? Ele concluiu que, por maior que fosse o nimero de faces da figura, ha-
via sempre uma relagao entre o nimero de vértices e arestas. E elaborou a férmula: a
(arestas) + 2 = v (vértices) + f (faces). Por exemplo, o cubo tem 8 vértices, 6 faces e 12
arestas, e a formula entao se confirma: 12 + 2 = 8 + 6.

Foi com Leonhard Euler que nasceu o fascinante campo da geometria chamado topologia.
A topologia trabalha com figuras improvaveis, superficies que podem ser torcidas, empe-

nadas, puxadas, esticadas, que sofrem, enfim, deformacoes.
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Capitulo 3

Definicoes Preliminares

3.1 Poligono

E uma figura formada por uma linha poligonal fechada, isto é, uma linha poligonal em que
a origem do primeiro segmento coincide com o final do tltimo segmento. Por conseguinte,
também é possivel definir poligono como uma figura plana fechada limitada por uma linha

poligonal.

3.2 Linha Poligonal

E uma série finita de segmentos retilineos em um plano, em que o extremo de cada
segmento coincide com a origem do seguinte. O fato de estar contida ou nao em um dos
dois semi planos formados ao prolongar um dos segmentos determina se a linha poligonal
¢ convexa ou concava.

Os elementos que formam e definem um poligono sao os lados, os vértices, as diagonais
e os angulos internos. Os lados de um poligono sao os segmentos que o delimitam e os
vértices sao os pontos extremos dos seus lados.

Na natureza observam-se muitos exemplos de poligonos mais ou menos perfeitos, como as

células hexagonais desta colmeia, feitas & base de madeira mastigada (figura 3.1).

3.3 Angulos Internos

A soma dos angulos internos de qualquer poligono depende do nimero de lados (n), sendo
usada a seguinte expressao para o calculo: S = (n — 2) * 180, onde n o ntimero de lados.
Os poligonos mais simples sao os triangulos, que apresentam uma propriedade singular:
a soma dos seus angulos é sempre 180°. Essa propriedade permite estudar os angulos dos

demais poligonos convexos.



Figura 3.1: Colmeia
Fonte : Barsa,vol.14.2.ed.2009, p.4744

Um quadrilatero convexo pode decompor-se em dois triangulos. A soma dos seus angulos
¢ igual a soma dos angulos dos dois triangulos que o formam. Por conseguinte, a soma
dos angulos de um quadrilatero é sempre 360°. Em geral, dado um poligono convexo de
n lados, com n > 4, e um ponto interno O do poligono, unindo esse ponto aos vértices
do poligono serao obtidos n triangulos. A soma de todos os angulos desses n triangulos
é n.180°, e a soma de todos os angulos dos n triangulos que tém vértice em O é 360°,
ja que corresponde a uma volta completa de uma circunferéncia. A soma dos angulos do
poligono,p , é a soma de todos os angulos dos n triangulos que nao tém o vértice em O,
isto é, a soma dos angulos dos n triangulos devem-se subtrair os angulos a volta do ponto
O:

¢ = n.180° — 360° = (n — 2).180°

essa expressao também se pode aplicar ao triangulo e ao quadrilatero. A soma dos angulos
de um triangulo (n = 3) serd (n — 2).180° = 180° e a soma dos angulos do quadrildtero
(¢pn = 4) sera (4 — 2).180° = 360°.

3.4 Angulos Externos

A soma dos angulos externos de qualquer poligono sempre sera 360°, baseando-se no se-
guinte principio: quanto maior o nimero de lados do poligono mais ele se assemelha a

uma circunferéncia (possui giro completo igual a 360°). veja a sequir.

O angulo externo de um poligono convexo define-se, para cada vértice, como o angulo
formado por um dos lados que concorrem no vértice e o prolongamento do outro lado. Os
angulos interno e externo de cada vértice de um poligono convexo sao suplementares, isto
é, a sua soma ¢é 180°.

Desse modo, a soma dos angulos exteriores, Y, de um poligono convexo de n lados sempre
serd 360° :Y= n.180° — ¢ = 360°

Para ¢ igual a soma dos angulos internos, isto é, (n — 2).180°.

28



Figura 3.2: Icosagono (20 lados)
Fonte:http://www.brasilescola.com/matematica/poligonos.htm

3.5 Poligonos Concavos e Convexos

Se os angulos do poligono forem menores que 180° ele serd convexo ., observe a figura 3.5.
)

Figura 3.3: Poligono Concavo
Fonte:http://www.brasilescola.com/matematica/poligonos.htm

Caso tenha um angulo com medida maior que 180° ele serd classificado como nao con-

vexo ou concavo (figura 3.4).

Figura 3.4: Poligonos convexo
Fonte:http: //www.brasilescola.com/matematica/poligonos.htm

Uma linha poligonal é concava quando ao se prolongar um dos seus segmentos em uma
reta, esta divide o plano em dois semi planos, de maneira que a linha poligonal esteja nos
dois semi planos.

Uma linha poligonal é convexa quando ao se prolongar qualquer um dos seus segmentos
em uma reta, esta divide o plano em dois semi planos, de maneira que a linha poligonal
esteja inserida em um dos semi planos.

Um poligono é concavo ou convexo se a linha poligonal que o define for concava ou con-

vexa, respectivamente. Um poligono é concavo quando alguma das suas diagonais nao se

29



encontrar no interior do poligono, ou se uma reta puder corta-lo em mais de dois pontos.
Pelo contrario, um poligono é convexo quando todas as suas diagonais se encontrarem no
interior do poligono, ou se uma reta puder corta-lo em dois dos seus pontos.

Dois poligonos convexos sao iguais quando os seus angulos e os seus lados coincidirem.
Por conseguinte, um poligono é determinado univocamente pelos seus lados e pelos seus
angulos. Dados, por exemplo, quatro angulos o = 60°, § = 135°, Y= 90° e 6 = 75°, e 0s
comprimentos A, B, CeD de quatro lados, é possivel tragar um poligono, neste caso um

quadrilatero.

3.6 Poligonos Regulares

Um poligono é regular se os seus angulos e os seus lados forem iguais, isto é, se for simul-

taneamente equiangulo e equilatero. Alguns exemplos de poligonos regulares (figura 3.5).

Figura 3.5: Poligonos Regulares
Fonte:http: //www.brasilescola.com/matematica/poligonos.htm

O centro de um poligono é o ponto interno ao poligono que equidista de todos os seus
vértices.
A circunferéncia circunscrita a um poligono é a circunferéncia que passa por cada um
dos seus vértices. Em um poligono regular, o ponto de intersecao das mediatrizes de dois
lados do poligono regular determina o centro da circunferéncia circunscrita e, portanto, o
centro do poligono. Se o niimero de lados do poligono for par, a intersecao de duas diago-
nais, que sao eixos de simetria do poligono, também determina o centro da circunferéncia
circunscrita.
Se, em um poligono regular, cada um dos vértices de um lado for ligado ao centro da
circunferéncia circunscrita, serao obtidos triangulos isésceles. Nos triangulos isdsceles, o

lado desigual é o lado ¢ do poligono regular e a sua altura, a, ¢ denominada apétema.
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3.6.1 Angulo Central de um Poligono Regular

Eo angulo cujo vértice é o centro do poligono e cujos lados passam por dois vértices
consecutivos do poligono. A soma de todos os angulos centrais de um poligono, analoga-
mente a soma de todos os seus angulos externos, equivale a um angulo de volta inteira,
isto é, a 360°.

3.6.2 Perimetro de um Poligono Regular

E a soma do comprimento dos seus lados. Em um poligono regular de n lados de compri-
mento ¢, o perimetro é:

P=n.c

3.6.3 Area de um Poligono Regular

E equivalente a soma das areas dos triangulos isésceles definidos, em cada caso, pelo centro
da circunferéncia circunscrita e pelos vértices de um dos lados do poligono. O apétema de
um poligono regular é fundamental para calcular a sua area, ja que se trata da altura de
cada um dos triangulos cuja base é um dos lados do poligono. Esses triangulos, que sao
tantos quantos forem os lados do poligono, tém a mesma area, que se calcula facilmente,
j& que a sua base é ¢ (lado do poligono) e a sua altura é a (ap6tema do poligono), pelo
que resultara: (c.a)/2. Como o poligono regular tem n triangulos desse tipo (tantos como
lados), a sua area serd dada por:

Isto é, para obter a area de um poligono regular de n lados, de perimetro P e de apdtema

a, é necessario calcular a metade do produto do perimetro pelo apétema.

A nca _nca Q
2 2 2

3.7 Poligonos Irregulares

Um poligono irregular é aquele que nao possui os angulos com medidas iguais e os lados

nao possuem o mesmo tamanho (figura 3.6).
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Figura 3.6: Poligonos Irregulares
Fonte:http: //www.brasilescola.com/matematica/poligonos.htm

3.8 Diagonais de um Poligono

E o segmento de reta que liga um vértice ao outro, passando pelo interior da figura. O
ntmero de diagonais de um poligono depende do nuimero de lados (n) Se um poligono
tiver n vértices, é possivel tragar (n — 3) diagonais para cada um. Assim, o numero de
diagonais é n.(n — 3). No entanto, em virtude de cada diagonal passar por dois vértices,

o numero total de diagonais diferentes é:

n(n — 3)
2

d:

3.9 Triangulo

E um poligono de trés lados e, conseqiientemente, de trés vértices e trés angulos. O lado
de um triangulo sempre é menor que a soma dos outros dois lados e maior que a sua
diferenca, isto é, b —c < a < b+ ¢, sendo a, b e ¢ os lados do triangulo.

A soma dos angulos internos de um triangulo é sempre 180°, o que significa que um
triangulo pode ter apenas um angulo reto, ou apenas um angulo obtuso, ou, em equi-
valéncia, dois angulos agudos.

Os triangulos classificam-se, quanto aos seus lados, em:

e Equilateros: os trés lados sao iguais.
e [sosceles: apenas dois dos seus lados sao iguais.

e Escalenos: tém os lados todos desiguais.

Os triangulos também podem se classificar segundo os seus angulos, em:

e Acutangulos: os trés angulos sao agudos.
e Retangulos: tém um angulo reto e dois angulos agudos.

e Obtusangulos: tém um angulo obtuso e dois angulos agudos.
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3.10 Quadrilatero

E um poligono de quatro lados. Os lados opostos de um quadrilatero nao tém nenhum
vértice em comum. A soma dos angulos de um quadrilatero é 360°.
O excesso de calor e o solo ressecado dao lugar a formagao de fissuras de forma poligonal.

De acordo com o niimero de lados paralelos, os quadrilateros convexos classificam-se em:

e Trapezoides: quando o quadrildtero nao tém nenhum par de lados paralelos.
e Trapézios: tem dois lados opostos paralelos e dois nao paralelos.

e Paralelogramos: cada lado é paralelo ao seu oposto.

Os angulos opostos de um paralelogramo sao iguais, e as diagonais cortam-se no seu
ponto médio. O grupo dos paralelogramos pode classificar-se segundo o comprimento dos

seus lados e dos seus angulos internos:

Quadrados: paralelogramos com os quatro lados iguais e os angulos retos. As suas

diagonais iguais cortam-se no seu ponto médio, formando um angulo de 90°.

e Retangulos: paralelogramos com os lados iguais dois a dois e os quatro angulos

retos. As diagonais cortam-se no seu ponto médio, formando angulos nao retos.

e Losangos: paralelogramos com os quatro lados iguais, os angulos iguais dois a dois e

diferentes de 90°. As suas diagonais perpendiculares cortam-se no seu ponto médio.

e Paralelogramo obliquangulo: paralelogramos com os lados iguais dois a dois e os
angulos iguais dois a dois, diferentes de 90°. As diagonais se cortam no seu ponto

médio, formando angulos diferentes de 90°.

3.11 Classificacao dos Poligonos
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« Tem trés lados iguais
s Tem trés vértices Triangulo

« Tem quatro lados iguais Quadrilatero
= Tem quatro vértices

= Tem cinco lados iguais. Pentagono
= Tem cinco vértices.

» Tem seis lados iguais Hexagono
e Tem seis vértices

« Tem sete lados iguais
» Tem sete vértices Heptagono

« Tem oito lados iguais
o Tem oito vértices Octégono

= Tem nove lados iguais
 Tem nove vértices Eneégono

« Tem dez lados iguais

o Tem dez vértices Decagono

» Tem onze lados iguais Hendecagono ou
» Tem onze vértices Undecagono

= Tem doze lados iguais Dodecagono

e Tem doze vértices

® O 6000

Figura 3.7: Lados/Nomes dos poliedros

3.12 POLIEDROS

Definicao 3.12.1 ¢ um solido geométrico cuja superficie € composta por um numero
finito de faces, em que cada uma das faces € um poligono. Os seus elementos mais im-

portantes sao as faces, as arestas e os vértices.

Definicao 3.12.2 ¢ uma reuniao de um numero finito de poligonos planos chamados fa-

ces onde:

e Cada lado de um desses poligonos é também lado de um, e apenas um, outro

poligono.
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o A intercessio de duas faces quaisquer ou € um lado comum, ou € um vértice ou €
Vaz1a.
Cada lado de um poligono, comum a exatamente duas faces, ¢ chamado uma aresta

do poliedro e cada vértice de uma face € um vértice do poliedro.

o I sempre possivel ir de um ponto de uma face a um ponto de qualquer outra, sem

passar por nenhum vértice (ou seja cruzando apenas arestas).

Todo poliedro (no sentido da defini¢ao acima), limita uma regido do espago chamado
de interior desse poliedro. Dizemos que um poliedro é convexo se o seu interior é convexo.
”"Um conjunto C', do plano ou do espaco, diz-se convexo, quando qualquer segmento de
reta que liga dois pontos de C estd inteiramente contido em C”. No caso dos poliedros,
podemos substituir essa definicao por outra equivalente, que nos sera mais 1util:

”Um poliedro é convexo se qualquer reta (nao paralela a nenhuma de suas faces) o corta

em, no maximo, dois pontos” (veja a sequir).

b W

Figura 3.8: Poliedro convexo e nao convexo
Fonte: Lima et.al.,1999, p.233

Definicao 3.12.3 Cada poliedro é formado pela reuniao de um nimero finito de regioes
poligonais planas chamadas faces e a regidgo do espaco limitada por elas. Cada lado de
uma dessas regioes poligonais € também lado de uma outra unica regiao poligonal. A
interseccao de duas faces quaisquer ou € um lado comum, ou um vértice, ou € vazia.
Cada lado de uma regiago poligonal, comum a exatamente duas faces, é chamada aresta

do poliedro. E cada vértice de uma face € um vértice do poliedro.

Obs:cada vértice do poliedro é um ponto comum a trés ou mais aresta.
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3.13 Classificagcao dos Poliedros

3.13.1 Os Regulares

e Convexos: tetraedro (quatro faces), hexaedro (seis faces), octaedro (oito faces),

dodecaedro (doze faces) e icosaedro (vinte faces).

e Estrelados ou Concavos: pequeno dodecaedro estrelado, grande dodecaedro estre-

lado, grande do dodecaedro e icosaedro estrelado.

3.13.2 Os Semi-Regulares:

tetraedro truncado, cubo truncado, cuboctaedro, octaedro truncado, cuboctaedro trun-
cado, pequeno rombicuboctaedro, cubo achatado, icosidodecaedro, dodecaedro truncado,
icosaedro truncado, pequeno rombicosidodecaedro, icosidodecaedro truncado e dodecae-

dro achatado.

3.13.3 Os Irregulares.

piramides e prismas.

3.14 Teoremas

Teorema 1 (de Euler): Em todo poliedro com A arestas, V vértices e F' faces, vale a
relagao: V — A+ F =2

Teorema 2: Existem apenas cinco poliedros regulares convexos.

3.15 (Geometria Plana e Espacial

A Geometria Plana e a Geometria Espacial baseiam-se nos chamados conceitos geométricos
primitivos. Define-se como conceito primitivo todo aquele que nao admite definicao, isto
é, o conceito que é aceito por ser 6bvio ou conveniente para uma determinada teoria.
Normalmente, em Matematica, os conceitos primitivos servem de base para a construcao
de postulados (ou axiomas) que formarao, por sua vez, a estrutura légica e formal da

teoria.

Os conceitos geométricos primitivos sao os seguintes:
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e Ponto: é o conceito geométrico primitivo fundamental. Euclides o definiu como
"aquilo que nao tem parte”. Para Euclides é o conceito de ”"parte”, e nao de "ponto”,
que é primitivo. Diz-se que o ponto nao tem dimensao (é adimensional), ou seja,
ele é tao infimo quanto quisermos, e nao faz sentido mencionar qualquer coisa sobre

tamanho ou dimensao do ponto. A tnica propriedade do ponto é a localizacao.

e Linha: Imagine um pedaco de barbante sobre uma mesa, formando curvas ou nos

sobre si mesmo: este é um exemplo de linha.

e Reta: E uma linha infinita e que tem uma tunica direcao. Uma reta é o caminho

mais curto entre dois pontos quaisquer.

e Plano: Vocé pode imagina-lo como uma folha de papel infinita. Um plano é uma

superficie plana que se estende infinitamente em todas as direcoes.
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Capitulo 4
Poliedros

A palavra poliedro é formada por duas palavras gregas: polys que significa varias (dando
origem ao prefixo poli) e hédrai que significa faces (dando origem ao sufixo edro).
Poliedro é o sélido limitado por superficies planas poligonais, denominadas faces do po-
liedro, que definem o seu contorno. Os vértices dos poligonos que constituem o poliedro
denominam-se vértices do poliedro; e os seus lados; arestas do poliedro. Esses sélidos nao
tém formas arredondadas e possuem dois a dois um lado comum.

O ntumero minimo de faces necessarias para formar um poliedro é 4. Dependendo do
nimero de faces, os poliedros classificam-se em: tetraedros (4 faces), pentaedros (5 faces),
hexaedros (6 faces), heptaedros (7 faces), octaedros (8 faces), etc.

Cada poliedro ¢é formado pela reuniao de um nimero finito de regides poligonais planas
chamadas faces e a regiao do espaco limitada por elas. Cada lado de uma dessas regioes
poligonais é também lado de uma outra tnica regiao poligonal. A interseccao de duas

faces quaisquer ou é um lado comum, ou um vértice (figura 4.1).

FACE

VERTICE ~
'\\‘- -~
R 2
_.\\.

& ~

Figura 4.1: Composicao de um Poliedro
Fonte:http: //www.brasilescola.com/matematica/poliedros.htm

e Faces: sao os poligonos que limitam o poliedro.

e Arestas: sao os segmentos de reta que limitam suas faces.



e Vértices: sao os pontos de intersecao de trés ou mais arestas.

O grau de regularidade nos poliedros é determinado pelo nimero, forma, e disposicao
das faces e dos vértices. Um poliedro é regular se todas as suas faces forem formadas por
poligonos regulares iguais.

Os poliedros convexos formados por poligonos regulares iguais denominam-se sélidos de
Platao. Os poliedros concavos formados por poligonos regulares iguais denominam-se poli-
edros estrelados. Alguns exemplos de poliedros formados por diferentes tipos de poligonos
regulares sao os solidos de Arquimedes, as familias infinitas de prismas e antiprismas e as
piramides.

Um poliedro é simples quando nao tem buracos, isto é, quando pode deformar-se com
continuidade até se transformar na superficie de uma esfera. O cubo e a bola de futebol
sao exemplos de poliedros simples.

Leonhard Euler demonstrou que para todos os poliedros simples se verifica a formula:
F—A+V =2, onde F designa o niumero de faces; A, o nimero de arestas, e V', o nimero
de vértices do poliedro. Essa relacao se cumpre para todos os poliedros convexos e para

alguns poliedros concavos, e limita o nimero de poliedros possiveis.

4.1 Poliedros regulares

Poliedros regulares sao os poliedros cujas faces sao poligonos regulares iguais entre si, e
cujos angulos poliédricos sao todos iguais (figura 4.2).

Poliedros regulares podem ser chamados de convexos ou de nao-convexos.

A o B
//‘?1
P

c /,—f/g_}) 2
{0 -
~ED

Figura 4.2: Poliedros regulares
Fonte : Dante, 1.ed.1999, p.361

Uma regiao do plano se diz convexa quando o segmento de reta que liga dois pontos
quaisquer dessa regiao estd inteiramente contida nela. Nas figuras acima, A e B sao regioes
convexas e C' e D sao regioes nao-convexas do plano. De modo equivalente podemos dizer

também que uma regiao plana é convexa se qualquer reta r desse plano intersecta seu
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contorno em, no maximo, dois pontos.

4.1.1 Poliedros Convexos

Um poliedro é convexo quando o segmento que liga dois de seus pontos esta sempre contido
nele. Podemos dizer que um poliedro é convexo se qualquer reta nao-paralela a nenhuma

das faces intersecta suas faces em, no méaximo, dois pontos (figura 4.3).

B SRR

Figura 4.3: Regioes planas e convexas
Fonte: Dante, 1.ed. 1999, p.361

Um poliedro convexo é regular quando todas as faces sao poligonos regulares iguais e
em todos os vértices concorrem o mesmo nimero de arestas.
Os poliedros convexos nao possuem reentrancia e os poliedros nao-convexos possuem essa
particularidade. Poliedros convexos estao inteiramente situados em um mesmo semi-

espago em relagao a qualquer uma de suas faces (figura 4.4).

Figura 4.4: Convexos
Fonte: Dante, 1.ed. 1999, p.361

4.1.2 Poliedros nao Convexos

Um poliedro é concavo se todos os angulos poliédricos que o formam forem nao convexos

(figura 4.5).

Eo poliedro onde o plano de pelo menos uma face divide o poliedro em duas ou mais
partes (figura 4.6).

Poliedro estrelado, ou poliedro de Kepler-Poinsot, ¢ aquele que se obtém prolongando

as faces ou as arestas de um poliedro regular convexo e unindo os seus lados. Portanto,
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Figura 4.5: Regioes planas nao-convexas
Fonte : Dante, 1.ed.1999, p.361
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Figura 4.6: Nao convexo
Fonte : Dante, 1.ed.1999, p.361

os poliedros estrelados originam os poliedros concavos.

Estrelamento é um processo geométrico de construcao de novos poligonos (em duas di-
mensoes) ou de novos poliedros (em 3 dimensées). Consiste em estender os lados do
poligono, ou as faces do poliedro, até se encontrarem novamente. A nova figura é um

estrelamento da original.

4.2 Poliedro Semi-Regular

Um poliedro convexo denomina-se solido de Arquimedes ou poliedro semi-regular se todas
as suas faces forem formadas por poligonos regulares, e em todos os seus vértices concor-
rerem sempre os mesmos poligonos regulares, na mesma ordem. No entanto, ao contrario
dos poliedros regulares, os poligonos que concorrem em um vértice nem sempre tém o
mesmo numero de lados.

De forma andloga ao caso dos poliedros regulares, é possivel demonstrar que o nimero
de poliedros semi-regulares ¢ limitado. Johannes Kepler estudou este tipo de poliedro,
tendo demonstrado, em 1619, que a lista completa constava de 13 sélidos, 12 dos quais ja

tinham sido utilizados por diversos artistas do Renascimento.

4.3 Poliedros Irregulares

Podemos definir um poliedro irregular como aquele que nao admite lei de geracao que o

caracterize com perfeicao.
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4.3.1 Piramides

A piramide é um poliedro em que uma das faces, denominada base, é um poligono qual-
quer e as restantes, denominadas faces laterais, sao triangulos com um vértice comum,
denominado vértice da piramide.

Se n é o nimero de lados da base, uma piramide tem n+1 faces, 2n arestas e n+1 vértices.
Nos vértices da base concorrem sempre 3 faces, enquanto no vértice da piramide concor-
rem tantos triangulos como lados tem a base.Desse modo, estabelece-se que a distancia
entre o vértice da piramide e a base é a altura da piramide.

Uma piramide é reta quando sua base for um poligono que pode ser inscrito em uma
circunferéncia e, ao mesmo tempo, o seu vértice se encontrar sobre a perpendicular ao
plano da base que passa pelo centro dessa circunferéncia.

Uma piramide reta recebe o nome de regular quando a sua base é um poligono regular.
Nesse caso, todos os triangulos que concorrem no vértice da piramide sao isésceles e iguais.
O tronco da piramide é uma secao de uma piramide com um plano paralelo a base, é um
poligono semelhante ao da base. Os lados homdélogos de ambos os poligonos sao paralelos.
O poligono-secao divide a piramide em dois corpos. Um deles é uma piramide e o outro
recebe o nome de tronco de piramide de bases paralelas. Essas bases denominam-se bases

do tronco de piramide.

4.3.2 Prismas

Um prisma consiste de dois poligonos iguais situados em planos paralelos, chamados base
e topo, e uma familia de faces laterais, paralelogramos que possuem um lado em comum
com a base e um em comum o topo. Um prisma regular reto que tem todas as faces
iguais(quadrados) chama-se cubo, ou hexaedro regular. Um prisma que tem todas as
arestas iguais chama-se romboedro. Um plano que intercepte todas as arestas laterais de
um prisma o decompoe em dois solidos que chama-se tronco de prisma.
Um prisma ¢ reto quando as suas arestas laterais sao perpendiculares as bases; é obliquo
quando as suas arestas laterais nao sao perpendiculares as bases.
Um prisma é regular se as suas bases sao formadas por poligonos regulares. Os prismas
denominam-se triangulares, quadrangulares, pentagonais, etc., quando as bases sao for-
madas, respectivamente, por triangulos, quadrilateros, pentdgonos, etc.
O paralelepipedo é um prisma quadrangular cujas bases sao paralelogramos. E formado
por trés pares de faces paralelas. Pode considerar-se um prisma de trés posigoes diferen-
tes, tomando como bases duas faces opostas quaisquer.

O basalto, ao esfriar, pode formar colunas com forma de prismas hexagonais (figura 4.7).
Colunas basalticas da Calcada dos Gigantes na Irlanda do Norte (Reino Unido), onde se

podem observar as bases quase hexagonais.
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Figura 4.7: Basalto, exemplo de prisma hexagonal
Fonte : Barsa,vol.14.2.ed.2009, p.4739

As diagonais de um paralelepipedo sao os segmentos que unem dois vértices opostos, isto
é, dois vértices nao pertencentes a uma mesma face. No total, um paralelepipedo tem 8
vértices e 4 diagonais. Todas as diagonais se cortam num ponto, denominado centro do
paralelepipedo, que é o ponto médio de cada uma das diagonais.

Um paralelepipedo apresenta 12 arestas, que se dividem em trés grupos, cada um formado

por 4 arestas iguais e paralelas.

4.3.3 Anti-prismas

Os anti-prismas sao poliedros cujas faces laterais sao triangulos equilateros e cujas bases,
que sao poligonos regulares paralelos, estao giradas de forma que cada vértice de uma se
projeta no ponto médio de cada lado da outra.

Uma variagao da construcao do prisma € o anti-prisma também chamado de prismatdide.
Este poliedro foi primeiramente reconhecido por Kepler. Ele é regular se todas as faces
laterais sao triangulos equilateros, e neste caso ele é um poliedro uniforme. O anti-prisma
regular de base triangular possui oito faces que sao triangulos equilateros e por isso ele se

chama octaedro regular.

4.4 Teorema 1 (de Euler)

Em todo poliedro com A arestas, V' vértices e I faces, vale a relagao: V — A+ F = 2.

4.4.1 As Primeiras Relagoes

Dado um poliedro, vamos contar suas faces, vértices e arestas. Vamos representar por A, o
nimero de arestas, por F', o nimero de faces e por V' o nimero de vértices. Como as faces
podem ser de géneros diferentes representamos por F,(n > 3), o nimero de faces que pos-
suem n lados.Os vértices também podem ser de géneros diferentes, representamos por V,,

o numero de vértices nos quais concorrem n arestas. Dessa forma sao evidentes as relagoes:
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F:F3—|—F4+F5+F6+F7+F8+F9+F10+—|—Fn
V=Vs+Vi+Ve+Ve+Vi+ Vs +Vo+Vig+...+V,

Agora, imagine que o poliedro foi desmontado e que todas as faces estao em cima de uma
mesa. Para sabermos a quantidade de poligonos é s6 multiplicar o niimero de triangulos
por 3, o numero de quadrilateros por 4, o nimero de pentdgonos por 5 e assim por di-
ante,em seguida somar os resultados. Como cada aresta do poliedro é lado de exatamente

duas faces, a soma anterior é igual ao dobro do niimero de arestas, ou seja,
2A =3F3+4F, + b5F5 + 6Fs + 7TF; + 8F3 + 9Fy + 10F g + ... + NF,,

Observando os vértices do poliedro podemos contar as arestas. Se em cada vértice con-
tarmos quantas arestas nele possuem, somando os resultados obtemos o dobro do ntimero
de arestas, pois cada aresta terd sido contada duas vezes (em um extremo e no outro).

Logo,
2A = 3V + 4V, +5Vs + 6V + TVe + 8V + 9Vy + 10Vip + ... + NV,

Podemos deduzir dessas primeiras relagoes entre elementos de um poliedro duas desi-
gualdades:
a) 2A > 3F
b) 2A > 3V

Veja a justificativa da primeira.

2A =3F3+4F, +5F5 + 6Fs + TF; + 8F3 +9Fy + 10F g+ ... + NF,
2A=3(F3+ Fy,+ Fs+Fs+Fr+Fs+Fo+ Fio+ ...+ F,) + Fy+2F5 + ..
2A =3F + Fy + 2F5 + ...

2A > 3F

A mesma relacao vale para a segunda.

2A =3V3+4Vy +5V5 +6Vs + TVr + 8V5 + 9Vy + 10Vig + ... + NV,
2A=3Vs+Va+Vs+Ve+Vo+Va+Vo+Vig+ ...+ V) + Vi +2V5 + ..
2A=3V 4+ V, +2V5 + ...

2A >3V

Observe que a igualdade s6 vale se Fy = F5; = ... = 0, se o poliedro tiver apenas fa-

ces triangulares. A segunda desigualdade se justifica da mesma forma e, neste caso, a
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igualdade ocorrera apenas quando em todos os vértices concorrerem 3 arestas. A relagao
de Euler nao é verdadeira para todos os poliedros de acordo com nossa definicao. Mas,
para os poliedros convexos ela é verdadeira.

Esse teorema foi descoberto em 1758,e diversas demonstragoes apareceram, algumas con-
tinham falhas,pela falta de precisao na definicao de poliedro (como o de Cauchy), que
foram descobertos anos mais tarde. Euler nunca se preocupou em definir precisamente

essa palavra.

4.4.2 Demonstracao do Teorema 1

Calculamos a soma dos angulos internos de todas as faces de um poliedro convexo P. As
faces sao numeradas de 1 até F' e seja ny o género da k-ésima face (1<k<F). Lembrando
que a soma dos angulos internos de um poligono convexo de género n é igual a 7(n-2) e
observando que se um poliedro é convexo entao todas as suas faces sao poligonos convexos,

temos para a soma dos angulos internos de todas as faces de P a expressao:

S=n(n-2)+7m(ne—2)+ ...+ 7(np —2)
Ou ainda,
S=nlni+ne+..+np) —2+2+..4+2)]

No primeiro paréntese, a soma dos nimeros de lados de todas as faces é igual ao dobro

do ntmero de arestas e no segundo, a soma das F' parcelas é igual a 2F. Assim,

S=m(2A-2F)=2r(A-F)——————— —— — — — (1)

Escolha uma reta r, que nao seja paralela a nenhuma das faces de P. Tomamos um
plano H, que nao intersecta P e que seja perpendicular a r. O plano H serd chamado
plano horizontal e as arestas paralelas a r (logo perpendicular a H) serdo chamadas retas
verticais. H divide o espaco em dois semi-espacos, um dos quais contém o poliedro P
chamado semi-espago superior e diremos que seus pontos estao acima de H. Imagine o
sol brilhando a pino sobre o semi-espaco superior de modo que seus raios sejam retas
verticais. A cada ponto X do semi-espaco superior corresponde um X’ em H, chamado
sombra de X. A sombra de qualquer conjunto C, contido no semi-espago superior é, por
defini¢do, o conjunto C’, contido em H, formado pelas sombras dos pontos de C'.

Considere a sombra P’ do poliedro P. Como P é convexo, cada ponto de P’ é som-
bra de um ou dois pontos de P. A sombra de P’ do poliedro P tem como contorno

um poligono convexo K’, sombra de uma poligonal fechada K formada por arestas de
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Figura 4.8: A regiao iluminada e a regiao sombria

P. Cada ponto de K’ é sombra de um unico ponto de P. A poligonal K é chamada de
contorno aparente do poliedro P. Cada ponto interior de P’ (portanto nao pertence a
K') é sombra de exatamente dois pontos de P. Dados dois pontos de P que tem mesma
sombra, ao mais alto (mais distante de H) chamamos ponto iluminado e o mais baixo
sombrio. (observe a figura 4.8)

Vamos calcular novamente a soma de todos os angulos das faces de P, observando que
a soma dos angulos internos de uma face é a mesma soma dos angulos internos de sua
sombra (ambos sdo poligonos de mesmo género). Sejam V; o numero de vértices ilumi-
nados, V5 o nimero de vértices sombrios e V;; o nimero de vértices do contorno aparente
K. Entao V=V, + V; + V5. Note ainda que Vj é o nimero de vértices (e de lados) da
poligonal K’, contorno de P’. Observe a figura (4.9) abaizo:

Figura 4.9: A sombra das faces iluminadas.

A sombra das faces iluminadas é um poligono convexo com V[ vértices em seu con-
torno e V; pontos interiores, sombra dos vértices iluminados de P. A sombra de todos os

angulos da figura anterior é:

Sy =21V + 7 (Vo —2)
Por raciocinio analogo, podemos obter para a sombra de todos os angulos da sombra das
faces sombrias,
Sy =27V + w(Vo — 2) Somando as duas, obtemos:
S=5+S=02tVi +7(Vo —2)] + 2nVa + 7 (Vo — 2)]
S =27Vi + 27V + 21 (Vo — 2)
S=2r(Vi + Vo + Vo —2)
S =2V —-2)—(2)
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Comparando (1) e (2) e dividindo por 27,

resulta que :

A—F =V —2 ouseja, V- A+ F =2 como queriamos demonstrar.
Fonte: Lima et. al.,1999, p.235 a 238

Exemplo: A bola de futebol que apareceu pela primeira vez na Final da Copa do
Mundo de futebol, realizada no México, em 1970, entre Brasil e Itdlia, foi inspirada
em um conhecido poliedro convexo (descoberto por Arquimedes) formado por 12 faces

pentagonais e 20 faces hexagonais, todas regulares. (figura 4.10)

Figura 4.10: Bola de futebol
Fonte : Dante, 1.ed.1999, p.362

4.5 Teorema 2

Existem apenas cinco poliedros regulares convexos.

4.5.1 Demonstracao

Seja n o numero de lados de cada face e seja p o nimero de arestas que concorrem em

F F
cada vértice. Temos entao: 2A =nF =pV,ou A= % e V= ne

p
Substituindo na relagao de Euler, obtemos:

F F 2nF — pnF + 2pF
N T Pt 2 =2= 2nF —pnF + 2pF = 4p
p 2 2p
4p — 2pF 4 2pF
:nF(Q—p):4p—2pF$F(2—p):u:gp_ppz_p_p_
n n
2pF 4 2pF —4 2p(F — 2
:>p—_pF:_p_2F$u:pp_gpiuzp(p_g)
n n n
F(p—-2 F(p—-2 F(p—2 4
2p 2p 2p
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= 2pF = F(p — 2)n+ 4p= 2pF = Fpn — 2Fn + 4p= 2pF — Fpn+ 2Fn = 4p

4p
= F(2p+2n —pn) =4p = G To—
2n

n—2

Devemos ter 2p + 2n — pn > 0, ou seja >p

Como p > 3, chegamos a n < 6. As possibilidades sao entao as seguintes:

;

p =3 = F = 4(tetraedro)
4p

n:3:>F:6Tp: p =4 = F = 8(octaedro)
| p =5 = F = 20(icosaedro)

2p
n:4:>F:4—:>p:3:>F:6(cubo)

—-Pp
5o F—— P 3 F—12(dodecacdro)
N — — - = odecaedro

-3 7

Fonte: Lima et. al.,1999, p.241 a 242

4.6 O Caso Plano do Teorema de Euler

Tomemos um poliedro convexo P e uma esfera S que o contenha. A partir de um ponto

interior ao poliedro, projetamos P sobre S como mostra a (figura 4.11)

[y

Figura 4.11: A projecao de P sobre S
Fonte: Lima et. al., 1999, p.243

A funcao f : P = S é definida da seguinte forma. Sendo O um ponto interior a P,
para cada ponto X € P, definimos f(X) como o ponto de interse¢ao da semi-reta OX
com S. A fungdo f é continua ( o que significa que pontos préximos de P sao levados em
pontos préximos de S ) e sua inversa f~! : S = P ¢ também continua. Vemos agora a
esfera dividida em regides limitadas por arcos de circunferéncia(ou simplesmente linhas).
Chamamos de n6 a projecao de cada vértice temos cada regiao limitada por pelo menos

3 linhas e também cada né como extremidade de pelo menos 3 linhas. (figura 4.12)
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Figura 4.12: Esfera dividida em regioes
Fonte: Lima et. al.,1999, p.243

Para as linhas, regices e nés da esfera S vale a relagao de Euler, que j4 era vélida em
P. Tome agora um ponto N interior a regiao de S, um plano 7 perpendicular ao diametro
de S que contem N e uma funcao p: S — N = m, tal que para cada ponto Y € S — N,
p(Y) é a intersecao da semi-reta NY com 7. (figura 4.13)

Figura 4.13: Projecao das regioes da esfera no plano
Fonte: Lima et. al.,1999, p.244

Se o poliedro original P tinha F' faces, V vértices e A Aretas vemos agora o plano 7
dividido em F' regioes por meio de A, linhas que se encontram em V' nés. Por comodidade
as linhas podem ser chamadas de ”arestas” os nés de ”vértices” e as regioes de "faces”. Das
F regides, uma é ilimitada (chamada oceano) porque é projegao da regiao de S que contem
o ponto N, mas a relacao de Euler continua valida. A figura obtida em 7 pode ser agora
continuamente deformada, mas a relagao de Euler se matem inalteravel.

Observe no desenho a seguir um exemplo onde o plano estd dividido em 10 regioes (faces)
através de 18 linhas (arestas) que concorrem em 10 nés (vértices). (figura 4.14)
V-—A4+F=10-184+10=2

As transformacoes feitas sao equivalentes a imaginar um poliedro de borracha e infla-
lo injetando ar até que se transforme em uma esfera. Em seguida, a partir de um furo
feito em uma das regioes, estica-lo até que se transforme em um plano. Nao importa se
as faces sao planas ou nao, ou se as arestas sao retas ou nao. Tudo pode ser deformado

a vontade desde que essas transformacoes sejam funcoes continuas cujas inversas sejam
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Figura 4.14: Plano dividido em 10 regioes
Fonte: Lima et. al.;1999, p.244

também continuas.

4.6.1 Demonstracao do Teorema de Euler no Plano.

Considere a regiao R do plano dividido em outras regioes justapostas como mostra a fi-
gura (4.15).

Figura 4.15: Divisao de uma regiao em outras justapostas

Cada regiao (seja R ou uma da decomposigao) é limitada por pelo menos duas arestas,
e um vértice é um ponto comum a pelo menos duas arestas. O termo aresta nao significa
um segmento de reta, mas sim qualquer curva continua, sem auto-intersecoes, que liga
um vértice a outro.
Considere o exterior de R como uma regiao. Observe a cima, temos o plano dividido em
oito regioes. As regioes numeradas de I a V' II sao limitadas e a regiao VIII ¢é ilimitada,
tendo o contorno de R como sua fronteira. A regiao ilimitada é comumente chamada
de oceano. O contorno da regiao R é formado pelas arestas que ligam os vértices con-
secutivos de 1 a 8 e depois voltando a 1 (sem passar por 9). A regiao VIII, é formado
pelos pontos exteriores ao contorno de R. A regiao I é formada pela arestas que ligam
consecutivamente os vértices 1 —2 — 10 — 9 — 1 e a regiao V' ¢é limitada apenas pelas
duas arestas que ligam os vértices 9 e 10. Considere agora o plano dividido em F' regioes
(sendo uma ilimitada), através de A arestas que concorrem em V' vértices. Afirmamos
que V—-—A+ F =2.

A férmula V — A+ F = 2 vale no caso simples em que apenas um poligono de r lados
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estd desenhado no plano. Neste caso, A=V =n, F = 2.

Vamos usar inducao para mostrar que se a relacao de Euler vale para uma decom-
posicao do plano em F' regioes, entao ela vale para uma decomposicao em F' + 1 regioes.
Uma determinada decomposicao pode ser construida por etapas onde, em cada uma delas,
uma nova regiao é acrescentada no oceano das anteriores. Considere uma decomposicao
do plano em F regides através de A arestas que concorrem em V' vértices (como mostra a
parte em linhas cheias da figura 4.16), satisfazendo a relagao de Euler. Acrescente agora
uma nova regiao contida no oceano das regides anteriores (como mostra a parte em linha
tracejada da figura), desenhando uma sequéncia de arestas ligando dois vértices do con-
torno da divisao anterior. Se acrescentamos r arestas, entao acrescentamos r — 1 vértices

e uma nova regiao.

Figura 4.16: Acrescentando uma nova regiao
Fonte: Lima et. al., 1999, p.245 a 247

A relagao de Euler permanece valida, pois, V—A+F = (V+r—1)—(A—r)+(F+1)

o que conclui a demonstracao.
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Capitulo 5
As construcoes dos poliedros

Para construir um poliedro, cada vértice tém que concorrer no minimo 3 faces. Logo,
os unicos poligonos regulares que podem ser faces de poliedros regulares convexos sao os
triangulos equilateros, os quadrados e os pentagonos regulares.Nos triangulos equiléteros,
o numero de faces que podem concorrer em um vértice é 3, 4 ou 5, obtendo-se, respecti-
vamente, trés poliedros regulares: o tetraedro, o octaedro e o icosaedro. Nos quadrados,
o numero de faces que podem concorrer em um vértice é 3, obtendo-se o hexaedro. E
nos pentdagonos regulares, o nimero de faces que podem concorrer em um vértice é 3,
obtendo-se o dodecaedro regular. Portanto, no total existem cinco poliedros regulares

Cconvexos.

5.1 As Construcgoes dos Sélidos de Platao.

Os cinco poliedros regulares convexos sao:

O tetraedro ¢ o primeiro sélido regular, e a partir dele se fazem todos os demais.Ele
possui quatro vértices, quatro faces e seis arestas.
O hexaedro é um sélido socidvel, onde, podemos juntar cubos sem que sobrem espagos
vazios. Ele é composto de oito vértices, seis faces e doze arestas.
O octaedro é composto de seis triangulos equilateros. Pode ser visto como um antiprisma
de base triangular, ou como duas piramides de base quadrada. Possui seis vértices, oito
faces e doze arestas.
O dodecaedro ¢ composto de doze pentagonos. Ele possui vinte vértices, doze faces e
trinta arestas.
O icosaedro é composto de vinte triangulos equilateros.Ele possui doze vértices, vinte

faces e trinta arestas. (figura 5.1)



wista desenvolvirmento plano

tetracdro /¥ /@\

Tt [ | 1 [ o

octaadro @ ,/_\_{._@v
g
dodecaadro @ ﬁ;ﬁ_ %z_f:-__}h

icosaedro

Figura 5.1: Sélidos de Platao
Fonte : Barsa,vol.14.2.ed.2009, p.4739

5.2 As Construcoes dos Sélidos de Kepler-Poinsot

Um Poliedro de Kepler-Poinsot é um poliedro regular nao convexo. Todas as suas faces

sao poligonos regulares iguais.

Os quatro poliedros regulares nao covexos sao:

PLANIFICACAO

Pequeno dodecaedro
estrelado

Grande dodecaedro

Grande dodecaedro
estrelado

Icosaedro estrelado

Figura 5.2: Soélidos de Kepler-Poinsot
Fonte : www.sbem.com.br/ files/ixzenem/ .../ MC001661987067.doc

O pequeno dodecaedro estrelado é a primeira estrelacao do dodecaedro, possui
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doze faces em forma de pentagrama, doze vérticese e trinta arestas.

O Grande dodecaedro é a segunda estrelacao do dodecaedro, possui doze faces em
forma de pentagonos, doze vérticese e trinta arestas.

O Grande dodecaedro estrelado ¢ a terceira estrelagao do dodecaedro, possui doze
faces em forma de pentagrama, vinte vérticese e trinta arestas.

O Icosaedro estrelado: suas faces sao vinte triangulos equildteros, doze vértices e trinta
arestas. (figura 5.2)

5.3 As Construcgoes dos Sélidos de Arquimedes

Os treze poliedros semi-regulares sao:

3 4. D achatado

&, Tetraadro truncado

1c truncado 13. Icosidodecaedro truncado.

Figura 5.3: Sélidos de Arquimedes
Fonte : http : | Jwww.pucsp.br/pos/edmat /mp/dissertacao/talita.arvalho,lmeida.pdf

Os poliedros semi-regulares sao gerados a partir do truncamento de algum dos cinco
poliedros regulares e classificam-se segundo o poliedro regular de partida. No entanto,
existe um unico poliedro regular, construido a partir do truncamento de um tetraedro:

O tetraedro truncado é composto de 4 triangulos e 4 hexagonos. Constroi-se cor-
tando os cantos do tetraedro a uma distancia de um terco de aresta do vértice.

O cubo truncado é composto de 8 triangulos e 6 octagonos. Ele se constrdi cortando os
cantos do cubo a uma distancia de um terco de aresta do vértice. Em cada vértice surge
um triangulo equilatero, e de cada face quadrada do cubo obtém-se um octégono regular.
O cuboctaedro ¢ formado por 8 triangulos e 6 quadrados. Se constréi cortando os can-
tos do cubo a altura do centro das arestas. Em cada vértice dele surge um triangulo
equilatero, e de cada face quadrada do cubo obtém-se outro quadrado com a metade da
area da face. Ele também se pode obter a partir do truncamento do octaedro.

O octaedro truncado ¢é formado por 6 quadrados e 8 hexdgonos. Se constréi cortando

os cantos do octaedro a uma distancia de um terco de aresta do vértice. Em cada vértice
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Figura 5.4: Construcao dos sélidos de Arquimedes
Fonte : Barsa,vol.14.2.ed.2009, p.4740

obtém-se um quadrado, e de cada face triangular do octaedro resulta um hexagono regu-
lar.

O cuboctaedro truncado é formado por 12 quadrados, 8 hexagonos e 6 octogonos.

O pequeno rombicuboctaedro é formado por 8 triangulos e 18 quadrados.

O cubo achatado é composto de 32 triangulos e 6 quadrados.

O dodecaedro ou icosaedro ¢ o ponto de partida para a construcao de seis poliedros,

que, juntamente com os sete anteriores, formam os treze sélidos de Arquimedes.

- - - -

isocaedro macaed ro lcosudodocaudru dodecaedro dodacaadro
(de Platao) de Arquumedes] truncado {de Platao)
({da Arqu!medos! {de Arquimedas)
.-'_l
posicio icosidodecaedro
mtermedlérla truncado

{de Arqu imedas)

dodecaedro

achatado

rnmbrcnsidodﬁcaﬂrlro
{da Arquimedas)

Figura 5.5: Truncamento
Fonte : Barsa,vol.14.2.ed.2009, p.4740

O icosidodecaedro ¢ formado por 20 triangulos e 12 pentdgonos. Constroi-se cor-
tando os cantos do dodecaedro a altura do centro das arestas. De cada vértice obtém-se
um triangulo equilatero, e de cada face pentagonal do octaedro resulta um pentdgono

regular. Também se pode obté-lo a partir do icosaedro.
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O dodecaedro truncado ¢ formado por 20 triangulos e 12 decdgonos. Se constroi cor-
tando os cantos do dodecaedro a uma distancia de um terco de aresta do vértice. Em cada
vértice obtém-se um triangulo equilatero, e de cada face pentagonal do octaedro resulta
um decagono regular.

O icosaedro truncado ¢ formado por 12 pentagonos e 20 hexagonos.

O pequeno rombicosidodecaedro é composto de 20 triangulos, 30 quadrados e 12
pentagonos.

O icosidodecaedro truncado é formado por 30 quadrados, 20 hexdgonos e 12 decagonos.
Também se denomina grande rombicosidodecaedro.

O dodecaedro achatado ¢ formado por 80 triangulos e 12 pentagonos.

5.4 As Construcoes dos Poliedros Irregulares

A Piramide é um poliedro formado pela ligacao de todos os vértices de um lado poli-
gonal de n lados com um tnico ponto, chamado vértice da piramide, através de n faces
triangulares. Uma piramide é todo poliedro formado por uma face inferior e um vértice
que une todas as faces laterais. As faces laterais de uma piramide sao regioes triangulares,
e o vértice que une todas as faces laterais é chamado de vértice da piramide. O nimero
de faces laterais de uma piramide corresponde ao nuimero de lados do poligono da base.
Os prismas sao constituidos por duas faces paralelas chamadas diretrizes que dao o nome
ao prisma, e uma série de retangulos, tantos como lados da face diretriz. Por exemplo, o
prisma cujas faces diretrizes sao triangulares chama-se prisma triangular e compoe-se de 2
triangulos e 3 retangulos; tem 9 arestas e 6 vértices de ordem 3 de onde convergem sempre
dois retangulos e um triangulo. Outro exemplo seria o Prisma decagonal composto de 2
decagonos + 10 rectangulos; tem 30 arestas e 20 vértices de ordem 3.

Os antiprismas tém uma construcao parecida, duas faces paralelas e ao uni-las uma série
de triangulos. O numero de triangulos é ntimero de lados da face diretriz multiplicado
por dois; assim o antiprisma pentagonal compoe-se de 2 pentagonos e 10 triangulos; tem

10 vértices e 20 arestas.

26



Consideracoes Finais

O estudo realizado tem nos levado a muitos outros questionamentos, considerando as
ideias levantadas por estudiosos da area. E parte de um conceito maior, que consideramos
imprescindivel para o entendimento dos poliedros. Existe uma infinidade desses soélidos
geométricos chamados poiedros, pois a partir de alguns processos de transformacoes po-
dem ser construidos muitos outros, por isso destacamos em nosso trabalho os poliedros
que por alguma particularidade sao finitos como é o caso dos cinco poliedros regulares
convexos (conhecidos como sélidos de Platao), os quatro regulares nao convexos (chama-
dos de sélidos de Kepler-Poinsot)e os treze semi-regulares (conhecidos como os sélidos de
Arquimedes). Neste trabalho, apenas conseguimos sintetizar algumas questoes do estudo
da geometria, estudo este que é tao complexo e fascinante entre varias areas do conhe-
cimento humano. Deste modo, objetivamos estudar os poliedros desde sua origem até
sua formacao, buscando, finalmente, sintetizar caracteristicas proprias, com a aplicacao
da transformacao geométrica. Assim, para alcancarmos nossos objetivos de pesquisa
recorremos a um estudo bibliografico desenvolvido com base em material ja elaborado,

constituido principalmente de livros e artigos cientificos.
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