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Resumo

Neste trabalho de conclusao de curso foram analisados Métodos Diretos e Iterativos que
sao de grande importancia na resolucao de sistemas lineares algébricos. Os quais sao de
uso frequente desde os problemas comuns do cotidiano até os sistemas de maior comple-
xidade como por exemplo os sistemas de equacoes diferenciais. Na defini¢ao e resolucao
de sistemas lineares, a forma matricial sempre esta presente, seja na esquematizagao dos
métodos diretos, seja no estudo da convergéncia dos Métodos Iterativos. Por isso, é defi-
nido o conceito de norma no espaco das matrizes. Apresentamos como Métodos Diretos
a Eliminacao de Gauss, a Decomposicao LU e a Fatoracao de Cholesky e como Métodos
Iterativos o Método de Gauss-Jacobi, Gauss-Seidel e SOR. Para cada um desses métodos
foram descritos algoritmos numéricos para gerar a solucao. Nao foram utilizados pro-
gramas computacionais para implementar esses métodos. Focamos o trabalho na parte
tedrica fazendo uma comparacdo (tedrica) entre os métodos. Os métodos Iterativos sao
preferidos em matrizes de pequeno porte, por ter menos restricoes ao seu uso que 0s
Métodos Iterativos. Os Métodos Iterativos mostram vantagem quando a matriz do sis-
tema ¢é esparsa e de grande porte, uma vez que o método nao altera a estrutura de tal
matriz.

Palavras-chave: Matrizes, Sistema Lineares, Método Diretos, Métodos Iterativo, Nor-
mas de matrizes.
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Resumen

Em éste trabajo estudiamos y analizamos los métodos directos e iterativos que son de
gran impotancia em la resolucién de sistemas algebraicos lineales. En la formulacion y
resoluciéon de sistemas lineales, la forma de uma matriz siempre esta presente. Sea en
el disenio de los métodos directos como em el estidio de la convergéncia de los métodos
iterativos, utilizando conceptos de normas em el espacio de las matrices. Los métodos
estudiados son los diretos: Eliminacién de Gauss, la descomposicién LU y la factoracién
de Cholesky, encuanto los iterativos: Gauss - Jacobi, Gauss - Seidel y SOR. Para cada un
de estos métodos se han descrito algoritmos numéricos para la generacién de la solucion.
Damos mayor énfasis al trabajo tedrico, haciendo una comparacién entre los métodos di-
rectos e iterativos, observando que los métodos iterativos muestran mejor ventaja cuando
la matriz del sistema es grande y escassa, puesto que el método no altera la estrutura de
esas matrices .

Palabras Claves: Matrices, Sistemas Lineales, Métodos Directos, Métodos Iterativos, Nor-
mas de Matrices.
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Capitulo 1
Introducao

O sistema é algo muito proximo e comum no cotidiano, serve a titulo de exemplo para se
ter uma nogao de quanto se gasta ou quanto se ganha em diversas atividades, como por
exemplo, o custo de uma ligacao telefonica, orcamento para grandes construcoes, plane-
jamento e gerenciamento de empresas.

Intimeros sistemas lineares surgem também de problemas préaticos como discretizagao de
equacoes diferenciais. Estima-se pelo menos 75% dos problemas cientificos a solucao de
um sistema de equagoes lineares surgi em algum estégio da solugao.[6]

Uma das mais usadas estruturas algébricas sao as matrizes. Sua utilizagao nas mais vari-
adas formulacoes matematicas permite a simplificacdo nao somente da parte tedrica, mas
também das prépria aplicagoes. Um sistema de equagdes Ax = b pode-se resolver como
x = A~ 'b desde que a inversa A~! exista, entretanto o célculo da inversa é trabalhoso e
sujeito a erros de arredondamento, por isso sao necessarios métodos mais eficientes para
tais resolugoes.

Analisando a distingao dos métodos, é comum classificd-los em dois grupos. Os Métodos
Diretos que apdés um nimero finito de operacoes fornecem a solucao exata, pelo menos
teoricamente, isto porque quando fazemos muitas divisoes e multiplicagoes, introduzimos
erros de arredondamento produzidos pela maquina. Por isso, os Métodos Diretos sao in-
dicados para o caso em temos um sistema de pequeno porte, de modo que, em sua solucao
tenhamos de fazer um nimero reduzido de operacgoes, caso contrario a solucao que vamos
obter muitas vezes se afasta da solucdo real (exata).

Para sistemas de grande porte, esse efeito diminui com a aplicacao de outros métodos
que garantem em certos casos, qualquer precisao desejada. Estes métodos sao chamados
Métodos Iterativos, no qual usamos uma aproximacao inicial da solucao e a melhoramos
quantas vezes sejam necessarias para chegarmos a uma precisao satisfatoria. E claro que
os Métodos Iterativos s6 se mostrara util se a sequéncia das aproximacoes construidas
pelos método convergi para a solugao exata do sistema.

No capitulo 2 apresentamos a teoria das matrizes, conceito de matrizes, operagoes com ma-

trizes, inversas de matrizes juntamente com o conceito de solugao de sistemas de equagoes



lineares. No capitulo 3 definimos as normas de matrizes e normas de vetores, assim como
o conceito de convergéncia em norma de uma sequéncia de vetores e matrizes. No capitulo
4 apresentamos os Métodos Diretos (Eliminagao de Gauss, Fatoracao LU e fatoracao de
Cholesky) e os Métodos Iterativos (Gauss-Jacobi, Gauss-Seidel e SOR) na resolugao de
sistemas lineares. No capitulo 5 apresentamos um exemplo de sistema linear no qual ob-
temos a sua solucao aplicando os métodos vistos neste trabalho, fazendo uma comparacgao

entre 0s mesmos.
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Capitulo 2
Teoria das Matrizes

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos importantes da teoria de matrizes, que
serao uteis no desenvolvimento de métodos numéricos para a resolucao de sistemas linea-

res.

2.1 Matrizes

Definicao 2.1.1 Dados dois nimeros m e n naturais e nao nulos, chama-se matriz m por
n (indica-se m x n) toda tabela A formada por nimero reais distribuidos em m linhas e n
colunas. Em uma matriz A qualquer, cada elemento € indicado por a;;. O indice i indica
a linha e o indice j indica a coluna a qual o elemento pertence. Com a convencdao de que
as linhas sejam numeradas de cima para baizo (de 1 até m) e as colunas, da esquerda

para a direita (de 1 até n) uma matriz m X n é representada por:

11 Q12 @13 - Qip

Q21 Q22 A23 -+ Q2
A=

Am1 Am2 Am3 - Qmp

ou representamos também a matriz A por A= (a;j)mxn. Noteque 1 <i<mel<j<n
Indicaremos por M,,x,(R) o conjunto das matrizes reais do tipo m x n. Se m = n ao
invés de M,,«n(R), usaremos a notacdo M, (R). Cada matriz de M, (R) chama-se matriz
quadrada de ordem n. Em contraposicdao, quando m # n, uma matriz do tipo m X n se

diz retangular. Uma matris 1 x 1 se identifica com o nimero real a;

Definicao 2.1.2 Chama-se diagonal principal de uma matriz quadrada A de ordem n, os

elementos cujo indice das linhas € igual ao indice das colunas, isto é:

{aij | 1= ]} = {a117a22,a33 cee am}



Chama-se diagonal secundéria da matriz quadrada A de ordem n o conjunto dos elemen-
tos que tém soma dos indices igual a n + 1, isto é:
{ag i+ 7} = {am, aon-1,03n—2...,0n1}

Exemplo 2.1 A matriz

1 3 -1
M=1] -2 -3 2
1 2 4

é quadrada de ordem 3 Sua diagonal principal é (1, -3, 4) e sua diagonal secundéria
é (1, -3, -1)

Sera definido a seguir matrizes que sao comuns na teoria:

1. Matriz Linha: é toda matriz do tipo 1 X n, isto é, uma matriz formada por uma
unica linha.

2. Matriz Coluna: é toda matriz do tipo m x 1, isto é, uma matriz formada por uma
Unica coluna.

3. Matriz Nula: é toda Matriz cujos os elementos sao todos iguais a zero.

4. Matriz identidade: denotada por I,,, é uma matriz quadrada de ordem n, em que
os elementos da diagonal principal sao iguais a 1, e todos os outros elementos sao iguais
a zero.

5. Matriz Diagonal: é toda matriz quadrada em que os elementos, que nao pertencem

a diagonal principal sao iguais a zero

2.1.1 Operacoes com Matrizes

A seguir apresentaremos defini¢oes para operagoes com matrizes, as quais permitiram

formular equagoes algébricas em termos de matrizes.

Definigao 2.1.3 (Igualdade de matrizes): das matrizes A = (aij)mxn € B = (@ij)mxn,
sao igquais quando:

aij=0b;,Vi=1, ..., meVj=1, .. n

Isto quer dizer que duas matrizes para serem iguais, devem ser do mesmo tipo e apresentar

todos os elemetos correspondente (elementos com indices iguais) iguais.

Definigao 2.1.4 (Adicao de Matrizes): dadas duas matrizes A = (ij)mxn € B =
(bij)mxn, chama-se soma de A + B a matriz C = (¢ij)mxn, tal que, c;; = a;; + by, para

todo 1 e todo j.
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Em outras palavras , a matriz soma C é do mesmo tipo de A e B e é tal que cada um de
seus elementos é a soma de elementos correspondentes de A e B.

Propriedade 2.1: Se A, B, C € M,,x,(R), entao:

1. Associatividade: (A +B)+C=A+ (B + C)

2. Comutativa: A+ B =B + A

3. Elemento Neutro: Existe S tal que, S+ A=S+ A=A

4. Elemento Oposto: Para toda matriz A 93 A" tal que A + A= A"+ A =S

Definicao 2.1.5 (Multiplicagao por escalar): Seja a matriz A = (aij)mxn € dado
um numero k, a multiplica¢do de k pela a matriz A € definida como a matriz B (do tipo

mxn)B=Fk-A, em que bj; =k -a;

O significado disso é: B é o obtida de A, multiplicando-se todos os seus elementos por k
Propriedades 2.2: Se A, B € M,,x,(R) e, 5 € R

La-(8-4)=(a-p) A

2.a-(A+B)=a-A+a- B

. (a+pB)-A=a-A+(5 B

4. 1-A=A

Definigao 2.1.6 (Produto de Matrizes): Dadas duas matrizes A = (@;j)mxn € B =

(bjk)nxp, chama-se produto de A - B, a matriz C = (cix)mxp tal que:

Cik = aibig + aigbay + - + aiibjr = Zaijbjk:»Vi =1+ ,mevk=1,---,p.
j=1

Teorema 2.1.1 : Se A = (a;j)mxn, entao A.I, =Ael, A=A

Demonstragao:

I- Sendo I, = (®ij)nxn € B = AL, = (bj)nxn, temos:

bij = @100 + QipQigj + - -+ Qi + - - - A Qi Qi

bij = ain.0+ a0+ -4+ a;.0+--+ay,. 0

bij = ai;,V 1, ]

Logo, A . I, = A

I1- Analoga.

Propriedade 2.3.

Para a multiplicacao de matrizes valem as seguintes propriedades:

1- Assosiatividade

(AB)C = A(BC),

16



para quaisquer matrizes do tipo A = (@ij)mxn, B = (bjk)nxp € C = (Cij)pxr

2- Distribuidade a direita em relacao a adigao:

(A +B)C=AC + AB

para quaisquer matrizes do tipo A = (@ij)mxn; B = (bjk)mxn € C = (¢ij)nxp

3- Distribuidade a esquerda em relacao a adigao:

C(A+B)=CA +CB

para quaisquer matrizes do tipo A = (@;;)mxn, B = (bjk)mxn € C = (¢ij)pxm

4- (a« A)B = A(a B) = a(AB)

para quaisquer que sejam as matrizes A = (@;;)mxn, B = (bjk)nxp € @ € R
Observacoes:

1- Nota-se que a multiplicacao de matrizes nao é comutativa, ou seja, para duas matrizes
quaisquer A e B nao é valido afirmar que AB = BA.

2- Quando A e B sao tais que AB = BA, falamos que A e B comutam. Nota-se que
uma condi¢ao necessaria para A e B comutarem é que elas sejam quadradas e de mesma
ordem.

3-E importante observa também que :

AB=0=A=00uB=0

nao é valida para as matrizes, ou seja, é possivel encontrar duas matrizes nao nulas onde

o produto ¢ igual a matriz nula.

Definicao 2.1.7 (Matriz Transposta): Dada uma matriz A = (Qij)mxn, chama-se
/
ij

/ / /
que, por exemplo, ajy, @y, - 5y

. T _ / o . . . .
transposta de A matriz A = (a;;)nxm tal que a; = a;;, para todo i e todo j. Isto significa
Sao respectivamente iguais a a1, o1, ,Gn1; vale
dizer que a 1* coluna de AT € igual a 1° de A. Repetindo o raciocinio, chegariamos a

conclusdo de que as colunas de AT sdo ordenadamente iguais as linhas de A.

Exemplo 2.7.

2 - 2 1 —1
A= 1 2 = AT =
X -1 2 3

Propriedade 2.4. A matriz transposta tem as seguintes propriedades:
1- (AT)T = AV matriz A = (aij)mxn;

2- Se A = (aij)mxn € B = (bij)mxn, entdo (A+ B)T = AT + BT

3-Se A = (aij)mxn € @ € R, entdo (a.A) = a. AT

4- Se A = (a;j)mxn € B = (bjg)nxp, entdo (AB)T = BT AT

Defini¢ao 2.1.8 (Matriz simétrica) Chama-se matriz simétrica toda matriz quadrada
A, de ordem n, tal que AT = A.

17



Resulta da definigdo que, se A = (a;;) é uma matriz simétrica, temos:
aij:aji;‘v’i,j < 1, 2, 3, e, 11

ou seja, os elementos simetricamente dispostos em relagao a diagonal principal sao iguais.

Exemplo 2.8.: As matrizes abaixo sao simétricas.
1 2 3
1 2
1 2 45
2 1
3 56

Defini¢ao 2.1.9 (Matriz Anti-Simétrica): Denomina-se matriz anti-simétrica a toda

matriz quadrada A de ordem n, tal que AT = -A.

Resulta da defini¢ao que, se A = (a;;) é uma matriz simétrica, temos:

aij:—aji;Vi,j S 1, 2, 3, s, 1N

ou seja, os elementos simetricamente dispostos em relagao a diagonal principal sao opos-
tos.

Exemplo 2.8.: As matrizes abaixo sao anti-simétricas.

Definicao 2.1.10 (Matriz Inversivel): Uma matriz quadrada A € chamada de in-
versivel ou nao singular, se existe uma matriz B tal que AB = BA = I, onde I € a matriz
identidade. Se A nao for inversivel, dizemos que A € uma matriz singular. Chamaremos

a tal matriz B de inversa de A e a denotaremos por A1,
Teorema 2.1.2 Se A é inversivel, entao a matriz A~ tal que AA™ = A1 A = I € unica.

Demonstracao: Suponhamos que existam as matrizes Al_lA; Le tais que:

AATY = ATTA =1

AAG = AJTA =1

entao,

A= AT =AT (A4 = (ATTA) A, =14, = A

Portanto, a inversa de uma matriz é tnica

Matrizes diagonalmente dominante: é uma classe muito importante de matrizes em sis-

temas de equacoes, pois permitem realizar, por exemplo, a eliminacao gaussiana sem a

18



necessidade do pivoteamento. Definiremos estas matrizes a seguir:

Definicao 2.1.11 Uma matriz A € dita diagonalmente dominante se seus elementos

verificam a condi¢ao abaizro:

n
|azz|2 E |aij|7i:1727"'7n
Jj=1
e estritamente diagonalmente dominante se
n

|a”‘|> E |aij|,z:1,2,--- , M
=L
isto é, em cada linha, o elemento da diagonal é maior em moédulo que a sua soma dos

modulos dos outros elementos.

Defini¢ao 2.1.12 (Matriz simétrica e positiva definida): uma matriz A € dita

simétrica e positiva definida se atende a condi¢cdo abaizo:

A=AT e XTAX >0, V vetor x # 0

T
1 2

XTAX:<x1 x2><? ;><2>=<2x1+x2 x1+2x2> (2)

= 222 + 2179 + Toxy + 223 > 0
=222 + 229wy + 203 =222 + 23+ 22 + 25 > 0
= (z1+z)*+2i+23>0

Portanto, a matriz A é positiva definida.

2 1
Exemplo 2.11. Seja a matriz A = ( ) e o vetor X = (
X2

) # (. temos que:

2.2 Sistemas Lineares

Em varios ramos da matematica nos deparamos com problemas cuja a solu¢ao em algum
estagio envolve a resolucao de um sistema linear, por isso, serd o nosso objeto de estudo
seguinte.

No caso geral em que o sistema linear envolve m equagoes com n incognitas, o sistema
pode apresentar uma unica solucao, infinita solugoes ou nao admitir nenhuma solugao.
Este tipo de problema é tratado na Algebra Linear usando o processo de escalonamento.
Iremos analisar esquemas numeéricos para solucoes de sistemas lineares de n equagoes com

n incégnitas, ou seja.

19



a111 + 122 + -t ATy — b1

A21T1 + A2 + * * + + Ao Ty = bg

Am1T1 + Q2T + -+ + ATy = bn

Onde a;; sao os coeficientes, x; sao as incdgnitas e os b; sao as constantes. Estes sis-

tema pode ser escrito na forma matricial Ax = b com A € M, (R) e x, b € m,»1(R).

Defini¢ao 2.2.1 (Equacdo Linear) Dados os nimeros reais ajy, a2, ..., Gip

b(n > 1), chamamos de equagdo linear nas incégnitas xi, Ts, ..., Tp, toda equac¢ao do tipo:

1171, A1282; ..., A1pTp = b
Os numeros a1, ay9, ..., a1,, sao chamados de coeficientes e b, é o termo independente da

equagcao.

2.2.1 Solugao de um Sistema Linear

Dizemos que (21, xg, ..., T,), em que x; € R, é uma solugao do sistema S, se satisfaz todas
as equacoes de S. O conjunto de todas as solugoes de um sistema linear é denominado
conjunto solucao.

a;1r1 + a12x2 + - - - + a1, = by (sentenga verdadeira)

a21%1 + G90%2 + -+ - + ag,x, = by (sentenga verdadeira)

Ap1T1 + Aoy + -+ + App®, = by, (sentenca verdadeira)
Exemplo 2.15
20+ 3y =4

Dado o sistema S :
T—y=2

o par ordenado (2, 0) é a solugao desse sistema, pois,

22430=4 .
, sao sentencas verdadeiras

2-0=2

Definigao 2.2.2 (Sistema Possivel) Se um sistema linear S tiver pelo menos uma

solucao, chamaremos de sistema possivel.

Definigao 2.2.3 (Sistema Impossivel) Se um sistema linear S nao tiver nenhuma

solugao, chamaremos de impossivel.
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Definicao 2.2.4 (Sistema Possivel e Indeterminado): é um sistema linear S que

possui infinitas solugoes.

Defini¢ao 2.2.5 (Sistema Linear Homogéneo) Denominamos de sistema linear ho-
mogénio em que o termo independente de todas as equacoes € igual a zero, isto €, quando
todas as equacoes sao homogéneas. Um sistema homogéneo € sempre possivel, pois possut,
ao menos a solu¢do nula. Se o sistema s6 possui a solu¢do nula, ele € possivel e deter-
minado. Havendo outras solugoes, além da solucao nula, ele é possivel e determinado.

Essas solucoes recebem o nome de solucoes proprias ou nao triviais.

Defini¢ao 2.2.6 (Matrizes de um Sistema) Dado um sistema linear S de m equagoes

e n incognitas, consideremos as matrizes:

11 Q12 A1z - Qin

Q21 Q22 Q23 -°° Q2n
A =

Am1 Qm2 Am3 - Qpp

e

aj; @iz - Qi by

a1 Gy -+ Q2 b
B =

Am1 Am2 - Omnp bm

Chamamos A de matriz incompleta do sistema e B de matriz completa.
Observemos que B foi obtida apartir de A, acrescentando-se a esta a coluna formada pelos

temos independentes das equagoes do sistema.

2.2.2 Sistemas Equivalentes
Definicao 2.2.7 Dizemos que dois sistemas lineares S, e Sy, sao equivalentes quando

toda solugao de Sy € também solugcao de So e vise-versa.

Exemplo 2.18.

s, { 20—y =3
r+3y=>5
Cuja solugao é dada pelo par ordenado (2, 1).
20 —y =3
| 3z +2y=8
é facil notar que (2, 1) é solucao de Sy, pois a segunda equagao também é verificada
32421=6+2=28
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Capitulo 3

Normas

3.1 Definicoes

Defini¢ao 3.1.1 Se V é um espaco vetorial, uma norma € uma funcdo || . || : V. — R

que verifica as propriedades a baixo:

i) |z|>0,sex#0,xeV;||z][=0<2=0
ii) | az ||=|af. ||z ||,Ya € R,Vz € V
i) e+yll <[l +lyllVeyeV

3.1.1 Normas em R"

De especial interesse, quando V = R", sao as normas [, definidas como:
n 1/p

|z lp= ( >zl ) ,p>1
i=1

I e = max {Jail}

Propriedade 3.1 A fungao || . ||;: R" — R definida por:
2 = Ja| + o] 4 ool = Dl
i=1

é uma norma em R", chamada de norma [; ou norma da soma.

demonstragao: considere z,y € R" e a € R.

i) Se x = (x1, x9, ..., ) # 0, entdo I zp # 0 = || > 0. Logo,

n

Iz lh=)_ |zl = |ax >0

=1

)| a 1= alzy, x2, ..., ) |[1=|| (xy, @z, ..., axy,) |1



n n n
= azi| =Y lallz] = [a> |zl = o] || 2 s
=1 =1 =1

111) H .I'-'—y HlZH (x17x27 7xn) + (y1>y27 >yn) Hl

= (214 y1, @2+ Y2, oo Tn A+ Yn) [l = sumi |z +yil <D (s + |wil) <Yl + ) il
=1 =1 =1

Dal, |z4+y i<z |1+ 1y |1

De i), ii) e iii) e da Defini¢ao 3.1 temos que || . ||; é uma norma em R"
Propriedade 3.2. A funcao || . ||o: " — R definida por:

|z llo= V23 + 23+ ... + 22 = ‘/fo
=1

é uma norma em R", denominada Norma [, ou Norma Euclidiana.

Demonstracao: Considere z,y € R" e o € R.

i) Se x = (1, X2, ...,x,) # 0, entdo, Fi € 1,2,...,n tal que x; # 0. logo.

| [la= \/a:%+x§+...+ 22 ot a2> /22 =1 >0
#0

i) || a2 = || alzy, o, ...y x) |2 = || (q, axa, ..., axy,) |2

= /(az1)? + (az2)? + ... + ax,)?

= a2(2? + 23 + ...+ 22)

=Vatyai+ai+ .. +ak =la| ||z |2
Portanto, || ax ||z = [al. || |2
i) |z4+y 3= (@+y,z+y) = (z,2) + (z,y) + (y,2) + (1, )

=l =13+ 2@ y)+ Iyl <lzlZ+20z . Tyl+IylS
(Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

ety lls < (lellz+ 11y ll2)?

eyl < el + 1yl
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De i), ii) e iii) e da definicao 3.1 temos que | . |2 ¢ uma norma em R,,.
Propriedade 3.3. A funcéo || . [o : " — R definida por:

| 2 [la= max |z;,
1<i<n
¢ uma norma em R", denominada Norma [, ou Norma do Maximo.
Demostragao: considere x, y e " e a € R
i) Se x (z1, 2, ...,x,) # 0, entdo 3z # 0 = |x| > 0 logo,
| 2 ||lo= max |z;|{|x1| + |x2| + ... + |2k| +... + |20} > |21| > O.
1<i<n N~
#0

i) || ax ||l = || @(z1, 22, ..., Tn) |lo=]| (x1, 9, ..., Ty |00

= max {|az;|} = max {|ol|z}

— lalmax {loif} = Jol || a2 [l

i) |24y loo=ll (1 + 22+ .+ 20) + (W1 + Y2+ oo+ Yn) [l
= x1 +y1, T2+ Y2, +oo. + T+ Yn ||

< . )

< gg%);{!xz\}ﬂggﬂyz!}

<o + 1 ¥ oo

togo, 1|2+ 9 ool = llse + | 9 [l
De i), ii) e iii) e da defini¢ao 3.1 temos que || . ||oc ¢ uma norma em R".
Exemplo 3.1. Para o vetor x = (3, 3, 3, -3) temos:

Dl @ 2= /(3)2 + (3)2 + (3)2 + (=3)2) = V36 = 6

i) @ floo= max {[a;} = max {[3], 3], [3],| =3[} = 3

1<i<3

3
i) | 2 i= Y @ |l = 13|+ 3] +[3] + | = 3] = 12

=1

3.2 Normas Matriciais

Similar as normas em R", poderia-se procurar fungdes que verifiquem as condicoes 1), ii)
e iii) da definigdo 3.1.1 de modo a gerar normas para matrizes. Entretanto, se prefere
definir a norma de uma matriz quadrada de ordem n associada a norma de um vetor em

R™, como veremos na seguinte definigao
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Definicao 3.2.1 Seja || . || uma norma em R*, e A uma matriz de ordem n. Definimos

a norma de uma matriz A, denotada por || A || como:

| Afl=sup|| Au [l uw e R, | u[[=1

A seguinte propriedade verifica que || A || definida por 3.1. é uma norma no espago das
matrizes.

Propriedade 3.4. Seja || . || uma norma em ", entdo:

| A= sup || Au [l: we R, | u =1

define uma norma no espago vetorial das matrizes quadradas de ordem n, isto é:

i) || Al>0,VA#0,A€ M,(R)

i) || A [|=|al. || A ||,V € R, A € M,(R)

ii) [ A+ B[<| Al + 1 BI,VA, B € My(R)

Demonstracgao: Sejam A, B € M, ea e R
i) Se A # 0, entao A tem pelo menos uma coluna distinta de zero. Digamos que A7 # 0.

Considere um vetor que 1 esteja na j-ésima componente, isto é, = (0,...,0,1,0,...,0).

Note que = # 0 e que o vetor v = tem norma 1. Além disso,

T
Ar = Al e || Az ||=|| A7 ||# 0 . Segue, pela definigao de || A |,
P P S

i) | aA [|=sup || (eA)u [l:]| u[|=1 = sup || a(Au) [[:]| v [|= 1
= sup [| [e|(Au) [|:]| w [[=1
= [alsup || Au[l:| u|[=1=laf. || Al

i) [| A+ B [|=sup | (A+ Bju [ u[|=1
=sup || Au+ Bu [l u ||=1 <sup | Au || + || Bu [|:]| v [|=1
<sup || Au [l w|[=1+sup || Bu [l u|=1 <[ Al + | B

De i), ii) e iii) e da defini¢ao 3.1 temos que || A || é uma norma em M, (R)

Como consequéncia da definicao de norma matricial 3.1, se verificam as seguintes propri-
edades:

Propriedade 3.5.

) || Az ||<|| A+ || . || X ||, VA € M,,(R),Vx € R"

ii) || 7 [|= 1, onde I é a matriz identidade em M, ()

ii) [ AB [|<[[ Al . || B[,VA, B € My (%)

Demonstragao:

i) Se x = 0 entdo || z ||=Oe || Az ||= 0, e portanto || Az ||=| A || .| = |

Se z #0, entdo || z ||# 0 e || Az ||# 0. Fazendo v = 1220 temos que || v |= 1. Logo,

I
I All= sup{]] Au[l:]] w =1 =[[ Av [|=]] A.

X 1
= |FAX ]
X X
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Multiplicando por || x || resulta que || AX ||<|| Al .|| X ||

i) || I [|= sup{|| Tu ||:| w [|= 1} = sup{[| A(Buw) [|:| v ||=1} = sup{1} =1

ii)[| AB ||= sup{|| (AB)u [|:|| w [|= 1} = sup{|| A(Bu) [|:|| v |= 1}

< sup{|| A . || Bu || v ||= 1} < A || .sup{l| Bu ||:[| w ||= 1} <[ A . || All, 0 que
completa a prova.

Os seguintes teoremas determinam uma forma pratica de calcular as normas matriciais

associadas as normas vetoriais [, e [j.

Teorema 3.2.1 Se a norma vetorial || . | € definida por || © ||oo= 1H<1a<>§{]331]}, entao a
AN

norma matricial associada € calculada por:

n

| A floo= max > " |ay]
1<i<34 7
]:

Demonstragao: Sabemos que a norma de A é definida como:

| All= sup{]| Au[|: we R, [| U [|=1

vamos supor que N representa o valor méximo. Entao temos que || Au [|[< N, para todo
vetor unitario u.

Vamos mostrar que || Au ||oo= nllgxﬂul, [usl, ...y Jun|} =1

Seja a matriz A, x, € o vetor u:

11 Az - Qip 11Uy appuz --- Aipln

Q21 Q22 -+ QA2p T 21U Q22U -+ Q2pUp
Au = o o lw u, ) =

ap1 Ap2 - App Ap1U1  Ap2Uz -+ ApplUn

Tomando a norma do maximo,temos:

| A o= Irllgzxﬂauul + ajpus + ... + a1y,

\amul “+ aguo + ... + agnun], IR |an1u1 + Qpota + ... + amun|}

Usando a Desigualdade Triangular:

< 1111334{|a11u1| + |argug| + ... + a1y,

lagiur| + |agoua| + ... + |agptin, - -+, |aniur| + anoug| + ... + |annun |}

< max {|an||ur| + |arz|[uz] + ... + [a1n|[ua],
1<i<n

|aot[|ua] + [ass|[uz] + ... + |azn||unl, -+, |an|[ud] + Jane||ua| + ... + [@nn||un|}

= max {[Ay]|u] + [Az[|u] + - + [An|[ul} = max {[A| + [z +--- + [Au]} = N
1<i<n 1<i<n

Se o valor méaximo ocorre na linha k, entdao u = ¢, onde e, é um vetor unitario do R".

Logo,

I Ak [loo=I[ A [lo= N
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Portanto,

I All= sup{l| Aull: v e R, | u|l= 1} =[] A [loo= gga;glzl |as]
J:

0 que completa a prova.

n

Teorema 3.2.2 . Se a norma vetotial || . ||; se || z ||1= Z |z;|, entdo a norma matricial
i=1

n
A= o 3 o)
1=

Demonstragao: Sabendo que a norma de A é definida como:

associada € definida por:

A= sup{]| Au[|: v e R, || u [|= 1}

Vamos supor que M representa o valor maximo. Entao temos || Az ||;< M, para qual-

quer vetor unitdrio || z ||. Achar X, usando a norma da soma para validar a igualdade.

M = max{|| A1} o valor maximo da soma das colunas é || z ||=1
a1y Q122 - Gipdn
Ay — 2171 Q22T2 - QGopdn
an1T1 Ap2T2 " Gppdn

| Al = |an1xr + a12%2 + ... + @1pZ0], |a2121 + a20%2 + ... + G2p Ty,
|y + ansre + o F App |
Utilizando a propriedade de médulos, temos:
| Az 1< (la1r + larz + - + |ap [|za] + -+ (Jarn| + |aza] + -+ + [ann])|z2]
| Az 1< [Ar]|zy] + [Agl|o] + - - - + [An]]2n]
| Az |1 < M|xq| + M|zo| + -+ - + M|,
| Az 1< M(Ja] + Mlao| + -+ Mlaq|) = M || 2 1= M
Se na coluna, ocorrer que seja o valor maximo dentre a soma dos valores absolutos das
colunas, conclui-se que, para r = e, temos:
| Az ||1=|| Aex ||1=]| Ak ||1= M, portanto,

n

| Az =M = max {|| 4; [}:} = 1%52%2 a5
1=
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0 que completa a prova.

2 =31
Exemplo 3.2. Para a matriz A = 5 2 4 | temos que,
-1 0 7

i) Soma dos médulos dos elementos das matrizes em cada coluna:
Linha 1: 2[4 | =3|+ 1| =6

Linha 2: [5| +[2| + 4| =11

linha 3: | — 1| +|0] + 7] = 8

Logo, || A ||eo= max{6,11,8} =11

ii) Soma dos médulos dos elementos da matriz em cada coluna:
coluna 1: 2|+ |5| +|—1| =38

coluna 2: | — 3|+ 2|+ (0| =5

coluna 3: |1+ 4|+ |7] =12

Logo, || A ||1= maz{8,5,12} = 12

3.3 Convergéecia em Norma

Um espago vetorial normado (V)| . ||) é um espago vetorial V com normal || . ||. O

conceito de norma nos permite definir o conceito de convergéncia sobre espagos vetoriais.

Definicao 3.3.1 A sequéncia 1V, 23 ... em (V.|| . ||) converge ao vetor x € (V,]| . ||),

ESCTEVETEMOS .CL'(k) — I, Se

lim || 2® —z ||=0
k—o0

A convergéncia acima coincide com a ideia intuitiva que a distancia entre os vetores z*)
e o vetor limite x se aproxima de zero quando k aumenta.

Em espagos de dimengao finita, como é o caso de R™ e M, (R), se uma sequéncia converge
em uma norma convergente em qualquer outra norma. Entretanto, esta afirmacao nao se

verifica em espagos de dimensao infinita.

2 — k! 2 —k1
Exemplo 3.3. Se2® = | —54+ k2 |ex=| -5 |,entdo2® -x = k2
3+e " 3 e ?

Em R4,

lim || 2® — 2 ||= lim k™' =0
k—o0 k—
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Como R* é um espaco de dimensao finita, verifica-se imediatamente que

lim || 2% — 2 4=0lim || 2® — 2z |,=0
k—o0 k—o0
Em espacos vetoriais normados de dimensao finita toda sequéncia {z®), k = 1,2,---} que

verifica o critério de Cauchy:

lim sup || 2@ — 20 ||;= 0,

k—00 ig>1
é convergente, isto é, existe z € V tal que 2(¥) — 2 em norma.
Se 2% ¢ a k-ésima aproximacdo num método iterativo que resolve a equacdo Ax = b,
entao pode-se definir um critério de parada de acordo com uma tolerancia ¢ > 0 pre-

definida. Os critérios de parada mais usuais sao:

i) Erro Aboluto: || 28+t — 2% || <e

2ttt ot |

ii) Erro Relativo: T

iii) Residual: || b— Az || <e
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Capitulo 4

Meétodos Diretos

Pertecem a essa classe todos os métodos estudados nos cursos de 1° e 2° graus, destacando-
se a regra de Cramer. Este método, aplicado a resolugao de um sistema n X n envolve
o célculo de (n + 1) determinantes de ordem n. Se n for igual a 20 podemos mostrar
que o numero total de operacoes efetuadas, serda 21 x 20!'x 19 multiplicagoes mais um
nimero semelhante de adi¢oes. Assim, um computador que efetue cerca de cem milhoes
de multiplicages por segundo levaria 3 x 10° anos para efetuar as operagoes necessarias. [7]
Desta forma, o estudo de métodos mais eficientes é necessario, pois, em geral, os problemas
praticos exigem a resolucao de sistemas lineares de grande porte, isto é, sistemas que
envolvem um grande ntimero de equacoes e variaveis.

Devemos observar que no caso de sistemas lineares n X n, da forma Ax = b com solucao
tinica, o vetor z* é dada por: z* = A~'h. Onde z* é o vetor solucao do sistema acima.
No entanto, calcular explicitamente a matriz A™! e em seguida efetuar o produto A='b
é desaconselhavel, uma vez que o nimero de operacoes envolvidas é grande, o que torna

este processo nao competitivo com os métodos que estudaremos a seguir.

4.0.1 Meétodos da Eliminacao de Gauss

Entre os métodos diretos, destacam-se os métodos de eliminacao que evitam o calculo
direto da matriz inversa de A e além disto nado apresentam problemas com tempo de
execugao como a regra de Cramer.

O método da Eliminacao de Gauss consiste em transformar o sistema linear original num
sistema linear equivalente com a matriz dos coeficientes triangular superior, pois, estes
sao de resolucao imediata. Dizemos que dois sistemas lineares sao equivalentes quando
possuem a mesma solucao.

Veremos a seguir um algoritmo para a resolugao de sistemas triangulares e estudaremos
como o método da Eliminagao de Gauss efetua a transformacao do sistema linear original
no sistema triangular equivalente.

Resolucao de Sistemas Triangulares



Seja o sistema linear Ax = b, onde A: matriz n x n, Triangular superior, com elementos

da diagonal diferentes de zero. Escrevendo as equagoes deste sistema, temos:

anry + aprs + o0+ apr, = b
+ axry + o+ apr, = b
AmnTp = bn

Da tltima equacao, temos:

bn
Ty = —
aTLTL

Tn_1 pode entao ser obtido da pentultima equagao:

bnfl - anfl,nwn

Tp—1 =
anfl,nfl

e assim sucessivamente obtém-se x,_o, ..., o e finalmente x1:

by — a12x2 — aj3xrs — ... — A1, Ty

I =
aii

Descricao do método da Eliminacao de Gauss

Como dissemos anteriormente, o método consiste em transformar convenientemente o sis-

tema linear original para obter um sistema linear equivalente com matriz dos coeficientes

triangular superior.

Para modificar convenientemente o sistema linear dado de forma a obter um sistema linear

equivalente, faremos uso do teorema a seguir:

Teorema 4.0.1 Seja Ax = b um sistema linear. Aplicado sobre as equacgoes deste sis-

tema uma sequéncia de operacoes elementares escolhidas entre:

i) Trocar duas equagoes;

ii) Multiplicar uma equagao por uma constante nao nula;

iii) Adicionar um multiplo de uma equagao a uma outra equacao:

obtemos um novo sistema Az = b e os sistemas Ax = b sdo equivalentes.

Descreveremos a seguir como o método da Eliminacao de Gauss usa este teorema para
triangularizar a matriz A. Vamos supor que det(A) # 0.

A eliminagao é efetuada por colunas e chamaremos de etapa k do processo a fase em que
se elimina a varidvel z* das equacdes k + 1, k + 2, ..., n.

Usaremos a notagao afj para denotar o coeficiente da linha i e coluna j no final da k-ésima

etapa, bem como b¥ seré o i-ésimo elemento do vetor constante no final da etapa k.
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Considerando que det(A) # 0, é sempre possivel reescrever o sistema linear de forma que

o elemento da posicao aq; seja diferente de zero, usando apenas a operagao elementar:

Al |
Seja AOO) _ap— |
Oy e ) ] 0
onde,az(-?) = aij, b§°> =b; ea;; #0.
Etapa 1: A eliminacao da varidel z; das equagoes i = 2, ..., n é feita da seguinte forma:

da equacao i subtraimos a 1* equacao multiplicada por m;;. Observamos que para que

esta eliminacao seja efetuada, a tnica escolha é m;; = %, i=2, .., n
Ay
aiy (0)
Os elementos m;; = m;; = ’(é), i =2, .., nsao os multiplicadores e o elemento a;; ¢
a
11

denominado pivo da 1* etapa.

Ao final desta etapa teremos a matriz:

A ) |
A = 0 a) - aV : b%l)
0 apy --- ai | D
Onde,
ai? = aﬁ?’ paraj =1, .., n
b =" e
az(‘gl') = ag-]) - muai(;) i=2 ..,nej=1,..,n
bz('l) = bz(O) - milbgo) i=2 ..n
Etapa 2:
Deve-se ter pelo menos um elemento ag) # 0, parai=2, ..., n, caso contrario det(A(l)) —

0, o que implica que det(A) = 0; mas det(A) # 0, por hipétese.
Entdo, é sempre possivel reescrever a matriz A(?), sem alterar a posicdo da linha 1, de

. A 1 . ~
forma que o pivo, aéQ), seja nao nulo.
(1)
i2
1
A varidvel z, é eliminada das equagoes i = 3, ..., n da seguinte forma: da equagao i

Os multiplicadores desta etapa serao os elementos m;, = parai=3, ..., n.

subtraimos a segunda equacao multiplicada por ms.

Ao final, teremos a matriz A®)[p?);
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2 2 2 (2)

ajy iy ayg cccoay, | b
0 afy afy - af) | 0
A= | 00l ]
0 0 a? v a2 | P

Onde, ag-) = aﬁj) parai=1,2ej=1,i+1, ..., n
bi(2) = bgl) parai=1,2¢e

ag) Ejl) _ miga%)
bz(2) = bfl) - ngbg(l) i= 3, .., 11

Seguindo o raciocinio analégico, procede-se até a etapa (n - 1) e a matriz, ao final desta

=a i=3,.,nej=2,..,1n

etapa, sera:

afi ™ aly™ el el b

0 afy "V aly™ eagt R

AOP@ = [0 0 ag ) e ag | e
: : : N

0 0 0 - al oY

e o sistema linear A Yz = (=1 & triangular superior e equivalente ao sistema linear
original.

Exemplo: Seja o sistema linear:

3$1+2$2+4$3:1
$1+1'2+2,I‘3:2
4ZE1+3ZE2—2I3=3

Etapa 1: Eliminar z; das equagoes 2 e 3:

Para facilitar o entendimento do processo, de agora em diante usaremos a notacao L; para
indicar o vetor linha formado pelos elementos da linha i da matriz A®)|b(*). Assim, nessa
etapa, L; = (324 1).

0 0 0 0

ag1) agQ) @53) ’ bg) 3 2 4 ’ 1
AOPBO = [ G0 @ O =111 2 | 2

0 0 0 0

ay) ayy afy | by 43 -2 | 3

Pivo: ag? =3
mo; = 1/3

ms1 = 4/3

Ly <= Ly — ma L4
L3« L3 —msz1L4
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1 1 1
3 2 4 | 1 aff afy afy | b
S AR = 0 173 23 | 53 |=| 0 o ) | bV
0 1/3 —22/3 | 5/3 0 afy afy | b

Etapa 2: Eliminar x5 da equacao 3:
Pivo: aby =1/3
Mgzg = 1—;2 =1

L3 <— L3 — m32L2

3 2 4 | 1
= ADpB =1 0 1/3 2/3 | 5/3
00 -8 | 0

Assim, resolver Ax = b é equivalente a resolver Az = b2

3r1 + 229 + 4dz3 = 1
1/3, + 2/33 = 5/3
—8xrg = 0
-3
A solugao desse sistema é o vetor z* = 5
0

Estratégias de Pivoteamento Vimos que o algoritmo para o método de Eliminagao

de Gauss requer o calculo dos multiplicadores:

OSY
My = ?ﬁ—n i=k+1,..,n
O

em cada etapa k do processo.

O que acontece se o pivo for nulo? E se o pivo tiver préximo de zero?

Este dois casos merecem atencao especial, pois, é impossivel trabalhar com um pivo nulo.
E trabalhar com um pivo préximo de zero pode conduzir a resultados totalmente impre-
cisos. Isto porque em qualquer calculadora ou computador os calculos sao efetuados com
aritmética de precisao finita, e pivos proximos de zero dao origem a multiplicadores bem
maiores que a unidade que, por sua vez, origina uma aplicacao dos erros de arredonda-
mento.

Para se contornar esses problemas deve-se adotar uma estratégia de pivoteamento, ou
seja, adotar um processo de escolha da linha e/ou coluna pivotal.

Estratégias de Pivoteamento Parcial

Essa estratégia consiste em:

i) no inicio da etapa da fase de eliminagao, escolher para pivo o elemento de maior médulo
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. k—1 .
entre os coeficientes agk ) Ji=k k+1, .., n
ii) trocar as linhas k e i se necessério.

Exemplo: n =4,k =2

3 2 1 -1 5
Anpo = | 0 3 | 6
0 -3 -5 7 | 7
02 4 0 | 15
Inicio da etapa 2:
Escolher pivo max ]ag)\ = |a$y)| = 3 = pivo = -3
]: )
ii) trocar linhas 2 e 3.
3 2 1 -1 5
ADpO = 0 =3 =5 7 |7
01 0 3 | 6
0 2 4 0 | 15

e os multiplicadores dessa etapa serao:

Observamos que a escolha do maior elemento em modulo entre os candidatos a pivo faz
com que os multiplicadores, em modulo, estejam entre zero e um, o que evita a aplicacao
dos erros de arredondamento.

Estratégias de Pivoteamento Completo Nesta estratégia, no inicio da etapa k é es-
colhido pra pivo o elemento de maior modulo. entre todos os elementos que ainda atuam

no processo de eliminagao:

k—1)| _

o k—1
Escolher pivo max |a§. la (k—1)
vig>k

;=D — pivo = ays

rs

Observamos que, no exemplo anterior, se fosse adotada essa estratégia, o pivo da etapa 2

. . . .
seria a:(M) =7, o que acarretaria a troca das colunas 2 e 4 e, e em seguida, das linhas 2 e

3, donde:

3 -1 1 2 | 5
AD[p0) = 0 7 -5 =3 | 7
03 0 1 | 6
00 4 2 | 15

Esta estratégia nao é muito empregada, pois envolve uma comparacao extensa entre os
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elementos a;j(k —1),7,7 > k e troca de linhas e colunas, como vimos no exemplo ante-
rior; é evidente que todo esse processo acarreta um esforco computacional maior que a
estratégia de pivoteamento parcial.

Exemplo: consideremos o sistema linear

0,0002z1 + 229 =5
2.171 + 2.172 =6

Inicialmente vamos resolvé-lo sem a estratégia de pivoteamento parcial e vamos supor

que temos que trabalhar com aritmética de trés digitos. Nosso sistema é:

0,2 x 107321 + 0.2 x 10'25 = 0.5 x 10
0.2 x 10'z; + 0.2 x 102y = 0.6 x 10!

entao,

Ao o = [ 02X 10732, 0.2 x 102y | 0.5 x 10
0.2 x 10'z; 0.2 x 10ty | 0.6 x 10!

Etapa 1: Pivo 0,2 x 1073
My = (0,2 x 102)/(0,2 x 107%) = 1 x 10* = 0,1 x 10° e al}) = 0

aly) = aly) —al) =0.2x10' = (0.2x101) x (0.2x 101) = 0.2 x 101 —0.2x 10" = —0.2 x 10°

Y = b b sy = 0.6x 101 —(0.5x 101) x (0.1 x10° = 0.6x 101 —0.5% = —0.5%x 10110

A = [ 02 107 02x10" | 0.5x 10"
0 ~0.2x 10° | —0.5x 10°

E a solucao do sistema Az = b resultante é:
0.2 % 10%25 = —0.5 x 10° = 25 = (0.5)/(0.2) = 2.5 = —0.25 x 10
= 0.2 x 10732; + 0.2 x 10" x 0.25 x 10" = 0.5 x 10!
= 0.2x 10732, = 0.5 x 101T— 0.05 x 102 =0.5x 10" = 0.5 x 10' =0
e, portanto, T = ( 0 2.5 )

E f4cil verificar que T nao satisfaz a segunda equagao, pois 2 X 04+ 2 x 2.5 # 6
Usando agora a estratégia de pivoteamento parcial (e ainda aritmética de trés digitos),

temos:

Aopo = [ 02 100 0.2x 10" | 0.6 x 10*
0.2x 1078 0.2x 10" | 0.5x 10!

Assim o pivo ¢ 0.2 x 10" e my; = (0.2 x 1073)/(0.2 x 10') = 0.1 x 1073, De forma
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analoga ao que fizemos acima, obtemos o novo sistema

0,2 x 10" 0.2 x 10! 0.6 x 10! 0.5
AOpO) = ’ | Cuja solucao ¢ T =
0 02x10' | 0.5x 10" 0.25 x 10!

E o vetor T é realmente a solu¢ao do nosso sistema, pois

0,2x103x05+0,2x10' x0,25 x10' =0,1 x 10724+ 0,05 x 102 =0,5x 10! =5 ¢
0,2x10'x0.54+0,2x10* x 0,25 x 10! = 0,1 x 10 +0,05 x 10> = 0,01 x 102 +0, 05 x 10*> =
0,06 x 10> =0,6 x 10! =6

Estratégia de Refinamento de Solugoes: Quando se opera com nimeros exatos, nao
se cometem erros de arredondamento no decorrer dos célculos e as transformacoes elemen-
tares juntamente com as substitui¢oes (retroativas ou progressivas), produzem resultados
exatos. Entretanto, na maioria das vezes, tem-se erros de arredondamento que podem se
propagar, chegando mesmo a comprometer os resultados. Dai o uso de técnicas especiais
para minimizar a propagacao de tais erros de arredondamento. Uma das técnicas é a
seguinte:

Seja 7 a solucdo aproximada para o sistema Ax = b.

Entdo, a solucdo melhorada ") é obtida como se segue:

70 =70 + 60 onde § é uma parcela da correciao. Logo:

Az = b. Entédo, tem-se:

A +60) =

AZO + A5© =

A5©) =p— Az

A50) = (0

Assim, para se obter a parcela de correcio 6(°) basta que resolva o sistema linear acima,
onde A é a matriz de coeficiente das incégnitas do sistema Ax = b e 7 é o residuo
produzido pela solucdo aproximada z7(?).

A nova aproximacao serd, entao,

71 = 7(0) 4 50)

Caso se queira uma melhor aproximacio, resolve-se, agora, o sistema A5 = (1. Onde
§W ¢ a parcela de correcao para T e r(V) é o residuo produzido por 7).

O processo é repetido até que se obtenha a precisao desejada.

Exemplo: Resolver o sistema abaixo pelo método de Gauss, com duas casas decimais

8.7x1 + 3,00 + 9,323 + 11,0z, = 16,4
24,50, — 8,870 + 11,503 — 451z, = —49,7
52,37, — 84,0m9 — 23,523 + 11,47, = —80,8
21,0z, — 81,0z — 13,223 + 21,524 = —106,3

Resolvendo esse sistema obteremos Z = [0,97 1,98 -0,97 1,00]"
com resfduo; r = (0,042 0,214 0,594 -0,594]. Fazendo:
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71 =70 L §0) ¢ p = (0

O calculo da parcela é feito pelo sistema A5 = ) que fornece como resultado:

5 = 10,0295 0,0195 -0,0294 0,0000]7, Z ser4, entdo:

7 = 70 4 §0)

7 = [1,000 2,000 -0,999 1,000]”, cujo residuo é ) = [-0,009 -0,011 0,024 0,013]7, fa-
zendo

7® =7 4+ 6M ¢ r = rU, tem-se outra parcela de correcio fornecida pelo sistema
AsD = (D)

72 =z L 5@

4.0.2 Fatoracao LU

Seja o sistema linear Ax = b.

O processo de fatoragao para resolucao deste sistema consiste em decompor a matriz A dos
coeficientes em um produto de dois ou mais fatores e em seguida, resolver uma sequéncia
de sistemas lineares que nos conduzira a solugao do sistema linear original.

Por exemplo, se pudermos realizar a fatoracao A = CD, o sistema linear Ax = b, pode
ser escrito:

(CD)x =b

se y = Dx, entao resolver o sistema linear Ax = b é equivalente a resolver o sistema linear
Cy = b e, em seguida o sistema linear Dx = y.

A vantagem dos processos de fatoracdo é que podemos resolver qualquer sistema linear
que tenha A como matriz dos coeficientes. Se o vetor b for alterado, a resolugao do sistema,
linear serd quase imediata.

A fatoragao LU é um dos processos mais empregados. Nesta fatoragdo a matriz L é tri-
angular inferior com diagonal unitaria e a matriz U é triangular superior.

Os fatores L e U podem ser obtidos através de férmulas para os elementos [;; e u;;, ou
entao, podem ser construidos usando a idéia basica do método da Eliminacao de Gauss.
A obtengao dos fatores L e U pelas formulas dificulta o uso da estratégia de pivoteamento
e, por essa razao, veremos como obter L e U através do processo de Gauss.

Usaremos um exemplo tedrico de dimensao 3:

1121 + a12%2 + a133 = by
(9171 + Q22%9 + Q233 = by

a3171 + as3aT2 + aszrz = b

Trabalharemos somente com a matriz dos coeficientes. Seja entao:
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0 0 0

agl) agz) ag?,)

0 0 0
0= | o o o | -a

0 0 0

az(n) ai(%Q) aé:a)

Os multiplicadores da etapa 1 do processo de Gauss sao:

0 0
agl) _ a:(Sl) (0)
Mo = —= € M3; = —— (supondo que a
11
MO MO
11 11

Para eliminar z; da linha i, i = 2, 3, multiplicaremos a linha 1 por m,;; e subtraimos

o resultado na linha i.

. 0 ~
os coeficientes a!” serdo alterados para a

ij
(1) (0)

(1)

i » onde:

a;; =ayj paraj =123
az(jl») = ag-]) — muagg) parai=2,3ej=1,2,3
Estas operacoes correspondem a se pré-multiplicar a matriz A© pela matriz M(©, onde
1 0 0
MO =1 —my 1 0 |, pois:
—1N31 01
0 0 0
1 0 0 agl) a§2) agg)
wOA0 = | oy 10 | | o W o | =
—mz 0 1 as) ay) afy
0 0 0 1 1 1
agl) agQ) agg) agl) ‘152) a§3)
ay) —mnaly ay —maaly ay —maaly | =1 0 ay ay | =AY
af) —mgall  af) —mgal) afy) —mgaly 0 af) afy

Portanto M©@A© = AM onde AM é a mesma matriz obtida no final da etapa 1 do

processo de Gauss.

b

732

aby

Para eliminar x5 da linha 3, multiplicaremos a linha 2 por ms, e subtraimos o resultado

da linha 3.

Os coeficientes a

Supondo agora que aglz) # 0, o multiplicador da etapa 2 sera: msy =

(1)

;; serao alterados para:

ag) = a%), paraj =1, 2,3
ag) = ag), paraj = 2,3

(2) (1) (1)

as = as/ — Mmgaay/, paraj = 2,3

As operacoes efetuadas em A1) sdo equivalentes a pré-multiplicar AV por M| onde.
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MO =10 1 0 |,pois:
—132 1
1 0 0 aﬁ) a(112) a%)
MWAO =0 1 0 0 afy af) | =
0 —mgy 1 0 aélg) a%)
1 1 1 2 2 2
a§1) agz) agg) a§1) a§2) ags.)
1 1 2 2
0 a’gZ) ag:s) = 0 agz) agza)
0 asy) —mgpaly)  afy —maaly) 0 0 ay
Portanto, MW AN = A® onde AP é a matriz obtida no final da etapa 2 do método

da Eliminacao de Gauss.

Temos entao que:

A= A0

AD = 1 40) — p70) 4

A@ = AW AQ) = AW a0 40) — Ay pr0 4

Onde A© ¢ triagular superior, é facil verificar que:

1 00 1 0 O
(MO) =1 my 1 0 |e(MU)=]0 1 0
mas1 01 0 ULRY] 1

1 0 0

Assim, (MO)"Y{(MI)T =1 my 1 0

ms; Mgz 1

Entiio, A = (MO MO)=142 — (M70))=1()())=1 42

1 0 O aﬁ) a%) a%)
A= (MO M) = my 10 0 agy o |=LU
ms1 M3 1 0 0 CLE?

Ou seja: L= (MO)=H(MW)~L e U = A2

Isto é, fatoramos a matriz A em duas matrizes triangulares L e U, sendo que o fator L é
triangular inferior com diagonal unitdria e seus elementos [;; para ¢ > j sao os multipli-
cadores m;; obtidos no processo de Eliminacao de Gauss; o fator U ¢ triangular superior

e é a matriz triangular superior obtida no final da fase de triangularizacao do método da
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Eliminacao de Gauss.

Teorema 4.0.2 (Fatoragio LU) Dada uma matriz quadrada A de ordem n, seja Ay a
matriz constituida das primeiras k linhas e colunas de A. Suponha que det(Ay) # 0 para
k=12 .., (n-1). Entio, existe uma unica matriz triangular inferior L = (m;;), com
m;; =1, 1 <1 < n e uma unica matriz triangular superior U = (u;;) tais que LU = A.

Ainda mais, det(A) = ui1, Uz, ..., Unp

Resolucao do sistema linear Ax = b usando a fatoracao LU de A

Dados o sistema linear Ax = b e a fatoracao LU da matriz A, temos:
Ax=b & (LU)x=b

Seja y = Ux. A solucao do sistema linear pode ser obtida da resolugao dos sistemas
lineares triangulares:

i) Ly =b

i) Ux =y

Verifiquemos teoricamente que o vetor y é o vetor constante do lado direito obtido ao final
do processo da Eliminagao de Gauss.

Considerando o sistema linear Ly = b, temos que y = L™1b.

Mas, L= (M) (M) = [ =L =MDMO

Entdo, y = MOMOpO) onde 6@ =1

temos que
1 00 b\ b\ b\
MO = —my 1 0 b | = o —mab” | = b5 | =0
—1Mms31 0 1 bi())o) béo)—mglbgo) bél)

Isto é, o vetor obtido ap6s o produto de M@ por b® é o mesmo vetor do lado direito

obtido apds a etapa 1 do processo da Eliminacao de Gauss.

1 1
1 0 0 pi" b
Obtido b, temos quey = MWp™M = [ ¢ 1 0 bé” = bgl) =
0 —MmM3o 1 bgl) bél) - mggbgl)
b
b2 | =4
b(2)

4.0.3 Fatoracao de Cholesky

Uma matriz A : n x n é definida positiva se 27 Az > 0 para todo x € R", z # 0.

A resolucao de sistemas lineares em que a matriz A é simétrica, definida positiva, é fre-
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quente em problemas praticos e tais matrizes podem ser fatoradas na forma:

AGGT

Onde G: n x n é uma matriz triangular inferior com elementos da diagonal estritamente
positivos. Esta fatoragao é conhecida como Fatoragao de Cholesky.

Seja A: n x n e vamos supor que A sastifaca as hipdéteses do teorema 2. Entao, A pode
ser fatorada, de forma tnica, como LDU com:

L: n x n, triangular inferior com diagonal unitaria;

D: n x n, diagonal e

U: n x n, triangular superior com diagonal unitéria

Se, além das hipéteses do teorema 2, a matriz for simétrica U = L7, e, entdo, a fatoracio
fica: LDLT.

Exemplo: Considere a matriz

16 —4 12 —4

—4 2 -1 1
A=

12 —1 14 -2

-4 1 -2 &3

Calculando os fatores L e U de A e, e seguida, os fatores L, D e U, teremos:

16 —4 12 —4 1 000 16 —4 12 —4
—4 2 -1 1 ~1/4 1 0 0 0 1 -1 1
12 -1 14 -2 | | 34 210 0 0 1 =2
—4 1 -2 83 ~1/4 0 1 1 0 0 0 81

1 000 16 0 0 0 1 —1/4 3/4 —1/4
| 4100 010 0 o 1 2 0
| 3/4 210 0 0 1 o 0 1 1

~1/4 0 1 1 0 0 0 81 0 0 0 81

Observamos que:
1) Wij = wij/wis;
ii) Como a matriz A é simétrica, U = LT.
Se A for definida positiva, os elementos da matriz D sao estritamente positivos, con-
forme demonstramos a seguir: Como A é definida positiva, temos que pra qualquer
r € R,z #0,27 Az > 0. Usando a fatoracao LDLT de A, temos:
0 <2T(LDLY)z = yT Dy.
Agora y = LTz e L tem posto completo. Entao, y # 0 pois x é nao nulo e, para cada
y € R, dx € R", tal que y = LTz,
Fazendo y = ¢;, i = 1, ..., n, teremos: e! De; = dj;, e, como y? Dy > 0, qualquer y # 0,

obtemos: d;; > 0,1i=1,..., n.
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Concluindo, se A for simétrica definida positiva, entao A pode ser fatorada na forma
LDLT com L triangular inferior com diagonal unitdria e D matriz diagonal com elemen-
tos na diagonal estritamente positivos.

Podemos escrever entdo: A = LDLT = LDDL", onde d;; = v/d;; e, se G = LD, obtemos

A = GG com G triangular inferior com diagonal estritamente positiva.

Teorema 4.0.3 (Fatorag¢ao de Cholesky) Se A: nxn é simétrica e definida positiva,

entao existe uma unica matriz triangular inferior G: n x n com diagonal positiva, tal que

A=GGT

Exemplo:

Retomando a matriz A do exemplo anterior e sua fatoracao LDL”, observamos que o
vator D é tal que d;; > 0,i=1, ..., 4

Fazendo D = D2, teremos:

A=LDLY = LDDLT = (LD)(DL") = GG”, onde:

4 0 0 0 4 0 0 0
— 01 00 -1 1
D= e G = 00
0010 3 210
0009 -1 019

A matriz G triangular inferior com diagonal positiva, é o fator de Cholesky da matriz
A.

Neste exemplo o fator de Cholesky foi obtido através da fatoracao LDL?, que por sua
vez foi obtida aparti da fatoracao LU. No entanto, o fator de Cholesky deve ser calculado
através da equacdo matricial A = GG, uma vez que, assim, os cdlculos envolvidos serao
reduzidos pela metade.

Calculo do fator de Cholesky: E dada A: n x n, matriz simétrica e definida positiva:

11 a2 - Qip

Q21 Q22 -+ QA2p
A=

An1 Gp2 - Gpp

O fator G: n x n triangular inferior com diagonal positiva serd obtido a partir da equacao
matricial: A = GGT

aj; Q2 - Qin g11 911 G912 - YG1in
Q21 Q22 -+ Q2q 921 G22 go2 ° Gon
An1 QAp2 - Qpn gn1 Gn2 " Gnn nn
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O calculo seré realizado por colunas:

aip g11 9%1
a 0

coluna 1: ?1 =G . _ 921911 ;
(1 0 In1911

entao: gi1 = (/a1 € gj1 = aj1/9117j =2, .., 10

ai J11 d11921
a2 922 931 + 95,
Coluna 2: | az | =G| 0 = | 931921 + 932922
(n2 0 In1921 + Gnago2
entao g3, + giy = gaa = \/ Q22 — g5, € gj1ga1 + Gjaga2, j = 3, ..., 1.
Os elementos gj; ja estao calculados; assim, gjo = (aj1 — g;1921)/922, j = 3, ..., 1.
Coluna k: Para obter os elementos da coluna k de G: (0...gxxGr+1k---9nk)’, k = 3, ..., n,

usamos a equacao matricial:

g1 9k1
Qg2 gk2
Qkk =G 9kk
Akt 1k 0
Ak 0
e teremos:

ke = Gi1 + 9o + - + gy, € dal

k—1 1/2
9kk = <akk - Z 9131)
i=1

e ajr, = gigr + gjagkz + - + Girgrr, j = (k + 1), ..., n
Como todos os elementos gz, i = 1, ..., (k - 1) ja estao calculados, teremos:

k-1
9jk = (ajk — Z%i%i) [ j=(k+1), ..., n
i—1

Obtido o valor G, a resolucao do sistema linear Ax = b prossegue com a resolucao dos
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sistemas triangulares:
)Gy =b

Ar=b& (GGNr=b=<¢ ~
i) GTe =y

4.1 Meétodos Iterativos

Sao métodos que geram uma sequéncia de valores z(¥) a partir de uma aproximacao inicial
2 nos Métodos Iterativos dado um vetor de de aproximacao inicial (® calculamos uma
nova aproximacao que em seguida serd utilizada novamente até chegarmos a uma boa
aproximacao da solucio exata do sistema, ou seja, uma vez que (¥ é dado, o Método
Iterativo gera a partir de (%) uma nova aproximacao =) em seguida, (! é usado para ge-
rar uma nova e melhor aproximacao e assim por diante até uma melhor aproximacao z*)
que espera-se convergir para x. Como o numero de itera¢oes pode ser infinita, na pratica
nao podemos iterar para sempre, logo algum critério de para deve ser pré-estabelecido.
Um exemplo para critério de parada pode ser definido por uma cota de tolerancia €, ou
seja, encerra-se o processo de iteracao e £(*) é escolhido como a solucdo aproximada ade-
quada para o problema uma vez que ele esteja suficientemente proximo da solucao exata
0 quanto se precise.

Observe que: quando [|b — Az®|| < € ou quando ||z*+) — 2*)|| < ¢

Sao obedecidas, entao as iteragoes podem ser interrompidas. Logo o ultimo valor apro-
ximado obtido é aceito como a melhor aproximacao da solucao exata dentro das cir-
cunstancias pré-estabelecidas.

Os Métodos Iterativos nido depende do vetor de aproximacao inicial z(?), na pratica isso
significa que quanto mais aproximado da solucdo do sistema estiver z(®) menor sera o
nimero de iteragoes a serem calculadas para chegar a solucao aproximada com a precisao
desejada.

Em termos mais especificos temos:

Seja o sistema linear Ax = b, onde:

A: matriz dos coeficientes, n x n:

x: vetor das variaveis, n x 1:

b: vetor dos termos constantes, n x 1.

Esse sistema ¢é convertido, de alguma forma, num sistema do tipo x = Cx + g, onde C
é matriz n x n e g é o vetor n x 1. Observamos que ¢(x) = Cz + g é uma fungao de
interacao dada na forma matricial.

E entao proposto o esquema iterativo:

Partimos de 2(9) (vetor aproximacao inicial) e entdo construimos consecutivamente os ve-
tores:

zay = Cz® + g = p(x©), (primeira aproximagio),
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T2 = CzW + g = p(zV), (segunda aproximagao) etc.

(k+1) & calculada pela formula 2+ = Cz®) 4 ¢, ou

De um modo geral, a aproximagao X
seja, - = p(2(F)) k=0, 1, ....

E importante observar que se a sequéncia de aproximacoes @,z ... z®)

, ... € tal que,

lim z® = o, entdo a = Ca + g, ou seja, a é solucio do sistema linear Ax = b.
k—oo

4.1.1 Obtencao dos Métodos Iterativos

Dado um sistema linear Ax = b, decompoem-se a matriz A na forma A = M + N, onde

M é uma matriz nao singular. Logo teremos:

Ax =b

(M+N)x=5>
Mx+ Nx=b
Mx=b— Nz

M *Mz=M"1b— M Nz
Ie=M"'— M"'Nz
r=M"1— M Nz

O método iterativo é entao definido por:

g * ) = M1p — MINZ W),

comk=0,1, 2, ..
onde, (¥ é um vetor dado.

O sistema linear pode ser escrito na forma:

20 = 0g® 4 g

Onde, g € Mpx1(R) e C € M,(R). é importante que a matriz M seja muito mais sim-
ples do que A, caso contrario nao estariamos simplificando o problema. Observe que esta
iteracao pode ser feita de outra maneira, nao havendo necessidade de se proceder verda-
deiramente ao calculo da inversa de M.

Iremos abordar os seguintes métodos iterativos:
o Método de Jacobi

o Método de Gauss-Seidel
o Método SOR.

Os métodos iterativos sao definidos, por uma escolha particular da matriz M. A ma-

triz M é geralmente diagonal, triangular ou tridiagonal.
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Seja o sistema Ax = b

ailr Gz - A z1 by
Q21 Q2 -+ QA2p T2 - by
Qp1 Ap2 - Gpp Tn bn

0 0 0 0 a1 0 0 cee 0 0 19 @13 -+ QdAip

921 0 0 0 a9292 0 0 0 Q93 -+ dAgp

A= asy  aso 0 0 0 + 0 0 agp --- 0 + 0 0 0 s A32

Gn1 Gp2 Gpz -+ 0 0 0 0 - apy 0 0 O 0
I D U

Onde L é uma matriz triangular estritamente inferior, U uma matriz triangular estri-
tamente e D a matriz diagonal.

Notamos que a matriz D nao devera ter zeros na diagonal principal, isto é, seus elementos
a; # 0. Caso aconteca de a; = 0, deve-se efetuar uma troca de linhas ou colunas na

matriz A, para obtermos uma matriz D com os elementos a;; # 0.

4.1.2 Critério de Convergéncia dos Métodos Iterativos

Vamos estabelecer critérios que nos permita determinar quando existe convergéncia para

estes métodos iterativos. Pretendem-se métodos que satisfacam:

lim 2 =z

k—oo

ou

lim || 2® — 2 ||=0.

k—oo
De

r=M"'b— M Nz

2 D) = My — M N2 ™),

temos

z—g®) = —MINz + MIN2®

g —z®) = _MIN(z — 2®)
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Fazendo C = —M~'N, onde a matriz C é denominada matriz de iteracdo, ¢ v — x¥+1) é

o erro cometido na k-ésima iteracao, tem-se:

x —2®) = C(z — 2W)
Atribuindo valores para k > 0, temos:
r— M = C(x — x(o))
r—2% =Cx—a2W)=0.Cx —20) = C*(x — 2)
z—2® =Cx—2?)=0C.C%a — 29) = C3(x — 2©)

z—aW=Cr—2®) =003z — 29) = C¥z — 2©)

Em geral tem-se
z — g+ = o0+ (5 — 2(0)
Aplicando || . || a norma da matriz associada temos
0 <[ &~ = ™D (@ —2@) <[ CHV [ 2 — 2@
Por outro lado temos que
[Rebanl ENINeR R
Dai segue que
0 <&~ 2™ <] CI*] 2 — 2@ |
Vemos que se || C' ||< 1 entao

lim || C |**V=0= lim || z® —z ||=0
k—o0 k—o0

Portanto o método iterativo convergente se | C' ||< 1, para qualquer que seja a iteragao

inicial z(®. Logo temos provado o seguinte teorema:

Teorema 4.1.1 Se || C' ||< 1 para qualquer norma matricial, entdo o método iterativo

(k+1

definido por x*+t1) = Cz®) + g converge qualquer que seja o vetor 9 dado.
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4.1.3 Estimativa de erro na Iteracao

2+
De
r=M"'b—M Nz
x(kz-‘rl) _ M—lb . ]\4—1]\[37(@7
temos

z—a®) = —MINg + MIN2®
g —z®) = _MIN(z — 2®)

Fazendo C = —M ™!, tem-se
x —z®) = C(z — 2W)

z — 20D = Oz — 0D 4 g0+ Ry,

Aplicando norma || . || resulta,

H T — x(k-ﬁ-l) H:H C(ZL’ _ x(k-ﬁ-l) 4 x(k—i—l) _ 33(k)) H

<[ C I (@ — 2@ + 20+ — 2B |

I =2 C | (2 — 2D || + ]| 28D — 20 )
=/ C |l z =2V + | C [l 2 — 2

I — 2™ Q< C Il 2 —a®D | + [ C I 2%+ — 2™
Iz =2 = [ C I 2 — 2®+D <[l C )| D — 2 |
I — 2™ a=Q ) <) i« —2® .

Logo, a estimativa de erro na iteracao k + 1 dos métodos iterativos é dada pela ex-

pressao:

LC

|z — 2™ < m i
=[]

| 0~ 2® |
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4.1.4 Teste de Parada

O processo iterativo é repetido até que o vetor z(¥) esteja suficientemente préximo do

vetor k=1,

Medimos a distancia entre 2*) e £(*=1) por d®) = max |:L’Z(k) - xgkfl)\

Assim, dada uma precisao €, o vetor £(*) serd escolhido como Z, solucdo aproximada da
solucao exata, se d¥) < e.
Da mesma maneira que no teste de parada dos Métodos Iterativos para zeros de fungoes,

podemos efetuar aqui o teste do erro relativo:
dk)
(k)
dr = —(k)
max |z, |
1<i<n
Computacionalmente usamos também como teste de parada um nidmero maximo de

iteragoes.

4.1.5 Método de Gauss-Jacobi

Seja o sistema linear Ax = b e considerando A = L. + D 4 U, podemos entao escrever o

sistema na forma

(L+D+U)x=b
(L+U)x+Dx=b
Dr=b—(L+U)x
D'Da=D"'b— DY (L+U)z
It =D —-D YL+ U)x

v =D"%— DL+ U

O método iterativo definido por:

2+ = D7 — D™YL 4 U)z® com k =0,1,2...

Onde z(© é um vetor dado, é chamado de Método de Gauss-Jacobi.
Este método é do tipo iterativo definido por 2V = A6 — M~'Nz® com:
M=DeN =L + U, da equacgio z**1) = D=1 — D=Y(L + U)x™®):

g® ) = Db — (L4 U2™)

A forma como o Método de Gauss-Jacobi transforma o sistema linear Ax = b em x =

Cx + g é a seguinte:
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Tomamos o sistema original:

1171 + Q12T + - + ATy = b1

a91%1 + G29%2 + -+ - + Qop Ty = bo

Ap1 X1 + Ap2X2 + - - + AppTp = bn

e supondo a; # 0,7 = 1,...,n, isolamos o vetor x mediante a separacao pela diagonal,

assim:
( 1
Ty = —(b1 — Q122 — Q133 — - — Cllnxn)
ai
1
{ 29 = —(by — auw1 — agmrs — -0 — A2 Tp)
a22
1
Xn = _<bn — Ap1¥1 — Qp2T2 — - — an,n—lxn—l)'
\ ann

Desta forma, temos x = Cx + g, onde

0 —Cl12/a11 —(l13/@11 s —aln/an bl/an
—Cl21/6l22 0 —a23/a22 te _a2n/a22 52/0!22

C= . . . : . eg= .
_anl/ann _a'n2/ann _an3/a'nn e O bn/ann

O método de Gauss-Jacobi consiste em, dado z(9), aproximacao inicial, obter (M, ..., 2(*),

. através da relacdo recursiva z*t1) = Cz®) + ¢

( 1
xﬁk“) = —(bl - a12$§k) - Cl13l’;(3k) - = a1n$£zk))
a1
1
4 xgkﬂ) = —(by - aglx(lk) — aggl’gk) — e = agnx%k))
22
, : :
xgzk—i-l) = _<bn - Clnﬂgk) - an2xgk) - = an,n—l«xgi)l)-
\ a’rm

Em geral xl(kﬂ) pode ser obtido pela férmula:

k+1 1 . k
= L 3

J=1,j#i

i=1,2,3 ..., n

Exemplo Resolva o sistema linear:
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10271 +2I2+Z‘3 =7
x1+5x2+x3 = -8
221 + 319 + 1023 =6

0.7
pelo método de Gauss-jacobi com 2 = | —1.6 | e e = 0.05.
0.6
O processo iterativo é
( (k+1 1 k k k 2 & 1 & 7
x§+):E(?—ng)—xé)):Oxg)—l—O2xg)—Exé)+1—o
k1) 1 k k I ko 1 w 8
:véJr):3(—8—xg)—:17§):—gxg)JrOxg)—gxé)—g
1 2 3 6
k+1 k k k k k
\ ar::(3 ):E(G—ng)—?)xg):—Exg)—ﬁxé)—i-()xg)—l-l—o

Na forma matricial *t1) = Cz®) + ¢ temos:

0 —2/10 —1/10 7/10
C=| -1/5 0 —1/5 |eg=1| —-8/5
“1/5 —3/10 0 6/10

Assim (k = 0)

2V =022 — 012" +0.7=0.2(=1.6) = 0.1 x 0.6 + 0.7 = 0.96
2V =-022" — 022 —1.6 =-02x07-02x0.6—1.6=—1.86
2 =022 — 0320 + 0.6 = 0.2 x0.7— 0.3 x (—0.6) + 1.6 = 0.94
0.96
ouzM =Cz20 +¢g=1 —1.86
0.94

Calculando d&l), temos:
|a:§1) — x§0)| =0.26

0.34 0.34
z) — 2] = 0.26 = 4V = o= = 1.1828 > ¢
max |z{"|  1.86
1<i<n
|z — x§0)| =0.34
Prosseguindo as iteracoes, temos:
para k = 1:
0978 0.0324
@ | _ = d¥ = 22220 2 0.0163 > e.
z 1.98 1.0888 ‘
0.9984
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e para k = 2:

0.9994 019
2® =1 —19888 | =d? = Tog = 0-0606 > .
0.966 '

Entao, a solucao = do sistema linear acima, com o erro menor que 0.05, obtida pelo

método de Gauss-Jacobi, é

0.9994
T=123 =] —1.9888
0.966
0.7 by /ay
Neste exemplo tomamos @ = | —1.6 | = | by/az |. No entanto, o valor de z(®) é
0.6 by /ass

arbitrario, pois veremos mais adiante que a convergéncia ou nao de um método iterativo
para a solucao de um sistema linear de equacoes e independente da aproximacao inicial
escolhida.

CRITERIO DE CONVERGENCIA: Daremos aqui um teorema que estabelece uma

condicao suficiente para a convergéncia do método iterativo de Gauss-Jacobi.

Teorema 4.1.2 : (Critério das linhas) Seja o sistema linear Az = b e seja ap =

n
( Z lakj])/|akk]. Se a = max g < 1, entao o metodo de Gauss-Jacobi gera uma
AN
J=1j#k T
sequéncia ) converge para a solucdo do sistema dado, independente da escolha da apro-

zimacdo inicial, 9.

Exemplo:

Seja a matriz A do sistema linear do exemplo anterior:

10 2 1
A= 1 5 1 |, temos
2 3 10
2+1 1+1 243
alz%:O.3<1;042:L:0.4<1;043:%:0.5<1eentéo

max o = 0.5 < 1 donde, pelo critério das linhas, temos garantia de convergéncia para o
1<k<3

método de Gauss-Jacobi.
T+ o = 3

Exemplo: Para o sistema linear
T+ —3I2 =-3

o método de Gauss-Jacobi gera uma sequéncia convergente para a solucao exata x* =
3/2
3/2 )
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No entanto, o critério das linhas nao é satisfeito, visto que oy = 1/1 = 1. Isto mos-
tra que a condicao do teorema é apenas suficiente.
Exemplo:
r1+ 3x3 + 13 = —2
A matriz A do sistema ¢ 5z, + 229 + 223 = 3
0.21 4+ 629 + 8r3 = —6

. . o . . 3+1
Nao satisfaz o critério das linhas pois a; = — = 4 > 1. contudo, se permutar-

mos a primeira equacgao com a segunda, temos o sistema linear.

5ZE1 + 21‘2 —I— 21‘3 = 3
x1+3I2+l‘3 =—-2
O.l’l -+ 65[}2 —+ 8.’13'3 =—06

que ¢é equivalente ao sistema original e a matriz

O = Ot
S W N
o = N

deste novo sistema satisfaz o critério das linhas.

Assim, é coveniente aplicar o método de Gauss-Jacobi a esta nova disposicao do sistema,
pois dessa forma a convergéncia esta assegurada.

Concluindo, sempre que o critério das linhas nao for sastifeito, devemos tentar uma per-
mutacao de linhas e/ou colunas de forma a obtemos uma disposi¢ao para a qual a matriz
dos coeficientes satisfaca o critério das linhas. No entanto, nem sempre é possivel obter

tal disposicao.

4.1.6 Meétodo Iterativo de Gauss-Seidel

Este método iterativo converge duas vezes mais rapido que o método de Gauss-Jacobi
(pelo menos na grande maioria das aplicagoes), neste método os valores de x sdo atuali-

zados dentro de cada iteracao, sem esperar pela proxima. Em outras palavras obtido o
(k+1) k)
J
Seja o sistema de equagoes lineares Ax = b, com A = L. + D 4 U, dai temos que:

Az =0

valor x este é usado no lugar de :1:§ no calculo seguinte.
(L+D+U)x=1b
(L+D)x+Ux=1b

(L+D)x=b—-Ux
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(L+D) Y (L+D)x=(L+D)'b—(L+ D) 'Ux
It =(L+D)'b—(L+ D) 'Ux
r=(L+D)"'—(L+D) Uz

O método iterativo definido por:

2* ) = (L + D) — (L + D)"'Uz® com k = 0, 1, 2,...

Onde z(© é um vetor inicial dado, é chamado de Método de Gauss-seidel.
Este método é do tipo iterativo definido por z*+Y = M~ — M—1Nz® com:
M=L+DeN=U

Temos que:

e ) = (L + D)6 — (L + D)~ 'Uz®

(L + D)z**Y) = (L+ D)(L + D)o — (L + D)(L + D)~ 'Uz®

La®+D) 4 D+ = [p — [U2®)

Da+) = p = Lot _ g ®) D=1 Dyt = p1(p — Lot gz

x(k—i—l) — D—l(b _ Lx(k'H) _ Ux(k)).

Da mesma forma no método de Gauss-Jacobi, ao metodo de Gauss-Seidel o sistema linear

Ax = b é escrito na forma equivalente x = Cx + g por separagao da diagonal.

O processo iterativo consiste em, sendo z(°) uma aproximacao inicial, calcular ™, 2 . 2®
por:
[ (k+) 1 (k+1) (k+1) (k+1)
1 = (b1 — aiazy — Q1373 - = a1y )
ari
(k+1) 1 (k+1) (k+1) (k+1)
) = —(b — anw) — Q2373 - = AonTn )
a22
(k1) 1 (k+1) (k+1) (k+1)
Tn = _(bn — Ap1Ty —  Qp2Ty - T Qpp-1Ty )
\ ann

(k+1)

De forma geral z; pode ser obtido pela férmula abaixo:

j=i+1
. . . k+1
Portanto, no processo iterativo de Gauss-Seidel, no momento de se calcular x§ ) usamos
k41 k41 . k k
todos os valores ar(l + ), - xg_t ) que ja foram calculados e os valores a:§-+)1, e 2 restan-
tes.
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Exemplo: Resolva o sistema linear:

9x1 + X0+ 23 =25
3r1+4x9 +23=206
3T + 315 + 623 =0
0
pelo método de Gauss-Seidel com z(® = | 0 | ee =5x 10 x 1072, O processo iterativo
0

2 =1-0.2:8 — 0.2z
x(2k+1) =1.5— 0.75I§k+1) — 0.25xgk) com z(© =

xékH) =0~ 0.5x§k+1) — O.Bxgkﬂ)

(k =0)
r1=1-0-0=1 1
2o =15—-075x1—-0=0.75 =z = 0.75 , donde
z3=-05x1—1-0.5x%x0.75 = —875 —0.875

2t — 2] = 1

") — 2] = 0.75
128 — 2| = 0.875

0.2 1
= =1>¢
max |z max |2V
1<i<3 1<i<3

Assim (k=1) é

2 =1-02x0.75+0.2x 0.875 = 1.025
2 =1.5—0.75 x 1.025 — 0.25 x (—0.875) = 0.95
2 = —0.5 x 1.025 — 0.5 x 0.95 = —0.9875
1.025
= z? = 0.95 , donde
—0.9875

2% — 2] = 0.025
|xég) — x§1)| =0.20
2 — 2§ = 0.1125

0.2 0.2

max |z/?]  1.025
1<i<3

= d? = =0.1951 > ¢
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Continuando as iteragoes obtemos:

1.0075
2@ =1 009912 | = d® =0.0409 < ¢
—0.9993

Assim, a solu¢ao T do sistema dado com erro menor que €, pelo método de Gauss-Seidel, é

1.0075
7T=20 = 0.9912
—0.9993

O esquema iterativo do método de Gauss-Seidel pode ser escrito na forma matricial da
seguinte maneira:

Inicialmente escrevemos a matriz A, dos coeficientes, como A = L. + D + R, onde:

L: matriz triangular inferior com diagonal nula;

D: matriz diagonal com d;; # 0,2 =1, ..., n;

R: matriz triangular superior com diagonal nula.

O modo mais simples de se escrever A nesta forma é:

0 0 tee 0 a1y
0 a2 a3z -+ an,
21 0 tee 0 929
0 0 QA23 - QAgp
LI as31 Az - 0 7[)I ass eR: .
0 0 O 0
an1 Q21 - Gpp Qnn

Portanto, Ar = b < (L+D+R)r =b< Dr=b—Lz—Rx < x = D 'b—D'Lr—D 'Rz

k+1)

No método de Gauss-Seidel o vetor ¢ calculado por:

x(k-f—l) — D p— D_lLJI(k+1) _ D_lRJ,‘(k).
Agora podemos ainda escrever z*+1) = Cz®) 4 g, Considerando que A = D(L; + 1+ R;)

onde:
0 0 )
Q12 Q13 a1n
a9 o —= — ... =
22 0 0 u g% 8%1
n
I aszr  asz 0 R o o =2 ... =
1= PO 1= Q22 Q22
a33 433 . . .
an1  QGn2 0 0 0 0O --- 0
a’l’l ann

entaio Ax=b < D(Li+I+R)x=b& (Li+I+R) =D rx=—-Lix+Rxz+D '

e o0 método de Gauss-Seidel é
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) = — L p* ) — Riz® + D71, donde (I + L)z®+) = —Rj2®™ 4+ Db
ou z* ) = —(I + Ll) 1R1 a® + (I + L1) 'D- 1b =Ca® + g

c
Método da Convergéncia do Método de Gauss-Seidel: Como em todo processo

iterativo, precisamos de critérios que nos fornecam garantia de covergéncia.
Para o método de Gauss-Seidel analisaremos os seguints critérios, que estabelecem condigoes

suficientes de convergéncia: o critério de Sassenfeld e o critério das linhas.

Critério de Sassenfeld

I
: L2 ~ . .
Seja x* = ] a solugao exata do sistema Ax = b e seja:

T
k
Ty

(k) ':L?é: s . . ~
'\ = ) a k-ésima aproximacao de x*

k
‘rn

Queremos uma condicao que nos garanta que % — z* quando k — oo, ou seja, que
(k) (k) (k)

khme =0parai=1,..,nondee;,’ =z, —x; agora,
_>
( 1
egkﬂ) = ——(algeé )+ algeék) + ...+ alne(k))
a1
1
6§k+1) = ——(aglegk) + aggegk) + ...+ agne(k))
22
1
et = ——(anleglﬁ )+ g eékH) +o Ay 1€;1<;+11))
. nn

Chamaremos de E®) = max |e§k)| e sejam

n

b= Z|a1j|/|a11| eparai=2,3,...,1n

j 2
Zﬁj|alj| + Z |a1j /|au
Jj=i+1

Note que a condicao z*) — z* equivale a E¥ — 0 quando k — oc.

Mostraremos por inducio que E*+t) < BE®) onde g = max B;.
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Para i = 1, temos
1

k+1 k k k

€] < T llanlles” | +laglles”] + . +larller” <
1

|a11’

< ——(Jasa| + [ass| + .. + |a1n|)1r£%,€§k)|

=1

(k+1)
< <
Entdo, || < 8, 1 e e ﬁlglfg%\e 4

Suponhamos por inducgao que:

<
| ﬁ 1I£l]a<}§n | “ |

NG
2
(k+1)) <
eS| < By 1rgja<>;IB )

|e(kJrl | < Bia max |e Mii<n

e mostraremos que ]e (kL )\ < B; max \e ] mas,
1<j<n
1
| (k+1) | < |a“|(|aﬂl|€gk+1 |+ 7,2|]e(k+1 | 4+ o+ Jaii- 1||e (k+1) |) + o |(|a“+1||e +1\ + ...+
(23 i

@il e33)

e usando a hipotese de inducao:

k :
| ( ) | S |a |(|a11|ﬂ1 + |a12|ﬁ2 + ...+ |azz 1|/Bz 1+ |au+1| + ...+ |am| max |6 |a ou seja,
1
B
e < ﬁl max |e )| = E®*) < Bmax |e§-k)|Vi, 1<i<n
1<j<n
Portanto, max |e§-k+1)\ E® Y < Bmax |e M| = gE®
1<5<n 1<5<n

Assim basta que f < 1 para que tenhamos E*+t1) < E®  Além disso, temos que
E® < BE*-D < B(BE*R-2) < ... < BFE© e desde que B menor que 1, entdo, E*) — 0
qundo k£ — o0 e, o que é importante, independentemente da aproximacao inicial escolhida.

Com isso estabelecemos o critério de Sassenfeld:
|a12| + |6L13| + —f- |a1n| o

|@11|
aj1|B1 + laja|Ba + .. + ag;1]Bi—1 + |ajipa| + ... + |agn|

|aj;]

Sejam [3; =

B =
Sejam 3 = 1max B;.
Se 6 < 1 entao o método de Gauss-Seidel gera uma sequéncia convergente qualquer que

seja (9. Além disso, quando menor for o 3, mais rapida serd a convergéncia.

Exemplo:
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a) Seja o sistema linear

T + 0529 — 0.1z3 + 01xy = 0.2
022y + 2o — 0223 — 01zy = —-2.6
—01zy — 0229 + 23 + 0224 = 1.0
01lx; + 03x9s + 0223 + x4 = =25

Para este sistema linear com esta disposicao de linhas e colunas, temos:

5+0.140.1]/1=07
(0.2)(0.7) + 0.2 4+ 0.1]/1 = 0.44
(0.1)(0.7) + (0.2)(0.44) 4+ 0.2]/1 = 0.358
(0.1)(0.7) + (0.3)(0.44) + (0.2)(0.358)]/1 = 0.2736

=10
[
[
[

Portanto, f = 11rna<x B; = 0.7 < 1 e entao temos a garantia de que o método de
<i<n

Gauss-Seidel vai gerar uma sequéncia convergente.

b) Seja agora o sistema linear

2$1+$2+3$3:9
- X2 + 23 =

ZT1 + 3.773 = 3

com essa disposi¢ao de linhas e colunas, temos

trocando a 1* coluna pela 3%, temos

T + 3%3 = 3
— X2 + T3 =
21’1 + x5 + 31’3 =9
Donde 5 = (0+3)/1 =3

A partir dessa disposicao, trocando a 1* coluna pela 3%, temos

31‘3 + = 3
Z3 — X2 = 1
3{,53 + X9 + 2%1 =9

Dessa forma,
b=1/3
B2 =[(1)(1/3) +0]/1=1/3
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s = [(3)(1/3) + (1)(1/3)]/2 = 2/3

Portanto, § = max B; = 2/3 < 1; entao vale o critério de Sassenfeld e temos garan-
i<

tia de convergeéncia.

c) Considerando agora o exemplo usando o sistema abaixo, verificamos que o critério de

Sassenfeld é apenas suficiente, pois para

r, + x = 3
{ Ty — 3x9 = —3
vimos que o método de Gauss-Seidel gera uma sequéncia convergente e, no en-
tanto,
fr=1/1=1
Pr=[x1]=1/3

e, portanto, o critério de Sassenfeld nao é sastifeito.

Critério das Linhas: O critério das linhas estudado no método de Gauss-Jacobi pode
ser aplicado no estudo da convergéncia de Gauss-Seidel.

O critério das linhas diz que se a = max {ax} < 1, onde
1<k<n

n

ar=( Y lal)/|al
k=0,j£k
entao o método de Gauss-Seidel gera uma sequéncia convergente.

A prova da convergéncia consiste em verificar que se o critério das linhas for sastifeito,
automaticamente o critério de Sassenfeld é satisfeito:
B = (larz| + ars| + ... + |arn]) /an| = o1 <1
e parai= 2, ..., k- 1, supor por inducao que 3; < a < 1. Entao
Be = (Brlagt| + ... + Br—1lar k1] + |akrs1] + |arn]) /|are] < (ara|+ ... +|akp-1] + |arrs] +
ot |agn])/awn| = ax
Assim, 5; < a;,1=1,...,n.
Entao, o; < 1 implica que §; < 1,7 =1, ...,n, ou seja, o critério de Sassenfeld ¢é sastifeito.
Observamos, no entanto, que o criterio de Sassenfeld pode ser satisfeito mesmo que o
critério das linhas nao o seja.

33 + x; = 3
Exemplo r3 — X

31’3—|—I2+2I1:9

Temos, oy =1 =1/3<1e
as = 1/1 = 1; entao o critério das linhas nao é satisfeito.

No entanto,
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1x1/3 1
— - - <1
1 3

C3x1/3+1/3
-l

B2

Portanto o critério de Sassenfeld é satisfeito.

4.2 Método SOR

Veremos agora uma variante do método de Gauss-Seidel, denominado métodos SOR (ou
também conhecida com o nome de relaxagao sucessiva) que consiste em considerar um

parametro real w nao nulo: No método SOR se escolhem as matrizes M e N como:
1 1

M=L+—eN=(1-—)D+U
w w

A utilizacao deste parametro permite obter uma convergéncia mais rapida, havendo um
valor w que é o parametro optimal, no sentido em que minimiza o raio espectral da matriz
C=M1IN
Portanto o método SOR ¢é definido por:

) = (1 —w)2™ = (1 — w)a® + wD (b — La®+t) — U2z®) com k = 0, 1, 2,...

Onde z© é um vetor dado.

O método SOR pode ser expresso pela formula.

i—1 n

w .

xngrl) = (1 — w)gjgk) + — ( bz — Zaijl‘;k—’—l) - Z az-jxg-k) ) , 1= 1, 2,3, ., n
Gii j=1 j=i+1

Notando que no caso em que w = 1 temos o método de Gauss-Seidel. A escolha 1 < w < 2

caracteriza os métodos de sobre-relaxacao, ao passo que os métodos de sub-relaxacao sao

obtidos por valores 0 < w < 1. A pratica mostra que melhores resultados sao obtidos na

sobre-relacao.

5 1 1 il
Exemplo: Seja o sistema linear | 3 4 1 e | = | 6 | cuja a solucao exata
3 3 6 x3
é: x1 =100 = lexs = —1
Aplicando o método SOR xgkﬂ) = (1- w)xgk) + i(bi - Zaijxgkﬂ) — Z aijxg-k))
Qi X =
7=1 j=i+1

ao sistema acima com w = 0.9, teremos:
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w 0.9
2 = (1= w)al® + . b1 — (1228 + agza§?)) = 0.1z + ?[5 — (@ + 3]
11

2 =012 + 0.9 — 0.182) — 0.182)

w 0.9
xgkﬂ) =(1- w)xék) + —[by — (a21x§k+1) + Gggxék))] = O.lxgk) + I[6 — (3x§k) + xék)]

22
2P =012 + 1,35 — 0.6752 — 0.2252")
:cék“) =(1— w):l:gk) + ai[b;g — (aglxgkﬂ) + aggxgkﬂ))]
33
0.9
xﬁ“ﬁzamﬁf+7;m—(&#*”+3@“”ﬂ:01@“—04@#*”—04@&“)
T
Tomando z(©) = ( 0 00 )
1 1 1 T
Para k = 0, vamos calcular (1) ( RS e >
2V =012 +0.9 — 0.1828 — 0.182{” = 0.1(0) + 0.9 — 0.18(0) — 0.18(0)
2V =09
2 =012 +1.35 — 0.67521" — 0.2252(”) = 0.1.(0) + 1,35 — 0, 675.(0,9) — 0, 255.(0)
2V = 0,7425
2 =012 — 0,4528" — 0,4525” = 0,1.(0) — 0,45.(0.9) — 0, 45.(0, 7425)
2 = —0,7391
T
PmmMQﬂU:(Oﬂ 0, 7425 —QB%)
(2),2) )7

Para k = 1, vamos calcular 23 = [2” 25" x5

2% =0,121Y40,9-0, 1828V -0, 182" = 0,1.(0,9)-+0,9—0, 18.(0, 7425)—0, 18(—0, 7391) =
0,9894

2 = 0,984
2 =0,12Y + 1,35 — 0,67521” — 0,2252" = 0,1.(0,7425) + 1,35 — 0, 675.(0, 9894) —
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0,225(—0,7391) = 0, 9227
22 =0,9227

23 =012 — 0,452 — 0,452 = 0,1.(=0,7391) — 0,45.(0,9894) — 0,45.(0, 9227) =
—0,9344

2P = —0,9344

Portanto, x(2)2[0,9894 0,9227 —0,9344]T

Teorema 4.2.1 : (Condi¢do Necessdria) Para que haja convergéncia do método

SOR, qualquer que seja a iterada inicial, € necessdrio que 0 < w < 2.

Demonstragao: A matriz de iteracao do método SOR é C' = —M~IN

C = (éD - L)—l(l_T“’D Y U) = %D(J - wD—lL)]—l(l_T“’D +U)

— (- wD‘lL)]‘le‘l(l_TwD +U)
ou,
C={-wD'L) (1 —-w)l+wD U]
se A1, Ag, Az, ..., A, sao os autovalores de C, entao
det R = Ay, Ao, A3, ..., A\, Mas,
det R = det{(I —wD'L)7'(1 —w)I + wD U]} = det{(I — wD L) det[(1 — w)I +
wD™W} = (1 —w)”
pois, I — wD™!'L é uma matriz triangular inferior com elementos iguais a 1 na diagonal
e (1 —w)I +wD™'U ¢ uma matriz triangular superior com elementos iguais a 1 — w na

diagonal principal. Logo:

A1, A2, Agy s Ay = (1 —w)™
Em particular, pelo menos um dos autovetores \; de R deve satisfazer |A\;| > |1 — w].
Mas, se o método SOR converge, devemos ter também A\ < 1 para todo autovetor \ de
R. Logo

1-w|<1

onde 0 < w < 20
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Teorema 4.2.2 (Condig¢do Suficiente) Se A é simétrica e positiva definida, entdo o
método converge para qualquer 0 < w < 2; em particular como vimos anteriormente, neste

caso 0o método de Gauss-Seidel é convergente.
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Capitulo 5

Aplicacao e Comparacao dos

Métodos Diretos e Iterativos

Neste capitulo vamos determinar o vetor solucao do sistema abaixo, através dos métodos ja
estudados, primeiramente vamos aplicar os Métodos Diretos e posteriormente os Métodos
Iterativos que foram abordados nesse trabalho. Fazendo uma comparagao entre os mes-
mos.

Seja o sistema:

dry + xo + wx3 + w14 = T 4 1 1 1 | 7
207, — 81y + @3 — Ty = —6 2 -8 1 -1 | -6
o4+ 2w — Brs 4 w = -1 |1 2 -5 1 | -1
r1 + a9 + 13 — 4dxy = —1 1 1 -4 | -1

5.1 Eliminacao de Gauss

onde temos que:
me; =1/2=10,5
mg = 1/4=10,25
my = 1/4=0,25

Dali, temos:
4 1 1 1 | 7
0 -85 0,5 -1,5 | =9,5
0 1,75 =5,25 0,75 | —2,75
0 0,75 0,75 —4,25 | —2,75

De onde vem:
= L7 = —0, 2058
Myy = ——— = —
32 —8,5 )



0,75

= —— = -0,0882
MRT T s T
logo, temos:
4 1 1 1 | 7
0 —8,5 0,5 —-1,5 | -9,5
0 0 —5,0442  0,9558 | —4,7051
0 0 0,7941 —4,3823 | —3,5879
Dai, temos:
0,7941
= =-0,1574
M= o 0T

Com isso, teremos entao a matriz escalonada, que sera resolvida por retro-substituicao.

4 1 1 1 | 7
0 -85 0,5 -1,5 | =95
0 0 —=50442 10,9558 | —4,7051
0 0 0 —4,2318 | —4,3284
Que é equivalente ao sistema abaixo:
45131 + i) + XT3 + Ty
—8,51‘2 + 0,51‘3 — 17514
—5,0442z5 + 0,9558x4
—4,2318x4
Onde:
xg =1,0228
x3 = 1,1265
9 = 0,9850
x1 = 0,9850
T
=2 = (10,9664 0,9850 1,1265 1,0228 )

Observe que trabalhamos com arredondamento (aproximagoes), logo o vetor solugao serd

aproximado. Poderiamos melhorar a solugao utilizando a técnica de refinamento de

solugoes.
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5.2 Fatoracao LU

Usando o sistema anterior.

dry + 1o + w3 + w1y = T 4 1 1 1 | 7
2007 — 81y + w3 — x4y = —6 N 2 -8 1 —1 | -6 | 4
r1 + 229 — bxy + w14 = -1 1 2 -5 1 | -1
rn + xy 4+ a3 — 4z = -1 11 1 -4 ] -1

Cuja a solugio exata é x = [1 11 1]7

Temos que decompor a matriz A dos coeficientes da seguinte forma: A = L.U Onde: L =
matriz triangular inferior, ou seja, L = (M;;), com m; =1,1<i<n

U = matriz triangular superior, onde, v = (a;;)

Observe que a matriz A dos coeficientes, ja foi escalonada pelo método da Eliminagao

Gaussiana. Logo, podemos obter as matrizes L e U como se segue:

1 0 0 0 4 1 1 1
| o5 1 0 0 0 -85 0,5 ~1,5
B 0,25 —0,2058 1 0 0 0 —5,0442  0,9558
0,25 —0,0882 —0,1574 1 0 0 0 —4,2318
N ~- PN ~- ,
Az =b< (LU)x = b. Sejay = Ux, entao:
Ly=b5b
1 0 0 0 u 7
0,5 1 0 0 w | | -6
0,25 —0,2058 1 ol | v | | -1
0,25 —0,0882 —0,1574 1 Ys 1

Resolvendo essa igualdade obteremos:

n="r

0,591 +y2 = —6=92=—-9,5

0,25y; —0,2058ys + y3 = —1 = y3 = —4, 7051

0,25y; — 0,0882y, — 0,1574ys +ys = —1 = y4 = —4, 3284

Ux =y
4 1 1 1 1 7
0 —8,5 0,5 -1,5 T | -9,5
0 0 —5,0442 0,9558 | oas || —4,7051
0 0 0 —4,2318 x4 —4,3284
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4ZE1 + ) + xT3 + Ty = 7

—8,bxry + 0,5x3 — 1,514 = =95
—5,0442x3 + 0,9558x4 = —4,7051
—4,2318z, = —4,3284
Resolvendo o sistema, teremos:
x1 =0,9618
xo = 1,0034
73 = 1,1265
2y = 1,0228

Observe que a resolugao, trabalhamos com aproximacoes. Logo o vetor solu¢ao também

é uma aproximacao da solugao exata do sistema.
T
z= ( 0,9618 1,0034 1,1265 1,0228 )

Poderiamos melhorar este resultado aplicando a mesma técnica comentada na eliminacao

gaussiana (Técnica de Refinamento de Solugoes).

5.3 Fatoracao de Cholesky

Observe que a matriz A dos coeficientes nao é simétrica, ou seja, nao atende a condicao
do teorema 4.0.3. Isso significa que nao podemos decompor a matriz A em A = GGT em
que G é uma matriz triangular superior positiva. Portanto a Fatoracao de Cholesky nao

é aplicavel no sistema linear trabalhado.

Observacao sobre os Métodos Diretos: O sistema adotado é de pequeno porte e
apresenta densidade na sua matriz dos coeficientes (ndo apresenta coeficientes nulos) logo,
os métodos diretos (Eliminac¢ao de Gauss e Fatoragdo LU) mostraram-se bastante satis-
fatérios, uma vez que conseguimos obter o vetor solucao exato, nao fosse os erros de
arredondamento.

O sistema nao pode ser resolvido através da Fatoracao de Cholesky uma vez que a matriz

dos coeficientes nao atende a condicao de ser simétrica e definida positiva.

5.4 Meétodo Iterativo de Gauss-Jacobi

Vamos determinar o vetor solucao do sistema abaixo pelo Método de Jacobi, com o vetor

T
solucdo inicial z(9 = ( 0000 ) ee<107?
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4ZE1 + X2 + T3 + x4 = 7

2£C1 — 81’2 + 3 — T4y = —6
r1 + 219 — dr3 + x4 = -1
I + T2 + T3 — 41‘4 = -1

Note que o sistema satisfaz o Critério das Linhas, o que nos assegura a convergéncia
do sistema linear para qualquer que seja ().

As iteracoes podem ser obtidas pela férmula
g L (e S )
(0773 P
J=0,571

12 iterlagéoz
2V = 7(7=10-10-10)=175

1
V) = —(=6-20-1.0+1.0)=0,75

=
1
2 = —(-1-10-20-10)=0,2
1
2V = —(-1-10-10-10)=0.25

T
) = ( 1,75 0,75 0,2 0,25)

22 iterlagéoz
2P = 77— 10,75-1.0,2 - 1.0,25) = 1,45

1
2P = —5(-6-21,75-10,2+10,25) = 1,1812

1
1) = (=1 - 11,75~ 20,75~ 1.0,25) = 0,9

1
2P = — (-1 - 11,75~ 10,75~ 1.0,2) = 0,925

T
ca® = ( 1,45 1,1812 0,9 0,925)

32 iterlagéoz
2P = 7 (7= 11,1812 = 1.0,9 — 1.0,925) = 0,9984

1
2 = —g(~6-2.1,45 10,9+ 1.0,925) = 1,1093

1
2 = —5(-1-11,45 - 21,1812 - 1.0,925) = 1, 1474

1
2P = —; (-1 11,45 - 1.1,1812 - 1.0,9) = 1,1328
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T

) = ( 0,9984 1,1093 1,1474 1,1328)

42 iterlagéoz
W = (7= 11,1093 — 11,1474 — 1.1,1328) = 0,9026

1
P —g(~6— 20,9984 — 1.1,1474 + 1.1,1328) = 1,0014

1
a) = —£(~1-1.0,9984 — 2.1,1093 — 1.0, 1328) = 1,0699

1
2 = __4(—1 —1.0,9984 — 1.1,1093 — 1.0, 1474) = 1, 0637

T
@ = ( 0,9026 1,0014 1,0699 1,0637)

52 iterlagéio:
2P = 7(7 = 11,0014 — 1.1,0699 — 1.1,0637) = 0,9662

1
2P = —g(~6 20,9026 — 1.1,0609 + 1.1,0637) = 0,9764

1
) = —£ (=1 —1.0,9026 — 2.1,0014 — 1.1,0637) = 0,9938

1
2P = —;(~1-1.0,9026 — 1.1,0014 — 1.1,0699) = 0,9934

T
= ( 0,9662 0,9764 0,9938 0, 9934)

62 iterlagéio:
29 = 7(7—1.0,9764 — 1.0,9938 — 1.0,9934) = 1,0091

1
2 = —5(~6—2.0,9662 — 1.0,9938 + 1.0,9934) = 0,9916

1
2 = —£ (=1 10,9662 — 2.0,9764 — 1.0,9934) = 0, 9824

1
2 = —; (=1 10,9662 — 1.0,9764 — 1.0,9938) = 0, 9841

T
- a® = ( 1,0091 0,9916 0,9824 0,9841 )
72 iterlagéoz
2\ = 7(7—1.0,9916 — 1.0,9824 — 1.0,9841) = 1,0104

1
2 = —g(~6—2.1,0001 — 1.0,9824 + 1.0,9841) = 1,0020
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1
2 = —£ (=1 =1.1,0091 — 2.0,9916 — 1.0, 9841) = 0,9952

1
2\ = —; (=1~ 11,0001 — 1.0,9916 — 1.0,9938) = 0,9957

T
s = ( 1,0104 1,0020 0,9952 0, 9957)

82 iterflgéio:
2 = 7(7 = 11,0020 — 1.0,9952 — 1.0,9957) = 1,0017

1
2 = (=6 —2.1,0104 — 1.0,9952 + 1.0, 9957) = 1,0025

-8
1

2P = — (1= 1.1,0104 — 21,0020 — 1.0,9957) = 1,0020
1

2 = —;(+1 = 11,0104 — 1.1,0020 — 1.0,9952) = 1,0019

T
ca® = ( 1,0017 1,0025 1,0020 1,0019)

Teste de Parada:

d( B dk)

' max |x£k) |
1<i<n

2% — 27 = 0,0087
128% — 2{7] = 0,0005

0,0087
2§ — 2{7] = 0,0068 = di = 2

r = = =1 —2
10025 0,0086 < € 0

2% — 27 = 0, 0062

Note que d9 < ¢, ou seja, com 8 iteracdes obtemos o vetor:

T
2® — ( 1,0017 1,0025 1,0020 1,0019)
Que é uma aproximacao da solucao exata e que esta de acordo com a precisao dese-

jada.

A tabela a seguir mostra os resultados dos vetores obtidos até a 10* iteragao.
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Método de Gauss-Jacobi

ng) ng) ng) Xz(;k)

1,75 | 1,1875 | 1,025 | 1,2406

145 [ 1,1812 ] 0,9 | 0,925
0,9984 | 1,1093 | 1,1474 | 1,1328
0,9026 | 1,0014 | 1,0699 | 1,0637
0,9984 | 1,1093 | 1,1474 | 1,1328
1,0091 | 0,9916 | 0,9824 | 0,9841
1,0104 | 1,0020 | 0,9952 | 0,9957
1,0017 | 1,0025 | 1,0020 | 1,0019
0,9984 | 1,0004 | 1,0017 | 1,0015
0,9991 | 0,9996 | 1,0001 | 1,0001

O[O0 ||| T =W N~
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5.5 Meétodo Iterativo de Gauss-seidel

Iremos determinar o vetor solucao do sistema abaixo, através do método iterativo de
Gauss-Seidel.

dxy + x9 + x3 + x4y = 7T

207 — 89 + x3 — 14 = —6
r1 + 229 — Sr3 + x4 = —1
Ty + X9 + x3 — 4dxy = -1

T
Seja o vetor solucdo inicial (0 = ( 0000 > ee< 1072

Este método tem como forma geral:

i—1 n
(k1) 1L (kD) (k)
x; = a—ii ( b; — ;ai]xj Z @ijx; )

j=i+1

1* iteracao:
m _ 1 _
Ty = 1(7 —-1.0-10-1.0)=1,75

1
2 = —g(-6-2L75~10+10) = 1,1875

1
e = —(=1-1.1,75 — 2.1,1875 — 1.0) = 1,025
5

1
2V = —; (-1 - 11,75 — 1.1,1875 — 1.1,025) = 1, 2406

T
.-.a:<1>=<1,75 1,1875 1,025 1,2406)
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22 iterlagéio:
2\ = 7(7— 11,1875 — 1.1,025 — 1.1,2406) = 0, 8867

1
2P = —5 (6~ 20,8867 — 1.1,025 + 1.1, 2406) = 0,9447

1
P — (=1~ 10,8867 — 20,9447 — 1.1,2406) = 0, 9994

1
2P = —; (=1 = 10,8867 — 10,9447 — 1.0,9994) = 0, 9577

T
@ = ( 08867 0,9447 0,9994 0, 9577)

32 iterlagéoz
2 = 7(7—1.0,9447 — 1.0,9994 — 1.0,9577) = 1,0245

1
25 = —g(~6— 21,0245 - 1.0,9994 + 1.0,9577) = 1,013

1
2 = —£ (=1 - 11,0245 — 2.1,0113 — 1.0,9577) = 1,0009

1
2P = —;(+1 = 11,0245 — 1.1,0113 — 1.1,0009) = 1,0091

T
L a® = ( 1,0245 1,0113 1,0009 1,0091)

42 iterlagéio:
2 = 7(7= 11,0113 — 11,0009 — 1.1,0091) = 0, 9946

1
2 = —(~6 20,9946 — 1.1,0009 + 1.1,0091) = 0,9976

1
o —£ (=1~ 1.0,9946 — 2.0,9976 — 1.1,0091) = 0,9997

1
2 = —; (=1~ 10,9946 — 10,9976 — 1.0,9997) = 0, 9979

T
@ = ( 0,9946 0,9976 0,9997 0, 9979)

52 iterlagéio:
2P = 7(7 = 1.0,9976 — 1.0,9997 — 1.0,9979) = 1,0012

1
2f) = —g(~6 21,0012 — 1.0,9997 + 1.0,9979) = 1,0005

1
) = —5 (=1 =1.1,0012 — 2.1,0005 — 1.0,9979) = 1,0000
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1
2P = —; (=1 = 1.1,0012 — 1.1,0005 — 1.1,0000) = 1,0004

T
sl = ( 1,0012 1,0005 1,0000 1,0004)

Teste de Parada:

Aplicando o teste de parada, teremos:

127 — 2| =0, 0066
28 — 25" = 0,0029

0, 0066
2§ = 2§"| = 0,0008 = & = ——=
max |z;”|
1<i<4

=0,00659 < € = 1072
12” — 2| = 0,0025

Note que o vetor obtido na 5* iteragao, ja esta de acordo com a precisao desejada.

A tabela a seguir mostra os resultados dos vetores obtidos até a 10* iteragao.

Método de Gauss-Seidel

ngz) ng:) Xék) Xz(Lk)

1,75 | 1,1875 | 1,025 | 1,2406
0,8867 | 0,9447 | 0,9994 | 0,9577
1,0245 | 1,0113 | 1,0009 | 1,0091
0,9946 | 0,9976 | 0,9997 | 0,9979
1,0012 | 1,0005 | 1,0000 | 1,0004
0,9997 | 0,9998 | 0,9999 | 0,9998
1,0001 | 1,0000 | 0,9999 | 1,0000
1,0000 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999
1,0000 | 1,0000 | 0,9999 | 0,9999
1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

OO0 ||| O =W N~
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5.6 Método SOR ou Relaxacao Sucessiva

Vamos determinar o vetor solugao do sistema linear abaixo, através do Método SOR.

Vamos adotar o Método da Sub-relaxacao, ou seja, 0 < w < 1. Adotaremos w = 0,9

4y + x9o + 23 + x4 = 7

20¢ — 8r9 4+ x3 — x4 = —06
Ty + 229 — bBr3 + 1y = -—1
1 + w2 + w3 — 4dzy = -1
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Aplicando a férmula do Método SOR:

i—1 n
ot 2 (= Dt 3 )

k+1
2 = (1
i j=1 j=i+1

i

0,9
Y :(1_0,9>$gk>+7[7_<x;k>+$gk>+xg ) = 0,128 +0,225[7 — (28 + 2 + 2]

0,9
2y = (1= 0,908 - 226 — (20 — 2 +2)] = 0, 124 — 0,1125[6 — (22{") -
73 + 2]

2 = 0,12 + 0,675 +0,2252% + 0, 11252 — 0, 11252

)

9
(k-l—l) _ (1 _ O,9>ZE§]€) D

92 (k)+x(k))]

1 — (@ 4+ 22 + =) = 0,12 — 0,18[-1 — (2 —

l

o = 0,128 +1,18 + 0,182 + 0, 3625 + 0, 182"

0,9
— 1@ +al)] = 0, 100 0,225~ 1— (2 4o+ ()

xik+1) (1=0,9)2! ()
25 = 0,12 + 0,225 + 0,225z + 0, 22528 + 0, 2552

T
Tomando z(©) = ( 0000 )
Para k = 0, vamos calcular z(!) = ( atgl) a:él) mgl) :Ufll) )
2\ =0,1.0+ 1,575 — 0,255.0 — 0,225.0 — 0, 255.0 = 1,575
2 =0,1.0 40,675 4 0,255.1,575 + 0,1125.0 — 0, 1125.0 = 1, 0293
2V =0,1.0+1,18 4 0,18.1,575 + 0, 36.1,0293 + 0, 18.0 = 0, 8340
2 =0,1.0 + 0,225 + 0,225.1, 575 + 0, 225.1, 0293 + 0, 225.0, 8340 = 0, 9986

T

o) = ( 1,575 1,0293 0,8340 0,9986 )
Para k = 1, vamos calcular z(3) = ( a:gQ) xém xéQ) :cff) )
2 =0,1.1,575 4+ 1,575 — 0,255.1, 0293 — 0, 225.0, 8340 — 0, 255.0, 9986 = 1, 0885

2P =0,1.1,0293 + 0,675 + 0, 255.1, 0885 + 0, 1125.0, 8340 — 0, 1125.0, 9986 = 1,0043
2 =0,1.0,8340 + 0, 18 + 0,18.1, 0885 + 0, 36.1, 0043 + 0, 18.0, 9986 = 1,0006
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xf) =0,1.0,9986 + 0,225 + 0, 225.1, 0885 + 0, 225.1, 0043 + 0, 255.1, 0006 = 1, 0208

T
x® = ( 1,0885 1,0043 1,0006 1,0208)

T
Para k = 2, vamos calcular z(3) = < xg?’) xég) xz(f) xf’) )

2% =0,1.1,0885 + 1,575 — 0, 255.1,0043 — 0, 225.1,0006 — 0, 255.1, 0208 = 1, 0030
2 =0,1.1,0043 4 0,675 + 0, 255.1,0030 + 0, 1125.1,0006 — 0, 1125.1, 0208 = 0, 9988
2 =0,1.1,0006 4 0, 18 + 0, 18.1,0030 + 0, 36.0, 9988 + 0, 18.1, 0208 = 1, 0039

2 =0,1.1,0208 + 0,225 + 0, 225.1,0030 + 0, 225.0, 9988 + 0, 255.1,0039 = 1, 0033

T
@ = ( 1,0030 0,9988 1,0039 1,0033)
T
Para k = 3, vamos calcular 2% = ( x§4) x§4) x:(;l) xf) )

2 =0,1.1,0030 + 1,575 — 0,225.0,9988 — 0, 225.1,0039 — 0, 225.1,0033 = 0, 9989
2 =0,1.0,9988 4 0,675 + 0, 225.0, 9989 + 0, 1125.1,0039 — 0, 1125.1,0033 = 0, 9997
2 =0,1.1,0039 4 0, 18 + 0, 18.0, 9989 + 0, 36.0, 9997 + 0, 18.1,0033 = 1, 0006

2 =0,1.1,0033 + 0, 225 + 0, 225.0, 9989 + 0, 225.0, 9997 + 0, 225.1,0006 = 1,0001

T
ca® = ( 0,9989 0,9987 1,0006 1,0001)

Teste de parada:

Aplicando o teste de parada, teremos:

12 — ¥ = 0,0041
1250 — 28] = 0,0009

0,0041
o) — 27| = 0,0033 = d) = ——
max |z, |
1<i<4

= 10,0040 < ¢ = 1072
12V — (¥ = 0,0032

A tabela a seguir mostra os resultados dos vetores obtidos até a 10* iteracgao.
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Método SOR com w = 0,9
ng) ng) ng) Xz(;k)
1,575 | 1,0293 | 0,8340 | 0,9986

1,0885 | 1,0043 | 1,0006 | 1,0208
1,0030 | 0,9988 | 1,0039 | 1,0033
0,9989 | 0,9987 | 1,0006 | 1,0001
0,9998 | 0,9999 | 1,0000 | 0,9999
1,0000 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999
1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

O[O0 ||| T =W N~

—_
o

Observe que o Método SOR ou Relaxagao Sucessiva mostrou-se bastante eficiente na re-
solucao do sistema linear pois com apenas 4 iteragoes chegamos a precisao desejada e na
7% iteracao chegamos a solucao exata do sistema. Utilizamos o método da sub-relagao no

qual o paramentro w assume um valor tal que 0 < w < 1.
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Método de Gauss-Jacobi Método de Gauss-Seidel
k ng) X;k) ng) ng) ng) ng) ng) Xflk)
1 1,75 | 1,1875 | 1,025 | 1,2406 | 1,75 1,1875 | 1,025 | 1,2406
2 1,45 | 1,1812 0,9 0,925 | 0,8867 || 0,9447 | 0,9994 | 0,9577
3 10,9984 | 1,1093 | 1,1474 | 1,1328 | 1,0245 || 1,0113 | 1,0009 | 1,0091
4 10,9026 | 1,0014 | 1,0699 | 1,0637 | 0,9946 || 0,9976 | 0,9997 | 0,9979
5 10,9984 | 1,1093 | 1,1474 | 1,1328 | 1,0012 || 1,0005 | 1,0000 | 1,0004
6 1,0091 | 0,9916 | 0,9824 | 0,9841 | 0,9997 || 0,9998 | 0,9999 | 0,9998
7 || 1,0104 | 1,0020 | 0,9952 | 0,9957 | 1,0001 || 1,0000 | 0,9999 | 1,0000
8 1,0017 | 1,0025 | 1,0020 | 1,0019 | 1,0000 || 0,9999 | 0,9999 | 0,9999
9 10,9984 | 1,0004 | 1,0017 | 1,0015 | 1,0000 [} 1,0000 | 0,9999 | 0,9999
10 || 0,9991 | 0,9996 | 1,0001 | 1,0001 | 1,0000 || 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
Método SOR com w = 0,9

k ng) ng) X:(}k) Xik)

1 1,575 | 1,0293 | 0,8340 | 0,9986

2 1,0885 | 1,0043 | 1,0006 | 1,0208

3 1,0030 | 0,9988 | 1,0039 | 1,0033

4 10,9989 | 0,9987 | 1,0006 | 1,0001

5 11 0,9998 | 0,9999 | 1,0000 | 0,9999

6 1,0000 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999

7 || 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,000

8 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,000

9 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,000

10 || 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,000

Observacao: Os métodos iterativos também mostraram-se eficientes, uma vez que
a matriz dos coeficientes do sistema é estritamente diagonalmente dominante, isto é, em
cada linha o elemento da diagonal principal é maior em mdédulo que a soma dos outros
elementos, portanto obedece o critério das linhas o que garante a convergéncia do sistema.
Até a 10* iteragao nao conseguimos chegar na solugao exata do sistema através do Método
de Gauss-Jacobi, no entanto quando utilizamos os Métodos de Gauss-Seidel e SOR por
sub-relaxacao com w = 0,9 chegamos na solucao exata na 10* e 7% iteragoes respectiva-
mente.
Neste exemplo assim como na maioria dos sistemas lineares principalmente os de grande
porte o Método SOR é preferivel ao Método de Gauss-Seidel por acelerar a convergéncia,
mais isso depende muito do valor atribuido ao parametro w. O Método SOR supera
amplamente o Método de Gauss-Jacobi. Na maioria das vezes utilizando os Métodos de
Gauss-Seidel e SOR chega-se na solugao do sistema calculando um nimero de iteragoes

duas vezes menor do que a calculada utilizando o método de Gauss-Jacobi.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho de conclusao de curso, foram apresentados as matrizes que é sem duivida
uma das estruturas algébricas mais utilizadas, pois suas mais variadas formulacoes ma-
tematicas permitem a simplificacao nao s6 da parte tedrica, mas também das proprias
aplicacoes. As resolucoes de sistemas lineares estao nesse caso, ou seja, na definicao e
resolucao desses sistemas, a forma matricial estd sempre presente, seja na esquematizacao
dos Métodos Diretos, seja no estudo da convergéncia dos Métodos Iterativos.

Como parte de maior importancia, neste trabalho foram apresentados os Métodos Diretos
e Iterativos para a resolucao de sistemas lineares. Estes métodos sao amplamente utili-
zados desde problemas mais simples do nosso cotidiano (por exemplo, para se ter uma
nocao de quanto se gasta ou se ganha em diversas atividades comerciais, no planejamento
e gerenciamento de empresas) até os problemas de maior complexidade como é o caso
dos grandes niimeros de sistemas que resultam da descretizacao das equagoes diferenciais
que apresentam como caracteristicas muitos elementos nulos nas matrizes dos coeficientes
(esparsidade).

Verificamos que a escolha do método a ser utilizado depende das peculiaridades do pro-
blema.

Vimos que os Métodos Diretos sao processos finitos e, portanto, teoricamente, obtém a
solugao exata de qualquer sistema nao singular de equacoes a menos de erros de arredonda-
mentos. Ja os Métodos Iterativos tem convergéncia assegurada apenas sob determinadas
condicoes.

Os Métodos Iterativos se mostram muito eficiente em sistemas de grande porte onde
as matrizes dos coeficientes apresenta esparsidade, pois esses métodos tem como princi-
pal vantagem nao alterar a estrutura da matriz dos coeficientes. Ja os Métodos Diretos
quando aplicados a esses sistemas provocam o preenchimento da matriz dos coeficientes,
ou seja, durante o processo de eliminagao poderao surgir elementos nao nulos em posigoes
que originalmente eram nulos exigindo entao técnicas especiais para a escolha do pivo
para reduzir este preenchimento, contudo existem situacoes nas quais pode ser impossivel
aplicar o Método Direto.

Quanto aos erros de arredondamento vimos que os Métodos Diretos apresentam sérios
problemas de arredondamento. Adotando as técnicas de pivoteamento encontramos uma

forma de amenizar esses problemas.



Os Métodos Iterativos apresentam menos erros de arredondamento, sendo que a con-
vergéncia, uma vez assegurada, independe da aproximacao inicial para a solucao do sis-
tema. Sendo assim somente os erros cometido na ultima iteracao afetam a solugao, pois
os erros cometido nas iteracoes anteriores nao levarao a divergéncia do processo nem a

convergéncia a um outro vetor que nao a solucao do sistema.
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